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Chapitre 1

Notions et notations
de la théorie des quanta

Présentation

On commence ce livre par une analyse des probabilités dans l’espace de Hilbert
réel (section 1) puis on discute du principe d’incertitude qui exige l’utilisation du
nombre imaginaire en physique des quanta (section 2). L’isomorphisme entre l’espace
de Hilbert réel et l’espace de Hilbert complexe est ensuite présenté à la section 3 et
les projecteurs sont ensuite exposés à la section 4.

1.1 Analyse des probabilités

Soient deux observables F et G d’un système Σ, dont les ensembles (les spectres)
des valeurs qu’elles peuvent prendre sont, pour simplifier, supposés discrets :

F : {F (i)} = {F (1) < F (2) < . . . < F (i) < . . . < F (ωF )}
G : {′G(′i)} = {′G(′1) < ′G(′2) < . . . < ′G(′i) < . . . < ′G(′ωG)}.

En théorie classique, nous savons qu’à chaque état du système, les équations de
mouvement permettent de calculer la valeur prise par les observables F et G. En
théorie des quanta, il n’en est plus de même, il n’est possible de calculer que les
probabilités w(i) (′w(′i)) d’obtenir F (i) (′G(′i)), i = 1, 2, . . . ωF

′i = ′1, ′2, . . . ′ωG) si
l’on effectue une mesure.

Par définition des probabilités nous devons avoir :

w(i) ≥ 0 ;

ωF∑
i=1

w(i) = 1

′w(′i) ≥ 0 ;

′ωG∑
′i=1

′w(′i) = 1.
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2 Analyse des probabilités

Si l’on dispose d’une grande quantité de systèmes identiques, la valeur moyenne de
l’observable F (G) obtenue à partir des mesures de F (G), effectuées sur chacun des
systèmes dans un même état, peut être prédite par la théorie des quanta grâce à
l’espérance mathématique

< F > =

ωF∑
i=1

w(i)F (i)

< G > =

ωG∑
′i=1

′w(′i) ′G(′i).

(1.1.1)

Puisque les probabilités sont des nombres non-négatifs, il est possible de les écrire
comme une somme de carrés :

w(i) =

ωi∑
α=1

ψ2
iα

′w
′i =

′ω′i∑
′α=1

′ψ2
′i′α

(1.1.2)

avec

iα = 11, 12, . . . , 1ω1, 21, 22, . . . , 2ω2, . . . , ωFωωF

′i ′α = ′1′1, ′1′2, . . . , ′1 ′ω1,
′2′1, ′2′2, . . . , 2 ′ω2, . . . ,

′ωG
′ωωG

.

Posons

{a} = {iα} et ωR =

ωF∑
i=1

ωi

a = 1, 2, . . . ωR

{′a} = {′i ′α} et ′ω′R =

′ωG∑
′i=1

′w′i

′a = 1, 2, . . . , ′ω′R.

Alors

ψa = ψiα et ′ψ′a = ′ψ′i′α

F (a) = F (iα) = F (i) et ′G(′a) = ′G(′i′α) = ′G(i).

L’introduction de ces dégénerescences d’ordre ωi (′ω′i) dans le spectre de F (G)
permet de les rendre équivalents à celui de G (F ) :

ωR = ′ω ′R.

Par suite les espérances mathématiques (5.1.1) s’écrivent maintenant

< F > =

ωR∑
a=1

ψ2
aF

(a)

< G > =

ωR∑
′a=1

′ψ2
′a
′G(′a).

(1.1.3)
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Notions et notations de la théorie des quanta 3

La normalisation des probabilités devient :
ωF∑
i=1

w(i) =

ωR∑
a=1

ψ2
a = 1

ωG∑
′i

′w(′i) =

ωR∑
′a=1

′ψ2
′a = 1.

b

a

′b

′a

ψb

ψa

′ψ′b

′ψ′a

ψ

Fig. 1.1.1

Nous voyons par là qu’il est possible d’interpréter les grandeurs ψa et ′ψ′a comme
les composantes, dans deux référentiels orthogonaux différents d’un vecteur abstrait
ψ dans un espace euclidien à ωR dimensions ; ce vecteur ψ étant de module un. La
norme de ce vecteur ψ étant

|ψ|2 =

ωR∑
a=1

ψ2
a =

ωR∑
′a=1

′ψ2
′a = 1.

Nous savons que les transformations permettant le passage du référentiel {a} au
référentiel {′a} qui conservent la valeur et la forme de la norme sont les transforma-
tions orthogonales.

Soit O = {O′aa} la matrice d’une telle transformation ; alors si nous utilisons la
convention sommatoire habituelle nous avons :

′ψ′a = O′aaψa

ψa = O−1
a′a

′ψ′a.

Mais dans un espace euclidien, nous savons que

O−1 = OT ,
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4 Analyse des probabilités

c’est-à-dire
O−1
a′a = OT

a′a = O′aa.

Quant aux valeurs F (a) (′G
′a)) du spectre, elles s’interprètent comme les composantes

d’un tenseur symétrique du deuxième ordre diagonal dans le référentiel {a} ({′a}) :

Fab
∗
=F (a)δab

′G′a′b
∗
=′G(′a)δ′a′b.

En effet :

< F > =

ωR∑
ab

ψaFabψb
∗
=

ωR∑
a,b

ψaF
(a)δab =

ωR∑
a

ψ2
aF

(a)

< G > =
∑
′a′b

′ψ′a
′G′a′b

′ψ′b
∗
=

ωR∑
′a′b

′ψ′a
′G(′a)δ′a′b

′ψ′b =

ωR∑
′a

′ψ2
′a
′G(′a).

Dans cet espace euclidien à ωR dimensions définissons un produit scalaire

(φ, ψ) = (ψ, φ)
def
=

ωR∑
a

φaψa. (1.1.4)

Cet espace munit du produit scalaire vérifie les axiomes d’un espace de Hilbert réel
(RHS). La dimension ωR est en général infinie. (Si les spectres sont continus, il est
possible de généraliser ce que nous venons de faire.)

Grâce à (5.1.4), les espérances mathématiques s’écrivent

< F > = ψaFabψb = (ψ, Fψ) = (Fψ, ψ)

< G > = ′ψ′a
′G′a′b

′ψ′b = (ψ,Gψ) = (Gψ,ψ),

où F et G sont les opérateurs associés aux observables F et G. Dans la représentation
matricielle, nous avons

F = {Fab} ; G = {Gab}.

Dans RHS nous disons qu’un opérateur AT est transposé de A lorsque

(ATφ, ψ)
def
=(φ,Aψ)

ATab =Aba.

Par conséquent les observables étant des opérateurs symétriques, nous avons

F T = F ; GT = G.

Donnons encore les lois de transformation des observables :

< G >= ′ψ′a
′G′a′b

′ψ′b = ψaGabψb,
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Notions et notations de la théorie des quanta 5

qui, avec
′ψ′a = O′aaψa ; ′ψ′b = O′bbψb,

donne
< G >= O′aaψa

′G′a′bO′bbψb = ψaGabψb,

c’est-à-dire
Gab = O′aaO′bb

′G′a′b,

ou de façon plus symétrique :

Gab = OT
a′a
′G′a′bO′bb (1.1.5)

et inversement
′G′a′b = O′aaGabO

T
b′b.

Sous forme condensée, cela s’écrit :

′ψ = Oψ ; ′G = OGOT .

En résumé, nous avons associé à chaque état d’un système Σ un vecteur abstrait ψ
de longueur unité dans un RHS. Nous dirons alors pour abréger que le système Σ
est dans l’état ψ.

a

b

′a

′b
ψ

F (a)

F (b)

G(a)G(b)

F

G

Fig. 1.1.2 Ellipsoïdes associés à deux grandeurs (figure pour le cas d’un
RHS à 2 dimensions).

Les observables de ce système y sont représentées par des tenseurs symétriques
du deuxième ordre ; géométriquement ce sont donc des ellipsoïdes dont la longueur
des axes principaux est donnée par les valeurs du spectre.

Chaque tenseur (ellipsoïde) admet un référentiel {a} dans lequel il est diagonal :
Fab

∗
= F (a)δab. Dans ce référentiel {a}, le carré de la composante ψa de ψ représente

la probabilité d’obtenir F (a) lors d’une mesure.
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6 Principe d’incertitude

Une conséquence immédiate de ceci est que si ψa = 1, c’est-à-dire si le vecteur
ψ est sur l’axe a, alors la valeur mesurée peut être prédite avec certitude égale
à F (a), les autres probabilités |ψb6=a|2 étant alors nulles ! Nous voyons que si les
axes principaux de deux ellipsoïdes d’observables F et G ne coïncident pas, il est
impossible de prédire avec certitude une valeur de F et une valeur de G.

L’espérance mathématique d’une observable F d’un système Σ dans l’état ψ est

< F >ψ= (ψ, Fψ).

Si ψa = 1, alors évidemment : < F >ψ= F (a).

Remarque.
La position relative des deux ellipsoïdes, donc l’orientation relative des deux ré-

férentiels {a} et {′a} n’est pas nécessairement indépendante de l’état ψ. Par consé-
quent O = {Oab} peut dépendre de ψ. Nous excluons cette possibilité en postulant
la linéarité des opérateurs (ce qui n’est pas une nécessité à priori !).

1.2 Principe d’incertitude

La présence d’une distribution de probabilité ({w(i)} ou {ψ2
a}) d’obtenir telle ou

telle valeur d’une observable si l’on effectue une mesure introduit évidemment une
certaine incertitude sur la valeur que l’on a prédite (et ceci indépendamment de la
précision de mesure). Cette incertitude est d’autant plus grande que la distribution
est plus « étalée ».

W

F

W

F

Fig. 1.2.1 Distributions typiques : « étalée » (partie gauche), « ressérrée »
(partie droite).

Par analogie avec le calcul des probabilités, nous définissons cette incertitude au
moyen de la variance. Plus précisemment, nous introduisons le tenseur (ou opéra-
teur) d’erreur ∆Fab de Fab

∆Fab
def
= Fab − δab < F > .

L’incertitude est alors définie comme l’espérance mathématique de (∆Fab)
2. Un cal-

cul simple montre que

< (∆F )2 >=< F 2 > − < F >2 . (1.2.1)
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Notions et notations de la théorie des quanta 7

Nous avons vu qu’il existe des états pour lesquels la distribution de probabilité se
réduit à une certitude : ce sont les cas où le vecteur ψ est sur l’un des axes de
l’ellipsoïde : |ψ| = ψa = 1. Dans ces conditions il n’y a plus d’incertitude, la valeur
prédite est égale à la valeur mesurée, si celle-ci est précise :

< ∆F 2 >= 0.

On peut naturellement se demander s’il existe des observables pour lesquelles une
prédiction certaine peut être faite pour chacune d’elle simultanément (c’est-à-dire
pour un même état). De telles observables existent, ce sont celle dont les tenseurs
peuvent être diagonalisés dans un même référentiel, c’est-à-dire dont les axes de
leurs ellipsoïdes coïncident. En effet, leurs distributions de probabilité ({ψ2

a}) sont
alors identiques. De telles observables sont dites compatibles.

Examinons rapidement le contenu physique de ces résultats.
Supposons un système dont l’état est décrit par deux observables F et G de

spectres {F1, F2} et {′G1,
′G2} (RHS à deux dimensions). Soient alors {ψ2

1, ψ
2
2} et

{′ψ2
1,

′ψ2
2} les distributions de probabilité de F et de G dans l’état ψ. Considérons

alors les deux cas :

a) F et G sont compatible.
Les distributions de probabilité {ψ2

i } et {′ψ2
i } ont alors les mêmes valeurs. Si

nous effectuons les mesures avec précision, ou bien nous obtenons (F1 et G1) ou
bien (F2 et G2).

ψ

F

G

2

1

ψ2

ψ1

G2

F2

F1

G1

Fig. 1.2.2 Cas de deux grandeurs dont les ellipsoïdes reprśentatifs ont les
axes principaux en coïncidence.

Donc après la mesure, le système se trouve ou bien dans l’état ψ1 ou bien dans
l’état ψ2 ; dans chacun des cas les valeurs de F et G sont prédites avec certitude
(et seraient mesurées telles avec précision) cf. figure 1.2.2.

b) F et G ne sont pas compatibles.
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8 Principe d’incertitude

ψ

′ψ2

′ψ1

ψ2

ψ1

G2

F2

F1
G1

Fig. 1.2.3 Cas de deux grandeurs dont les ellipsoïdes reprśentatifs dont les
axes principaux ne coïncident pas.

Alors si nous effectuons les mesures, ou bien nous obtenons une valeur précise
de F (F1 ou F2) et il est impossible de mesurer G (ou bien nous obtenons une
valeur précise de G (G1 ou G2) et il est impossible de mesurer F . L’état ob-
tenu après les mesures est parfaitement indéterminé. Physiquement cela signifie
que l’opération de mesure perturbe le système d’autant plus que la mesure est
précise et que cette perturbation se reporte en particulier sur la mesure d’une
autre observable non compatible avec la première. La seule chose que nous puis-
sions faire dans ce cas est d’effectuer des mesures moins précises. L’état obtenu
ne donnera alors plus des prédictions certaines pour les observables mais une
distribution de probabilité.
Nous constatons donc que la mesure précise et simultanée de deux observables

non compatibles est impossible.
En théorie des quanta un tel état est donc décrit par l’ensemble de toutes les

observables compatibles (puisque ce sont les seules simultanément mesurables). Cet
ensemble n’est en général pas égal à celui de toutes les observables indépendantes
du système ; si c’est le cas, alors la théorie classique est valable sans restriction.
La description d’un système en théorie des quanta est donc, comme en physique
statistique, incomplète, mais pour d’autres raisons : voici l’origine des probabilités
introduites à la section 5.1.

Cette imposibilité de mesurer simultanément et avec précision deux observables
non compatibles revient à dire que leurs incertitudes ne peuvent s’annuler les deux
à la fois et que si l’une diminue, l’autre doit nécessairement augmenter. A priori il
y a deux possibilités d’énoncer mathématiquement ce principe :

< ∆F 2 >< ∆G2 > ≥

{
λ2 < P > (A)
λ2 < C >2 (B)

où P est un opérateur de dimension [F 2][G2] et C est un opérateur de dimension
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Notions et notations de la théorie des quanta 9

[F ][G] et λ2 est un nombre.
Au cas où les deux observables F et G sont compatibles, le second membre doit

être nul, puisque alors le premier membre peut le devenir.
Le critère de compatibilité ou de non compatibilité de deux observables est la

valeur du commutateur défini comme

[F,G]ab
def
=

∑
c

FacGcb −GacFcb.

Alors

[F,G]ab

{
= 0, ∀ a, b si F et G compatibles
6= 0, pour au moins une paire a, b si F et G non-compatibles.

(1.2.2)

En effet :

[F,G]ab = FacGcb −GacFcb
∗
= F (a)δacGcb −GacF

(b)δcb

= (F (a) − F (b))︸ ︷︷ ︸
6=0 pour au moins

un couple a,b

Gab.

• Si G n’est pas compatible avec F , alors Gab 6= 0 et [F,G]ab 6= 0.
• Si G est compatible avec F , alors dans le référentiel où Fab

∗
= F (a)δab nous avons

également Gab
∗
= G(a)δab, par conséquent

[F,G]ab
∗
= (F (a) − F (b))G(a)δab = 0, ∀ a, b.

a) Première possibilité (A) du principe d’incertitude.

< ∆F 2 >< ∆G2 > ≥ λ2 < P >

P doit être une observable de moyenne < P > positive, de dimension [F 2][G2] qui
s’annule si [F,G] = 0.

La seule possibilité simple est de poser :

Pab = −[F,G]2ab = Pba ou (P = −[F,G]2 = P T ).

Puisque [F,G] est un tenseur antisymétrique,

[F,G]T = −[F,G],

et, comme (AB)T = BTAT , on voit que P est symétrique :

(−[F,G]2)T =
(
(−[F,G])[F,G]

)T
= [F,G]T (−[F,G])T

= −[F,G]([F,G]) = −[F,G]2.
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10 Principe d’incertitude

De plus le signe moins dans la définition de P assure sa positivité ; nous avons alors

Pab
∗
=

∑
c

(F (a) − F (c))(F (c) − F (b))GacGcb

et < P >ψ= ψaPabψb. Si nous nous plaçons-nous dans un état tel que

ψ = (0, . . . , 0, ψa′ = 1, 0, . . . .0),

alors nous avons

< P >ψ
∗
= Pa′a′ =

∑
c

(F (a′) − F (c))2(Ga′c)
2 ≥ 0.

Si les deux observables F etG sont incompatibles, alors < P >ψ doit être strictement
positive, car au moins pour un indice c on aura Ga′c 6= 0. D’autre part, si nous
supposons que les spectres de F et G sont composés de grandeurs finies (il en existe,
exemple le spin !) alors

< P >ψ= (fini)2 > 0.

Dans un tel état, la distribution de probabilité se réduit à une certitude : la valeur
prédite est F (a′) ; par conséquent :

< ∆F 2 >= 0.

Ce n’est par contre pas le cas pour G, < ∆G2 >ψ 6= 0 ; la limite supérieure de cette
incertitude est

< ∆G2 >ψ≤ (G(1) −G(ωG))2,

où G(1) est la plus petite et G(ωG) la plus grande valeur du spectre. Puisque toutes
les grandeurs sont supposée finies, alors :

< ∆G2 >ψ= (fini’)2 > 0,

et notre principe d’incertitude devient

0 (fini’)2 ≥ λ2(fini)2

ceci n’est pas absurde qu’à la seule condition que λ = 0 ; le principe (A) est donc

< ∆F 2 >ψ< ∆G2 >ψ≥ 0,

ce qui est trivial !

b) Deuxième possibilité (B) pour le principe d’incertitude. Il consiste à poser :

< ∆F 2 >ψ< ∆G2 >ψ≥ λ2 < C >2
ψ .

C doit être une observable (pour les mêmes raisons que P introduit précédemment :
le membre de gauche de la relation d’incertitude étant formé d’observables) de di-
mension [F ][G] s’annulant pour [F,G] = 0.

Ecran Suiv. Préc. Revient Va page Repart Table Portail Index Fermer Quitter



Notions et notations de la théorie des quanta 11

Poser C = [F,G] ne convient pas car le commutateur étant antisymétrique n’est
pas une observable (d’autre part l’antisymétrie donne < [F,G] >ψ≡ 0).

La seule possibilité de construire un opérateur C satisfaisant les conditions ci-
dessus est d’introduire un opérateur antisymétrique

JT(FG) = −J(FG)

(JT(FG)[ab] ≡ J(FG)[ba] = −J(FG)[ab])

qui commute avec [F,G] :
[J(FG), [F,G]] = 0.

Alors C = J(FG)[F,G] est l’observable cherchée et son transposé est

CT = [F,G]TJT(FG) = [F,G]J(FG).

Il suffit évidemment que J(FG) commute avec F et G pour que soit satisfaite la
condition [J(FG), [F,G]] = 0. Nous admettrons cette propriété qui s’écrit

[J(FG), F ] = 0 ; [J(FG), G] = 0.

Pour déterminer la valeur du nombre λ2 dans le principe d’incertitude, nous intro-
duisons l’opérateur

A
def
= ∆F + ξJ(FG)∆G donc AT = ∆F − ξ∆GJ(FG)

où ∆F et ∆G sont les opérateurs d’erreur définis plus haut et ξ est un nombre
arbitraire. Calculons l’espérance mathématique de ATA ; cette quantité n’est jamais
négative puisque

< ATA >ψ= (ψ,ATAψ) = (Aψ,Aψ) = |Aψ|2 ≥ 0

donc
< ATA >ψ= f(ξ) ≥ fmin(ξ).

Nous avons

ATA = (∆F − ξ∆GJ(FG))(∆F + ξJ(FG)∆G)

= (∆F )2 + ξ(∆FJ(FG)∆G−∆GJ(FG)∆F )− ξ2∆GJ2
(FG)∆G.

Avec

∆FJ(FG)∆G−∆GJ(FG)∆F = J(FG)[∆F,∆G] et [∆F,∆G] = [F,G],

nous obtenons

< ATA >ψ=< ∆F 2 >ψ +ξ < J(FG)[F,G] >ψ −ξ2 < J2
(FG)∆G

2 >ψ .

Pour faire apparaître le terme< ∆G2 >ψ, il est nécessaire que l’opérateur symétrique
J2

(FG) = J(FG) J(FG) soit un nombre (c’est-à-dire un tenseur de la forme J2
(FG)ab =
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12 Principe d’incertitude

J δab ). Or J doit être négatif ; d’autre part, grâce à la présence du nombre arbitraire
ξ2, on ne restreint pas la généralité en posant J = −1. Nous posons donc :

J2
(FG) = (= −JT(FG) J(FG)) = −1 soit J2

(FG)ab = −δab.

Alors

< ATA >ψ= f(ξ) =< ∆F 2 > +ξ < J(FG)[F,G] >ψ +ξ2 < ∆G2 >ψ≥ 0.

Déterminons ξ′ de telle sorte que le trinôme f(ξ) soit minimum : f(ξ′) = fmin.
On doit avoir

df

dξ

∣∣∣∣
ξ=ξ′

=< J(FG)[F,G] >ψ +2ξ < ∆G2 >ψ≡ 0.

Donc (puisque < ∆G2 >ψ 6= 0)

ξ′ = −
< J(FG)[F,G] >ψ

2 < ∆G2 >ψ

.

Nous avons alors

fmin =< ∆F 2 >ψ −
< J(FG)[F,G] >2

ψ

2 < ∆G2 >ψ

+
< J(FG)[F,G] >2

ψ

4 < ∆G2 >ψ

≥ 0,

c’est-à-dire

< ∆F 2 >ψ −
< J(FG)[F,G] >2

ψ

4 < δG2 >ψ

≥ 0

qui, en multipliant par < ∆G2 >ψ> 0, devient l’énoncé du principe d’incertitude

< ∆F 2 >ψ< ∆G2 >ψ≥
1

4
< J(FG)[F,G] >2

ψ . (1.2.3)

Si les observables sont compatibles : [F,G] = 0 alors nous obtenons bien

< ∆F 2 >ψ< ∆G2 >ψ≥ 0 (en particulier = 0).

Si < ∆F 2 >ψ= 0 (par exemple), alors

ψ
∗
= {±δa′a }

et donc

< J(FG)[F,G] >ψ = ψa(J(FG)[F,G])abψb
∗
= (J(FG)[F,G])a′a′

= J(FG)a′c[F,G]ca′ = J(FG)a′c(F
(c) − F (a′))︸ ︷︷ ︸

=−[J(FG),F ]=0

Gca′ = 0.

Par conséquent l’argument développé pour la possibilité (A) ne conduit ici à aucune
contradiction :

0 (fini)2 ≥ 1

4
0.

Nous allons maintenant introduire au sujet de l’opérateur J(FG) un postulat qui, à
vrai dire, s’impose presque de lui-même.
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Notions et notations de la théorie des quanta 13

Opérateur J commutant avec toutes les observables
Les opérateurs antisymétriques J(FG), où F et G sont deux observables quel-

conques sont tous identiques :

J(FG) indépendant de F et G.

Considérons en effet trois observables F, G, H et soit

C = J(FG)[F,G] ; D = J(CH)[C,H].

Alors, en vertu de nos hypothèses sur J( ), nous devons avoir :

[J(CH), C] = 0 = J(CH)J(FG)[F,G]− [F,G]J(FG)J(CH).

Pour satisfaire cette équation, puisque F , G et H sont arbitraires, quoi de plus
naturel que poser

J(CH) = J(FG) = J avec J(CH)J(FG) = J(FG)J(CH) = J2 = −1.

Définition complète de J
Dans notre RHS, il existe un opérateur antisymétrique J (J[ab]) tel que :

JTJ = −J2 = 1

et tel que toute observable commute avec lui :

[J, F ] = 0, ∀ F = observable.

Le principe d’incertitude s’écrit alors

< ∆F 2 >ψ< ∆G2 >ψ≥
1

4
< J [F,G] >2

ψ . (1.2.4)

Le principe d’incertitude est responsable de l’introduction de l’opérateur J .
L’existence postulée de J est d’une importance fondamentale car elle donne la

forme des opérateurs d’observables. En effet, nous savons bien qu’il n’existe aucun
opérateur antisymétrique capable de commuter avec tous les opérateurs symétriques
(la démonstration de ce théorème est triviale !), par conséquent seule une classe
d’opérateurs symétriques pourront être des observables. Examinons ceci de plus
près. A partir de la définition

−δab = JacJcb,

nous concluons que J a au moins un élément non-nul pour chaque indice (en langage
matriciel chaque ligne et chaque colonne contient au moins un élément non nul). De
la définition

[J, F ]ab = 0 = JacFcb − FacJcb
∗
= Jab(F

(a) − F (b)),

nous tirons : F (a) = F (b) quand Jab 6= 0 (ceci est la démonstration triviale du
théorème énoncé ci-dessus) et par conséquent puisque pour chaque a et pour chaque
b il existe un Jab 6= 0 au moins, le RHS est de dimension paire ωR = (ωR/2) · 2
et les observables (tenseurs symétriques) n’ont pas (1/2)ωR(ωR + 1) mais (1/4)ω2

R

composantes indépendantes.
Nous construirons le RHS et les observables à la section suivante.
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14 Isomorphisme entre RHS et CHS

1.3 Isomorphisme entre RHS et CHS

Nous allons montrer que la théorie des quanta dans le RHS est équivalente à
celle usuelle définie dans l’espace de Hilbert complexe (CHS) ; pour cela il suffit de
montrer qu’il existe un isomorphisme entre RHS et CHS.

Puisque la dimension ωR de RHS est paire, nous pouvons considérer celui-ci
comme formé du produit d’un espace à deux dimensions par un espace à ωR/2
dimensions. Les vecteurs ψ = {ψa} peuvent alors s’écrire

Ψ =

(
ψ(r)

ψ(i)

)
,

où ψ(r) et ψ(i) sont des vecteurs-colonnes à ωR/2 dimensions. En utilisant les vecteurs-
lignes, nous avons

Φ =
(
φ(r) φ(i)

)
.

Nous définissons nos observables au moyen du produit de Kronecker :

A
def
= 1 × A(r) + j × A(i),

où A(r) et A(i) sont des matrices (ωR/2)× (ωR/2) et où

1 =

(
1 0
0 1

)
; j =

(
0 −λ
λ 0

)
; j2 = −1.

Les observables étant symétriques, nous devons avoir

AT = 1T × AT(r) + jT × AT(i) = 1× AT(r) − j × AT(i) ≡ A.

Par conséquent

AT(r) = A(r) (A(r)ab = A(r)(ab))

AT(i) = −A(i) (A(i)ab = A(i)[ab]).

A(r) étant symétrique elle a (1/2)(ωR/2)(ωR/2 + 1) éléments indépendants et A(i)

étant antisymétrique a (1/2)(ωR/2)(ωR/2 − 1) éléments indépendants, donc A a
(1/2)(ωR/2)

(
(ωR/2 + 1) + (ωR/2− 1)

)
= (1/4)ω2

R éléments indépendants.
Reste encore la règle [J,A] = 0 ; en définissant J comme :

J
def
= j × 1,

où 1 est ici l’opérateur unité à (ωR/2)× (ωR/2) dimensions, nous respecterons cette
règle de commutation. En effet :

[J,A] = J A− AJ = j × (1× A(r) + j × A(i))− (1× A(r) + j × A(i))j × 1

= j 1︸︷︷︸
j

×1A(r) + j j︸︷︷︸
j2=−1

×1A(i) − 1 j︸︷︷︸
j

×A(r) 1− j j︸︷︷︸
j2=−1

×A(i) 1 = 0.
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Notions et notations de la théorie des quanta 15

Considérons maintenant un CHS à ωC dimensions ; si nous définissons les vecteurs
ψ̂ par

ψ̂ = ψ(r) + iψ(i)

avec i = +
√
−1, desvecteurs-colones à ωC dimensions ψ(r) et ψ(i), et les observables

par des opérateurs Â
Â = A(r) + iA(i)

avec la condition d’hermicité

Â†(= Â∗T ) = AT(r) − iAT(i) = Â,

condition qui implique AT(r) = A(r) et AT(i) = −A(i), nous constatons qu’il existe une
correspondance biunivoque entre vecteurs et opérateurs dans RHS et vecteurs et
opérateurs dans CHS, à condition que

ωC =
ωR
2
.

Pour qu’il y ait isomorphisme il faut encore montrer que cette correspondance est
régulière vis à vis des produits scalaires.

Dans CHS, étant donné deux vecteurs φ̂ et ψ̂, on définit le produit scalaire par

< φ̂, ψ̂ >
def
= (φ(r) − iφ(i), ψ(r) + iψ(i)),

et donc

< φ̂, ψ̂ >= (φ(r), ψ(r)) + (φ(i), ψ(i))− i[(φ(i), ψ(r))− (φ(r), ψ(i))].

En introduisant la notation matricielle

φ̂ =
(
φ(r) φ(i)

)
et φ̂

T
=

(
φ(r)

φ(i)

)
,

on a (
−ψ(i)

ψ(r)

)
=

(
0 −1
1 0

) (
ψ(r)

ψ(i)

)
et

(
ψ(r)

ψ(i)

)
=

(
1 0
0 1

) (
ψ(r)

ψ(i)

)
.

Ceci permet d’écrire le produit scalaire sous la forme

< φ̂, ψ̂ >=
(
φ(r) φ(i)

) (
1 0
0 1

) (
ψ(r)

ψ(i)

)
− i

(
φ(r) φ(i)

) (
0 −1
1 0

) (
ψ(r)

ψ(i)

)
.

Or, par définition,

Φ =
(
φ(r) φ(i)

)
; Ψ =

(
ψ(r)

ψ(i)

)
; 1 =

(
1 0
0 1

)
.

Si dans j =

(
0 −λ
λ 0

)
nous posons λ = +1, alors

(
0 −1
1 0

)
= j × 1 = J et le produit

scalaire s’écrit maintenant

< φ̂, ψ̂ >= (Φ, 1 Ψ)− i(Φ, J Ψ).
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16 Isomorphisme entre RHS et CHS

Nous avons donc une relation biunivoque entre les vecteurs et les matrices dans les
deux espaces :

ψ̂ = ψ(r) + iψ(i) ←→ Ψ =

(
ψ(r)

ψ(i)

)
ωC composantes←→ ωR = 2ωC composantes

Â = A(r) + iA(i) ←→ A = 1× A(r) + j × A(i) =

(
A(r) −A(i)

A(i) A(r)

)
Ã∗ = AT(r) − iAT(i) ←→ AT = 1× AT(r) − j × AT(i)

i = i× 1←→ J = j × 1

−i× 1←→ JT = −j × 1.

Propriétés des observables
On a d’abord la relation de commutation

[J,A] = 0.

Les observables sont définies par

F = 1× F(r) + j × F(i)

F T = 1× F T
(r) − j × F T

(i).

Si F est une observable, F = F T et donc{
F T

(r) = F(r)

F T
(i) = −F(i)

←→ F̂ est hermitien

et alors

(J F )T = (j × F(r) − 1× F(i))
T = −j × F T

(r) − 1× F T
(i)

= −(j × F(r) − 1× F(i)) = −J F.

On en déduit

< ψ̂, F̂ ψ̂ >=< Ψ, FΨ > est réel car (Ψ, J FΨ) = 0.

Autres opérateurs.
Bien que cela ne concerne pas la théorie des quantas, on peut considérer des

opérateurs du type suivant :

A = 1× A(r) + j × A(i) + k × A(k) + `× A(`)

=

(
A(r) + A(k) −A(i) + A(`)

A(i) + A(`) A(r) − A(k)

)
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Notions et notations de la théorie des quanta 17

où 1 et j sont précédemment définis et où

k =

(
1 0
0 −1

)
et ` =

(
0 1
1 0

)
.

Ces opérateurs ne commutent pas tous avec l’opérateur J = j × 1. Par exemple, si
on pose

A1 = 1× A(r) + j × A(i)

A2 = 1× A(k) + `× A(`),

il est facile de voir que J commute avec les opérateurs du type A1 mais anticommute
avec les opérateurs du type A2 ; en effet, [j, k]+ = [j, `]+ = 0.

Propriété géométrique remarquable de l’opérateur J .

Soit ψ̂ = {ψ̂q}, ψq =

(
ψq(r)
ψq(i)

)
; nous avons

(J ψ)q =

(
0 −1
1 0

) (
ψq(r)
ψq(i)

)
=

(
−ψq(i)
ψq(r)

)
Ainsi, JΨ est obtenu à partir de Ψ par une rotation de (π/2).

ψq(r)

ψq(i)

−ψq(i)

ψq(r)

ψq

(Jψ)q

r

i

π/2

Fig. 1.3.1 Dans le cas où le RHS est à 2 dimensions, l’opérateur j joue le
rôle d’une rotation de π/2.

L’espérance mathématique de F dans l’état Ψ s’écrit

< F >Ψ= (Ψ, FΨ).

Soit Ψ′ = eJλΨ = (cosλ · 1 + sinλ · J)Ψ, nous avons

(Ψ′, FΨ′) = (eλJΨ, FeλJΨ) = (Ψ, e−λJFeλJΨ) = (Ψ, FΨ)

car JT = −J et [J, F ] = 0. Les vecteurs Ψ et eλJΨ sont les mêmes à une phase près,
ce qui est sans importance pour les espérances mathématiques.
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1.4 Probabilités dans les formalismes CHS et RHS

Formalisme CHS.
Soient F̂ , Ĝ, . . . , des observables qui commutent, [F̂ , Ĝ] = 0, et ψ̂ un état

quelconque ; soit ψ̂
(i)

un état propre de F̂ : F̂ ψ̂
(i)

= ψ̂
(i)
F (i) ; alors

| < ψ̂
(i)
, ψ̂ > |2 = ω(i) = probabilité d’être dans l’état ψ(i)∑

i

ω(i) = 1.

Formalisme RHS.
Soit Ψ un état quelconque et Ψ(i) un état propre de F : FΨ(i) = Ψ(i)F (i), i =

1, . . . , ωC = ωR/2, donc

(Ψ(i),Ψ)2 + (Ψ(i), J Ψ)2 = ω(i)

et on vérifie que l’on a bien

| < ψ̂
(i)
, ψ̂ > |2 = |(Ψ(i),Ψ)− i(Ψ(i), JΨ)|2 = ω(i).

1.5 Représentations de Schrödinger et de Heisenberg.

1) Image de Schrödinger
L’état est représenté par un vecteur qui tourne et un opérateur symétrique par

un ellipsod̈e fixe, ce que l’on peut représenter par la figure 5.5.1 suivante.

a

b

Ψ

Ψ(t)

ΨaΨa(t)

A

Fig. 1.5.1
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Formalisme RHS.
Soit le déplacement infinitésimal

δΨa = δtAabΨb.

Mais nous savons que (Ψ,Ψ) = 1, ∀ t et donc

δ(Ψ,Ψ) = (δΨ,Ψ) + (Ψ, δΨ) = (AabΨbΨa + ΨaAabΨb) δt = 0.

Il en résulte
Ψa(Aba + Aab)Ψb = 0 Aba = −Aab

et donc
δΨ = δAΨ avec AT = −A.

Formalisme CHS.
Dans ce cas nous avons

δ< ψ̂, ψ̂ > = δt(< Âψ̂, ψ̂ > + < ψ̂, Âψ̂ >)

= δt < ψ̂, (Â+ + Â)ψ̂ >) = 0,

donc Â+ = −Â. Posons alors A = −J H et Â = −iĤ avec HT = H, [J,H] = 0 et
Ĥ+ = Ĥ. L’équation de Schrödinger prend alors la forme

Ψ̇ = −J H Ψ
˙̂
ψ = −iĤψ̂

et nous avons
< F >(t)︸ ︷︷ ︸

(RHS)

= (Ψ(t), FΨ(t))︸ ︷︷ ︸
(CHS)

.

Dérivons par rapport au temps

∂t< F >(t) = (Ψ̇, FΨ(t)) + (Ψ(t), F Ψ̇)

= (−J HΨ(t), FΨ(t)) + (Ψ(t), F (−J H)Ψ(t))

= (Ψ(t), J [H,F ]Ψ(t)).

On pose par définition Ḟ = J [H,F ] et alors

∂t< F >(t) =< Ḟ > .

Du point de vue dimensionnel, il aurait fallu poser δΨ = −JHΨδt(1/~) et
Ψ̇ = −JΨ̇(1/~) qui conduirait à Ḟ = (1/~)J [H,F ], mais on a posé ~ = 1.

Dans le cas classique nous avons

Ḟ (x) = Fα(x)v
α(x) = (FαHβj

βα)(x) = {H,F},
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20 Représentations de Schrödinger et de Heisenberg.

c’est-à-dire qu’il y a la correspondance

{H,F} ←→ i

~
[H,F ].

En mécanique classique nous aurions dû postuler que :

(FGH)
{
F, {G,H}

}
= 0

(la notation (FGH) signifie : somme sur les permutations cycliques des objets),
alors qu’ici la relation

(FGH)
[
F, [G,H]

]
= 0

est d’emblée satisfaite.
La représentation de Schrödinger est alors :

Ψ(t) = e−t~
−1J HΨ(0).

On peut poser Ψ(t) = O(t)Ψ(0), alors OT (t) = O−1(t) ce qui veut dire que O(t) est
une transformation orthogonale :

O(t) = e−t~
−1J H .

2. Image de Heisenberg
Au lieu de faire dépendre Ψ du temps, on reporte la dépendance temporelle sur

l’observable en transformant l’opérateur par O(t) de façon que l’espérance mathé-
matique reste la même en chaque instant :

< F >(t) = (Ψ(t), FΨ(t)) = (O(t)Ψ(0), F O(t)Ψ(0))

= (Ψ(0), O−1(t)F O(t)Ψ(0)) = (Ψ(0), F (t)Ψ(0)).

Ce choix est représenté sur la figure 5.5.2 suivante.

a

b

a(t)

b(t)

Ψ

Ψa

Ψa(t)

A

A(t)
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Fig. 1.5.2 On remarque que la coordonnés Ψa(t) a la même valeur que la
coordonnée Ψa(t) sur la figure précédente, ce qui illustre bien le fait que les

deux représentations conduisent aux mêmes probabilités de trouver les
résultats possibles de mesure.

On a donc
< F >(t) =< F >Ψ(t) =< F (t) >Ψ(0),

où
F (t) = O−1(t)F O(t).

Il en résulte que l’évolution est décrite par{
Ψa(t) = Oab(t)Ψb(0)

Fab(t) = O−1
ac (t)FcdOdb(t)

image de Schrödinger
image de Heisenberg

et alors F (t) = etJH~−1
Fe−tJH~−1

.

Dérivons par rapport au temps :

∂tF (t) = JH~−1F (t)− F (t)JH~−1 = ~−1J [H,F (t)].

Il en résulte
H(t) = etJH~−1

He−t~
−1JH = H

qui exprime la conservation de l’énergie.
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Chapitre 2

Observables (multi-)locales
en théorie classique

Présentation

Les équations de Maxwell sont tout d’abord rappelées et les champs tensoriels
multilocaux sont introduits à la section 1. La transformation infinitésimale est alors
introduite à la section 2 et les générateurs de l’algèbre de Lie y sont définis.

2.1 Equations de Maxwell et groupe de Lorentz

Si l’on pose
x4 = ct ; Bi4 = Ei ; H i4 = Di ; j4 = cq,

les équations de Maxwell deviennent,

(αβγ) ∂αBβγ = 0

∂αH
αβ =

1

c
jβ

(où la notation (αβγ) signifie que les autres équations sont déduites de la première
par permutation cyclique des indices αβ γ et où la sommation sur les indices répétés
est sous-entendue).

La métrique dans cet espace à quatre dimensions est :

gii = gii = 1 ; g44 = g44 = −1.

Il existe donc une direction privilégiée, celle du temps. Une transformation

′x
′α = L

′α
α x

α
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24 Transformation infinitésimale

est dite de Lorentz si elle conserve la métrique, c’est-à-dire si

′g
′α′β = L

′α
α L

′β
β g

αβ = g
′α′β.

Soit Fαβ...(x, y, . . .) un champ tensoriel multilocal, il se transforme suivant

′F
′α′β...(′x, ′y, . . .) = L

′α
α L

′β
β . . . F

αβ...(x, y, . . .)

avec
x = L−1 ′x
′x = Lx

xα = L−1α
′α

′x
′α.

On obtient donc une identité en ′x et ′y :

′F
′α′β...(′x, ′y, . . .) = L

′α
α L

′β
β . . . F

αβ...(L−1 ′x, L−1 ′y, . . .).

Pour abréger , nous continuons avec l’exemple d’un champ tensoriel d’ordre 1
et monolocal ; l’équation ci-dessus s’écrit alors

′F
′α(′x) = L

′α
(1)αF

α(L−1′x)

et peut être réécrite

′F
′α(′x) = L

′α
(1)α

∫
d4x δ(x− L−1

(1)
′x)Fα(x)

= L
′α
(1)α

∫
d4x δ(′x− L(1)x)F

α(′x).

En introduisant la notation {X} = {α, x}, cette équation prend la forme

′F
′X = L

′X
X F

X .

Les transformations L′X
X forment un groupe, en effet

′′F
′′X = L

′′X
(2)′X

′F
′X = L

′′X
(2)′XL

′X
(1)XF

X .

Cette propriété résulte des lignes suivantes

L
′′X
(2)′XL

′X
(1)X = L

′′α
(2)′α

∫
d4 ′x δ(′′x− L(2)

′x)L
′α
(1)αδ(

′x− L(1)x)

= (L(2)L(1))
′′α
α δ(

′′x− L(2)L(1)x).

2.2 Transformation infinitésimale

La transformation ′x = Lx est (au premier degré en xα)

′x
′α = x

′α + δλ
′α + δω

′α
α x

α,
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Observables (multi-)locales en théorie classique 25

où δωµν = δω[µν] est antisymétrique. Donc on peut encore écrire

′x
′α = (δ

′α
α +

1

2
δω[µν]Σ

′α
µν′α)x

α + δλ
′α

avec (à cause de la conservation de la métrique) Σ
′α
[µν]α = δ

′α
µ gνα − δ

′α
ν gµα.

La transformation inverse (au premier degré en ′x
′α) est donc

xα = ′xα − δλα − δωα′α ′x
′α.

En reprenant le transformation infinitésimale d’un tenseur d’ordre 1, nous avons

′F
′α (′x) = L

′α
αF

α(L−1′x)

= (δ
′α
α +

1

2
δω[µν]Σ

′α
µνα)F

α(′x− δλ− δω′ν
′x
′ν).

Comme les transformations sont infinitésimales, nous pouvons développer
Fα(′x − δλ − δω′ν

′x
′ν) en série de Taylor autour de ′x et négliger les termes d’ordre

supérieurs au premier :

′F
′α(′x) = F

′α(′x) + δλµ
(
−∂µF

′α(′x)
)

+
1

2
δµνΣ

′α
µναF

α(′x)

− δ′αα δµν ′xν ′∂µFα(′x),

et donc, compte tenu de la représentation de δω′α
α introduite plus haut,

′F
′α(′x) =

(
δ
′α
α + δλµ

{
−∂µδ

′α
α︸ ︷︷ ︸

translation

}
+

1

2
δω(µν)

{
Σ
′α
µνα︸︷︷︸

spin

+ (′xµ
′∂ν − ′xν

′∂µ)δ
′α
α︸ ︷︷ ︸

orbite

})
Fα(′x).

Les générateurs de cette transformation sont

Eµ = −′∂µδ
′α
α

Eµν = Σ
′α
µνα + (′xµ

′∂ν − ′xν
′∂µ)δ

′α
α .

La transformation s’écrit symboliquement

′F
′X = (I + δλµEµ +

1

2
δωµνEµν)F

′X .

On a les relations de commutation suivantes (en théorie classique et non quantique)

[Eµ, Eν ] = 0

[Eµ, Eστ ] = gµσ Eτ − gµτ Eσ
[Eµν , Eστ ] = −gµσ Eντ − gντ Eµσ + gµτ Eνσ + gνσ Eµτ .

On peut alors écrire
′F

′X = (I + δεrEr)
′X
X F

X ,
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26 Transformation infinitésimale

qui est la transformation de l’algèbre de Lie ou du groupe infinitésimal. On a posé
r = µ, µν . . . et δε est un vecteur infinitésimal dans l’espace du groupe. Cette trans-
formation est donnée par le développement au premier ordre de la transformation

(I + δεrEr)
′X
X = L

′X
X (δεr).

La transformation est obtenue par la série de Taylor

′F
′X = L(εr)

′X
X F

X = lim
N→∞

(I +
εr

N
Er)

N ′X
X FX

= (eε
rEr)

′X
X F

X ,

où, en supposant la convergence de la série,

(eε
rEr)

′X
X = δ

′X
X +

1

1!
εrE

′X
rX +

1

2!
(εrEr)

′X
X (εrEr)

′X
X + . . .

Exemple du champ scalaire

Eµν = xµ∂ν − xν∂µ
ik` [Eik, Ek`] = Ei`.

On pose : Eik = E̊` et alors
[E̊`, E̊i] = −E̊k.

La transformation finie s’obtient par répétition de la transformation infinitésimale :
si par exemple δλ 6= 0, si δωµν = 0 et si δλµ = λµ/N ,

′F (′x) = lim
N→∞

(
1 +

1

N
λµ(−∂µ)

)N
=

(
1 +

1

1!
λµ(−′∂µ) +

1

2!
λµλν(−′∂µ)(−′∂ν) + . . .

)
F (′x).

C’est la série de Taylor : ′F (′x) = F (′x − λ). La transformation (particulière) est
′x = x+ λ.

Pour un tenseur quelconque
Dans ce cas les Eµ et Eµν sont plus compliqués, il faut faire le produit tensoriel :

Fαβ...(x, y, . . .)

Eµ = δ
′α
α δ

′β
β . . .

(
(−′∂xµ) + (−′∂yµ) + . . .

)
Eµν = Σ

′α
µναδ

′β
β . . .+ δ

′α
αΣ

′β
µνβ . . .+ . . .

+ δ
′α
α δ

′β
β . . .

(
(′xµ

′∂xν − ′xν
′∂xµ) + (′yµ

′∂yν − ′yν
′∂yµ) + . . .

)
.

Les règles de commutation restent les mêmes. Nous avons donc exprimé ces généra-
teurs sous forme d’une algèbre de Lie qui conserve la métrique.
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Chapitre 3

Observables en théorie des quanta

Présentation

Nous donnons tout d’abord deux manières d’interpréter les espérances mathé-
matiques lors d’un changement de repère (section 1). Nous discutons ensuite de la
signature thermodynamique de la métrique, ce qui exige un rappel du livre III (Rela-
tivité restreinte) : définition des scalaires puis définition des tenseurs pseudo-chrones
(section 2). Les constantes de structure d’un groupe de Lie sont alors introduites
avec comme interprétation particulière la quantité de mouvement-énergie et l’éner-
gie cinétique-centre de masse qui vont jouer un rôle important par la suite (sections
3 et 4).

3.1 Covariance et représentation

Aux grandeurs de la physique classique correspond en physique quantique les
espérances mathématiques dans un certain état.

Soit une grandeur physique, c’est-à-dire une observable Fα(x) que nous pouvons
écrire FX (notation {X} = {α, x} déjà introduite) et un état est défini par le vecteur
abstrait Ψ

Ψ = {Ψa}, α = 1, 2, . . . ωR

FX = {FX
ab}.

En général, l’indice X indique que Fαβ...(x, y, . . .) est une observable multilocale qui
est un tenseur dans l’espace {x} à n dimensions (espace-temps). L’indice ab indique
que Fab est un opérateur dans l’espace de Hilbert des vecteurs états quantiques :

< Fα(x) >Ψ= (Ψ, Fα(x)Ψ) = ΨaF
α
abΨb ≡ (Ψ, FXΨ) = ΨaF

X
abΨb.

Nous avons vu en physique classique que lors d’un changement de repère (espace-
temps) nous avions la relation

′F
′α(′x) = L

′α
αF

α(L−1′x).

Ecran Suiv. Préc. Revient Va page Repart Table Portail Index Fermer Quitter



28 Covariance et représentation

Etablissons donc comment se transforme l’espérance mathématique lors d’une telle
transformation.

a) Première possibilité
Considérons que le changement de repère dans l’espace-temps ne change pas

l’état Ψ, mais transforme l’opérateur FX
ab (x) :

< ′F
′X >Ψ= L

′X
X < FX >Ψ= L

′X
X (ΨaF

X
abΨb)

ou encore
< ′F

′X >Ψ= Ψa
′F

′X
ab Ψb.

b) Seconde possibilité
Voyons si nous pouvons exprimer la nouvelle espérance mathématique à l’aide

du même opérateur (′F ′X et F ′X ont les mêmes valeurs propres, c’est le postulat de
covariance : si l’on mesure des grandeurs physiques dans deux référentiels de Lorentz
différents, les valeurs possibles sont les mêmes, mais les probabilités ont changés).
Cependant à l’aide d’un nouveau vecteur état quantique ′Ψ, obtenu à partir de Ψ
par une transformation orthogonale O (unitaire) de l’espace de Hilbert (induite par
la transformation de Lorentz dans l’espace-temps)

′Ψ = OΨ,

nous avons
< ′F

′X >Ψ=< F
′X >′Ψ,

Avec
′Ψ′a = O′aaΨa,

l’égalité précédente devient

Ψa
′F

′X
ab Ψb = ′Ψ′aF

′X
′a′b

′Ψ′b = O′aaΨaF
′X
′a′bO′bbΨb.

qui est une identité en Ψa et Ψb. Si FX
ab = FX

ba , c’est-à-dire si (FX)T = FX , est une
observable et nous obtenons encore

′F
′X
ab = L

′X
XF

X
ab = F

′X
′a′bO′aaO′bb.

En se souvenant que O′caO
−1
a′a = δ′c′a et O−1

a′a = O′aa, nous obtenons :

F
′X
′a′b = L

′X
XO′aaO′bbF

X
ab .

Ainsi FX
ab , considéré comme vecteur de l’espace dont les axes numérotés par X, est

un tenseur symétrique de l’espace de Hilbert dont les axes sont numérotés par a
et b et est invariant si on le transforme par rapport à ces trois indices X, a et b.
Reprenons la démonstration de façon plus formelle :

< ′F
′X >Ψ = L

′X
X (Ψ, FXΨ) =< F

′X >′Ψ= (′Ψ, F
′X ′Ψ)

= (OΨ, F
′XOΨ) = (Ψ, L

′X
X F

XΨ)
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qui conduit à
L
′X
XF

X = O−1F
′XO = ′F

′X , (3.1.1)

autrement dit :
F

′X = L
′X
XOF

XOT soit F
′X
′a′b = L

′X
XO′aaO′bbF

X
ab .

Notons que le groupe O constitue une représentation du groupe L :
F

′X = L
′X
(1)XO(1)F

XO−1
(1)

F
′′X = L

′′X
′X O(2)F

′XO−1
(2) = L

′′X
(2)′XL

′X
(1)XO(2)O(1)F

XO−1
(1)O

−1
(2).

Ainsi, à O(3) = O(2)O(1) correspond L(3) = L(2)L(1) et à tout O correspond L.
La réciproque n’est pas vraie :

F
′X = L

′X
(1)XO(1)e

JλFXe−JλO−1
(1).

Comme FX est une observable, elle commute avec J , donc
F

′X = L
′X
(1)XO(1)F

X
(1)O

−1
(1).

A tout L correspond un O à un facteur eJλ près. Illustrons <′ F
′X >Ψ=< F

′X >′Ψ

par une figure :

a

b
b′

a′

F
′X
ab′F

′X
′a′b

Ψ

a

b
b′

a′

F
′X
ab′F

′X
′a′b

Ψ

′Ψ

Fig. 3.1.1 Les couples « vecteur d’état-ellipsoïde représentant la grandeur »
utilisés dans les deux expressions possibles, à savoir Ψ et ′F

′X d’une part et
′Ψ et F ′X d’autre part, sont en noir sur les deux parties de la figure.

3.2 Signature thermodynamique de gαβ

Nous voulons montrer que, si on postule l’existence d’un état vide, alors

gαβ = ±


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 .
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30 Signature thermodynamique de gαβ

Introduisons une généralisation des transformations considérées jusqu’ici :
′F

′α′β(′x, ′y) = C(L)L
′α
αL

′β
βF

αβ(L−1 ′x, L−1 ′y)

′x = Lx ; ′x
′α = L

′α
α (xα + Lα),

où C(L) est un nombre satisfaisant à la condition

C(L(2))C(L(1)) = C(L(2)L(1))

avec :

C(L) =

{
1 alors F est une ortho-grandeur
| det(L

′.
. )| alors F̊ est une pseudo-grandeur.

Soit F (x) une observable locale scalaire telle que
′F (′x) = F (x) = F (L−1′x) = O−1 F (′x)O,

où O est une transformation correspondant à L.
Construisons l’observable bilocale scalaire

G(x, y) = J [F (x), F (y)] = −G(y, x)

qui apparaît dans les relations d’incertitude, cf. (1.2.3),

< ∆F 2(x) >Ψ< ∆F 2(y) >Ψ≥
1

4
< G(x, y) >2

Ψ .

Faisons l’hypothèse qu’il existe un état particulier Ψ(0) du cosmos, le vide qui est
homogène et isotrope. Plaçons-nous dans l’image de Heisenberg de façon que le
temps intervienne dans les observables ; posons :

< G(x, y) >Ψ(0)=
∪
f (x− y) = −

∪
f (y − x),

alors

< ′G(′x, ′y) >Ψ(0)= ′
∪
f (′x, ′y) = C(L)

∪
f (x, y) = C(L)

∪
f (L−1′x, L−1′y).

Par définition du vide, tous les référentiels sont équivalents et nous devons avoir (car
on ne peut distinguer dans lequel on se trouve) :

′
∪
f (′x, ′y) =

∪
f (′x, ′y).

Ces deux dernières égalités impliquent ′
∪
f (′x, ′y) = C(L)

∪
f (′x, ′y). L’homogénéité

exige que
∪
f (x, y) =

∪
f (x − y) et l’isotropie exige que

∪
f (x, y) =

∪
f ((x − y)2), où

(x − y)2 = (x − y)α(x − y)α est un invariant de Lorentz construit à l’aide de
x − y. Cette condition n’est pas compatible avec l’antisymétrie du commutateur
∪
f (x, y) = −

∪
f (y, x). Le seul moyen de tourner cette difficulté est de donner à la
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variété {xα} un axe privilégié x4 = t appelé le temps, c’est-à-dire de donner à la
métrique la signature thermodynamique

sign(gαβ) = ±(+1,+1,+1,−1).

On obtient alors :
∪
f (x, y) = sign(x4 − y4)

∪
f ((x− y)2),

où
∪
f (x, y) = 0 si x− y est spatial, c’est-à-dire si gαβ(x− y)α(x− y)β ≥ 0 (

∪
f (z2) 6= 0

dans le cône de lumière).

f(z) = 5,
∪
f (z) = 5

f(z) = 5,
∪
f (z) = −5

f(z) = 0

z4

z1

Fig. 3.2.1 On peut vérifier sur cette figure que les propriétés d’antisymétrie
sont satisfaites.

∪
f (x) = −

∪
f (−x).

Montrons que, si
∪
f (x, y) est un scalaire bilocal pseudo-chrone, alors

∪
f est un scalaire,

c’est-à-dire que qu’il se transforme avec

C(L) = sign(L
′4
4 ).

1) Si sign(L
′4
4 ) > 0, la composante temporelle d’un vecteur ne change pas de signe :

sign(′x
′4 − ′y

′4) = sign(x4 − y4).

Comme ′
∪
f ((′x− ′y)2)) =

∪
f ((x− y)2), on a ′

∪
f (′x, ′y) =

∪
f (x, y).

2) Si sign(L
′4
4 ) < 0, alors la composante temporelle de x − y change de signe :

sign(′x
′4− ′y

′4) = sign(x4−y4)sign(L
′4
4 ). Donc ′

∪
f (′x, ′y) = sign(L

′4
4 )

∪
f (x, y). Une même

formule résume les discussions 1) et 2) :

′
∪
f (′x, ′y) = sign(L

′4
4 )

∪
f (x, y).

Partition du groupe {L} en quatre classes (cf. tome III).
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32 Constantes de structure d’un groupe de Lie

Une grandeur pseudo-chrone est une grandeur qui se transforme de la façon
suivante :

′
∪
F

′α(′x) = sign(L
′4
4 )L

′α
α

∪
F α(L−1′x) = O−1

∪
F ′α(′x)O.

Par exemple <
∪
G (x, y) >Ψ(0)=

∪
f (x, y). Or

∪
G (x, y) =

∪
J [F (x), F (y)] ; pour que la

moyenne de
∪
G(x, y) soit un scalaire pseudo-chrone, il faut que

∪
G (c’est-à-dire

∪
J soit

pseudo-chrone)

′
∪
G(′x, ′y) = sign(L

′4
4 )

∪
G(x, y) = O−1

∪
G(′x, ′y)O

= (O−1
∪
J O)O−1[′F (′x), ′F (′y)]O

= (O−1
∪
J O)[F (x), F (y)]

= (O−1
∪
J O

∪
J −1)

∪
J [F (x), F (y)]

= O−1
∪
J O

∪
J −1

∪
G (x, y),

donc O−1
∪
J O

∪
J −1 = 1 · sign(L

′4
4 ) ; d’où :
∪
J O = sign(L

′4
4 )O

∪
J .

Pour des transformations orthochrones :
∪
J O↑ = O↑

∪
J , on a :

[O↑,
∪
J ]− = 0.

Pour des transformations pseudo-chrones :
∪
J O↓ = −O↓

∪
J , on a

[O↓,
∪
J ]+ = 0.

Mais
∪
J est antisymétrique, ce n’est donc pas une observable. Nous devons donc

définir la transformée de
∪
J par une opération O −→ L :

′
∪
J= O−1

∪
J O,

d’où : ′
∪
J= sign(L

′4
4 )

∪
J .

3.3 Constantes de structure d’un groupe de Lie

A la section 2.2, nous avons obtenu pour les transformations infinitésimales :

L(δλ., δω..) = {L′X
X } = I + δλµEµ +

1

2
δωµνEµν
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définie par les n paramètres δλµ (quatre translations) et les 1
2
n(n − 1) paramètres

δωµν (six transformations de Lorentz pures). Pour simplifier la notation, nous écri-
vons

L = L(δλ.) = I + δλaEa,

où a est un multi-indice prenant 4 valeurs (1, 2, 3, 4) puis (1/2)4(4−1) = 6 valeurs.
Les transformations infinitésimales nous permettent de construire la composante
connexe de l’identité, c’est-à-dire le sous-groupe des transformations continues :

L↑+ = {L(λ.)}

avec
L(λ.) = lim

N→∞
(I +

λa

N
Ea) = eλ

aEa = I +
1

1!
λaEa +

1

2!
(λaEa)

2 + . . .

où les Ea sont les générateurs de ce groupe à 4 + 6 paramètres.
Pour que {L(λ.)} constitue un groupe, il faut que

L(µ.)L(λ.) = L(ν .),

où νa est tel que

νa = νa(µ., λ.) =

{
µa si λa = 0

λa si µa = 0.

On effectue le produit

L(µ.)L(λ.) =
(
1 +

1

1!
µbEb +

1

2!
(µbEb)

2 + . . .
)(

1 +
1

1!
λaEa +

1

2!
(λaEa)

2 + . . .
)

= 1 + (µa + λa)Ea +
1

2!

(
(µbEb)

2 + (λaEa)
2 + 2(µbEb)(λ

aEa)
)

+ . . .

La deuxième approximation du produit devrait être

(µbEb + λaEa)
2 = (µbEb)

2 + (λaEa)
2 + (µbEb)(λ

aEa) + (λaEa)(µ
bEb).

Comme
2EbEa = [Eb, Ea]+ + [Eb, Ea]−,

on a
(µbEb + λaEa)

2 = (µaEa)
2 + (λaEa)

2 + µbλa{2EbEa − [Eb, Ea]−}.

Pour que la loi de groupe
L(µ.)L(λ.) = L(ν .)

soit satisfaite en deuxième approximation, on montre qu’il est nécessaire de poser la
condition de Lie :

[Eb, Ea]− = −Cc
baEc,

où les Cc
ba sont appelés les constantes de structure et

νa = µa + λa + (−µbλcCa
bc) + . . .
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34 Constantes de structure d’un groupe de Lie

On a alors

L(µ.)L(λ.) = 1 + {µa + λa − µbλcCa
bc}Ea︸ ︷︷ ︸

νaEa

+
1

2
{(µa + λa)2}E2

a︸ ︷︷ ︸
(νaEa)2

+ . . .

Nous avons déja calculé, cf. section 2.2,

Eµ = −∂µδ
′α
α

Eµν = Σ
′α
µνα + (xµ∂ν − xν∂µ)δ

′α
α .

Les relations de commutation (donnant les conditions du groupe de Lie et les
constantes de structure) sont

[Eµ, Eν ] = 0

[Eµ, Eστ ] = −gµτEσ + gµσEτ

[Eµν , Eστ ] = −gµσEντ − gντEµσ + gµτEνσ + gνσEµτ .

Les Ea sont les générateurs du groupe de Lie à 4+6 paramètres. A la transformation
L(δλ.) = I + δλµEµ + (1/2)δωµνEµν correspond une représentation de l’algèbre de
Lie par un opérateur O dépendant des mêmes paramètres :

O(δλ.) = I + δλµ(−
∪
J
∪
Πµ) +

1

2
δµν(

∪
J

∪
M [µν]).

Cette relation définit −
∪
J
∪
Πµ et

∪
J

∪
M [µν] qui sont une représentation des générateurs

du groupe à 10 paramètres. Pour que la représentation du groupe {O↑+} dans le
groupe L↑+} soit fidèle, nous voulons que :

L(µ.) L(λ.) = L(ν .) =⇒ O(µ.) O(λ.) = O(ν .).

Nous avons vu que

[O↑,
∪
J ]− = 0 donc [O↑+,

∪
J ]− = 0,

ce qui entraîne
[
∪
J,

∪
Πµ]− = 0 et [

∪
J,

∪
Mµν ]− = 0.

Comme L(λ.) = eλ
aEa et L−1(λ.) = e−λ

aEa , pour que la représentation

L−1(δλ.) −→ O−1 = I − δλµ
(
−

∪
J
∪
ΠT
µ

)
− 1

2
δωµν

(
−

∪
J

∪
M T

µν

)
soit fidèle, il faut que la représentation de l’algèbre de Lie, c’est-à-dire −

∪
J
∪
Πµ et

∪
Mµν , vérifie les mêmes relations de commutations que les générateurs de l’algèbre
Eµ et Eµν et les relations de commutation avec

∪
J . Comme OT = O−1, il vient

∪
Πµ=

∪
Π T

ν et
∪
Mµν=

∪
M T

µν ,
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les observables sont des générateurs pseudo-chrones du groupe O↑+ vérifient

[−
∪
J
∪
Πµ,−

∪
J
∪
Πν ]− = 0

[−
∪
J
∪
Πµ,

∪
J

∪
Mστ ]− = gµσ(−

∪
J
∪
Πτ )− gµτ (−

∪
J
∪
Πσ)

[
∪
J

∪
Mµν ,

∪
J

∪
Mστ ]− = −gµσ

∪
J

∪
M ντ − . . .

(3.3.1)

Par multiplication par −
∪
J −1, nous obtenons

∪
J [

∪
Πµ,

∪
Πν ] = 0

∪
J [

∪
Πµ,

∪
Mστ ] = gµσ

∪
Πτ −gµτ

∪
Πσ

∪
J [

∪
Mµν ,

∪
Mστ ] = −gµσ

∪
M ντ −gντ

∪
Mµσ +gµτ

∪
M νσ +gνσ

∪
Mµτ .

(3.3.2)

Nous avons ainsi identifié l’algèbre de Lie avec ses relations de commutations avec
celle de l’algèbre de Lie du groupe L↑+.

Appliquons la transformation infinitésimale sur les observables Fα(x) pour faire
un pont entre les générateurs des deux algèbres

′F
′α(′x) = F

′α(′x) + δλµ(−′∂µF
′α(′x))

+
1

2
δωµν

(
Σ
′α
µνα + (′xµ

′∂ν − ′xν
′∂µ)δ

′α
α

)
Fα(′x).

D’autre part :

′F
′α(′x) = O−1(δλ., δω..)F

′α(′x)O(δλ., δω..)

=

(
I − δλµ

(
−

∪
J
∪
Πµ

)
− 1

2
δωµν

∪
J

∪
Mµν

)
F

′α(′x)

(
I + δλµ

(
−

∪
J
∪
Πµ

)
+

1

2
δωµν

∪
J

∪
Mµν

)
.

Ainsi, au premier ordre, par identification des coefficients des paramètres nous avons

−∂µFα(x) =
∪
J [

∪
Πµ, F

α(x)]

−
(
Σα
µνβ + (xµ∂ν − xν∂µ)δαβF β(x)

)
=

∪
J [

∪
Mµν , F

α(x)].

Interprétation des équations.
Dans l’image de Heisenberg, nous avons : F = F (t) avec < F (t)| >Ψ=< F >Ψ(t)

et nous avions obtenu
∂tF (t) =

1

~
∪
J [H,F (t)].

Cette équation est contenue dans l’équation

−∂µFα(x) =
∪
J [

∪
Πµ, F

α(x)],
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en effet, si on prend µ = 4 et x4 = t, on obtient

−∂tFα(~x, t) =
∪
J [

∪
Π 4, F

α(~x, t)].

Soit gα 6=β = 0 et gii = gii = −g44 = g44 = 1 la métrique. Posons

∪
Π 4 = −(1/~)H et {

∪
Π i} =

∪
~Π.

Il vient alors
∂tF

αβ...(~x, t) =
1

~
∪
J [

∪
H,Fαβ...(~x, t)].

Du moment que nous sommes dans l’image de Heisenberg et que les opérateurs
dépendent du temps, comme nous sommes en relativité, ils doivent aussi dépendre
de l’espace. Pour µ = 1, on a

−
−−→
gradFαβ...(~x, t) =

∪
J [

∪
~Π, Fαβ...(~x, t)].

Pour un scalaire, la deuxième équation nous donne

−(xi∂k − xk∂i)Fαβ...(~x, t) =
∪
J [

∪
M ik, F

αβ...(~x, t)]

pour la rotation infinitésimale dans le plan (i, k).
Interprétons d’autre part les relations de commutation

[
∪
Πµ,

∪
Πν ] = 0 et

∪
J [

∪
H,

∪
~Π] = 0.

L’énergie et la quantité de mouvement commutent. La quantité de mouvement est
donc une constante du mouvement. D’autre part

∪
J [

∪
Π4,

∪
M ik] = 0 car g4i = g4k = 0,

c’est-à-dire
∪
J [

∪
H,

∪
~M ] = 0.

On a donc la même remarque pour le moment cinétique que pour la quantité de
mouvement. Si on pose

{
∪
M αβ} = {

∪
M ik,

∪
M i4} = {

∪
~J,

∪
~M},

bien que
∪
~M ne nous intéresse pas spécialement pour cette interprétation, nous re-

marquons que, de
(ik`)

∪
J [

∪
M ik,

∪
Mk`] =

∪
M i`,

nous pouvons tirer les relations de commutation habituelles pour le moment ciné-
tique

∪
J [

∪
J `,

∪
J i] = −

∪
J k.
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3.4 Opérateur de densité d’énergie-quantité de mouvement

Nous voulons construire
∪
Πµ à partir d’observables locales : une manière de pro-

céder pourrait être de poser la définition suivante

∪
Πµ =

∫ ∞

∞
dx4πµ(x),

mais nous ne pouvons intégrer sur le temps de −∞ à +∞ (divergence).
Nous prenons plutôt :

∪
Πµ =

∫
τ(y)=0

(d
∪
σα θ

αµ)(y) =
∪
Πµ[τ( ), θ..]. (3.4.1)

On veut que
∪
Πµ soit indépendant de la surface temporelle τ(y) = 0. Nous prendrons

toujours le vecteur d~σ orienté vers le futur relatif, d~σ apparaît ainsi comme un
vecteur pseudo-chrone

d
∪
σα d

∪
σα(y) < 0,

c’est-à-dire comme une surface à normale temporelle, avec d ∪σ4(y) > 0, c’est-à-dire
orientée vers le futur relatif ; ainsi :

′d
∪
σ′α (′y) = sign(L

′4
4 ) d

∪
σα (y)L−1α

′α .

Si F est un scalaire, alors
∂µF = −

∪
J [

∪
Πµ, F ]

est un 4-vecteur, donc
∪
Πµ doit être un 4-vecteur :

′
∪
Π

′µ = O−1
∪
Π

′µO = O−1

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y) θα

′µ(y)O.

Effectuons dans l’intégrale le changement de variables d’intégration y −→ ′y et des
limites τ(y) = 0 −→ ′τ(′y) = 0 ; l’indice muet est aussi changé α −→ ′α :

′
∪
Π

′µ =

∫
′τ(′y)=0

′d
∪
σ′α(′y)O−1 θ

′α′µ(′y)O︸ ︷︷ ︸
L′αα L

′µ
µ θαµ(L−1′y)

mais ′d
∪
σ′α (′y)L

′α
α = sign(L

′4
4 ) d

∪
σα (y), donc :

′
∪
Π

′µ = sign(L
′4
4 )L

′µ
µ

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y) θαµ(y),

c’est-à-dire
′
∪
Π

′µ = sign(L
′4
4 )L

′µ
µ

∪
Πµ.
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38 Opérateur de densité d’énergie-quantité de mouvement

Donc
∪
Πµ est bien un vecteur pseudo-chrone.

Cherchons maintenant la condition pour que
∪
Πµ soit indépendant de la surface

τ(y) = 0. Le théorème de Gauss conduit à

∂αθ
αµ(x) = 0.

De façon analogue, nous pouvons définir

∪
M µν =

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)(yµθαν − yνθαµ)(y) =

∪
M µν [τ( ), θ..( )]. (3.4.2)

La loi de transformation pour
∪
M µν est :

′
∪
M

′µ′ν = O−1
∪
M

′µ′νO =

∫
′τ(′y)=0

′d
∪
σ′α (′y)O−1(′y

′µθ
′α′ν − ′y

′νθ
′α′µ)O

=

∫
′τ(′y)=0

′d
∪
σ′α (′y)L

′α
αL

′µ
µL

′ν
ν (yµ.θαν − yνθαµ)(L−1′y)

Mais, si on pose ′y = L
′µ
µ (yµ + Lµ) (Lµ correspond à une translation de l’origine),

l’équation précédente, en la traitant comme précédemment pour
∪
Πµ, devient

′
∪
M

′µ′ν = sign(L
′4
4 )L

′µ
µL

′ν
ν

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)[(yµ + Lµ)θαν(y)− (yν + Lν)θαµ(y)],

c’est-à-dire encore

′
∪
M

′µ′ν = sign(L
′4
4 )L

′µ
µL

′ν
ν

( ∪
M µν+ Lµ

∪
Πν− Lν

∪
Πµ

)
.

Si l’on impose la condition que
∪
M µν soit indépendant de la surface τ(y) = 0, on

obtient
∂α(x

µθαν(x)− xνθαµ(x)) = 0,

qui devient, puisque ∂αxµ = δµα,

θµν − θνµ = 0.

Finalement, la condition souhaitée est réalisée si

∂αθ
αβ(x) = 0

θαβ(x) = θ(αβ)(x).
(3.4.3)
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Chapitre 4

Théorie du champ scalaire

Présentation

Nous définissons tout d’abord le champ scalaire qui satisfait à l’équation de
Klein-Gordon ; suivant que le champ commute ou anticommute avec J , on obtient les
champs linéaires ou antilinéaires (section 1). Les relations de commutation du champ
avec l’opérateur de quantité de mouvement-énergie et celui de moment cinétique-
centre de masse sont alors écrites. Puis les relations trilinéaires entre les champs ou
leurs transposés, qui permettent par intégration d’obtenir les relations de commuta-
tion du champ en différents points de l’espace, ainsi que la relation de commutation
du champ et de son transposé en deux points, sont alors déduites (section 2). L’opéra-
teur de charge est alors défini à la section 3 et la conjuguaison de charge est déduite
à la section 4. Le développement de l’opérateur de champ en paquets d’onde est
étudié au section 5 et la quantification explicite est donnée à la section 6.

4.1 Définition du champ

Considérons le champ scalaire ω(x), (6= ωT (x). Il satisfait à l’équation d’onde
(équation de Klein-Gordon)

(�−M2)ω(x) = 0, (4.1.1)

avec M2 ≥ 0, � = −sign(g44)gαβ∂α∂β. Si gii = 1 = −g44 : � = ∆− ∂2
t .

A partir du champ scalaire, nous pouvons construire des observables ; par exemple

F (2) = (ωωT ) = (ωωT )T .

De façon générale, des observables Fα...(x) sont des formes bilinéaires en ω(x)ω(x)T

et leurs dérivées (comprenant des nombres ou des opérateurs dépendant de
∪
J).
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40 Règles de commutation générales

Dans RHS, les observables sont des opérateurs symétriques qui commutent avec
∪
J , c’est-à-dire

F = F T [F,
∪
J ]− = 0.

Nous avons
[AB,C]− = A[B,C]∓ ± [A,C]∓B.

Ainsi, il y aura donc deux possibilités pour que [F,
∪
J ]− = 0 :

1) [ω.,
∪
J ]− = 0, champ linéaire ou de première espèce,

2) [ω.,
∪
J ]+ = 0 champ antilinéaire ou de deuxième espèce.

Nous voulons construire à partir du champ scalaire ω(x), une observable θαβ(x) telle
que

1) θαβ = θ(αβ)

2) ∂αθ
αβ = 0.

Le tenseur θαβ(x) le plus général qui satisfait ces conditions et qui soit une observable
est donné par

θαβ = α1θ
αβ(1) + α2θ

αβ(2),

où ωα = ∂αω(x) et

θαβ(1) = ωαTωβ + ωβTωα − gαβ(ωTρ ωρ +M2ωTω) (4.1.2)
θαβ(2) = ωαωβT + ωβωαT − gαβ(ωρωρT +M2ωωT ). (4.1.3)

Vérifions les conditions pour θαβ (1) :

1) θαβ(1) commute bien avec
∪
J si ω commute avec

∪
J

2) θαβ(1) = (θαβ(1))T trivial
3) θαβ(1) = θ(αβ)(1) trivial
4) ∂αθ

α(1)
β = (∂αω

αT )ωβ + ωαT∂αωβ + (∂αω
T
β )ωα + ωTβ ∂αω

α

− (∂βω
T
ρ )ωρ − ωρ T∂βωρ −M2ωT∂βω −M2(∂βω

T )ω

= (�−M2)ωT · ωβ + ωTβ (�−M2)ω = 0,

où l’on a utilisé ∂αωβ = ∂α∂βω = ∂βωα. La même vérification peut être faite pour
θαβ(2).

4.2 Règles de commutation générales

On a déjà vu à la section précédente :

θαβ = α1θ
αβ(1) + α2θ

αβ(2)
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et
∪
Πµ =

∫
τ(y)=0

(d
∪
σα θ

α
µ)(y).

Soit le scalaire (observable) F (1)(x) = ωT (x)ω(x) ; il se transforme suivant

′F (1)(′x) = ′ωT (′x)′ω(′x) = O−1 F (1)(x)O = F (1)(L−1′x)

= O−1 ωT (′x)O)(O−1 ω(′x)O) = F (1)(x) = ωT (x)ω(x)

Pour cela, il suffit (il le faut aussi mais ce n’est pas démontré) que

O−1 ω(′x)O = ′ω(′x) = eλ
∪
Jω(L−1′x).

Envisageons la transformation infinitésimale provenant du développement de eλ
∪
Jω(L−1′x) :

′ω(′x) = {(1 + δλµ(−′∂µ) +
1

2
δωµν(′xµ

′∂ν − ′xν
′∂µ)+

∪
J δλ)}ω(′x)

= O−1 ′ω(′x)O

= {(1− δλµ(−
∪
J
∪
Πµ)−

1

2
δωµν(−

∪
J
∪
Mµν)}ω(′x)

× {(I + δλµ(−
∪
J

∪
Πµ) +

1

2
δωµν(

∪
J
∪
Mµν)},

où nous constatons qu’il est nécessaire que δλ = 0, donc la phase ne peut apparaitre
que pour des transformations discrètes.

Par identification des coefficients de δλµ et δωµν , on trouve les mêmes relations
que pour un scalaire puisque pour les transformations infinitésimales, les ω se com-
portent comme des scalaires (bien qu’ils ne soient pas des observables) :

[
∪
J
∪
Πµ, ω(x)] = −ωµ(x)

[
∪
J

∪
Mµν , ω(x)] = −(xµ∂ν − xν∂µ)ω(x)

(4.2.1)

Ces relations restent valables pour le champ antilinéaire.
La première de ces égalités s’écrit explicitement :

[
∪
J
∪
Πµ, ω(′y)] =

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)

{
α1

[∪
J (ωTαωµ)(y), ω(′y)

]
+ α2

[∪
J (ωαωTµ )(y), ω(′y)

]
+ α1

[∪
J (ωαωTµ )(y), ω(′y)

]
+ α2

[∪
J (ωµω

Tα)(y), ω(′y)
]}

−
∫
τ(y)=0

d
∪
σµ

{
α1

[∪
J (ωTρωρ)(y), ω(′y)

]
+ α2

[∪
J (ωρω

Tρ)(y), ω(′y)
]}

−M2

∫
τ(y)=0

d
∪
σµ

{
α1

[∪
J (ωTω)(y), ω(′y)

]
+ α2

[∪
J (ωωT )(y), ω(′y)

]
}

≡ −ωµ(′y).
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Nous choisissons τ(y) = τ(y′) = 0, c’est-à-dire y et y′ sont des événements sur la
même hypersurface temporelle du genre temps ∪

ν α(y) (d ∪σ α(y) =
∪
ν αdσ(y) ;

(
∪
ν α ∪

να)(y) = sign(g44)). On remarque que ω et ωµ sont linéairement indépen-
dants. La dernière intégrale, proportionnelle à M2, ne contient pas de ωµ et doit
donc s’annuler : cela conduit à

α1[
∪
J (ωTω)(y), ω(′y)] + α2[

∪
J (ωωT )(y), ω(′y)] = 0. (I)

Pour satisfaire l’équation, on pose pour la somme du premier et du dernier terme
sous la première intégrale :

−α1[
∪
J (ωTαωµ)(y), ω(′y)]− α2[

∪
J (ωµω

Tα)(y), ω(′y)] =
∪
δα(y, ′y)ωµ(y). (II)

Le dernier symbole,
∪
δα(y, ′y), est une généralisation de la distribution de Dirac sur

la surface τ(y) = 0 :
∪
δα(y, ′y) =

∪
δα(′y, y) et

∫
d
∪
σα(y)

∪
δα(y, ′y)f(y) = f(′y).

Cette relation peut être généralisée pour des indices µ et α en∫
d
∪
σµ

∪
δα (y, ′y)f(y) = sign(g44)(

∪
νµ

∪
να)(y

′)f(y′).

On vérifie alors que les termes restants se compensent exactement (deuxième et
troisième termes sous la première intégrale et termes de la deuxième intégrale). Les
égalités trouvées ci-cessus, (I) et (II), sont des conditions nécessaires pour avoir
[
∪
J
∪
Πµ, ω(x)] = −ωµ(x). Nous pouvons intégrer ces deux conditions en utilisant le

nombre invariant pseudo-chrone défini par
∪
D(x, y) =

∪
D(x− y) = −

∪
D(y, x)

(� x −M2)
∪
D(x, y) = 0

∪
D(y, ′y) = 0 ∂ νy

∪
D(y, ′y) = −

∪
δα (y, ′y)

(4.2.2)

lorsque les points y et ′y sont sur la surface τ(y) = 0. Pour trois points différents x,
y et z nous posons la relation trilinéaire

α1[
∪
J ωT (x)ω(z), ω(y)] + α2[

∪
J ω(z)ωT (x), ω(y)] =

∪
D (x, y)ω(z).

A partir de la définition (4.2.2), on s’assure que les conditions (I) et (II) sont satis-
faites.

Un calcul quelque peu laborieux montre que cette dernière égalité est une condi-
tion suffisante pour avoir

[
∪
J

∪
Mµν , ω(x)] = −[xµ, ∂ν ]ω(x).
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Considérons le champ de première espèce. En réécrivant la relation trilinéaire
ci-dessus, nous trouvons

∪
J α1

{
ωT (x)[ω(z), ω(y)]∓ ± [ωT (x), ω(y)]∓ω(z)

}
+

∪
J α2

{
ω(z), [ωT (x), ω(y)]∓ ± [ω(z), ω(y)]∓ω(x)

}
=

∪
D(x, y)ω(z).

La solution la plus simple est

[ω(x), ω(y)]∓ = 0 (4.2.3)

et l’équation s’écrit alors

∪
J [ωT (x), ω(y)]∓ =

∪
D(x, y)

si l’on choisit α1 et α2 satisfaisant à la condition

±α1 + α2 = 1. (4.2.4)

Il sera plus simple d’écrire la relation précédente sous la forme usuelle

∪
J [ω(x), ωT (y)]∓ = ±

∪
D(x, y), (4.2.5)

qui est la règle de commutation (ou anticommutation) du champ avec son transposé.

4.3 L’opérateur de charge Q

La transformation de phase ′ω(x) = eλ
∪
JQω(x) laisse invariantes les observables.

Cherchons un opérateur orthogonal O(λ.) dans RHS qui effectue cette trans-
formation. Il lui correspondra la transformation identique de {L} puisqu’il laisse
invariant les observables.

Posons
O(λ) = e

∪
JλQ.

La condition que O(λ) soit l’opérateur cherché sera donnée si l’on considère λ infi-
niment petit :

O(λ) = e
∪
JλQω(x) = (I+

∪
J λQ+ . . .)

et donc

′ω(x) = O−1(λ)ω(x)O(λ) = (I−
∪
J λQ+ . . .)ω(x) (I+

∪
J λQ+ . . .)

= ω(x)−
∪
J λ[Q,ω].
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44 L’opérateur de charge Q

Il faut donc que Q = QT , [
∪
J,Q] = 0 et surtout :

−[
∪
J Q, ω] =

∪
J ω.

Construisons cet opérateur appelé charge. On définit dans le cas linéaire, les obser-
vables

∪
α(1) =

∪
J−1(ωTωα − ωTαω)(x)

∪
α(2) =

∪
J−1(ωωTα − ωαωT )(x).

(4.3.1)

Vérifions que ∪
α(1) satisfont à l’équation de continuité

∂α
∪
α(1) =

∪
J−1(ωTαω

α + ωT�ω −�ωTω − ωTαωα)

=
∪
J−1(ωTω − ωTω) = 0

car �ωT = M2ωT . Nous avons la même vérification pour ∪
α(2).

Définissons maintenant le vecteur densité de charge
∪
α(x) = β1

∪
α(1)(x) + β2

∪
α(2)(x)

satisfaisant à
∂α

∪
α(x) = 0.

Ce vecteur permet de définir le scalaire indépendant de τ(y) = 0

Q =

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)

∪
α(y) = β1Q

(1) + β2Q
(2). (4.3.2)

Cherchons la condition à imposer à β1 et à β2 pour que −[
∪
J Q, ω] =

∪
J ω. Pour les

champs de première espèce, cette condition se réduit à

−[Q,ω(y′)] =

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y){β1[(ω

Tωα)(y), ω(y′)]− β2[(ω
αωT )(y), ω(y′)]

− β1[(ω
Tαω)(y), ω(y′)] + β2[(ωω

Tα)(y), ω(y′)]

=

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)

∪
δα(y, y′)ω(y) = ω(y′).

En se reportant aux calculs de la section précédente, on voit que les deux premiers
termes ne contribuent pas si β1 = λα1 et β2 = −λα2, tandis que les seconds termes
donnent lieu à l’intégrale du second membre si

β1 = α1, β2 = −α2.

En résumé, pour le cas linéaire, nous avons

θαβ = α1θ
αβ(1) + α2θ

αβ(2)

∪
α = α1

∪
α(1) − α2

∪
α(2).

(4.3.3)
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Les champs linéaires, vérifiant [
∪
J, ω]− = 0, satisfont à la relation de commutation

s’il satisfont aux relations

[ω(x), ω(y)]∓ = 0
∪
J [ωT (x), ω(y)]∓ =

∪
D(x, y)

± α1 + α2 = 1.

L’opérateur Q ainsi défini est le générateur de la transformation de phase pour le
champ linéaire.

4.4 Conjugaison de charge et loi de commutation générale

Pour les champs de première espèce, il suit que O(C) définie par
′ω(x) = O−1

(C) ω(x)O(C) = ωT (x),

′ωT (x) = O−1
(C) ω

T (x)O(C) = ω(x)

est une transformation orthogonale dans RHS. Appliquons la transformation O(C) à
la règle d’(anti)-commutation de ω et ωT sous la forme

∪
J [ω(x), ωT (y)]∓ =

∪
D (x, y).

Puisque
∪
D (x, y) = −D(y, x), on constate alors que ces relations ne sont O(C)-

covariantes que si l’on prend les règles de commutation. On est donc conduit à
appliquer la statistique de Bose-Einstein au champ scalaire.

Un calcul simple montre que

O−1
(C) θ

αβ(1)O(C) = θαβ(2) et O−1
(C) θ

αβ(2)O(C) = θαβ(1).

Si on choisit α1 = α2, c’est-à-dire α1 = α2 = 1/2, alors

θαβ =
1

2
(θαβ(1) + θαβ(2)) (4.4.1)

est invariant par rapport à O(C) :

O−1
(C) θ

αβ O(C) = θαβ.

Mais, pour la charge, nous avons β1 = −β2 = 1/2. Comme

O−1
(C)

∪
α(1)O(C) =

∪
α(2) et O−1

(C)

∪
α(2)O(C)

∪
α(1),

il vient
O−1

(C)

∪
α(x)O(C) = − ∪

α(x) (4.4.2)
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et
∪
α(x) =

1

2

(
∪
α(1)(x)− ∪

α(2)(x)
)
.

Il y a un changement de signe par l’opération O(C). On a donc, par cette représen-
tation O(C),

∪
Πµ −→

∪
Πµ

Q −→ −Q.
(4.4.3)

On voit que ∪
α et Q changent de signe sous O(C). Nous pouvons maintenant définir

deux types de renversement du temps :

(1) T −→ O(T ), le renversement du temps faible (T ) :

′ω(′x) = O−1
(T ) ω(′x)O(T ) = ω(T−1′x)

par rapport auquel ∪α(x) est un vecteur pseudo-chrone et Q est un scalaire ;
(2) T −→ O(C)O(T ) ≡ O(CT ), le renversement du temps fort (CT ) :

′ω(′x) = O−1
(CT ) ω(′x)O(CT ) = ωT (T−1′x)

par rapport auquel jα(x) est un (ortho)-vecteur et
∪
Q est un scalaire pseudo-

chrone.

4.5 Spectre de Q

On a donc
−[Q,ω(x)] = ω(x) et [Q,ωT (x)] = ωT (x)

d’où
Qω(x) = ω(x)(Q− 1) et QωT (x) = ωT (x)(Q+ 1).

Soient ψ′, ψ′′, . . . les vecteurs propres de Q avec les valeurs propres Q′, Q′′, . . ., c’est-
à-dire

Qψ′ = ψ′Q′.

Avec un vecteur propre, par exemple ψ′, formons le vecteur (non normalisé)

ω(x0)ψ
′ ≡ φ′−(x0)

où x0 désigne un point donné ; il vient alors

Qφ′−(x0) = Qω(x0)ψ
′ = ω(x0)(Q− 1)ψ′ = φ′−(x0)(Q

′ − 1).

Donc

φ′−(x0) = ω(x0)ψ
′ est vecteur propre de Q avec la valeur propre Q′ − 1 = Q′′
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et de même

φ′+(x0) = ωT (x0)ψ
′ est vecteur propre de Q avec la valeur propre Q′′ = Q′ + 1.

Donc étant donné que Q et Q′ = O−1
C QOC = −Q ont le même spectre on a le

résultat que

Q′, Q′′, . . . = −2,−1, 0, 1, 2, . . . ou (et) = . . .− 3

2
,−1

2
,
1

2
,
3

2
, . . .

4.6 Spectre de
∪
Πµ

On a
−

∪
J [

∪
Πµ, ω(x)] = ωµ(x).

Considérons la fonction propre ψ′ de valeur propre
∪
Πµ
′

∪
Πµ ψ

′ = ψ′
∪
Πµ
′

et formons
φ′+(x) = ωT (x)ψ′.

Remarquons que ωT (x) crée une charge +1 en x. Alors

∪
Πµ φ

′
+(x) = ωT (x)(

∪
Πµ +

∪
J ∂µ·)ψ′,

où la notation ∂µ· avec un point à droite signifie que ∂µ opère à gauche (voir section
suivante). Remarquons encore qu’avec l’opérateur de phase

u′T (x) = a′e−
∪
J(

∪
k,
∪
x),

il vient
∪
J ∂µu

′T (x) =
∪
kµu

′T (x)

et alors, en prenant dans la décomposition de Fourier de ωT (x) le terme de phase
u′T (x), on a

∪
Πµ φ′(x) = u′T (x)(

∪
Πµ +

∪
kµ)ψ

′ = u′Tψ′(
∪
Πµ
′+

∪
kµ) = φ′(x)(

∪
Πµ
′+

∪
kµ).

Donc si
∪
Πµ
′ fait partie du spectre, alors

. . . ,
∪
Πµ
′−

∪
kµ,

∪
Πµ
′,
∪
Πµ
′+

∪
kµ,

∪
Πµ
′ + 2

∪
kµ, . . .

font aussi partie du spectre.
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On a donc

∂αu′(x) '
∪
J
∪
kαu′(x)

∪
kα

∪
kα +M2 = 0

∪
k4 =

√
M2 + |~k|2 = M +

1

2M
|~k|2 + . . .

∪
k4 ≥ |M |.

4.7 Développement en paquets d’ondes

Nous introduisons un opérateur positif

Ω(~x)f(~x) =
√
M2 −∆f(~x)

ainsi défini : si f(x) est la fonction

f(x) =

∫
d3kei

~k·~xf(~k),

alors
Ω(~x)f(~x) =

∫
d3kei

~k·~x(M2 + |~k|2)1/2f(~k).

De la même manière, nous définissons

Ω1/2 → (M2 −∆)1/4.

On a ainsi ∫
dV (~x)g(~x) · Ω(~x)f(~x) =

∫
dV (~x)g(~x)Ω(~x) · f(~x)

=

∫
dV (~x)

(
Ω1/2(~x

)(
Ω1/2f(~x)

)
,

donc ∫
dV (~x)f(~x) · Ωf(~x) ≥ 0.

Les opérateurs ·∂α et ·Ω (avec des points sur la gauche) opèrent dans le sens usuel à
la droite. Les opérateurs ∂α· et Ω · (avec des points à la droite) opèrent à la gauche.
On introduit un ensemble de fonctions {u′, u′′, . . .} satisfaisant à

∂4u′(x) = −∂tu′(~x, t) =
∪
J Ωu′(~x, t).

Ces fonctions sont appellées ondes de fréquences positives Ces ensembles sont nor-
malisés en termes d’« éléments de matrices » :

1

2

∪
J−1

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)(u′′ · ∂αu′ − u′′∂α · u′) ≡ Q(u′′, u′)
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et, en formant la même expression avec u′′T , on voit que

Q(u′′T , u′) = −Q(u′, u′′T ).

On a alors

Q(u′′, u′) =
1

2

∫
dV (~x)(u′′ · Ωu′ − u′′Ω · u′)) = 0

Q(u′′T , u′) =
1

2

∫
dV (~x)(u′′T · Ωu′ − u′′TΩ · u′) =

∫
dV (Ω1/2u′′)(Ω1/2u′)(~x) ≥ 0.

Ceci permet de fixer la normalisation de ondes de telle sorte que

Q(u′′, u′) = 0

Q(u′′T , u′) = −Q(u′, u′′T ) = δu′u′′ .

Si le système est complet, on définit la fonction D+ pour les ondes à fréquences
positives

S
u′
u′(x)u′T (y) ≡ D+(x, y) = D+(x− y)

et la fonction D− pour les ondes à fréquences négatives

S
u′
u′T (x)u′(y) = D−(x, y) = D−(y − x) = (D+(x, y)T .

Soit
f+(x) = S

u′
u′(x)f+

u′

une solution correspondant à une supperposition d’ondes à fréquences positives.
Alors on a l’identité

f+(x) =
1

2

∪
J−1

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)D+(x, y)(·∂αy − ∂αy ·)f+(y)

car, en vertu des relations précéentes,

f+(x) = S
u′′

S
u′
u′′(x)

1

2

∪
J−1

∫
τ(y)=0

d
∪
σ (y)

(
u′′T (y)(·∂αy − ∂αy ·)u′(y)

)
︸ ︷︷ ︸

δu′′u′

f+
u′ = S

u′
u′(x)f+

u′ .

Il en va de même pour

f−(x) = −1

2

∪
J−1

∫
τ(y)=0

d
∪
σ (y)D−(x, y)(·∂αy − ∂αy ·)f−(y).

La solution générale de l’équation d’onde peut s’écrire comme une superposition
d’ondes à fréquences positives et négatives

ω(x) =
1√
2

(
S
u′
u′(x)au′ + S

v′
v′T (x)bv′

)
=

1

2

∪
J−1

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)(D+(x, y)−D−(x, y))(·∂αy − ∂αy ·)ω(y)

=

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)D0(x, y)(·∂αy − ∂αy ·)ω(y).
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On a posé

D0(x, y) =
1

2

∪
J (D+ −D−)(x, y) = D0T (x, y) = −D0(y, x).

Vu que ∂αyD(x, y) = −∂αxD(x, y), on peut encore écrire

ω(x) =

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)

(
−∂αxD0(x, y)ω(y)−D0(x, y)ωα(y)

)
.

Cela signifie que le champ en x est entièrement déterminé par la connaissance du
champ et de ses dérivées sur la surface temporelle « initiale », (à condition que x
soit à l’intérieur des cônes de lumière de tous les points de cette surface, cela à cause
du principe de causalité).

La solution est engendrée localement par les valeurs initiales du champ ω(y) et
de sa dérivée ωα(y). Comme ω(y) et ωα(y) sont linéairement indépendants, on est
amené à conclure que

(�−M2)D0(x, y) = 0

D0(x, y) = −D0(y, x)

et que
− ∂αyD0(y, y′) = δα(y, y′)

D0(y, y′) = 0

lorsque y et y′ sont sur la surface τ(y) = 0.

On constate que ces relations sont les mêmes que celles qui définissaient
∪
D (x, y),

cf. (4.2.2) et on peut donc faire l’identification

D0(x, y) =
∪
D (x, y).

4.8 Quantification explicite

On considère le champ linéaire et on montre que les règles d’anticommutation
conduisent à une contradiction. En effet :

(
∪
J [ωT (x), ω(y)]+)T =

∪
D (x, y) = −

∪
J [ω(x), ωT (y)]+ = −

∪
D (x, y),

donc ω(x) = 0. Il y a donc seulement le cas des règles de commutation à considérer :

[ω(x), ω(y)]− = 0
∪
J [ωT (x), ω(y)]− =

∪
D (x, y).
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Reprenons l’argument à l’aide du développement du champ que nous venons d’ob-
tenir

ω(y) =
1√
2

(
S
u′′
u′′(y) au′′ + S

v′′
v′′T (y) bTv′′

)
ωT (x) =

1√
2

(
S
u′
u′T (x) aTu′ + S

v′
v′(x) bv′

)
.

Explicitons la condition :
∪
J [ωT (x), ω(y)]∓ =

∪
D (x, y).

∪
J [ωT (x), ω(y)]∓ =

∪
J

2

{
S
u′

S
u′′
u′T (x)u′′(y) [aTu′ , au′′ ]∓ + S

v′
S
v′′
v′(x)v′′T (y) [bv′ , b

T
v′′ ]∓

+ S
u′

S
v′′
u′T (x)v′′T (y) [aTu′ , b

T
v′′ ]∓ + S

u′′
S
v′
u′′(x)v′(y) [au′′ , bv′ ]∓

}
=

∪
J

2

{
S
v′
v′(x)v′T (y)− S

u′
u′T (x)u′(y)

}
.

On en déduit :
[bv′ , b

T
v′′ ]∓ = δv′ v′′

[aTu′ , au′ ]∓ = −δu′ u′
[au′ , bv′ ]∓ = 0.

(4.8.1)

La condition [ω(x), ω(y)]− = 0 nous apporte en outre
[au′ , au′ ] = 0

[bv′ , bv′′ ] = 0

[au′ , b
T
v′′ ] = 0.

(4.8.2)

Comme au′aTu′ et aTu′au′ sont des opérateurs positifs, la relation d’anticommutation
aTu′au′ + au′a

T
u′ = −1 est impossible.

C’est l’argument de Pauli pour éliminer les relations d’anti-commutation et la
statistique de Fermi-Dirac pour les champs scalaires.

La théorie des champs scalaires décrit donc les bosons à spin zéro comme les
mésons π.

Les relations de commutation peuvent être satisfaite en termes des opérateurs
de création (aT ) et d’annihilation (a) :

a =


0 1 0 0 . . .

0 0
√

2 0 . . .

0 0 0
√

3 . . .
... ... ... ... . . .

 aT =


0 0 0
1 0 0 . . .

0
√

2 0 . . .
... ... ... . . .



N = aT a =


0 0 0 . . .
0 1 0 . . .
0 0 2 . . .
... ... ... . . .

 [a, aT ] = 1∞ a aT = N + 1∞,
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avec J = j × 1∞, on a A = 1× Ar + j × Ai. On définit alors :

au(ρ) = a(ρ) = 12 × (1∞ × 1∞)× . . .× (a× 1∞)× (1∞ × 1∞ × . . .
bv(ρ) = b(ρ) = 12 × (1∞ × 1∞)× . . .× (1∞ × a)× (1∞ × 1∞)× . . .

Les valeurs propres de Nu′ = aTu′ au′ sont les entiers non négatifs. Dans cette repré-
sentation nous avons les bonnes relations de commutation.

Calculons la charge et l’énergie en termes de ces opérateurs :

N(ρ) = aT(ρ) a(ρ) = 12 × (1∞ × 1∞)× . . .×




0 0 0 . . .
0 1 0 . . .
0 0 2 . . .
... ... ... . . .

× 1∞

× (1∞ × 1∞)× . . .

a ses valeurs propres entières. Reprenons les « éléments de matrice » Q(u′′, u′) et
Q(u′′T , u′)

Q(u′′, u′) =
1

2

∪
J−1

∫
d
∪
σα (u′′(·∂α − ∂α·)u′) = 0

Q(u′′T , u′) = −Q(u′, u′′T ) = δu′′u′ .

obtenus après normalisation des paquets d’onde. En reprenant l’expression de la
charge (4.3.2) et celle du courant (4.3.3), on est conduit au développement

Q(1) =
1

2
S
u′′

S
u′

∪
J−1

∫
d
∪
σα (y)(u′′T (·∂α − ∂α·)u′)aTu′′au′

+
1

2
S
v′′

S
v′

∪
J−1

∫
d
∪
σα (y)(v′′(·∂α − ∂α·)v′T )bv′′b

T
v′

+
1

2
S
u′′

S
v′

∪
J−1

∫
d
∪
σα (y)(u′′T (·∂α − ∂α·)v′T )aTu′′b

T
v′

+
1

2
S
v′′

S
u′

∪
J−1

∫
d
∪
σα (y)(v′′(·∂α − ∂α·)u′)bv′′au′ .

Les deux dernières intégrales tombent parce qu’elles sont relatives à des paquets
d’onde dont la fréquence est de même signe. Il reste, si l’on remplace Q(u′′T , u′) et
Q(v′′, v′T ) par leur valeur,

Q(1) = S
u′
Nu′ − S

v′

(
Nv′ + 1

)
.

De même :
Q(2) = S

v′
Nv′ − S

u′

(
Nu′ + 1

)
.

Puisque Q = (1/2)(Q(1) −Q(2)) (car β1 = −β2 = 1/2),

Q = S
u′
Nu′ − S

v′
Nv′ . (4.8.3)
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Donc Q a les valeurs propres

{. . . ,−2,−1, 0,+1,+2, . . .}

et on obtient ainsi la quantification de la charge. Remarquons que

Qψ0 = 0 existe.

Pour quantifier explicitement
∪
Πµ, un ensemble satisfaisant à

∂αu′(x) '
∪
J
∪
kαu′(x)

∪
kα

∪
kα +M2 = 0

∪
k4 =

√
M2 + |~k|2 = M +

1

2M
|~k|2 + . . .

∪
k4 ≥ |M |

doit être choisi tout en gardant la dénombrabilité, ce qui pose un problème. On
avait :

θαβ(1) = ωαTωβ + ωβTωα − gαβ(ωTρ ωρ +M2ωTω).

Prenons : d ∪
σα = (0, 0, 0, dV ), il vient alors
∪
Πi(1) =

∫
d
∪
σα (ωTαωi + ωiTωα) =

∫
d
∪
σα (ωTαωi − ωTωαi).

Montrons que cette équation est encore valable pour
∪
Π4(1) :

∪
Π4(1) =

∫
d
∪
σ4 (ωT4ω4 + ωTi ω

i +M2ωTω) =

∫
dV (ωT4ω4 + ωT (M2 −∆)ω).

Or (∆−M2)ω(x) = ω44 car (�−M2)ω = 0, donc
∪
Π4(1) =

∫
dV (ωT4ω4 − ωTω44) =

∫
d
∪
σα (ωαTω4 − ωTωα4)

et donc
∪
Πµ(1) =

∫
d
∪
σα (ωαTωµ − ωTωαµ). (4.6.4)

Avec ∂µu′(x) '
∪
J
∪
k µu′(x), il vient alors les développements en fréquences positives

et négatives
∪
Πµ(1) = S

u′′
S
u′

1

2

∪
J−1

∫
d
∪
σα (u′′T (·∂α − ∂α·)u′)

∪
kµaTu′′au′

− S
v′

S
v′′

1

2

∪
J−1

∫
d
∪
σα (v′′(·∂α − ∂α·)v′T )

∪
kµbv′′b

T
v′

+ S
u′′

S
v′
. . .− S

u′
S
v′′
. . .︸ ︷︷ ︸

=0 car même signe à la fréquence
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et, de la même façon que nous avons utilisée pour la charge, nous obtenons
∪
Πµ(1) = S

u′
Nu′

∪
kµ + S

v′
(Nv′ + 1)

∪
kµ

∪
Πµ(2) = S

u′
(Nu′ + 1)

∪
kµ + S

v′
Nv′

∪
kµ.

Il en résulte immédiatement
∪
Πµ = S

u′

(
Nu′ +

1

2

) ∪
kµ + S

v′

(
Nv′ +

1

2

) ∪
kµ,

soit encore en réintroduisant ~ :

H = S
u′

(
Nu′ +

1

2

)
~ω + S

v′

(
Nv′ +

1

2

)
~ω

∪
~Π= S

v′

(
Nv′ +

1

2

)
~
2π

λ

~∪
v + S

u′

(
Nu′ +

1

2

)
~
2π

λ

~∪
u,

où l’on remarque que la quantité de mouvement est un multiple de ~2π
λ

et que

l’énergie transportée par une onde est un multiple de ~ω = ~
√
M2 + |~k|2.

Remarques.
1) Dans le cas d’une particule chargée, il n’apparait pas de charge au point zéro à

cause de la correspondance biunivoque entre les ensembles {u′} et {v′}.
2) Dans le cas de l’énergie, il apparait une contribution infinie au point zéro. Le

vide est défini par Nρ = 0. Remarquons que

ψ0 ≡ ψ2 × Πρ(ψ∞ 0 × ψ∞ 0)ρ avec ψ2 =

(
α
β

)
, α2 + β2 = 1 et ψ∞ 0 =


1
0
0
0
...

 .

On définit donc la renormalisation de θαβ(x)

: θαβ(x) : = θαβ(x)− < θαβ(x) >ψ0

et alors
∪
Πµ = S

u′
Nu′

∪
kµ + S

v′
Nv′

∪
kµ

et
∪
Πµψ0 = 0.

3) L’énergie est toujours positive et a une limite inférieure ; la thermostatique avec
une température absolue positive peut donc être appliquée.

4) A toute particule ayant une charge correspond une particule identique avec la
charge opposée : l’antiparticule. L’expression

∪
Πµ est symétrique pour particule

et antiparticule.
5) Nous avons obtenu la statistique de Bose-Einstein par les relations de commu-

tation ce qui donne la forme des opérateurs a.
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Chapitre 5

Champ spinoriel quantifié

Présentation

On définit tout d’abord un spineur contravariant et un spineur covariant ainsi
qu’un bispineur mixte qui permet d’établir une relation entre les spineurs et les
vecteurs de l’espace-temps. Cette section se termine par une liste de résultats sur les
α-tenseurs et une représentation du groupe de Poincaré (section 1). L’équation de
Dirac est introduite à la section 2 et le spineur fondamental η est étudié à la section
3. La quantification du champ spinoriel est alors entreprise à la section 4. L’opérateur
de charge ainsi que la conjuguaison de charge sont introduits aux sections 5 et 6. Le
développement du champ spinoriel en paquet d’onde est alors étudié à la section 7
et le chapitre se termine par l’énoncé du théorème de Frobenius et Schur (annexe)
qui permet de justifier un certain nombre de résultats sur les représentations réelles
d’un groupe.

5.1 L’espace spinoriel φA

Nous rappelons la loi de transformation des vecteurs de l’espace-temps sous
l’action d’une transformation de Lorentz. Elle s’écrit

′a
′α(′x) = L

′α
αa

α(x) α, β = 1, 2, 3, 4 (espace physique).

1. — Dans l’espace spinoriel ou S-espace, nous avons des « vecteurs » appelés
spineurs contravariants φA se transformant par

′φ
′A(′x) = S

′A
(L)A φ

A(x), A,B = 1, 2, . . . N (5.1.1)

et des spineurs covariants se transformant selon

′χ′A(′x) = χA(x)S−1A
(L)′A (5.1.2)
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56 L’espace spinoriel φA

où les matrices S ′A
(L)A sont des représentations des matrices L′α

α .

2. — Nous avons aussi des bispineurs mixtes notés γαAB . Ce sont des matrices γαAB
qui sont reliées aux vecteurs vα de l’espace-temps par

γAB(v) = γαAB vα.

et l’on a
SA(L)C γ

αC
D S−1D

(L)B = Lαβγ
β A
B .

Les matrices γαAB vérifient alors les relations

γαAC γβ CB + γβ AC γαCB = 2gαβγ0A
B , (5.5.3)

soit, en notation matricielle,

γαγβ + γβγα ≡ (γα, γβ) = 2gαβ γ0,

où γ0A
B = δAB est l’opérateur identité. En effet l’invariance de la métrique

′g
′α′β = L

′α
α L

′β
β g

αβ = g
′α′β

implique
′γ
′α′A
′B = L

′α
α S

′A
(L)A γ

αA
B S−1B

(L)′B = γ
′α ′A
′B . (5.1.4)

Nous distinguerons entre réel S-espace (RSS) et complexe S-espace (CSS). Le cas gé-
néral étant (CSS), tous les symboles φA, χA, . . . devront être écrits comme φ̂A, χ̂A, . . .
pour souligner leur caractère complexe. Pour un nombre complexe quelconque :

ρ̂ = ρ(r) + iρ(i) 
 ρ(
∪
J) = ρ(r)+

∪
Jρ(i)

donne la relation entre un nombre complexe ρ̂ et l’opérateur ρ = ρ(
∪
J) qui dépend de

∪
J . Le symbole

∪
J désigne un opérateur tel que

∪
J
∪
J= −identité ; dans le cas présent,

on a
∪
J=

(
0 −1
1 0

)
.

Deux spineurs contragrédients permettent de construire un scalaire χφ = χA φ
A

et un vecteur χγα φ = χA γ
αA
B φB dans le α-espace.

Si n = 3 : γ1 = j, γ2 = `, γ3 = k. Si n = 4, nous avons

γ1 = k × k
γ2 = k × `
γ3 = k × 1

γ4 = × 1.

La matrice transposée de γα est notée γα∼ et γα∼AB = γαBA .
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Le groupe L+↑ est engendré par les transformation infinitésimales :

L
′α
α = δ

′α
α +

1

2
δωµν Σ

′α
µνα.

On montre qu’il leur correspond :

S
′A
(L)A(δω..) = γ0 ′A

A +
1

2
δωµνσ

′A
µν A. (5.1.5)

Par les règles de commutation, on peut voir que :

σµν =
1

4
[γµ, γν ]− où γµ = gµργ

ρ. (5.1.6)

et l’on a
µ 6= ν −→ σµν =

1

2
γµγν ≡

1

2
γµν où γµν = γµγν .

Soit une rotation d’angle ω dans le plan 1 2, alors

S = e(1/2)ωγ12

= γ0

(
1− 1

2!

(ω
2

)2

+ . . .

)
+ γ12

(
ω

2
− 1

3!

(ω
2

)3

+ . . .

)
= γ0 cos

ω

2
+ γ12 sin

ω

2
,

puisque (γ12)2 = γ1γ2γ1γ2 = −γ1γ1γ2γ2 = −γ0. Si ω = 2π, S = −γ0, c’est-à-dire
que si, dans l’espace physique on fait une rotation de 2π, dans l’espace spinoriel à
quatre dimensions, le spineur devient son opposé.

Nous résumons sans preuve ni référence, un nombre de théorèmes bien connus :
1) L’anneau Γ engendré par {γr, r = 0, α, [α1, α2], . . . , [α1, α2, . . . , αn]} est formé

des tenseurs du α-espace totalement antisymétrique

γα1...αν = γ[α1...αν ] = (ν!)−1
∑
P

(−1)PP (γα1 . . . γαν )

= γα1 . . . γαν si tous les α1 . . . αν sont différents.

Les sous-ensembles Γ(ν) = {γα1...αν} contient
(
n
ν

)
éléments indépendants.

2) Si deux représentations irréductibles de S(L), ′γα et γα sont reliées par
′γα S(L) = S(L) γ

α,

alors S(L) est ou bien la matrice zéro ou bien une matrice carrée non-singulière.
En particulier, pour n = 2m (n pair), toutes les représentations irréductibles
sont équivalentes, c’est-à-dire que nous avons :

′γα = S(L) γ
α S−1

(L) ; S(L) = {S ′A
(L)A} ; ′N = N.

Pour n = 2m + 1, deux représentations non-équivalentes existent. Une matrice
S qui commute avec les n matrtices γα d’une représentation irréductible est
toujours de la forme

[S, γα] = 0 ; S = ρ γ0.

De plus si S et S ′ sont équivalentes, nous avons

S ′ = ρ S.
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58 L’espace spinoriel φA

3) Pour n = 2m, les 2n éléments de l’anneau Γ engendré par {γr} sont linéairement
indépendants.

4) La relation suivante est valable

γr γs = εrsγt ; t = t(r, s) ; εrs = ±1.

5) Si une représentation irréductible S(L) est trouvée pour n = 2m, nous pouvons
former

γn+1 = ρ γ12...n, ρ = 1 ou
∪
J,

et ainsi obtenir une représentation irréductible pour ′n = n+ 1 = 2m+ 1 car

[γn+1, γ
α]+ = 0 ; α = 2, 4, . . . , 2m ; (γn+1)

2 = γ0.

6) Le nombre ξr dans

γr γ
r(sans sommation sur r) = ξr γ0 = ξ(r) γ0

dépend seulement de l’ensemble Γ(ν) et prend les valeurs

ξ(ν) =

{
(−1)ν/2 pour ν = 2µ,

(−1)(ν−1)/2 pour ν = 2µ+ 1

si sign(gαβ) = +(1 1 1 −1).
7) A la transformation infinitésimale

L
′α
α = δ

′α
α +

1

2
δωµνΣ

′α
µνα

correspond la transformation

S(L) = γ0 +
1

4
δωµνγµν .

8) En ce qui concene les transformations L(P, T, PT ), où

P → {′xi = −xi, ′x4 = x4}
T → {′xi = xi, ′x4 = −x4}

PT → {′xα = −xα},

on a SP = cγn, S−1
P = c−1γn, ST = cγ12···d et S−1

T = c−1γd···21 avec c réel.
Remarque : notre discussion est limitée au cas où n = 4.

En plus de ces théorèmes bien connus, nous ajoutons les deux théorèmes qui
découlent d’un théorème que nous discutons dans l’annexe.

9) Pour n = 2m, le nombre de dimensions d’une représentation irréductible est

N = 2n/2 = 2m.
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10) Pour n = 2, 4(mod 8) . . . = 2, 4, 10, 12, . . . toutes les représentations sont équi-
valente à une représentation réelle. Pour n = 6, 8(mod 8) . . . = 6, 8, 14, 16, . . .
toutes les représentations sont nécessairement complexes. Toutefois il existe une
matrice C telle que

γ̂∗r = Cγ̂rC−1 ou γTr = CγrC−1.

11) Chaque représentation matricielle irréductible {±′̂γr} est équivalente à une re-
présentation unitaire {±γ̂r}. Dans RHS, ceci implique que pour chaque repré-
sentation {±′γr}, il existe un S tel que

′γr = SγrS−1

et l’on a la relation

γ∼Tr ≡ γ×r
∗
= (γr)−1 = ξrγr(sans sommation sur r).

12) Pour n = 2, 4(mod 8),. . . , où {′̂γr} peut être choisi réelle, la représentation uni-
taire correspondante peut être choisie réelle et orthogonale :

γ∼r
∗
= (γr)−1 = ξrγr(sans sommation sur r).

5.2 Equation de Dirac

L’équation de Dirac s’écrit :

(γαAB ∂α +Mγ0A
B )φB(x) = 0 ou matriciellement (γα ∂α +Mγ0)φ(x) = 0,

χA(x)(γαAB ∂α · −Mγ0A
B ) = 0 ou matriciellement χ(x) (γα∂α −Mγ0)· = 0

(5.2.1)

En multipliant à gauche la première de ces deux équations par χA puis à droite la
deuxième par φA et en faisant la somme, on obtient(

χγα(·∂α + ∂α·)φ
)
(x) = ∂α(χ γ

α φ)(x) = 0 ,

donc jα(x) = (χγα φ)(x) = χA γ
αA
B φB obéit à l’équation de continuité ∂αjα(x) = 0.

En multipliant à gauche par γβ∂β−Mγ0 la première équation, on obtient l’équa-
tion de Klein-Gordon

(�−M2)φA = 0

car [γα, γβ]+ = 2gαβγ0.
On peut construire le tenseur canonique de quantité de mouvement-énergie à

partir de :
Tαβ = χγα∂β φ ou φ γα∂β χ,

d’où la quantité de mouvement-énergie
∪
Πµ=

∫
τ(y)=0

d
∪
σαT

α
µ (y).
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60 Equation de Dirac

Pour garantir la symétrie du tenseur quantité de mouvement-énergie, on écrit

Tαβ =
1

2
χγα(·∂β − ∂β·)φ

dont la dérivée ∂α donne zéro, autrement dit :
∂αT

α
β = 0 .

Nous introduisons la densité de spin

sαβγ = s[αβγ] =
1

2
χγαβγ φ

pour laquelle on peut démontrer les deux propriétés :

∂αs
αβγ =

1

2

(
χαγ

αβγφ+ χγβγαφα

)
= 0 et ∂(β∂α)s

αβγ = 0.

Alors nous définissons :
θαβ = Tαβ +

1

2
∂ρs

ραβ

et formons
∪
M ik=

∫
τ(y)=0

dV (yiθ4k − ykθ4i) +

∫
τ(y)=0

dV
1

2
(yi∂ρs

ρ4k − yk∂ρsρ4i).

En intégrant par partie, la deuxième intégrale devient le moment de spin
∪
S ik =

1

2

∫
τ(y)=0

dV (s4ik − s4ki) =

∫
dV s4ik.

Ainsi on a bien le moment cinétique total somme du moment cinétique orbital et du
moment cinétique de spin :

∪
M ik=

∪
Lik +

∪
Sik . (5.2.2)

Reprenons l’expression de
∪
Πi à partir de Tαβ . Après une intégration par parties,

nous trouvons
∪
Πi =

1

2

∫
τ(y)=0

dV (χγ4 φi − χi γ4 φ) =

∫
dV (χγ4 φi) = −

∫
dV (χγ4 φ).

Un calcul similaire pour
∪
Π4, conduit à l’expression

∪
Πµ=

∫
τ(y)=0

d
∪
σαχγ

α φµ = −
∫
τ(y)=0

d
∪
σαχµ γ

α φ. (5.2.3)

Le vecteur courant-densité de charge est
jα(x) = (χγα φ)(x)

avec
jα(x) = jα(convection)(x)− ∂ρmρα(x) ,

où

jα(convection)(x) = − 1

2M
(χ (·∂α − ∂α·)φ)(x),

mαβ(x) = − 1

2M
(χγαβ φ)(x).
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5.3 Les spineurs fondamentaux

En vue de d’exprimer les observables θαβ, Tαβ , sαβγ et jα pour un champ contra-
variant φA(x), nous avons besoin d’un spineur fondamental non singulier ηAB à l’aide
duquel nous pouvons former un opérateur de champ covariant ψTA(x) = ηABψ

TB(x) :

η−1ACηCB = ηBC η
−1CA = γ0A

B et η−1 η = η η−1 = γ0.

Nous supposerons une représentation réelle de γαAB , c’est-à-dire que nous restreignons
nos considérations à n = 2, 4(mod. 8) . . . Toutefois la théorie peut aussi être écrite
pour un γαAB dépendant de

∪
J , mais les calculs sont beaucoup plus longs.

Nous exigeons l’invariance de η par rapport au groupe S(L), c’est-à-dire que nous
imposons la condition suivante avec c(L) = 1 ou sign(L

′i
i ) ou encore sign(L

′4
4 ) :

′η′A′B = c(L) ηAB S
−1A
(L)′A S

−1B
(L)′B et η′ = c(L)S−1∼

(L) η S−1
(L).

Pour L(cont) nous avons
γ∼µνη + η γµν = 0,

ce qui permet les deux possibilités suivantes :

γ∼α = ∓ ∩∪
η γα

∩∪
η−1 c’est-à-dire γ∼α

∩∪
η= ∓ ∩∪

η γα.

où ∩∪
η signifie ∪

η ou ∩
η. Nous allons maintenant montrer que ∪

η est pseudo-chrone tandis
que ∩

η est pseudo-chore. Nous avons

∩∪
η = c(P )λ−2 γ∼4

∩∪
η γ4 = c(P )λ−2 ∩∪

η (γ4)
2 = ±c(P )λ−2 ∩∪

η .

d’où il résulte λ2 = 1 et c(P ) = +(−)1 pour ∪
η (∩η) : (∪η est ainsi ortho-chrone et ∩

η
est pseudo-chore. De plus

∩∪
η = c(T )λ−2 γ∼321

∩∪
η γ321

= ∓ c(T )λ−2 ∩∪η (γ3)
2(γ2)

2)(γ1)
2 = ∓c(T )λ−2 ∩∪η

conduit à nouveau à λ2 = 1 et c(T ) = −(+)1 pour ∪
η (∩η) : ce qui confirme que ∪

η est
pseudo-chrone et ∩

η est pseudo-chore.
En transposant les deux possibilités, nous trouvons

γα = ∓ ∩∪
η−1∼ γ∼α

∩∪
η∼ et γ∼α = ∓ ∩∪

η∼γα
∩∪
η∼−1.

et les deux possibilités correspondent à deux types de représentation, cf. section 1.1,
(parce que ′γα = −γα est un changement de représentation). Donc nous avons :

∩∪
η= λ

∩∪
η∼.
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En transposant cette équation, nous trouvons λ2 = 1 ; ∪
η et ∩

η sont ou bien des
matrices symétriques ou bien des matrices antisymétriques. De plus, nous avons

∪
η−1 ∩η= S(PT ) = ±γ1234 = ±γ5.

En vue de trouver la symétrie de ∪
η, nous choisissons une représentation orthogonale

telle que

γ∼ i ∗
=(γi)−1 = γi = γi, ∀ i = 1, 2, 3

γ∼ 4 ∗
=(γ4)−1 = γ4 = −γ4.

Des relations d’anti-commutation, il résulte que ∪
η
∗
= λγ4 satisfait la première des

deux possibilités, ∪η est par conséquent une matrice antisymétrique dans cette repré-
sentation particulière. On peut montrer que nous avons, dans le cas d’une représen-
tation générale

′∪η′A′B =
∪
ηAB S

−1A
(L)′AS

−1B
(L)′B,

conservation de cette antisymétrie : ∪ηAB est, dans toutes les représentations réelles,
antisymétrique :

′∪η∼AB =
∪
ηBA = − ∪

ηAB et ∪
η∼ = − ∪

η .

Nous choisissons en particulier
∪
ηAB

∗
= γ4A

B

en vue d’avoir pour la densité de charge un opérateur positif :

∪
j (1)4 =

∪
ψTγ4ψ =

∪
ψTCγ

4C
B ψB = ψTA

(
− ∪
ηAB γ

4C
B

)
ψB

ψTA
(
− ∪
γ

4

AB

)
ψB

∗
=

∑
A

ψTAψA > 0 et − ∪
γ4
AB

∗
= δAB

Nous pouvons maintenant déterminer les symétries du bi-spineur pseudo-chrone
covariant :

∪
γ
r(cov)
AB =

∪
ηAC γ

r C
B et ∪

γr(cov) =
∪
η γr.

Nous avons donc, en vertu des deux possibilités évoquées plus haut

γ∼αν . . . γ∼α1
∪
η∼ = −γ∼αν . . . γ∼α1

∪
η= −(−1)ν

∪
η γαν . . . γα1 .

Il en résulte que
∩
η∼ = ± ∩

η pour n =

{
2(mod 8)

4(mod8).
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5.4 Quantification du champ spinoriel

Si ψA(x) satisfait l’équation de Dirac, il découle de la symétrie de ∪
γαAB =

∪
γα(AB)

et de ∪
γ0
AB =

∪
γ0

(AB) que
∪
ψA(x) =

∪
ηAB ψ

A − ψB ∪
ηBA

satisfait aussi à l’équation de Dirac. La même chose est vraie pour ψTA(x) et ψTA(x)
parce que nous considérons les représentations réelles , n = 2, 4(mod 8). Nous for-
mons les tenseurs Tαβ (x) et sαβγ(x), ou bien en posant

χA =
(∪
J
∪
ψA

)T
et φA(x) = ψA(x)

et alors la définition est

T
(1)α
β =

1

2

((∪
J
∪
ψ

)T
γαψβ −

(∪
J
∪
ψβ

)T
γαψ

)
=

1

2

(
ψTA

∪
JTψBβ + ψTβ

∪
J ψAT

)
(x)

(
− ∪
γ
α

AB

)
,

ou bien en posant

χA =
∪
ψA et ψA =

(∪
J
∪
ψ
A)T

et alors la définition est

T (2)αβ =
1

2

(
∪
ψ γα

(∪
J
∪
ψβ

)T− ∪
ψβ γ

α(
∪
J ψ

)T)
=

1

2

(
ψAψTBβ

∪
JT+

∪
J ψBβ ψ

AT
)
(x)

(
− ∪
γ
α

(AB)

)
.

La seconde forme des deux équations montre

• que T (1)α
β et T (2)α

β sont des observables (à cause de la symétrie de ∪
γα(AB)),

• qu’elles sont ortho-chrones si nous définissons

′ψ
′A(′x) = O−1

(L)ψ
′A(′x)O(L) = e

∪
JλS

′A
(L)Aψ

A(L−1′x).

C’est encore vrai pour s(1)αβγ et s(2)αβγ compte tenu de l’antisymétrie de ∪
γαβγAB =

∪
γαβγ[AB].

Donc θ(1)αβ et θ(2)αβ sont des observables ortho-chrones.
On peut montrer, en utilisant les équations de Dirac et les intégrations partielles,

qu’il est possible d’écrire

∪
Π(1)
µ =

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)

((∪
J
∪
ψ

)T
γαψµ

)
(y)

∪
Π(2)
µ = −

∫
τ(y)=0

d
∪
σα (y)

(
ψµγ

α
(
Jψ

)T)
(y).
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avec
∪
Πµ= α1

∪
Π(1)
µ + α2

∪
Π(2)
µ .

La relation
−

[∪
J

∪
Πµ, ψ

B′
(y′)

]
= ψB

′

µ (y′)

est satisfaite si

α1

[(∪
J
∪
ψ

)T
γαψµ)(y), ψ

B′
(y′)

]
+ α2

[
ψµγ

α
(∪
J ψ

)T
(y), ψB

′
(y′)

]
≡

∪
δα(y′, y)ψB

′

µ (y′).

Cette relation peut être intégrée, en utilisant le nombre (réel) invariant pseudo-
chrone

∪
S0A
B (x, y) = (−γαAB ∂xα + γ0A

B M)
∪
D0(x, y),

sous la forme

− α1

[
∪
J

(∪
J
∪
ψA

)T
(x)γαAB ψB(z), ψB

′
(y′)

]
+ α2

[
∪
J
∪
ψA (z)γαAB

(∪
J ψB

)T
(x), ψB

′
(y′)

]
≡

∪
S0B′

A (y′, x)γαAB ψB(z).

Enfin, après une nouvelle transformation, cette relation devient

− α1

{
∪
ψTA(x)γαAB [ψB(z), ψB

′
(y′)]∓ ± [

∪
ψTA(x), ψB

′
(y′)]∓γ

αA
B ψB(z)

}
+ α2

{
∪
ψA (z)γαAB [ψTB(x), ψB

′
(y′)]∓ ± [

∪
ψA (z), ψB

′
(y′)]∓γ

αA
B ψTB(x)

}
=
∪
S0B′

A (y′, x)γαAB ψB(z).

Pour qu’elle soit satisfaite, la solution la plus simple consiste à prendre[
ψA(x), ψB(y)

]
∓ = 0 (5.4.1)

et
∓

[∪
ψTA(x), ψB

′
(y′)

]
∓

=
∪
S0B′

A (y′, x)

qui permet d’évaluer le premier terme du premier membre. Pour le deuxième terme,
nous utilisons l’identité

∪
ψA (z)γαAB ψTB(x) = ψB(z)γαAB

∪
ψTA(x)

et la relation (5.4.1). Nous trouvons que la relation trilinéaire est valable à condition
que

α1 ∓ α2 = 1. (5.4.2)

Nous pouvons réécrire la dernière relation sous la forme usuelle

[ψA(x), ψB(y)]∓ =
∪
S0A
B (x, y). (5.4.3)
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5.5 Opérateur de charge

Les deux expressions pour ∪
α(x) sont

∪
(1)α(x) =

(∪
ψTγαψ

)
(x) =

(
ψTAψB

)
(x)

(
− ∪
γαAB

)
∪
(2)α(x) =

(∪
ψ γαψT

)
(x) = (ψA ψTB)(x)

(
− ∪
γαAB

)
.

Formant à nouveau Q = β1Q
(1) + β2Q

(2), nous avons pour les champs de première
espèce

−[Q,ψB
′
(y′)] = −

∫
d
∪
σα (y)

{
β1

[(∪
ψTγαψ

)
(y), ψB

′
]
+β2

[(∪
ψ γαψT

)
(y), ψB

′
(y′)

]}
≡

∫
d
∪
σα (y)

∪
δα(y′, y)ψB

′
(y) = ψB

′
(y′).

Pour les champs de première espèce, nous comparons cette expression avec celle
donnant −

[∪
J
∪
Πµ, ψ

B′
(y′)

]
= ψB

′
µ (y′), (il n’y a pas le

∪
J ni l’indice µ de différentiation).

Le résultat est alors obtenu si nous posons à nouveau

β1 = α1 et β2 = −α1.

5.6 Conjuguaison de charge
et relations de commutation générales

Considérons la relation

−α1

[∪
ψTA(x)ψ

B(z), ψB
′
(y′)

]
+ α2

[
ψB(z)

∪
ψTA(x), ψB

′
(y′)

]
=
∪
SB

′

A (y′, x)ψB(z)

et opérons avec ∪
η−1A′A. Rappelons que (section 5.4)

∪
SB

′

A (y′, x) = (−γαB′

A ∂y
′

α +Mγ0B′

A )
∪
D (y′, x).

En définissant
∪
γB

′A′ =
∪
ηA

′AγB
′

A ,
∪
γnCB =

∪
ηAC γ

nC
B

et
∪
γnAB = γnAC γnCB = (γn)2A

B = −δAB,
∪
η−1AB = −γnAB ,

nous obtenons alors

jα(x) = α1

(∪
ψTγαψ

)
(x)− α2

(
∪
η−1AC

∪
ψγαψT

)
(x).
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Mais, étant donné que

∪
η∼ = −η et donc η−1∼ = −η∼,

on a
∪
ψTAγ

αA
B =

∪
ψTA

∪
η−1AC ∪

ηCD γαDB = − ∪
η−1CA

∪
ψTA

∪
γαCB = ψC

(
− ∪
γ
α

CB

)
d’où

jα = α1

(
ψTA

(
− ∪
γαAB

)
ψB

)
(x)− α2

(
ψA

(
− ∪
γα

)
AB
ψTB

)
.

Maintenant, les deux relations

OT
Cψ

TA(x)O−1T
C = ψTA(x) = ′ψA(x) car OT

C = O−1
C est unitaire

et

SB
′A′(y′, x) =

∪
η−1A′A

∪
SB

′

A (y′, x) = (− ∪
γα∂y

′

α +M
∪
γ0)

∪
D (y′, x) = SA

′B′
(x, y′),

permettent d’écrire la relation de commutation générale sous sa forme ortho-chrone

−α1[ψ
TA(x)ψB(z), ψB

′
(y′)] + α2[ψ

B(z)ψTA(x), ψB
′
(y′)] = SB

′A(y′, x)ψB(z).

En prenant la transposée [A,B]T = −[AT , BT ], il vient

+α1[ψ
TB(z)ψA(x), ψTB

′
(y′)]− α2[ψ

A(x)ψTB(z), ψTB
′
(y′)] = SB

′A(y′, x)ψTB(z).

Finalement, en multipliant à gauche par O−1
C et à droite par OC , nous trouvons

encore une fois
α1 = α2 ≡

1

2
et β1 = −β2 =

1

2

donc

θαβ =
1

2
θ(1)αβ +

1

2
θ(2)αβ et

∪
j
α

=
1

2

∪
j

1

2

(1)α

− 1

2

∪
j

1

2

(2)α

.

Il en résulte respectivement

∪
Πµ=

1

2

∪
Π(1)
µ +

1

2

∪
Π(2)
µ et Q =

1

2
Q(1) − 1

2
Q(2).

On a de nouveau
′θαβ = O−1

C θαβOC = θαβ et ′
∪
Πµ=

∪
Πµ

et également
′∪jα = −

∪
jα et ′Q = −Q.

Donc, une fois encore Q et −Q ont le même spectre.
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5.7 Développement en paquets d’ondes

Nous introduisons à nouveau deux ensembles de paquets d’onde

{φ′A, φ′′A, . . . , φ(ρ)A} et {χ′A, χ′′A, . . . , χ(ρ)A}

qui satisfont à l’équation de Dirac. Ces ensembles sont normalisés en termes de

jα(φ′, χ′)(x) = jα(χ′, φ′)(x) = (
∪
φ′γαχ′)(x) = (φ′A, χ′B)(x)(− ∪

γαAB).

Compte tenu de la forme de Q, on vérifie que la normalisation

Q(φ′, χ′) = 0 ; Q(φ′T , φ′′) = Q(φ′′, φ′T ) = δφ′ φ′′ > 0

est possible. La complétude est assurée si les opérateurs dépendant de
∪
J

∪
S+A
B (x, y) ≡ S

φ′
φ′A(x)

∪
φ′TB (y) =

∪
S+A
B (x− y)

∪
S−AB (x, y) ≡ S

φ′
φ′TA(x)

∪
φB (y) =

∪
S−AB (x− y)

et
S−AB(x, y) = STAB(x, y) = S+BA(x, y)

sont invariants par rapport à {L(orth)}. A nouveau, nous prenons une solution à
fréquence positive f+A(x) de l’équation de Dirac qui peut s’écrire

f+A(x) = S
φ′
φ′A(x) f+

φ′ =

∫
d
∪
σα (y)

∪
S+A
B (x, y)γαBC f+C(y)

et une solution à fréquence négative qui peut s’écrire

f−A(x) = S
χ′
χ′TA(x)f−χ′ =

∫
d
∪
σα (y)

∪
S−AB (x, y)γαBC f−C(y).

La solution générale de l’équation de Dirac peut alors être exprimée sous la forme

ψA(k) = S
φ′
aφ′φ

′A(x) + S
χ′
bTχ′χ

′TA(x) =

∫
d
∪
σα (y)

∪
S0A
B (x, y) γαBC ψC(y) ,

avec
∪
S0A
C (x, y)γαCB = (

∪
S+A
B +

∪
S−AB )(x, y).

Si x = y′ est choisi sur τ(y′) = τ(y) = 0, il découle que

∪
S0A
C (y′, y)γαCB = γ0A

B

∪
δα(y′, y).

Maintenant, ce sont exactement les conditions valables pour le champ spinoriel.
Donc

∪
S0A
B (x, y) ainsi définie coïncide avec le nombre invariant déjà défini.

Ecran Suiv. Préc. Revient Va page Repart Table Portail Index Fermer Quitter



68 Développement en paquets d’ondes

En développant ψA(k), on obtient

[aφ′ , a
T
φ′′ ]∓ = δφ′φ′′ , [bTχ′ , bχ′′ ]∓ = δχ′χ′′ et [aφ′ , bχ′′ ]∓ = 0

ainsi que

[aφ′ , aφ′′ ]∓ = [bTχ′ , b
T
χ′′ ]∓ = [aφ′ , b

T
χ′ ]∓ = 0,

[aφ′ , a
T
φ′′ ]∓ = δφ′ φ′′ , [bTχ′ , bχ′′ ]∓ = δχ′ χ′′ et [aφ′ , bχ′ ]∓ = 0.

Alors, il vient

[φA(x), φB(y)]∓ = S
φ′

S
φ′′
φA(x)φ′′B(y)[aφ′ , a

T
φ′′ ]∓ + S

χ′
S
χ′′
χ′B(x)χ′′TA(y)[bTχ′ , bχ′′ ]∓

+ S
φ′

S
χ′′
φ′A(x)χ′′B(y)[aφ′ , bχ′′ ]∓ + S

χ′
S
φ′′
χ′TA(x)φ′′TB (y)[bTχ′ , a

T
φ′′ ]∓

= SAB(x, y) = (S+ + S−)AB(x, y) = S
φ′
φ′A(x)φ′B(y) + S

χ′
χ′TA(x)χ′TB (y).

En prenant les relations d’anti-commutation (compte tenu de la O(C)-covariance)
on est conduit à l’égalité

Q = S
φ′

(
Nφ′ −

1

2

)
− S

χ′

(
Nχ′ −

1

2

)
= S

φ′
Nφ′ − S

χ′
Nχ′

avec Nφ′ = aTφ′aφ′ . Les relations d’anti-commutation sont satisfaites en termes des
pseudo-quaternions :

j =

(
0 −1
1 0

)
; k =

(
1 0
0 −1

)
; ` =

(
0 1
1 0

)
aT =

1

2
(`+ ) =

(
0 0
1 0

)
; a =

1

2
(`− ) =

(
0 1
0 0

)
.

Nous avons alors
N = aTa =

(
0 0
0 1

)
=

1

2
(`− k)

avec

aφ(ρ) = 1× (k × k)× . . .× (a× 1)× (1× 1)× . . .
bχ(ρ) = 1× (k × k)× . . .× (k × a)× (1× 1)× . . .

Les valeurs propres sont {N ′
φ′} = {0, 1}, c’est-à-dire que la statistique de Fermi-

Dirac est valable. La forme explicite de O(C) est encore donnée par l’expression
de la quantification du champ scalaire, si {φ′} et {χ′} sont choisis identiques. La
quantification de

∪
Πµ conduit à

∪
Πµ = S

φ′

(
Nφ′ −

1

2

) ∪
k ′µ + S

χ′

(
Nχ′ −

1

2

) ∪
k ′µ.
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Remarques.

1) Si le paquet d’onde à fréquence positive satisfait aux conditions
∪
k ′α

∪
k ′α+M2 = 0

et
∪
k ′4 ≥ |M |, alors l’énergie est (outre la contribution point zéro qui est infinie)

de nouveau un opérateur positif : le spectre a donc une limite inférieure et la
thermodynamique statistique avec une température positive peut être appliquée.
On utilise là aussi la renormalisation

:θαβ(x) : = θαβ− < θαβ(x) >ψ0 .

2) Les relations de commutation conduisent à un spectre d’énergie sans limites
inférieure ou supérieure donc la thermodynamique statistique ne peut pas être
appliquée. Ceci est l’argument de Pauli pour exclure la statistique de Bose-
Einstein pour les champs spinoriels.

Annexe : Le théorème de Frobenius et Schur

Ce théorème établit que les groupes de matrices irréductibles (GMI) d’ordre h,
notés {D̂i}, (i, k, . . . = 1, 2, . . . , h), se répartissent en trois espèces.

Un GMI est de première, de deuxième ou de troisième espèce, suivant que

h−1
∑
i

tr (D̂2) =


−1

1

0.

(5.8.1)

1) Un GMI est de première espèce s’il est équivalent à un groupe de matrices réelles,
c’est-à-dire si pour toute représentation {′D̂i} une matrice Ŝ existe et satisfait à

{′D̂i} = {Ŝ D̂i Ŝ
−1} avec ′D̂∗

i = ′D̂i. (5.8.2)

2) Un GMI est de seconde espèce s’il est équivalent à son groupe complexe conjugué,
c’est-à-dire si pour toute représentation une matrice Ĉ existe et satisfait à

{′D̂i} = {Ĉ D̂i Ĉ
−1} avec ′D̂∗

i = ′D̂i. (5.8.3)

Pour un GMI de première espèce, une matrice Ĉ existe a fortiori ( Ĉ = Ŝ∗−1 Ŝ
).

3) Un GMI est de troisième espèce s’il n’est pas équivalent à son groupe complexe
conjugué, c’est-à-dire s’il n’existe aucune matrice Ĉ satisfaisant la condition
(5.8.3).
Maintenant considérons l’ensemble {±Γ} = {±γr}. Pour n = 2m et compte

tenu des relations γr γs = εrs γt, t = t(r, s) et εrs = ±1, il forme un GMI d’ordre
2× 2n. Pour trouver à quelle espèce il appartient, nous devons évaluer

(2× 2n)−1
∑
r

∑
±

tr ((±γr)2) = 2−n
∑
r

tr
(
(γr)2

)
. (5.8.4)
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Avec d = n− 1, qui donne (
n
ν

)
=

(
d
ν

)
+

(
d

ν − 1

)
, (5.8.5)

et en utilisant

ξ(ν) = (−1)ν/2 pour ν = 2µ,

ξ(ν) = (−1)(ν−1)/2 pour ν = 2µ+ 1,

nous obtenons∑
r

tr[ (γr)2] =
∑
ν

[(
d
ν

)
−

(
d

ν − 1

)] {
(−1)ν/2

(−1)(ν−1)/2

}
tr (γ0)

= N<
∑
r

[(
d
ν

)
−

(
d

ν − 1

)]
(1− i)iν

= 4N<[(1 + i)n−3] = 2(n+1)/2N cos
(
(n− 3)

π

4

)
.

Nous remarquons tout d’abord que les conditions (5.8.1) et (5.8.4) ont la périodicité
′n = n(mod 8) = . . . , n− 8, n, n+ 8, . . . En particulier nous trouvons, compte tenu
de cos(π/4) = 2−1/2 et N = 2n/2, que

• par l’item (9), section 5.1, notre GMI est de première espèce pour n = 2, 4(mod 8) ;
• par l’item (10), section 5.1, qu’il est de deuxième espèce pour n = 6, 8(mod 8).
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E
équation de Dirac, 59
espace de Hilbert, 4
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espérance mathématique, 2

G
grandeur pseudo-chrone, 31
groupe, 24
groupe de Lie, 32

M
matrice, 15
moment cinétique, 36

moment cinétique-centre d’énergie, 39
moment de spin, 60

O
observable, 1
observable compatible, 7
opérateur d’erreur, 6
opérateur de charge, 43, 65
opérateur symétrique, 13
ortho-grandeur, 30

P
principe d’incertitude, 6
probabilité, 1
produit de Kronecker, 14
projecteur, 18
pseudo-grandeur, 30
pseudo-quaternion, 68

Q
quantification du champ spinoriel, 63
quantification explicite, 50
quantité de mouvement, 36

R
règle de commutation, 40
renormalisation, 54
renversement du temps, 46
représentation de Heisenberg, 18
représentation de Schrödinger, 18
rotation, 17

S
signature thermodynamique, 31
spineur contravariant, 55
spineur covariant, 55
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T
tenseur antisymétrique, 9
théorème de Frobenius et Schur, 69
transformation infinitésimale, 24
transformation orthogonale, 3
transposée, 4

V
valeur moyenne, 2
valeur propre, 47
vecteur abstrait, 3
vecteur propre, 46
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