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CHAPITRE 1

Notions et notations

de la théorie des quanta

Présentation

On commence ce livre par une analyse des probabilités dans I'espace de Hilbert
réel (section 1) puis on discute du principe d’incertitude qui exige l'utilisation du
nombre imaginaire en physique des quanta (section 2). L’isomorphisme entre 1’espace
de Hilbert réel et ’espace de Hilbert complexe est ensuite présenté a la section 3 et
les projecteurs sont ensuite exposés a la section 4.

1.1 Analyse des probabilités

Soient deux observables F' et G d’un systeme X, dont les ensembles (les spectres)
des valeurs qu’elles peuvent prendre sont, pour simplifier, supposés discrets :

F:{FD} ={FO < F® <« <F9 < <Fblr}

G: {GMN ={G"M <G? <... <'GY < ... <'GWe)},
En théorie classique, nous savons qu’a chaque état du systeme, les équations de
mouvement permettent de calculer la valeur prise par les observables F' et G. En
théorie des quanta, il n’en est plus de méme, il n’est possible de calculer que les
probabilités w® (w®) d’obtenir FO (G®), i =1,2,...wp i ="1,"2, ... Wwg) si
I’on effectue une mesure.

Par définition des probabilités nous devons avoir :



2 Analyse des probabilités

Si 'on dispose d’une grande quantité de systemes identiques, la valeur moyenne de
I'observable F' (G) obtenue a partir des mesures de F' (G), effectuées sur chacun des
systemes dans un méme état, peut étre prédite par la théorie des quanta grace a
I’espérance mathématique

wp
<F>=>Y wdF®
i=1
. (1.1.1)
<G>=> whG".
li=1
Puisque les probabilités sont des nombres non-négatifs, il est possible de les écrire
comme une somme de carrés :

@) = 3 77ij'ch

» (1.1.2)
/w/i = Z Qﬁ’%’a
‘a=1

avec
e =11,12,...,1w,21,22,...,2ws, ..., WFWy,
Ta="11,"1"2,...,Twy,"2'1,72'2, ... [ 2MWs, . .., WG W,g-
Posons
wFp
{a} = {ia} et wg = Zwi
i=1
a=1,2,...wg
wa
{a} ={i'a} et wgr= le'i
li=1
/CI,: 1,2,...,,(,L)/R.
Alors

% = wia et /¢/a = /¢’i’a
F@ = plia) — pl) o 'qla) — qlie) — 1@

L’introduction de ces dégénerescences d’ordre w; (w;) dans le spectre de F' (G)
permet de les rendre équivalents a celui de G (F) :

WRr = /LU/R.

Par suite les espérances mathématiques (5.1.1) s’écrivent maintenant

WR
<F>=) yiF®

o (1.1.3)
<G>=Y WrG™.

‘a=1
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La normalisation des probabilités devient :
wF WR
Z w® = Z Pi=1
i=1 a=1
wa WR
Z'w(/i) = Z'@bi = 1.

‘a=1

b
",

S8

by

Ya a

'1%

Fig. 1.1.1

Nous voyons par la qu’il est possible d’interpréter les grandeurs v, et 7, comme
les composantes, dans deux référentiels orthogonaux différents d’un vecteur abstrait
1 dans un espace euclidien a wgr dimensions; ce vecteur ¢ étant de module un. La
norme de ce vecteur P étant B

WR WR
WP => g2 => W =1
a=1 ‘a=1

Nous savons que les transformations permettant le passage du référentiel {a} au
référentiel {'a} qui conservent la valeur et la forme de la norme sont les transforma-
tions orthogonales.

Soit O = {Oy,} la matrice d’une telle transformation ; alors si nous utilisons la
convention sommatoire habituelle nous avons :

/1% = O/aawa
¢a - O;/i, -

Mais dans un espace euclidien, nous savons que

O—l — OT



4 Analyse des probabilités
c’est-a-dire
-1 _ I __
Ot = 0%, = Opa.

Quant aux valeurs F(®) (/G/“)) du spectre, elles s’interpretent comme les composantes
d’'un tenseur symétrique du deuxieme ordre diagonal dans le référentiel {a} ({@}) :

Fab ;F(a)éab
Gty =G

En effet :

< F>= ideFabdjb = iwaF(a)éab = §¢2F(a)
ab ab @

WR

WR
<G> =3 Guntn =3 GOl = 3 WG,
/alb /a/b

‘a

Dans cet espace euclidien a wgr dimensions définissons un produit scalaire

(&%) = (,0) = ) data- (1.1.4)

Cet espace munit du produit scalaire vérifie les axiomes d’un espace de Hilbert réel
(RHS). La dimension wg est en général infinie. (Si les spectres sont continus, il est
possible de généraliser ce que nous venons de faire.)

Gréce a (5.1.4), les espérances mathématiques s’écrivent

< F > = o Foptpp = (Y, F1p) = (F, )
< G > ="/Ganliin = (¢, GY) = (GY, ),

ou F' et GG sont les opérateurs associés aux observables F' et G. Dans la représentation
matricielle, nous avons

F= {Fab} ) G = {Gab}~

Dans RHS nous disons qu'un opérateur A7 est transposé de A lorsque

(AT ¢, ) E(g, AY)
AT = Ay,

Par conséquent les observables étant des opérateurs symétriques, nous avons
F'=F; G"=G.
Donnons encore les lois de transformation des observables :

< G >="/Gunthry = Va G apihy,
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qui, avec
Wa = Ouata ; Wi = Owpihy,

donne

<G >= O’aawa/G/a’bO’bbwb = waGablpfh

c’est-a-dire

Gab = O/aaO’bb/G’a’bv
ou de fagon plus symétrique :
Gap = OL /GranOny (1.1.5)

et inversement

/G’a’b = O’aa Gabog:b .

Sous forme condensée, cela s’écrit :
W=0¢; G= OGO?.

En résumé, nous avons associé¢ a chaque état d’un systeme ¥ un vecteur abstrait
de longueur unité dans un RHS. Nous dirons alors pour abréger que le systeme ¥
est dans I'état 1.

Fig. 1.1.2 Ellipsoides associés & deux grandeurs (figure pour le cas d’'un
RHS a 2 dimensions).

Les observables de ce systéme y sont représentées par des tenseurs symétriques
du deuxieéme ordre; géométriquement ce sont donc des ellipsoides dont la longueur
des axes principaux est donnée par les valeurs du spectre.

Chaque tenseur (ellipsoide) admet un référentiel {a} dans lequel il est diagonal :
Fu, = F@§4,. Dans ce référentiel {a}, le carré de la composante 1), de 1 représente
la probabilité d’obtenir F® lors d’une mesure.
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Une conséquence immédiate de ceci est que si ¢, = 1, c’est-a-dire si le vecteur
¥ est sur l'axe a, alors la valeur mesurée peut étre prédite avec certitude égale
a F@, les autres probabilités |¥p2a|? étant alors nulles! Nous voyons que si les
axes principaux de deux ellipsoides d’observables F' et G ne coincident pas, il est

impossible de prédire avec certitude une valeur de F' et une valeur de G.

L’espérance mathématique d’une observable F' d'un systeme X dans I'état ¢ est
< F >£: (%, F%)

Si ¢, =1, alors évidemment : < F' >y= Fla),
Remarque.

La position relative des deux ellipsoides, donc 'orientation relative des deux ré-
férentiels {a} et {la} n’est pas nécessairement indépendante de 1’état 1. Par consé-

quent O = {Og} peut dépendre de 1. Nous excluons cette possibilité en postulant
la linéarité des opérateurs (ce qui n’est pas une nécessité a priori!).

1.2 Principe d’incertitude

La présence d’une distribution de probabilité ({w®} ou {1)2}) d’obtenir telle ou
telle valeur d'une observable si I'on effectue une mesure introduit évidemment une
certaine incertitude sur la valeur que 'on a prédite (et ceci indépendamment de la
précision de mesure). Cette incertitude est d’autant plus grande que la distribution
est plus « étalée ».

w w

|“ |‘ ||
F

Fig. 1.2.1 Distributions typiques : « étalée » (partie gauche), « ressérrée »
(partie droite).

F

Par analogie avec le calcul des probabilités, nous définissons cette incertitude au
moyen de la variance. Plus précisemment, nous introduisons le tenseur (ou opéra-
teur) d’erreur AF,;, de Fy,

AFab déf Fab—éab < F>.

L’incertitude est alors définie comme 'espérance mathématique de (AF,;)?. Un cal-
cul simple montre que

<(AF)?>=<F?*> - < F>?. (1.2.1)
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Nous avons vu qu’il existe des états pour lesquels la distribution de probabilité se
réduit a une certitude : ce sont les cas ou le vecteur ¢ est sur I'un des axes de
Pellipsoide : [t)| = 1, = 1. Dans ces conditions il n’y a plus d’incertitude, la valeur
prédite est égale & la valeur mesurée, si celle-ci est précise :

< AF?>=0.

On peut naturellement se demander s’il existe des observables pour lesquelles une
prédiction certaine peut étre faite pour chacune d’elle simultanément (c’est-a-dire
pour un méme état). De telles observables existent, ce sont celle dont les tenseurs
peuvent étre diagonalisés dans un méme référentiel, c’est-a-dire dont les axes de
leurs ellipsoides coincident. En effet, leurs distributions de probabilité ({12}) sont
alors identiques. De telles observables sont dites compatibles.

Examinons rapidement le contenu physique de ces résultats.

Supposons un systeme dont 1’état est décrit par deux observables F et G de
spectres {Fy, Fy} et {{Gy, 'G2} (RHS a deux dimensions). Soient alors {4?, 13} et
{"2, 43} les distributions de probabilité de F' et de G dans 1'état o). Considérons
alors les deux cas : N

a) F' et G sont compatible.
Les distributions de probabilité {2} et {%?} ont alors les mémes valeurs. Si
nous effectuons les mesures avec précision, ou bien nous obtenons (Fj et Gp) ou
bien <F2 et Gg)

Fig. 1.2.2 Cas de deux grandeurs dont les ellipsoides repréentatifs ont les
axes principaux en coincidence.
Donc apres la mesure, le systeme se trouve ou bien dans I’état v); ou bien dans
I’état 19 ; dans chacun des cas les valeurs de F' et G sont prédites avec certitude
(et seraient mesurées telles avec précision) cf. figure 1.2.2.

b) F' et G ne sont pas compatibles.
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ASS

"/’7/12

o

Fig. 1.2.3 Cas de deux grandeurs dont les ellipsoides repréentatifs dont les
axes principaux ne coincident pas.

Alors si nous effectuons les mesures, ou bien nous obtenons une valeur précise
de F' (Fy ou F3) et il est impossible de mesurer G (ou bien nous obtenons une
valeur précise de G (G ou Gs) et il est impossible de mesurer F. L’état ob-
tenu apres les mesures est parfaitement indéterminé. Physiquement cela signifie
que 'opération de mesure perturbe le systeme d’autant plus que la mesure est
précise et que cette perturbation se reporte en particulier sur la mesure d’une
autre observable non compatible avec la premiere. La seule chose que nous puis-
sions faire dans ce cas est d’effectuer des mesures moins précises. L’état obtenu
ne donnera alors plus des prédictions certaines pour les observables mais une
distribution de probabilité.

Nous constatons donc que la mesure précise et simultanée de deux observables
non compatibles est impossible.

En théorie des quanta un tel état est donc décrit par ’ensemble de toutes les
observables compatibles (puisque ce sont les seules simultanément mesurables). Cet
ensemble n’est en général pas égal a celui de toutes les observables indépendantes
du systeme; si c’est le cas, alors la théorie classique est valable sans restriction.
La description d’un systeme en théorie des quanta est donc, comme en physique
statistique, incomplete, mais pour d’autres raisons : voici l'origine des probabilités
introduites a la section 5.1.

Cette imposibilité de mesurer simultanément et avec précision deux observables
non compatibles revient a dire que leurs incertitudes ne peuvent s’annuler les deux
a la fois et que si I'une diminue, 'autre doit nécessairement augmenter. A priori il
y a deux possibilités d’énoncer mathématiquement ce principe :

N<P> (A)

< AF? >< AG? > >
A< O >2 (B)

o P est un opérateur de dimension [F?][G?] et C' est un opérateur de dimension
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[F][G] et A\? est un nombre.

Au cas ot les deux observables F' et G sont compatibles, le second membre doit
étre nul, puisque alors le premier membre peut le devenir.

Le critere de compatibilité ou de non compatibilité de deux observables est la
valeur du commutateur défini comme

[F7 G]ab déf Z Fachb - Gachb-

Alors
F, Gl =0, Va,b | | s% FetG compatibles. (12.2)
= (0, pour au moins une paire a,b si F' et G non-compatibles.
En effet :

[F7 G]ab = Fachb - Gachb = F(a)éachb - GacF(b)écb
= (F(a) - F(b)> Gap-

#0 pour au moins
un couple a,b

« Si G n’est pas compatible avec I, alors Gy, # 0 et [F, Gla # 0.

« Si G est compatible avec F, alors dans le référentiel ou F,, = F(¥¢,, nous avons
également G, = G@§,,, par conséquent

[F,Gley = (F@ — FOYGW§,, =0, V a,b.

a) Premiere possibilité (A) du principe d’incertitude.
<AF?><AG*>>N < P>

P doit étre une observable de moyenne < P > positive, de dimension [F?|[G?] qui
s’annule si [F, G] = 0.

La seule possibilité simple est de poser :
Py=—-[F,G% =P, ou (P=-[FGP=P").
Puisque [F, G] est un tenseur antisymétrique,
[F,G]" = —[F.G],
et, comme (AB)T = BT AT on voit que P est symétrique :

(~[F, GI»)T = ((-[F,GDIF, G))" = [F, GI*(—[F, G])*
- _[F’ G]([F7 G]) - _[F’ G]2
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De plus le signe moins dans la définition de P assure sa positivité ; nous avons alors

P, = Z(F(a) _ F(C))(F(C) _ F(b))Gachb

[

et < P >y= Yo Puptp. Si nous nous plagons-nous dans un état tel que

%:(07"'707wa’:1,0,....0)7

alors nous avons

< P >g; P, = Z(F(a') _ F(C))Q(Ga’c)Z > 0.

c

Siles deux observables F' et G sont incompatibles, alors < P >, doit étre strictement
positive, car au moins pour un indice ¢ on aura Gy . # 0. D’autre part, si nous
supposons que les spectres de F' et G sont composés de grandeurs finies (il en existe,
exemple le spin!) alors

< P >u= (fini)* > 0.

Dans un tel état, la distribution de probabilité se réduit a une certitude : la valeur
prédite est F(@): par conséquent :

< AF?>=0.

Ce n’est par contre pas le cas pour G, < AG? >y # 0; la limite supérieure de cette
incertitude est

< AG? >4 < (G — Gy,

ot G est la plus petite et G« la plus grande valeur du spectre. Puisque toutes
les grandeurs sont supposée finies, alors :

< AG? >y= (fini’)* > 0,
et notre principe d’incertitude devient
0 (fini’)* > A\?(fini)?
ceci n’est pas absurde qu’a la seule condition que A = 0; le principe (A) est donc
<AF? >y< AG? >4> 0,
ce qui est trivial!
b) Deuxieéme possibilité (B) pour le principe d’incertitude. Il consiste a poser :
<AF? >3< AG? >y> N < C >} .

C' doit étre une observable (pour les mémes raisons que P introduit précédemment :
le membre de gauche de la relation d’incertitude étant formé d’observables) de di-
mension [F|[G] s’annulant pour [F,G] = 0.
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Poser C' = [F, G| ne convient pas car le commutateur étant antisymétrique n’est
pas une observable (d’autre part 'antisymétrie donne < [F, G] >4= 0).

La seule possibilité de construire un opérateur C' satisfaisant les conditions ci-
dessus est d’introduire un opérateur antisymétrique

J(jjwc) = —Jwra)
(Jirayan = JFaypa = —J(Fo)a)

qui commute avec [F, G] :
[Jira), [F,G]] = 0.

Alors C' = Jp)[F, G] est 'observable cherchée et son transposé est
CT = [F,G)" Jire) = |F, GlJra).

Il suffit évidemment que Jpg) commute avec F' et G pour que soit satisfaite la
condition [J(pay, [F, G]] = 0. Nous admettrons cette propriété qui s’écrit

[Jre), F1 =0; [Jre), Gl =0.

Pour déterminer la valeur du nombre A\? dans le principe d’incertitude, nous intro-
duisons l'opérateur

AYAF +€JpeyAG  donc AT = AF — EAGJ(rgy

ou AF et AG sont les opérateurs d’erreur définis plus haut et £ est un nombre
arbitraire. Calculons I'espérance mathématique de AT A ; cette quantité n’est jamais
négative puisque

< ATA >y= (¥, ATA@ = (Ay, AY) = |Ay|2 >0

donc
< ATA >£: f(f) Z fmin(f)'
Nous avons
ATA = (AF = §AGJ(Fg))(AF + §J(Fg)AG)
= (AF)* + £(AF Jra)AG — AGJ(r)AF) — EAG Iy AG.
Avec

AFJpe)AG — AGJpe)AF = Jre) [AF,AG] et [AF,AG]=[F, G|,
nous obtenons
< ATA >y=< AF? >y +£ < Jipg)[F,G] >y —€* < JGpe)AG® >y .

Pour faire apparaitre le terme < AG? >, il est nécessaire que opérateur symétrique
J(QFG) = Jire) J(ra) soit un nombre (c’est-a-dire un tenseur de la forme J(ZFG)ab =
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Jda ). Or J doit étre négatif ; d’autre part, grace a la présence du nombre arbitraire
€2, on ne restreint pas la généralité en posant J = —1. Nous posons donc :

‘](QFG) = (= _J(TFG) Jire)) = —1  soit J(2Fc)ab = —0ap-
Alors
<ATA>y= f(§) =< AF? > +£ < Jpg)|F, G] >y +& < AG® >4> 0.

Déterminons & de telle sorte que le trindme f(&) soit minimum : f(£') = fin-
On doit avoir
df

a€ |_o
Donc (puisque < AG? >47# 0)

=< Jire)[F, G] >y +26 < AG® >4=0.

B _< J(Fg)[F, G] >£
2 < AG? >£

Nous avons alors
f o AFQ - _< J(F(;)[F, G] >2£ < J(Fg)[F, G] >2£ -
e ¥ 2 <AG? >y 4<AG?>y, T

c’est-a-dire P F.q] )
< Jre)lth Gl >y
< AF? >, — = >0
L 4<iG? >y T

qui, en multipliant par < AG? >y> 0, devient I’énoncé du principe d’incertitude

< AF? >yp< AG? >y> 111 < Jire)[F, G| >2£. (1.2.3)
Si les observables sont compatibles : [F, G] = 0 alors nous obtenons bien
<AF? >y< AG? >4> 0 (en particulier = 0).
Si < AF? >,= 0 (par exemple), alors
P = {+07}
et donc

< Jra)lF, G] >y = Ya(Jwe) [F, G)asts = (Jipa)[F, G)aa
= J(FG)G,’C[F7 G}ca’ = J(FG)a/c(F(c) - F(a/)) Gca’ = 0.

J/

~
=—[J(ra),F]=0

Par conséquent I’argument développé pour la possibilité (A) ne conduit ici & aucune
contradiction :

1
oamQQZZo.

Nous allons maintenant introduire au sujet de 'opérateur Jrg) un postulat qui, a
vrai dire, s'impose presque de lui-méme.
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Opérateur J commutant avec toutes les observables

Les opérateurs antisymétriques Jpa), ot F' et G sont deur observables quel-
conques sont tous identiques :

Jirq) indépendant de I et G.

Considérons en effet trois observables F, GG, H et soit
C= J(Fg)[F, G] ) D= J(CH)[O, H]
Alors, en vertu de nos hypotheses sur Ji ), nous devons avoir :
[Jicm), C] =0 = Jomdre)|F, Gl — [F, Gl re)Jicm)-
Pour satisfaire cette équation, puisque F, G et H sont arbitraires, quoi de plus
naturel que poser

Jieny = Jira) = J avee JeomJre) = JrayJiom = J° = —1.

Définition complete de J

Dans notre RHS, il existe un opérateur antisymétrique J (Jiqy) tel que :
J'J=-J=1
et tel que toute observable commute avec lui :

[J,F] =0, VY F = observable.
Le principe d’incertitude s’écrit alors
1
<AF? >y< AG? > > 1< J[F,G] >} . (1.2.4)

Le principe d’incertitude est responsable de I'introduction de I'opérateur J.

L’existence postulée de J est d'une importance fondamentale car elle donne la
forme des opérateurs d’observables. En effet, nous savons bien qu’il n’existe aucun
opérateur antisymétrique capable de commuter avec tous les opérateurs symétriques
(la démonstration de ce théoréme est triviale!), par conséquent seule une classe
d’opérateurs symétriques pourront étre des observables. Examinons ceci de plus
pres. A partir de la définition

—Oab — Jact]cba

nous concluons que J a au moins un élément non-nul pour chaque indice (en langage
matriciel chaque ligne et chaque colonne contient au moins un élément non nul). De
la définition
[J, Flay = 0 = JocFey = FacJey = Jup(F¥ — F©),

nous tirons : F@ = FO® quand J, # 0 (ceci est la démonstration triviale du
théoreéme énoncé ci-dessus) et par conséquent puisque pour chaque a et pour chaque
b il existe un J,;, # 0 au moins, le RHS est de dimension paire wg = (wg/2) - 2
et les observables (tenseurs symétriques) n’ont pas (1/2)wr(wr + 1) mais (1/4)w?%
composantes indépendantes.

Nous construirons le RHS et les observables & la section suivante.
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1.3 Isomorphisme entre RHS et CHS

Nous allons montrer que la théorie des quanta dans le RHS est équivalente a
celle usuelle définie dans I’espace de Hilbert complexe (CHS); pour cela il suffit de
montrer qu’il existe un isomorphisme entre RHS et CHS.

Puisque la dimension wrp de RHS est paire, nous pouvons considérer celui-ci
comme formé du produit d'un espace a deux dimensions par un espace & wg/2
dimensions. Les vecteurs ¢ = {1, } peuvent alors s’écrire

_ %0
U —
- (Wﬂ’

ol Y,y et 1(;) sont des vecteurs-colonnes a wg /2 dimensions. En utilisant les vecteurs-
lignes, nous avons

2 = (é¢) ) -
Nous définissons nos observables au moyen du produit de Kronecker :

def g
A=1 XA(T)+j XA(i),

ol Ay et Ag; sont des matrices (wg/2) x (wgr/2) et ol

I S A T A Ve S S

Les observables étant symétriques, nous devons avoir
T _ 1T T T T _ T : T _
Par conséquent

T
Any =An (A = Awe)
T
Ay = =Aw (Awa = A
Ay étant symétrique elle a (1/2)(wr/2)(wgr/2 + 1) éléments indépendants et A,
étant antisymétrique a (1/2)(wgr/2)(wr/2 — 1) éléments indépendants, donc A a
(1/2)(wr/2)((wr/2 + 1) + (wr/2 — 1)) = (1/4)w} éléments indépendants.
Reste encore la regle [J, A] = 0; en définissant J comme :

JE i,

ou 1 est ici 'opérateur unité a (wgr/2) X (wgr/2) dimensions, nous respecterons cette
regle de commutation. En effet :
[JJAl=JA—-AJ=jx (I1xAp +jxAu) —1xAp+JxAs)jx1
= jl XlA(T)—I— j] XlA(i) - 1j XA(T)l— j] XA(i)l = 0.
N~ N~ —— N~

j j2:_1 ] j2:_1
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Considérons maintenant un CHS a we dimensions; si nous définissons les vecteurs
1 par X

Y =Yy + )
avec i = ++/—1, desvecteurs-colones & w¢ dimensions Yy et Yy, et les observables
par des opérateurs A

A

A= A(T) + iA(i)

avec la condition d’hermicité

~

A AT\ _ AT _ AT _
condition qui implique A%;) = A et A%;) = —A(;), nous constatons qu'il existe une

correspondance biunivoque entre vecteurs et opérateurs dans RHS et vecteurs et
opérateurs dans CHS, a condition que

WR
Wo = 7

Pour qu’il y ait isomorphisme il faut encore montrer que cette correspondance est
réguliere vis a vis des produits scalaires.

Dans CHS, étant donné deux vecteurs (]g et 1/3, on définit le produit scalaire par

de

>= (d@) — 19a), Yy + 1Wa)),

—h

-
-

<

Y

et donc

< 0,9 >= (¢, Yry) + (Da), Vi) — 3L(Bey ¥r)) — (D ¥iiy)]-

En introduisant la notation matricielle

r 4 T _ (P
o= (¢0) b)) et & (%),

()-09)(E) = (3)-6)(E)
Y(r) 10 V) V) 0 1) \%Yu

Ceci permet d’écrire le produit scalaire sous la forme

& 5 ]. O r o 0 _]- T
< 6,1 >= (¢m) ) (0 1) (ii))) —i(é0) ¢0) (1 0 ) (ﬁ(())) :

Or, par définition,
2 = (¢¢) Pa)) (w(i) 01

Si dans j = (g)\ 0 ) nous posons A = +1, alors <(1) _01> =jx1=J et le produit

scalaire s’écrit maintenant

<, >=(,10) —i(d, ] V).

-



16 Isomorphisme entre RHS et CHS

Nous avons donc une relation biunivoque entre les vecteurs et les matrices dans les
deux espaces :

A T — 1/)(7*))

we composantes «—— wr = 2we composantes

A : . Ay —Ag
Ax AT AT T T . T
i=ix1l—— J=75x1
—ZX1%>JT:—]X1
Propriétés des observables

On a d’abord la relation de commutation
[J, A] = 0.
Les observables sont définies par
F=1xFqg +jXxFy
FT =1xFjy—jx Fg.
Si F est une observable, F' = FT et donc

Foy = —Fu

Fiy = Fo - .
i «—— F est hermitien
(4)

et alors
(JF)' = x Fpy =1 x F)' = —j x Fly — 1 x F
= —(] X F(r) —1x F(i)) =—JF.
On en déduit

<@,Fé >=< W, F¥ > est réel car (¥, J F¥) = 0.

Autres opérateurs.

Bien que cela ne concerne pas la théorie des quantas, on peut considérer des
opérateurs du type suivant :
A=1 XA(T)—f-j XA(i)—f-]{?XA(k)—i—KXA(g)

_ (Am +Aw —Ap + A(@))
Ap+Awp Aw — Aw
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ou 1 et j sont précédemment définis et ou

1 0 01
(30 @ e (0D).

Ces opérateurs ne commutent pas tous avec l'opérateur J = j x 1. Par exemple, si
on pose

A1:1><A(T)—|—j><A(i)
Ay =1 XA(k)—i-gXA(g),

il est facile de voir que J commute avec les opérateurs du type A; mais anticommute
avec les opérateurs du type As; en effet, [j, k], = [7,¢]+ = 0.

Propriété géométrique remarquable de l'opérateur J.

Soit & = (b, vy = (10

_ (0 =1\ (Y ) _ [ —Yati)
() = <1 0 ) <%(i)) a <¢q<r> )

Ainsi, JU est obtenu a partir de ¥ par une rotation de (7/2).

) ; 1ous avons

7

(Jb)q Va(r)

V(i) o

w/2

=20 Yoy "

Fig. 1.3.1 Dans le cas ou le RHS est a 2 dimensions, 'opérateur j joue le
role d’une rotation de 7 /2.

L’espérance mathématique de F' dans ’état ¥ s’écrit
< F >y= (U, FY).
Soit ¥' = /W = (cos A - 1 +sin A - J)¥, nous avons
(W, F¥) = (7T, FM) = (U, eV FeM W) — (3, )

car JT = —J et [J, F] = 0. Les vecteurs ¥ et e’ ¥ sont les mémes & une phase pres,
ce qui est sans importance pour les espérances mathématiques.
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1.4 Probabilités dans les formalismes CHS et RHS

Formalisme CHS.
Soient F', G, ..., des observables qui commutent, [F ,G] =0, et é un état
quelconque ; soit @(l) un état propre de F:F @(l) = @(Z)F (@) alors

| < Ei), P > |?=w® = probabilité d’étre dans 'état )@

Zw(i) =1.

Formalisme RHS.
Soit U un état quelconque et U@ un état propre de F : F¥W = ¢OF@® 4 —
1,...,wec = wgr/2, donc

(qj(i)7g)2 + (g(i)7 J £)2 = w®

et on vérifie que I'on a bien

1< > 2= (@9, 9) — (@D, JB)]2 = .

1.5 Représentations de Schrodinger et de Heisenberg.

1) Image de Schrodinger
L’état est représenté par un vecteur qui tourne et un opérateur symétrique par
un ellipsode fixe, ce que I'on peut représenter par la figure 5.5.1 suivante.

b 170

IS

Fig. 1.5.1
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Formalisme RHS.

Soit le déplacement infinitésimal
OV, = 5tAnYs.
Mais nous savons que (¥, V) =1, V¢ et donc
0(%, W) = (0%, ¥) + (¥, 0%) = (AwpWsWq + WaAapWs) 6t = 0.

Il en résulte
\Ila(Aba - Aab>qu = Aba — _Aab
et donc
00U = §AT  avec Al = —A.

Formalisme CHS.

Dans ce cas nous avons

6<@, > =

(SR

ot(<
ot <

donc flf — —A. Posons alors A = —J H et A= —iH avec H' = H, [J,H] = 0 et
H* = H. L’équation de Schrodinger prend alors la forme

et nous avons

(RES) (chs)
Dérivons par rapport au temps
0 < F>(t) = (T, F¥(t)) + ((t), F¥)
= (=J HY(t), FY(t)) + (L(t), F(—J H)¥ (1))
= (\Il(t)v J[H> F]E(t))

On pose par définition F' = J[H, F] et alors

A<F>t)=<F>.

~ Du point de vue dimensionnel, il aurait fallu poser 0¥ = —JHWOt(1/h) et
U = —JY(1/h) qui conduirait & F' = (1/h)J[H, F], mais on a posé¢ h = 1.

Dans le cas classique nous avons

F(z) = Fo(a)v*(2) = (FaHgj*)(z) = {H, F},
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¢’est-a-dire qu’il y a la correspondance
(H,F} %[H, 7.
En mécanique classique nous aurions di postuler que :
(FGH) {F,{G,H}} =0

(la notation (F GH ) signifie : somme sur les permutations cycliques des objets),
alors qu’ici la relation

(FGH) [F,[G, H]] =0
est d’emblée satisfaite.

La représentation de Schrodinger est alors :

U(t) = e P HY(0).

On peut poser ¥(t) = O(t)¥(0), alors OT(t) = O71(t) ce qui veut dire que O(t) est
une transformation orthogonale :

O(t) = e 74,

2. Image de Heisenberg

Au lieu de faire dépendre ¥ du temps, on reporte la dépendance temporelle sur
I'observable en transformant I'opérateur par O(t) de facon que l'espérance mathé-
matique reste la méme en chaque instant :

bl b

///

/ T
s‘/ \‘\\
| |
[

\ A(t) /‘ﬁ alt)

\\ / A
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Fig. 1.5.2 On remarque que la coordonnés ¥, a la méme valeur que la
coordonnée ¥, (t) sur la figure précédente, ce qui illustre bien le fait que les
deux représentations conduisent aux mémes probabilités de trouver les
résultats possibles de mesure.

On a donc
<F>(t) =< F >gp) =< F(t) >w0),

. F(t)=0"'(t) FO(t).

Il en résulte que I’évolution est décrite par

U, (t) = Ou(t)Vy(0) image de Schrodinger
Fu(t) =O0,1t) F.qO4(t) image de Heisenberg

et alors F(t) = et/HAM" pe-tJHM
Dérivons par rapport au temps :

OF(t)=JHR'F(t) — F(t)JHh ' = A ' J[H, F(t)).

Il en résulte
H(t) = etTHI  [ro—th™*JH _ [r

qui exprime la conservation de ’énergie.






CHAPITRE 2

Observables (multi-)locales

en théorie classique

Présentation

Les équations de Maxwell sont tout d’abord rappelées et les champs tensoriels
multilocaux sont introduits a la section 1. La transformation infinitésimale est alors
introduite a la section 2 et les générateurs de ’algebre de Lie y sont définis.

2.1 Equations de Maxwell et groupe de Lorentz
Si 'on pose
a'=ct; By=E;; H*=D"; j'=cq,
les équations de Maxwell deviennent,
(o) 0uBgy =0
1
O H*? = -5
c
(ou la notation (aﬁ’y) signifie que les autres équations sont déduites de la premiere

par permutation cyclique des indices a3y et ou la sommation sur les indices répétés
est sous-entendue).

La métrique dans cet espace a quatre dimensions est :
Gii = gii =1; gu= 944 = —1

Il existe donc une direction privilégiée, celle du temps. Une transformation



24 Transformation infinitésimale

est dite de Lorentz si elle conserve la métrique, c¢’est-a-dire si
g0 = 2 g = g
Soit F%P~(z,y,...) un champ tensoriel multilocal, il se transforme suivant
TPy, .. ) = LE LY .. F%(x,y,...)
avec

x:Lillx e —lar /o
= [ =L ~“T%
On obtient donc une identité en z et y :

PP, Yy, )= LELY .. FoP (LY, L7ty ).

Pour abréger , nous continuons avec '’exemple d’'un champ tensoriel d’ordre 1
et monolocal ; I'équation ci-dessus s’écrit alors

Fo(z) = L) F (L z)
et peut étre réécrite

Fo () = L, / d56(z — L5l%) F°(z)

= L,(oi)a/dzll’ 5({1’ — L(l)[)?)Fa(,ZE).
En introduisant la notation {X} = {«, x}, cette équation prend la forme
FX = LEFX,
Les transformations L/)?( forment un groupe, en effet

1" ’

'FX = LgxF* = Ly x L xF*.

Cette propriété résulte des lignes suivantes
L& xLiyx = L& / d"r6("z — Lo)w) L&) 0('r — L)

= (L L)20("s — Ly Layz).

2.2 Transformation infinitésimale

La transformation z = Lx est (au premier degré en z®)

!/ /) ) /
T =%+ I\ + dwix®,
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ol 0wy, = 0wy, est antisymétrique. Donc on peut encore écrire
Lla 6’04 15 [MV]E/OC e! 5)\’(1
x _(a+§w uv’a)x—'—

avec (a cause de la conservation de la métrique) EI@V]& = 5;?g,,a — 0% G-
La transformation inverse (au premier degré en z’®) est donc
% =% — §A* — Swd .
En reprenant le transformation infinitésimale d’un tenseur d’ordre 1, nous avons
'Fe () = LOF* (L)
= (02 + %mwz’a VF (' — X — bws, 'z7).

JnZe]

Comme les transformations sont infinitésimales, nous pouvons développer
/ 1 . / .
F('t — 6\ — dw,/z") en série de Taylor autour de x et négliger les termes d’ordre
supérieurs au premier :

(o (o o 1 (o e
'Fe(z) = F*(r) + (M“(—@uF (’x)) + §5ﬁEWQF ('r)
— 62519, F('r),
et donc, compte tenu de la représentation de 5w2‘ introduite plus haut,

/ ! / 1 1) ')
() = (53 + w{ — 9,0 } + §5w<w>{ 22+ (2,0, — 'xy'au)ag}) Fo(z).
-~ el e
translation spin orbite

Les générateurs de cette transformation sont

B, = ~0,0%
B, =32, + (2,0, — '1,9,)52.

La transformation s’écrit symboliquement
/ 1 !
FX = (I+6NE, + idw"”EW)FX.

On a les relations de commutation suivantes (en théorie classique et non quantique)

[E/M El/] =0
[E,ua EO'T] = Guo E. — Gur E,
[E/uxa EO'T] = _gua EV’T — Gur E,ua + g,uT EVO' + Gvo E,u7'~

On peut alors écrire
'FX = (I +6€E,)SFX,
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qui est la transformation de ’algebre de Lie ou du groupe infinitésimal. On a posé
r =, pv...et de est un vecteur infinitésimal dans I’espace du groupe. Cette trans-
formation est donnée par le développement au premier ordre de la transformation

(I +06€"E)% = LE(8€").

La transformation est obtenue par la série de Taylor

FX = L)X FX = Tim (I + ENET)Q’XFX

N—oo
=] (eeTEr>g((FX7

ol, en supposant la convergence de la série,

T / / 1 / 1 / !/
(66 ET)? =S 5)‘? + ﬂETET)§< + §<ETET>§(ETET)§ + ...

Exemple du champ scalaire

E, =xz,0,—1,0,

~—7

Zkg [Ezk, Ekg] = EM.
On pose : Ey, = E’ et alors
L8 s = 5,
La transformation finie s’obtient par répétition de la transformation infinitésimale :

si par exemple 0\ # 0, si dJw"” = 0 et si 0N = A\/N,

'F('r) = lim <1 + %N‘(—@))N

N—oo
— (14 %M(—'au) + %/\“)\”(—’8“)(—’81,) ) F().
C’est la série de Taylor : 'F(z) = F('z — \). La transformation (particuliere) est
T=z+ A\
Pour un tenseur quelconque
Dans ce cas les F, et F,,, sont plus compliqués, il faut faire le produit tensoriel :
FoP(z,y,...)
E, =520 .. ((—'a;j) + (=) + .. )
B =580 . 40550 .+ ...
+6258 .. (('x/ajf — 2, 07) + (g, 00 — /%) + .. )

Les regles de commutation restent les mémes. Nous avons donc exprimé ces généra-
teurs sous forme d’une algebre de Lie qui conserve la métrique.
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Observables en théorie des quanta

Présentation

Nous donnons tout d’abord deux manieres d’interpréter les espérances mathé-
matiques lors d’'un changement de repere (section 1). Nous discutons ensuite de la
signature thermodynamique de la métrique, ce qui exige un rappel du livre I1I (Rela-
tivité restreinte) : définition des scalaires puis définition des tenseurs pseudo-chrones
(section 2). Les constantes de structure d’un groupe de Lie sont alors introduites
avec comme interprétation particuliere la quantité de mouvement-énergie et 1’éner-

gie cinétique-centre de masse qui vont jouer un role important par la suite (sections
3 et 4).

3.1 Covariance et représentation

Aux grandeurs de la physique classique correspond en physique quantique les
espérances mathématiques dans un certain état.

Soit une grandeur physique, c’est-a-dire une observable F'*(x) que nous pouvons
écrire FX (notation { X} = {«, r} déja introduite) et un état est défini par le vecteur
abstrait W

U={V,}, a=1,2,...wpg
FX ={F3}.

En général, I'indice X indique que F*%(x,y,...) est une observable multilocale qui
est un tenseur dans 'espace {z} a n dimensions (espace-temps). L’indice ab indique
que Iy, est un opérateur dans 'espace de Hilbert des vecteurs états quantiques :

< F¥(z) >9= (¥, F*(2)¥) = U, FSVU, = (U, F*V) = U, F5 0,

Nous avons vu en physique classique que lors d'un changement de repeére (espace-
temps) nous avions la relation

'Fo(r) = LOFY(L™ V).
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Etablissons donc comment se transforme ’espérance mathématique lors d’une telle
transformation.

a) Premiére possibilité
Considérons que le changement de repére dans l’espace-temps ne change pas
I'état ¥, mais transforme lopérateur F () :

< IFIX >2: ng < FX >g: L;?(‘PaFjlg\Ijb)

ou encore
!/ A
<'F¥X >4= U, FXU,.

b) Seconde possibilité

Voyons si nous pouvons exprimer la nouvelle espérance mathématique a I’aide
du méme opérateur (‘FX et I ont les mémes valeurs propres, c’est le postulat de
covariance : si I’on mesure des grandeurs physiques dans deux référentiels de Lorentz
différents, les valeurs possibles sont les mémes, mais les probabilités ont changés).
Cependant a l’aide d’un nouveau vecteur état quantique "W, obtenu a partir de ¥
par une transformation orthogonale O (unitaire) de I’espace de Hilbert (induite par
la transformation de Lorentz dans I’espace-temps)

T =0Y,

nous avons
! !
<'F¥ >yp=< FX >ny,

Avec
/‘Ij’a — O’aa \Ija )

I’égalité précédente devient
\Ila/ ;fmb = /\Ij’aEl)’%/\Ij’b = O’aa\IjaEg/{bO’bb\Ijb-

a

qui est une identité en W, et ¥,. Si F5 = Fpx | c’est-a-dire si (FX)T = FX, est une
observable et nous obtenons encore

X X X X
ab — LX Fab = Ea’bolaaolbb‘
En se souvenant que O/caO;,i = iy €t O;,; = Oyq, nous obtenons :
X X X
Ea,’b = LX O’aaO’bbFab 5

Ainsi FX . considéré comme vecteur de I'espace dont les axes numérotés par X, est
un tenseur symétrique de l'espace de Hilbert dont les axes sont numérotés par a
et b et est invariant si on le transforme par rapport a ces trois indices X, a et b.
Reprenons la démonstration de fagon plus formelle :

<FX >y = LY (U, FXT) =< F¥X >4= ("0, FX'D)
= (0%, F¥OY) = (¥, LY FX W)
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qui conduit a

L¥FX =07'FX0 ="F¥X, (3.1.1)
autrement dit :
FX = L¥OFXOT  soit  Fiy = LE O0uaOnpFox
Notons que le groupe O constitue une représentation du groupe L
F¥ = L\ x00F* O]
F* = LZ0gp Wo]» Lex L x0@00F*03,05)
Ainsi, a Oy = OO correspond L)y = L L) et a tout O correspond L.
La réciproque n’est pas vraie :

X X IANpX —IAO)=1
Comme FX est une observable, elle commute avec J, donc

FX:LgxonF O

1
A tout L correspond un O & un facteur e’* pres. Illustrons </ F'X >g=< F'Y >y
par une figure :
o0 w0
} n\F’X \ \F’X
IX b /X b
/Ea’b a\\ /Ea’b @ i
/ \\ ‘w‘ \I/
\ v ‘\ v
| a’
|

Fig. 3.1.1 Les couples « vecteur d’état-ellipsoide représentant la grandeur »
utilisés dans les deux expressions possibles, a savoir ¥ et 'F X d’une part et
"I et FX d’autre part, sont en noir sur les deux parties de la figure

3.2 Signature thermodynamique de ¢*°

Nous voulons montrer que, si on postule 'existence d’un état vide, alors

100 0
010 0
98=% 1001 0
000 —1



30 Signature thermodynamique de g*°

Introduisons une généralisation des transformations considérées jusqu’ici :
B, y) = C(L)LELEFP (L=, L~1Y)
t=Lz; 't = L%x* + L),
ou C(L) est un nombre satisfaisant a la condition
C(L@)C(Ly) = C(Le)Lw)

avec :
(L) = {1 alors F' est une ortho-grandeur

|det(L")| alors F est une pseudo-grandeur.

Soit F(x) une observable locale scalaire telle que
'F(r)=F(r) = F(L ") =0 ' F('r) O,

ou O est une transformation correspondant a L.

Construisons 'observable bilocale scalaire

qui apparailt dans les relations d’incertitude, cf. 3),

(1.2.
1
< AF*(2) >y< AF?(y) >¢> - G(z,y) >3 -

Faisons Phypothése qu’il existe un état particulier ¥© du cosmos, le vide qui est
homogene et isotrope. Placons-nous dans I'image de Heisenberg de fagon que le
temps intervienne dans les observables; posons :

< Glz,y) >g0=F (@ —y) = — Fly - 2),

alors

@] @]

<'G(nYy) >qo="T(z,y) = C(L) f (z,5) = C(L) f (LY, L),

Par définition du vide, tous les référentiels sont équivalents et nous devons avoir (car
on ne peut distinguer dans lequel on se trouve) :

() =1 (2, 'y).

U U
Ces deux dernieres égalités impliquent f (z,%y) = C(L) f(z,y). L’homogénéité
U u u u
exige que f (z,y) =f (z — y) et lisotropie exige que f (z,y) =f ((x — y)?), ou
(x —y)? = (# — y)olr — y)* est un invariant de Lorentz construit a l'aide de

x — y. Cette condition n’est pas compatible avec 'antisymétrie du commutateur
U

U
f(z,y) = — f(y,x). Le seul moyen de tourner cette difficulté est de donner a la
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variété {z®} un axe privilégié z* = t appelé le temps, c’est-a-dire de donner a la
métrique la signature thermodynamique

sign(g®%) = +£(+1,4+1,+1, —1).

On obtient alors : .

f (@) = sign(z* — v*) £ (( — 9)?)

U U
ot f(z,y) = 0si z —y est spatial, c’est-a-dire si gog(z —y)*(x —y)® >0 (f(2*) #0
dans le cone de lumiere).

Fig. 3.2.1 On peut vérifier sur cette figure que les propriétés d’antisymétrie
sont satisfaites.

)

f(z)=— F(~x).

u
Montrons que, si f (x,y) est un scalaire bilocal pseudo-chrone, alors f est un scalaire,
c’est-a-dire que qu’il se transforme avec

C(L) = sign(L}).

1) Si sign(L;‘f) > (, la composante temporelle d'un vecteur ne change pas de signe :

sign(z* — ) = sign(z* — y*).

U ) U U
Comme f ((z —'y)*)) =f ((x —y)*), on a [f (2, y) =f (=, y).
2) Si sign(L}) < 0, alors la composante temporelle de 2 — y change de signe :

7 4 . . 4 o . /, = A
sign(z* —y*) = sign(z* — y*)sign(L}). Donc 'f ('w,%y) = sign(L}) f (z,y). Une méme
formule résume les discussions 1) et 2) :

7 (2, ) = sign(L4)  (z, ).

Partition du groupe {L} en quatre classes (cf. tome II).
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Une grandeur pseudo-chrone est une grandeur qui se transforme de la facon
suivante :
/!

u, ’ ) U
'F(zr) =sign(L}) LY F*(L ") = O~ 'Fa(?)O.

U @] U U
Par exemple <G (z,y) >yo=f(2,y). Or G (z,y) =J [F(z), F(y)]; pour que la
@} U @}
moyenne de G (z,y) soit un scalaire pseudo-chrone, il faut que G (c’est-a-~dire J soit
pseudo-chrone)
U , U
G () =sign(Ly) G (z,y) =
— (07 0)0[F (), F(y)] O
— (07T O)[F(x), F(y)

U

— (07170 ) J[F(2), F(y)]

O~ G(a: )0

U u
= O_IJOJ_IG (z,y),
(@] U ,
donc O *JOJ ' =1 -sign(L}); dou :
U , U
JO =sign(L;)OJ .

Pour des transformations orthochrones : J ol = OTJ on a:

U
[0, J]_ =0.
@] U
Pour des transformations pseudo-chrones : JO! = —O%J, on a
U
[Olu J]+ = 0.

U
Mais J est antisymétrique, ce n’est donc pas une observable. Nous devons donc
@)

définir la transformée de J par une opération O — L :
U Y
'J=07"JO,

d’ou : 'j— si 17
' J=sign(Ly)J.

3.3 Constantes de structure d’un groupe de Lie

A la section 2.2, nous avons obtenu pour les transformations infinitésimales :

/ 1
L(6X,6w) = {Lx} =T+ 6ME, + 509" By
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définie par les n parametres 6\ (quatre translations) et les $n(n — 1) parameétres

dwh” (six transformations de Lorentz pures). Pour simplifier la notation, nous écri-
vons

L=L(XN) =1+ 6)\E,,

ou a est un multi-indice prenant 4 valeurs (1, 2, 3, 4) puis (1/2)4(4—1) = 6 valeurs.
Les transformations infinitésimales nous permettent de construire la composante
connexe de l'identité, c’est-a-dire le sous-groupe des transformations continues :

T ={L(\)}

avec

L(A\) = lim (I+%Ea): _I+ A“E + = (A“ )2+

ou les F, sont les générateurs de ce groupe a 4 + 6 parametres.

Pour que {L(\")} constitue un groupe, il faut que

ou v* est tel que

a a o o Ma Sl>\a:0
V:V(,ua)‘>:{)\a Si/l/a:O

On effectue le produit

LB +. )(1+ SNE, + = (X"‘LE )2

> 9

L)L) = (14 4By + .
14 (4 + AY)E, + 21' (B + (B + JOCE)) + ..

La deuxiéme approximation du produit devrait étre
(W By + X Eo)? = (WEp)* + (A Ea)? + (W Ep) (A" Ea) + (A o) (1 Ey).
Comme
2EbEa = [Eb7 Ea]+ + [Elh ECL]—J
on a
(WP By + X°E,)? = (U°E,)? + (\E,)* + uPA*{2E,E, — [Ey, E,] -}
Pour que la loi de groupe
L()L(V) = L)

soit satisfaite en deuxiéme approximation, on montre qu’il est nécessaire de poser la
condition de Lie :
(6]
[Ey, B, = —C§ E

a

ou les Cy, sont appelés les constantes de structure et

= N+ (HNCE) +
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On a alors

1
L()LV) = 1+ {1 + X = @ XCR} By += (0" + XV} B2 +..

ve B, (z/aEa)2

Nous avons déja calculé, cf. section 2.2,

E,=-0,06"
E,. = Z;fm + (2,0, — £,8,)82.

Les relations de commutation (donnant les conditions du groupe de Lie et les
constantes de structure) sont

[Em EV} =0
[E;u Eor] = —GurEs + guo By
[Euw O'T} = _gMUEVT - gI/TE,LLU + gMTEVU + gVO'E/LT'

Les F, sont les générateurs du groupe de Lie a 4+6 parametres. A la transformation
L(OXN) =14 6ME, + (1/2)0w* E,, correspond une représentation de 'algebre de
Lie par un opérateur O dépendant des mémes parametres :

Uy 1 uUu
O(é)\) =1+ (5)\“(— JHM) + 55!“’((]‘]\/[[“”])'
Uu U u
Cette relation définit — JII, et JM|,, qui sont une représentation des générateurs

du groupe a 10 parametres. Pour que la représentation du groupe {O'"} dans le
groupe L't} soit fidéle, nous voulons que :

L(w) L(X) = L(r) = O(ur) O(\) = O(v).

Nous avons vu que

U U
[O,J]_=0 donc [O', J]_ =0,

ce qui entraine
U u U u
[J,II,]-=0 et [J,M,]_-=0.

Comme L(\) = e*Fa et L71(\') = e "F=, pour que la représentation
-1 . -1 o g T 1 nv 2y T
L7H0X) — 07 =1 —ox(=JIf) — Zow (= IME,)

Uuu
soit fidele, il faut que la représentation de l'algebre de Lie, c’est-a-dire — JII,, et
U

M, vérifie les mémes relations de commutations que les générateurs de 'algebre

ns

U
E, et E,, et les relations de commutation avec J. Comme O = O~ il vient

U

U U @]
T M T
H:U/:H v et NV:M 2
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les observables sont des générateurs pseudo-chrones du groupe O'* vérifient

[_ JH/M JMO’T]* = g,w(—JHT) — gu‘/'(_JHo-) (331)
uu U u U u
[JM/W’ ‘]MUT}* = “Yuo JM,. —

U u @]
J H,ua MO’T] = Guo Hq— —Gur Ho— (332)
U @] U U

U @] @]
J [M;w; MO'T] = —Guo Mm— —Gvr Mp,a +gm' MVO’ +Gvo Mw— .

Nous avons ainsi identifié 1'algebre de Lie avec ses relations de commutations avec
celle de I'algebre de Lie du groupe L.

Appliquons la transformation infinitésimale sur les observables F'*(z) pour faire
un pont entre les générateurs des deux algebres

Fo () = F () + ON(~0,F" ()
1 / /
+ 5(5@0’“’ (Eﬁ‘m + (0, — ’xl,’au)éj)F“(’x).
D’autre part :
Fe(r) = O7HON, dw™) F(z)O(8N, dw™)
Uy 1 ,uu 1t Uy 1 LUy
=I—- 5)\“(— JHM) — §5w“ JM | F*(x) [+5)\“(—J1_Iu) + iéw“ JM, .

Ainsi, au premier ordre, par identification des coefficients des parametres nous avons

—0,F° () = J[II,, F°(x)

U u
—(Z5,5 + (2,0, — xyaﬂ)agFﬂ () =J[M, F*(2)).

Interprétation des équations.

Dans I'image de Heisenberg, nous avons : F' = F(t) avec < F(t)| >g=< F >y
et nous avions obtenu

,F(t) = %f}[H, Flt)).

Cette équation est contenue dans 1’équation

—0,F°(z) = T[II,,, F*()],
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en effet, si on prend p = 4 et 2* = ¢, on obtient

U u
_8tFa<'f7 t) :J[H47Fa<f7 t)]

Soit garzs =0 et g;; = ¢ = —gas = ¢g** = 1 la métrique. Posons

Hi— —(/mH et (') =1

I1 vient alors
1U )]
OF5(,8) = ¢ J[H, F*2 (2, 1))

Du moment que nous sommes dans 'image de Heisenberg et que les opérateurs
dépendent du temps, comme nous sommes en relativité, ils doivent aussi dépendre
de l'espace. Pour ;4 =1, on a

u Y

=

_
—grad F*%(Z,t) = J[II, F*P(Z,1)].

Pour un scalaire, la deuxieme équation nous donne
u u
— (20 — 210 FP~ (%, t) = J [My, F*P (&, t)]
pour la rotation infinitésimale dans le plan (i, k).

Interprétons d’autre part les relations de commutation

=hc

U @] U u
[, IL]=0 et J[H,I]=0.

L’énergie et la quantité de mouvement commutent. La quantité de mouvement est
donc une constante du mouvement. D’autre part

U u ]
JILy, M) =0 car ga = gar, = 0,

c’est-a-dire

U u Y

J[H, M| =
On a donc la méme remarque pour le moment cinétique que pour la quantité de
mouvement. Si on pose

U u. U . Uy
{Maﬁ} - {Mlk>Ml4} - {J7 M}7
U

bien que M ne nous intéresse pas spécialement pour cette interprétation, nous re-

marquons que, de
U

— U u U
(ik€) J Mk, Mye] =My,
nous pouvons tirer les relations de commutation habituelles pour le moment ciné-
tique
U u ) Ui U k
J[JS T == J".
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3.4 Opérateur de densité d’énergie-quantité de mouvement

U
Nous voulons construire 1I,, a partir d’observables locales : une maniere de pro-
céder pourrait étre de poser la définition suivante

U (e.9]
H“:/ dz*mh(z),

o

mais nous ne pouvons intégrer sur le temps de —oo a +o0o (divergence).

Nous prenons plutoét :

" = / (y)zo(dcra 0°1) (y) = I*[r( ), -] (3.4.1)

)
On veut que IT* soit indépendant de la surface temporelle 7(y) = 0. Nous prendrons
toujours le vecteur dog orienté vers le futur relatif, do apparait ainsi comme un
vecteur pseudo-chrone

do,do®(y) < 0,

1. N ) S 99
c’est-a~dire comme une surface a normale temporelle, avec da4(y) > 0, c’est-a-dire
orientée vers le futur relatif ; ainsi :

04 (y) = sign(L1) doa (y) L5
Si F' est un scalaire, alors
U u
o F =— J[II,, F]
@]
est un 4-vecteur, donc II,, doit étre un 4-vecteur :

7

U J, 0
M — O~ " O = ol/ 4%, () 8% () O.
7(y)=0
Effectuons dans l'intégrale le changement de variables d’intégration y — y et des
limites 7(y) = 0 — 7('y) = 0; 'indice muet est aussi changé o — ‘o :

7/

e = / A& (y) 0716 () O
r()=0 —
LEL 0 (L=1)

mais 40 (y) L = sign(L}) o, (y), donc :

/

u, ,
" = sign(Lf)Lﬁ/ do, (y) 0" (y),
7(y)=0

c’est-a-dire . .
" = sign(Ly)L* Tp.
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U
Donc II#* est bien un vecteur pseudo-chrone.

U
Cherchons maintenant la condition pour que II* soit indépendant de la surface
7(y) = 0. Le théoreme de Gauss conduit a

a0 (z) = 0.

De facon analogue, nous pouvons définir

U

M™ = / doa (y) ("0 — 3 0) (y) = M*[(),0-()]. (34.2)
7(y)=0

U
La loi de transformation pour M*" est :
/U//l/ -1 U//V / @] / —1/1 un'alv 1 v n'ed
M* =0 M"0O = dow (y) O~ (yHo” —y"6*") O
7('y)=0
_ / ,dg/a (@)LS‘;L;’;LZ’(Q“-H&V _ yyeau)(L—lly)
7(%y)=0

Mais, si on pose y = L;‘j(y“ + L") (L* correspond a une translation de l'origine),
U
I’équation précédente, en la traitant comme précédemment pour I1#, devient
2 v . /. wr'v U av v v\ po
MM = sign(Ly) L L, /( | (doa )" + L0 () = (" + L0 ()],
T(y)=

c’est-a-dire encore

U 1,1 7, !/ A U U U
M = sign (L4 LFLY (MW+ IV L H“).

@]
Si 'on impose la condition que M* soit indépendant de la surface 7(y) = 0, on
obtient
O (2H0Y (x) — 270°*(x)) = 0,

qui devient, puisque J,2* = ¥,
or — 9"" = 0.
Finalement, la condition souhaitée est réalisée si

8a6°%(z) = 0

05 (z) — §oP2). (3.4.3)



CHAPITRE 4

Théorie du champ scalaire

Présentation

Nous définissons tout d’abord le champ scalaire qui satisfait a I’équation de
Klein-Gordon ; suivant que le champ commute ou anticommute avec J, on obtient les
champs linéaires ou antilinéaires (section 1). Les relations de commutation du champ
avec 'opérateur de quantité de mouvement-énergie et celui de moment cinétique-
centre de masse sont alors écrites. Puis les relations trilinéaires entre les champs ou
leurs transposés, qui permettent par intégration d’obtenir les relations de commuta-
tion du champ en différents points de ’espace, ainsi que la relation de commutation
du champ et de son transposé en deux points, sont alors déduites (section 2). L’opéra-
teur de charge est alors défini a la section 3 et la conjuguaison de charge est déduite
a la section 4. Le développement de l'opérateur de champ en paquets d’onde est
étudié au section 5 et la quantification explicite est donnée a la section 6.

4.1 Définition du champ

Considérons le champ scalaire w(z), (# w?(z). 1l satisfait a I'’équation d’onde
(équation de Klein-Gordon)

(A - M*w(z) =0, (4.1.1)
avec M? >0, O = —sign(g**)g*?0,05. Si g = 1= —g¥: O=A - 02
A partir du champ scalaire, nous pouvons construire des observables ; par exemple
FP = (wwT) = (wwT)T.
De facon générale, des observables F(z) sont des formes bilinéaires en w(z)w(z)”

g
et leurs dérivées (comprenant des nombres ou des opérateurs dépendant de J).
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Dans RHS, les observables sont des opérateurs symétriques qui commutent avec
@)

J, c’est-a-dire

Nous avons
[AB,C]|- = A[B,C]+ £ [A4,C|£B.
Ainsi, il y aura donc deux possibilités pour que [F), 3 l-=0:
1) [w, j |- =0, champ linéaire ou de premiere espece,
2) [w, 3 ]+ =0 champ antilinéaire ou de deuxieme espece.

Nous voulons construire & partir du champ scalaire w(z), une observable 0%°(z) telle
que

1) g8 — g(ab)

2)  0.0°° =0.

Le tenseur 0%°(z) le plus général qui satisfait ces conditions et qui soit une observable

est donné par
9B — algaﬁ(l) + azgaﬁ@)’

ol Wy = Ow(x) et

9P — 2Ty 4 WPT e — g“ﬁ(wfw” + MPw w) (4.1.2)
goB2) — 2 BT 4 B oT _ go‘ﬁ(wppr + M2wwT). (4.1.3)
Vérifions les conditions pour ¢ (1) .
U u

) 6P commute bien avec J si w commute avec .J
) 690 = (g2PNT trivial
) %P0 = AW trivial
) 8u85Y = (B Tws + woTBaws + (BaD )™ + WL Pou®
— (Opw] )’ — wP T Opw, — MPw pw — M*(Opw” )w
= (0O - MW" - w4 wg (0 - M*)w =0,

1

w N

4

ou l'on a utilisé dywg = 0,0pw = Jpw,. La méme vérification peut étre faite pour
9oB(2)

4.2 Regles de commutation générales

On a déja vu a la section précédente :

9B — algaﬂ(l) + QQQOMJ’(?)
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et

U u o
L= [ (@)
7(y)=0
Soit le scalaire (observable) FM)(z) = w”(z)w(x); il se transforme suivant

FO () = W (2)lo((2) = 07 FO(2) 0 = FV(LVa)

=0"'w' (%) 0)(0 'w() 0) = FY(z) = w'(z)w(z)

Pour cela, il suffit (il le faut aussi mais ce n’est pas démontré) que
O 'w(r) O = () = eMw(L V).

Envisageons la transformation infinitésimale provenant du développement de e} w(L~1%) :

1 U
w(z) = {1+ oM (-9,) + 55@0“”(%#@” —'2,0,)+ JoN)}w('r)

=0'w(7)0
1 oy /
— {(1 - A*(= JTI,) - S0 (= IM )} w(z)
U u 1 Uy
X {(I+M(—JIL,) + §5w“”(JMW)},

ol nous constatons qu’il est nécessaire que 6\ = 0, donc la phase ne peut apparaitre
que pour des transformations discretes.

Par identification des coefficients de d\* et dw*”, on trouve les mémes relations
que pour un scalaire puisque pour les transformations infinitésimales, les w se com-
portent comme des scalaires (bien qu’ils ne soient pas des observables) :

7 0] = ) .
[JMW, (z)] = = (2,0, — 7,0,) w(x)

Ces relations restent valables pour le champ antilinéaire.

La premiere de ces égalités s’écrit explicitement :
e / U Y Ta / r a, T /
e = [ {7 w) ) e )] + el el b) ()]
T(y)=

+ o [T (W] (1), ()] + a2 (@™ (), w(b)] }
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Nous choisissons 7(y) = 7(y') = 0, c’est-a-dire y et 3’ sont des événements sur la

méme hypersurface temporelle du genre temps Bo‘(y) (chrj‘"(y) = zLjada(y);
(v © Ua)(y) = sign(g™)). On remarque que w et w, sont linéairement indépen-

dants. La derniére intégrale, proportionnelle a M?, ne contient pas de w, et doit
donc s’annuler : cela conduit a

(@]

o[ (") (9), ()] + al (@) (3), ()] = 0. (D

Pour satisfaire ’équation, on pose pour la somme du premier et du dernier terme
sous la premiere intégrale :

— [T (@™w,) (), w ()] — sl (@) (1), ()] =0°(w, W) waly). (1)

U
Le dernier symbole, §%(y,'y), est une généralisation de la distribution de Dirac sur
la surface 7(y) =0 :

5y y) =8%(h.y) et / d5(y) 8y, ) F(w) = 1),

Cette relation peut étre généralisée pour des indices p et « en

/ 49,80 (0, ) ) = sign () uPa) @) (&).

On vérifie alors que les termes restants se compensent exactement (deuxiéme et
troisieme termes sous la premiere intégrale et termes de la deuxiéme intégrale). Les
égalités trouvées ci-cessus, (I) et (II), sont des conditions nécessaires pour avoir

Ju
[JII,,w(z)] = —w,(x). Nous pouvons intégrer ces deux conditions en utilisant le
nombre invariant pseudo-chrone défini par

D(z,y) =D(z — y) = — D(y, )

(04— M?) D(z,y) =0 (4.2.2)

U] U
D(y,’y) =0 9, D(y,’y) = — da (¥, )

lorsque les points y et y sont sur la surface 7(y) = 0. Pour trois points différents x,
y et z nous posons la relation trilinéaire

o [T (2)w(2), ()] + aalTw(2)w? (@), w(y)] =D (z, y)w(z).

A partir de la définition (4.2.2), on s’assure que les conditions (I) et (II) sont satis-
faites.

Un calcul quelque peu laborieux montre que cette derniere égalité est une condi-
tion suffisante pour avoir

I M ()] = —[z,, 0, )0(a).
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Considérons le champ de premiere espece. En réécrivant la relation trilinéaire
ci-dessus, nous trouvons

T [ @) (2), 0@l £ W7 (2), w@)lw(2)
+ Jao{w(a), [ (@), 0@l £ (), w@)sw(e) } =Dz, p)u(2)
La solution la plus simple est

[w(z),w(y)ls =0 (4.2.3)

et I’équation s’écrit alors

U] @]
J W' (z),w(y)lz =D(z,y)
si I’on choisit «; et a9 satisfaisant a la condition

Il sera plus simple d’écrire la relation précédente sous la forme usuelle

Jw(@),o” ()]s = = D(z, y), (42.5)

qui est la régle de commutation (ou anticommutation) du champ avec son transposé.

4.3 L’opérateur de charge ()

@)
La transformation de phase w(x) = e’M%@w(x) laisse invariantes les observables.

Cherchons un opérateur orthogonal O(\') dans RHS qui effectue cette trans-
formation. Il lui correspondra la transformation identique de {L} puisqu’il laisse
invariant les observables.

Posons |
O(\) = e’*@,
La condition que O(\) soit 'opérateur cherché sera donnée si I'on consideére A infi-
niment petit :

O(N) = eCuw(z) = (I+ JAQ +...)

et donc
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U
Il faut donc que Q = QT, [J, Q] = 0 et surtout :

U

—[jQ, w] =J w.

Construisons cet opérateur appelé charge. On définit dans le cas linéaire, les obser-
vables

U
a _ J—l(wTwa . wTaw)(x)
¥ (4.3.1)
J T (w

(1)
a(2) 1( wTa . wo‘wT)(:L’).

< C < C

Vérifions que 30(1) satisfont a I’équation de continuité

@]

Oa 56“(1) = J N (wlw® + 0w — Owfw — wTw,)
U
g

Ywfw —wlw) =0

N ;. 0 U
car Ow” = M?w”. Nous avons la méme vérification pour j*?.
Définissons maintenant le vecteur densité de charge

U

7%(z) = B 1°D(z) + B3 12 (z)

satisfaisant a

8a 7%(z) = 0.

Ce vecteur permet de définir le scalaire indépendant de 7(y) =0

Q= / d 80 () 32 () = QW + £,Q. (43.2)
7(y)=0

@] @]
Cherchons la condition a imposer a (3; et a (B pour que —[J Q,w| =J w. Pour les

champs de premiere espece, cette condition se réduit a

(@, wy)] = / AR A0, ~ Bl ) o)
— Bul(w™ew) (), w(t)] + Bal(we ™) (), w(e)]

_ / ( ):Odga (v) 5, ¥ w(y) = wly).

En se reportant aux calculs de la section précédente, on voit que les deux premiers

termes ne contribuent pas si #; = Aoy et G = — Ao, tandis que les seconds termes
donnent lieu a l'intégrale du second membre si
Br=ai, [o=—ay.

En résumé, pour le cas linéaire, nous avons

0°8 = 0% 4 ,0*F2) a3
U U U T
7%= a1 30 — ay 5@
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u
Les champs linéaires, vérifiant [J,w]_ = 0, satisfont a la relation de commutation
s'il satisfont aux relations

w(z),w(y)lz =

QL}[u)T(x),w(y)]]F :lu)(m,y)
== a1+ g = 1.

L’opérateur ) ainsi défini est le générateur de la transformation de phase pour le
champ linéaire.

4.4 Conjugaison de charge et loi de commutation générale

Pour les champs de premicere espece, il suit que O(¢) définie par
w(z) = O(_Cl) w(z) Oy = w' (2),
Wl (z) = O(_c}) w' (z) Oy = w(z)

est une transformation orthogonale dans RHS. Appliquons la transformation O(¢y a
la régle d’(anti)-commutation de w et w? sous la forme

U

Jw(z),w” ()]s =D (z,y).

@]
Puisque D (z,y) = —D(y,x), on constate alors que ces relations ne sont O)-
covariantes que si 'on prend les regles de commutation. On est donc conduit a
appliquer la statistique de Bose-Einstein au champ scalaire.

Un calcul simple montre que
-1 papB(1 afB(2 -1 paB(2 af(1
0(0)0 B( )O(C) — B2 ot O(C)@ B( )O(C) — poB).
Si on choisit a; = g, c’est-a-dire a; = ay = 1/2, alors
9°F = %(eaﬂ“) + §°8@) (4.4.1)
est invariant par rapport a O :
-1 po le%
0.6 0% Ocy = 6°°.
Mais, pour la charge, nous avons 3, = —f3; = 1/2. Comme
_1 Uy, Ug _1 Uy Ugy
Oy 1°M 0y =1 et Oy 1" 0c) 3°,

il vient

O(_C}) ]a(I) O(C) = — ]a(l‘) (442)
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et

Il y a un changement de signe par 'opération O(¢). On a donc, par cette représen-
tation O(C),

U ]
0Ly, — 1ML,
Q — —Q.

On voit que 3‘“ et @ changent de signe sous O(¢). Nous pouvons maintenant définir
deux types de renversement du temps :

(4.4.3)

(1) T — Oqr), le renversement du temps faible (7) :
w(r) = O(_Tl) w(T) Oy = w(T™"x)

par rapport auquel ﬁa(x) est un vecteur pseudo-chrone et ) est un scalaire;
(2) T — Oy O¢ry = Oy, le renversement du temps fort (CT) :

w(z) = O(_ClT) w(z) Ocry = W (T~ 2)

]
par rapport auquel j*(z) est un (ortho)-vecteur et @) est un scalaire pseudo-

chrone.
4.5 Spectre de @)
On a donc
—[Qu@)]=w(x) et [Quw'(z)]=0uw"(z)
d’ou
Qu(z) =w(@)(@Q—1) et Quw'(z)=uw"(z)(Q+1).

Soient ¢/, 1", ... les vecteurs propres de ) avec les valeurs propres ()', Q", ..., c’est-
a-dire

QY =v¢'qQ".
Avec un vecteur propre, par exemple ¢/, formons le vecteur (non normalisé)
w(zo)y' = ¢_(z0)

ou xy désigne un point donné; il vient alors

Q. (70) = Qw(w0)Y' = w(w)(Q — 1) = ¢_ (20)(Q" — 1).
Donc

"

¢ (1) = w(wg)y' est vecteur propre de Q avec la valeur propre Q' —1 = Q



Théorie du champ scalaire 47

et de méme
¢, (z0) = w” (x0)y)’ est vecteur propre de @ avec la valeur propre Q" = Q' + 1.

Donc étant donné que @ et ) = 051 QOc = —(@Q ont le méme spectre on a le
résultat que

leQua"':_27_17071727’” Ou(et) =550

DN W

| W
|
N —
N —

U
4.6 Spectre de II,

On a

— I, w(@)] = w.(e

).
@]
Considérons la fonction propre ¢’ de valeur propre 11,
@] U
I, v’ = o' ]

et formons
¢\ (z) = w' (z) "

Remarquons que w? (z) crée une charge +1 en x. Alors

I, ¢, (z) = ¥ (2)(IL, + J 9,),

ou la notation d,- avec un point a droite signifie que 9, opére a gauche (voir section
suivante). Remarquons encore qu’avec 'opérateur de phase

U u
1 —J(k,2)

T(z) =de :

il vient

; T 7 T

Jou" (x) =k u™ (x)
et alors, en prenant dans la décomposition de Fourier de w”(z) le terme de phase
u'T(z), on a

M, ¢/(2) = w? (@)L, + k)Y = "9 (Tt k) = ¢/(@) [k k).

@)
Donc si II}, fait partie du spectre, alors

@]

U/
N

—c

font aussi partie du spectre.
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On a donc

Uy
U (x) ~ J k%' ()
U

U
ko k* + M? =0

U = 1 -
kY =/ M2+ |kl2=M+ —|k|*>+ ...
VM2 4[R2 = Mt gk +

U
k' > |M]|.

4.7 Développement en paquets d’ondes

Nous introduisons un opérateur positif
Q@) f(T) = vM? — Af(Z)

ainsi défini : si f(z) est la fonction

@)= [ e 1),
alors
02)1(@) = [ PreFHL + BV,
De la méme maniere, nous définissons

Ql/2 Y (M2 . A)1/4.

On a ainsi
[ v@ea)-0@@ - [ wv@y@e@ - 1@
= / AV (2) (QY2() (V2 £ (D)),
donc

/ AV (2) f() - Qf(T) > 0.

Les opérateurs -0 et - (avec des points sur la gauche) opérent dans le sens usuel a
la droite. Les opérateurs 0%- et Q- (avec des points a la droite) opeérent a la gauche.
On introduit un ensemble de fonctions {u’, u”, ...} satisfaisant a

U
o' (z) = —ou(Z,t) =J Qu/(Z,1).
Ces fonctions sont appellées ondes de fréquences positives Ces ensembles sont nor-

malisés en termes d’« éléments de matrices » :

1u
5 J_l/ Ao, (y) (" - 0% —u"0% - ') = Q(u", )
7(y)=0
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et, en formant la méme expression avec u”%, on voit que

Q(u”T, u/) — Q(U u//T)

On a alors
1
Qu",u') = 5 /dV(f)(u" Qu' —d"Q - u) =0
1
Q' ) = - /dV(f)(u"T =T ) = /dV(Ql/Qu”)(Ql/Qu')(f) > 0.
Ceci permet de fixer la normalisation de ondes de telle sorte que

Qu",u')=0
Q(UHT,U/) — —Q(U,,UHT) _ 5u’u”~

Si le systéme est complet, on définit la fonction DT pour les ondes a fréquences
positives

Su/(z)u"(y) = D*(w,y) = D" (z — y)

u/

et la fonction D~ pour les ondes a fréquences négatives
Su" (@) (y) = D™ (w,y) = D™ (y — @) = (D" (z,)".

Soit
fH(z)=Sd(2)f}
u/
une solution correspondant a une supperposition d’ondes a fréquences positives.
Alors on a l'identité

1v U
Fr@ =597 [ db @D (5~
(y)=0
car, en vertu des relations précéentes,

F@)=§Sw@3 I [ db@) w0 - o) £ = Su@
i (y)=0 b

-

g

(Sullu/

Il en va de méme pour
1 U
F@ =3[ @D g - )
7(y)=0

La solution générale de 1’équation d’onde peut s’écrire comme une superposition
d’ondes a fréquences positives et négatives

w(z) = E(Sw 2y + S (@)by )

-1 / A6 (y)(D* (z,y) — D~ (2, 1)) (-0 — ) w(y)
7(y)=0

1
=5
:/ 054 (4)D°(z, 1) (0% — 8) w(y).
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On a posé

1

Do(x,y) = 5 j(D+ o Di)(xﬂy) = DOT<x>y) = _D0<y7$)'

Vu que 95 D(z,y) = —05 D(x,y), on peut encore écrire

wiz) = / 494 (y) (~02D°(z, 9) w(y) — D(z,v) ().
7(y)=0

Cela signifie que le champ en x est entierement déterminé par la connaissance du
champ et de ses dérivées sur la surface temporelle « initiale », (& condition que x
soit a I'intérieur des cones de lumiere de tous les points de cette surface, cela a cause
du principe de causalité).

La solution est engendrée localement par les valeurs initiales du champ w(y) et
de sa dérivée w*(y). Comme w(y) et w*(y) sont linéairement indépendants, on est
amené a conclure que

(0= M*)Dz,y) =0
D°(z,y) = —D°(y, )

et que

0
lorsque y et y' sont sur la surface 7(y) = 0.

@]
On constate que ces relations sont les mémes que celles qui définissaient D (z, y),
cf. (4.2.2) et on peut donc faire 'identification

DO(z,y) =D (z,y).

4.8 Quantification explicite

On considere le champ linéaire et on montre que les regles d’anticommutation
conduisent a une contradiction. En effet :

U U U
(J[WT(w)7w(y)]+)T =D (xvy) == J[w(w),wT(y)]+ =—-D (Ivy)7
donc w(x) = 0. Il y a donc seulement le cas des regles de commutation a considérer :

w(z), w(y)]- =

0
T (), w(@)]- =D (z,y).
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Reprenons 'argument a 1’aide du développement du champ que nous venons d’ob-
tenir

(S () awr + S 0" (y) L)
(S uT(z) al, + §v’(m) bvz>.

u/

Explicitons la condition :

T (@), w()]s = D (2,9).
¥ @]
T @), w@ls = 2{ S u™ @' (v) ok awls + S S/ (@) (1) b B
+S ST (@ (y) [of, b= + S S (@) (y) [awr, bl }
U
= 2{Sv @ () - Su(ap ()}
On en déduit :
bws ¥ =
(a0, Gu)s = —0u w (4.8.1)
[@y, b+ = 0.
La condition [w(x),w(y)]- = 0 nous apporte en outre
[y, ay] =0
[byr, byr] =0 (4.8.2)
[y, bL)] = 0.

Comme a,al, et al,a, sont des opérateurs positifs, la relation d’anticommutation
ag,au/ + au/ag, = —1 est impossible.

C’est 'argument de Pauli pour éliminer les relations d’anti-commutation et la
statistique de Fermi-Dirac pour les champs scalaires.

La théorie des champs scalaires décrit donc les bosons a spin zéro comme les
mésons 7.

Les relations de commutation peuvent étre satisfaite en termes des opérateurs
de création (a’) et d’annihilation (a) :

01 0 0 ... 000
00+v2 0 ... . 10 0..
0\/50

“a=100 0 v3...]1% =

o O O
o = O
N O O

[a,a7] =15 aa® = N+ 1,
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avec J =j X 1, ona A=1xA,+j x A;. On définit alors :

au(p) = agy = 1o X (1o X Log) X ... X (@ X 1og) X (loo X 1o X ...

bu(p) = by = 1o X (Lo X 1g) X ... X (1o X @) X (1o X 1og) X ...

Les valeurs propres de N, = al, a,/ sont les entiers non négatifs. Dans cette repré-
sentation nous avons les bonnes relations de commutation.

Calculons la charge et ’énergie en termes de ces opérateurs :

Ny = afpy a(p) = 1 X (loo X 1og) X ... X X Too | % (1o X 1) X ...

- O O O
o = O
N OO

a ses valeurs propres entieres. Reprenons les « éléments de matrice » Q(u”,u’) et

Q(u//T7u1)
Y U
J! /daa (W' (-0% —9%)u') =0

Q(U”T, ul) _ —Q(U/,U”T) — 6u”u’-

DO | —

obtenus apres normalisation des paquets d’onde. En reprenant ’expression de la
charge (4.3.2) et celle du courant (4.3.3), on est conduit au développement

<
I
«C

_l/dga (y) (W (-0% — 0* ) )al,an

o () (W' (-0% = 0% )" )byl

g\

N | —

«C
I

QU

QC

g\
<
«C
|
QL
QC

+

_I_

o (W) (W™ (-:0% = 0% )ayby

«C
[

S

QC

N = N~ N~ S0
@\
(]

|

o () (0" (-0% = 0% )u )by

N
<

S

Les deux dernieres intégrales tombent parce qu’elles sont relatives a des paquets
d’onde dont la fréquence est de méme signe. Il reste, si 'on remplace Q(u"T,u’) et
Q" v'T) par leur valeur,

QW =SN, — S(N + 1).

De méme :

QP =S Ny = S(Nu +1).
Puisque Q = (1/2)(@Q® — Q) (car f, = —f> = 1/2),

Q=SNy—SNy. (4.8.3)
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Donc @ a les valeurs propres
{..,—2,-1,0,+1,+2,...}
et on obtient ainsi la quantification de la charge. Remarquons que

Q1Yo =0 existe.

U
Pour quantifier explicitement II,,, un ensemble satisfaisant a

uu

0%/ (z) ~J k*u'(x)

U u

ko K+ M? =0

B = /M2 4 (B = M+ —— R +

= = Wi o
U
k' > [M]|

doit étre choisi tout en gardant la dénombrabilité, ce qui pose un probleme. On

avait :
9281 — 0T B 4 BT o — go‘ﬁ(wgw” + M2wTw).

Prenons : d ga = (0,0,0,dV), il vient alors
U, . . ) .
' = /dga (W' + wTw*) = /dga (W' — wTw™).

U
Montrons que cette équation est encore valable pour IT*" :

U

0 = /d34 (WHw* + wl W' + M?wTw) = /dV(wT4w4 + wh (M? — A)w).
Or (A — M*)w(z) = w* car (O — M?)w = 0, donc

U

T4 — /dV(wT4w4 - wTw44) _ /dg-a (waTw4 _ wTwoA)

et donc
U

M = /dga (W wh — whw). (4.6.4)

Juu
Avec OMu'(x) ~ JkHu/(z), il vient alors les développements en fréquences positives
et négatives

=0 car méme signe a la fréquence
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et, de la méme facon que nous avons utilisée pour la charge, nous obtenons
@] U @]
M =S Ny k* + S(Ny + 1) k*
@] @] @]
T#®) = S(Ny + 1) k* +S Ny k*.
Il en résulte immédiatement
U 1\ U
H“—S(N +2) k“+S(N +2) k#
soit encore en réintroduisant A :
1
H = S(N + )hw+S<N + 2>hw

e S(NU,+ >h2§5+S<N + >h2§5

ou l'on remarque que la quantité de mouvement est un multiple de 7127” et que

I'énergie transportée par une onde est un multiple de hw = hy/ M? + ]12]2

Remarques.
1) Dans le cas d’une particule chargée, il n’apparait pas de charge au point zéro a
cause de la correspondance biunivoque entre les ensembles {u'} et {v'}.

2) Dans le cas de énergie, il apparait une contribution infinie au point zéro. Le
vide est défini par N, = 0. Remarquons que

o O O =

o = g X Hp(wooo X 2/Jooo)p avec iy = (g) ) o’ +52 =1let o=

On définit donc la renormalisation de °°(x)
:0°P(z) : = 6°P(z)— < 6°F(z) >y,

et alors
U ] U
II,=3Ny k, +3Ny k,

n
u’ v’

et
U
HH ¢0 S O
3) L’énergie est toujours positive et a une limite inférieure ; la thermostatique avec
une température absolue positive peut donc étre appliquée.
4) A toute particule ayant une charge correspond une particule identique avec la

charge opposée : 'antiparticule. L’expression IL_J[“ est symétrique pour particule
et antiparticule.

5) Nous avons obtenu la statistique de Bose-Einstein par les relations de commu-
tation ce qui donne la forme des opérateurs a.



CHAPITRE 5

Champ spinoriel quantifié

Présentation

On définit tout d’abord un spineur contravariant et un spineur covariant ainsi
qu’un bispineur mixte qui permet d’établir une relation entre les spineurs et les
vecteurs de I'espace-temps. Cette section se termine par une liste de résultats sur les
a-tenseurs et une représentation du groupe de Poincaré (section 1). L’équation de
Dirac est introduite a la section 2 et le spineur fondamental 7 est étudié a la section
3. La quantification du champ spinoriel est alors entreprise a la section 4. L’opérateur
de charge ainsi que la conjuguaison de charge sont introduits aux sections 5 et 6. Le
développement du champ spinoriel en paquet d’onde est alors étudié a la section 7
et le chapitre se termine par 1’énoncé du théoreme de Frobenius et Schur (annexe)
qui permet de justifier un certain nombre de résultats sur les représentations réelles
d’un groupe.

5.1 L’espace spinoriel ¢4

Nous rappelons la loi de transformation des vecteurs de l’espace-temps sous
I’action d’une transformation de Lorentz. Elle s’écrit

W*(r) = L% (x) a, B3 =1,2,3,4 (espace physique).

1. — Dans l'espace spinoriel ou S-espace, nous avons des « vecteurs » appelés
spineurs contravariants ngA se transformant par

94(z) = SGa¢*(x), AB=12...N (5.1.1)
et des spineurs covariants se transformant selon

() = xa(z) Sz (5.1.2)
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ou les matrices S )4 sont des représentations des matrices L"‘

2. — Nous avons aussi des bispineurs mixtes notés 7%“. Ce sont des matrices v%4
qui sont reliées aux vecteurs v, de ’espace-temps par

'73( ) = VJ%AUa

et I'on a
A _aC A
Ste 15 Swys = Live"
Les matrices v%4 vérifient alors les relations

(6% C A (6% (0%
veAypC + 484 4aC = 2g7y 2, (51513

soit, en notation matricielle,

VAP + 4Py = (v, 4P) = 29%F 4,

ot Y34 = 64 est I'opérateur identité. En effet I'invariance de la métrique
L8 L = g

implique

gt = L2 Syavst Sy = 18 (5.1.4)
Nous distinguerons entre réel S-espace (RSS) et complexe S-espace (CSS). Le cas gé-
néral étant (CSS), tous les symboles ¢, 4, . .. devront étre écrits comme ¢2A, XA -
pour souligner leur caractere complexe. Pour un nombre complexe quelconque :

U

U
p=pm +ipey = p(J) = pw+ Jpg

@)
donne la relatlon entre un nombre complexe p et I operateur p = p(J) qui dépend de
U
J. Le symbole J désigne un opérateur tel que J J = —identité ; dans le cas présent,

on a
Y 0 -1
=(57)

Deux spineurs contragrédients permettent de construire un scalaire y¢ = x4 ¢
et un vecteur y 7 ¢ = x4 744 ¢? dans le a-espace.

Sin=3:9'=4 +*=4, > = k. Si n = 4, nous avons

V' =kxk
V=kx{t
Y¥=kx1
v =7x1.

La matrice transposée de v est notée v*~ et y&~4 = 155,
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Le groupe LT est engendré par les transformation infinitésimales :

/ ) 1 /)
L = 8¢ + 50w T

proet

On montre qu’il leur correspond :

/ / 1 /
Siya(bw) =754 + 3 S o, 4. (5.1.5)
Par les régles de commutation, on peut voir que :
1 .
O-/uz - Z—l[%u%x]— ou fYM = gupryp‘ (516)
et I'on a
1 1 .
pFEV — Ouy = 57#%/ = 57#1/ ou Yy = YuVv-

Soit une rotation d’angle w dans le plan 1 2, alors

1 ,w\2 w 1 /w3
S =W/ — 01 _ = —) 12 ———<—)
¢ " ailg) T )+ 5 3i\g) T

— COS — S1n —
7’ cos o + 4" sin o,

puisque (712)? = 41924192 = —4lyly242 = A0 Si w = 27, S = —4Y, cest-a-dire

que si, dans 'espace physique on fait une rotation de 27, dans ’espace spinoriel a
quatre dimensions, le spineur devient son opposé.

12)

Nous résumons sans preuve ni référence, un nombre de théorémes bien connus :

1) L’anneau T' engendré par {7", r = 0, q, [aq, sl ..., [a1, s, ..., a,]} est formé
des tenseurs du a-espace totalement antisymétrique

,7041...041, _ ,.)/[al...ozl,] _ (V!)fl Z(_1>PP(,YOA1 o ,yow)
P

aq Qy

=~ .. y* sitous les ay ... oy, sont différents.
Les sous-ensembles I'*) = {41~} contient (") éléments indépendants.

2) Si deux représentations irréductibles de S(z), 7 et ¥* sont reliées par
7 Sw) = Sy 7™

alors S(z) est ou bien la matrice zéro ou bien une matrice carrée non-singuliere.
En particulier, pour n = 2m (n pair), toutes les représentations irréductibles
sont équivalentes, c’est-a-dire que nous avons :

Y =Su7* 83 i Sw ={SHat ; N=N.

Pour n = 2m + 1, deux représentations non-équivalentes existent. Une matrice
S qui commute avec les n matrtices v* d’une représentation irréductible est
toujours de la forme

[S,7°] =0 ; §=p~".
De plus si S et S’ sont équivalentes, nous avons

S =pS.
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3) Pour n = 2m, les 2" éléments de 'anneau I" engendré par {7} sont linéairement
indépendants.

4) La relation suivante est valable
Yyt =€yt t=1t(r,s); €°==£l.

5) Si une représentation irréductible Sz est trouvée pour n = 2m, nous pouvons
former

U
Tn+1 = p,YlQ...n’ P = 1 ou J7
et ainsi obtenir une représentation irréductible pour n =n +1=2m + 1 car

V1,7 =0 5 a=2,4,....2m ; (ym41)? =1"

6) Le nombre " dans

v, " (sans sommation sur ) = "% = £ 40

dépend seulement de I'ensemble I'™) et prend les valeurs

f(V) _ (_1)V/2 pour v = 2[’67
(=1)¥=Y/2 pour v =2u+1

si sign(g®?) = +(111 —1).
7) A la transformation infinitésimale

7 / 1 !/
Lg = (53 + 55(,()“”20[

pro

correspond la transformation
Sy =7° 1(5 G
Ly =7 +Z W Y-
8) En ce qui concene les transformations L(P, T, PT), ou
P — {/xz' — —l'i,llA _ :L‘4}
I {/xz' — $i,/x4 — —$4}
PT — {x%= —z°},
ona Sp=cy", S;l =c Iy, S = cy'?d et S;l = ¢ 1y4..91 avec c réel.
Remarque : notre discussion est limitée au cas ou n = 4.

En plus de ces théoremes bien connus, nous ajoutons les deux théorémes qui
découlent d’un théoreme que nous discutons dans I’annexe.

9) Pour n = 2m, le nombre de dimensions d'une représentation irréductible est

N =22 =2m
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10) Pour n = 2,4(mod38)... = 2,4,10,12,... toutes les représentations sont équi-

valente & une représentation réelle. Pour n = 6,8(mod8)... = 6,8,14,16,...
toutes les représentations sont nécessairement complezes. Toutefois il existe une

matrice C' telle que
;Y*r — C;Yrcfl ou ,yTr — C,Yrcffl.
11) Chaque représentation matricielle irréductible {£5"} est équivalente & une re-
présentation unitaire {+49"}. Dans RHS, ceci implique que pour chaque repré-

sentation {£~"}, il existe un S tel que

,’YT _ S’}/TS_I

et I'on a la relation
AT = %7 Z (7)1 = €7, (sans sommation sur r).
12) Pour n = 2,4(mod8),..., ou {4"} peut étre choisi réelle, la représentation uni-
taire correspondante peut étre choisie réelle et orthogonale :

7" = (y7) " = €7, (sans sommation sur 7).

5.2 Equation de Dirac

L’équation de Dirac s’écrit :
(Y32 0y + MAYY) ¢B(x) = 0 ou matriciellement (v* 8, + M~°) ¢(x) = 0, (5.2.1)
xa(@) (782 0y —M~%Y) = 0 ou matriciellement x(z) (Y0, — MA°)- =0

En multipliant a gauche la premiere de ces deux équations par x4 puis a droite la
deuxiéme par ¢4 et en faisant la somme, on obtient

(X7*(-0a + 8a") ) (z) = Ba(x 7™ ¢)(z) = 0,
donc j%(z) = (x 7* ¢)(x) = xa Y51 ¢P obéit & Péquation de continuité 9,j%(z) = 0.
En multipliant & gauche par 7795 — M+ la premicre équation, on obtient I’équa-

tion de Klein-Gordon
(O-M?)¢* =0

car [y*, 7)1 = 297",
On peut construire le tenseur canonique de quantité de mouvement-énergie a

partir de :
Tg =x7"0s¢ ou @YX,

d’ou la quantité de mouvement-énergie

@} U o
II,= / dooT:(y).
7(y)=0
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Pour garantir la symétrie du tenseur quantité de mouvement-énergie, on écrit

(% 1 (0%
T§ = 5x7°(-05 — 057) 6
dont la dérivée 9, donne zéro, autrement dit :

0uT5 =0.

Nous introduisons la densité de spin

1
P — glab] — QX,yaﬁw )

pour laquelle on peut démontrer les deux propriétés :

1
851 = (Xa’yaﬁ"*(b n XW%Q) =0 et edys = 0.

Alors nous définissons : |
g8 — Tab + §ap$paﬁ

et formons
U A 4 1 |
M= / dv (y'0* — y*6%) + / AV = ('8, — y*8,s"4).
7(y)=0 7(y)=0 2
En intégrant par partie, la deuxieme intégrale devient le moment de spin

U, 1 . ) .
Szk — _/ dv(84zk . S4kz) — /dVS4Zk.
2 Jrw=o

Ainsi on a bien le moment cinétique total somme du moment cinétique orbital et du

moment cinétique de spin :
u U U

U
Reprenons 'expression de II" a partir de T)§. Apres une intégration par parties,
nous trouvons

u. 1 4 . 4
II' = = AV(x7v' ¢ —x' 7o) = [ dV(xv'e) =— | dV(x7* ).
2/T<y>o X7 ¢ —x'7v" 9) / (x7* ¢") / (x7* ¢)

U
Un calcul similaire pour IT#, conduit & I’expression

Hu:/ do,xy qﬁuz—/ doaXuY” 0. (5.2.3)
7(y)=0 7(y)=0

Le vecteur courant-densité de charge est

7% () = (x 7% ¢)(x)

avec
ja(‘r) = jgzonvection) (CU> - apmpa (l’) )
ol
e 1 a a
J(convection) (.Z') = _W(X (a -0 ) ¢)(I’),
1
m¥(z) = ——(x 7"’ ¢) ().

2M
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5.3 Les spineurs fondamentaux

En vue de d’exprimer les observables 627, 1%, 57 et §® pour un champ contra-
variant ¢**(x), nous avons besoin d’un spineur fondamental non singulier 745 a 'aide
duquel nous pouvons former un opérateur de champ covariant % (x) = napT8(x) :

-1

n ACnCB = nBo n—lC

Y=yt et nip=ant =10

Nous supposerons une représentation réelle de Y%, c’est-a-dire que nous restreignons
nos considérations a n = 2,4(mod. 8) ... Toutefois la théorie peut aussi étre écrite

U
pour un 74 dépendant de .J, mais les calculs sont beaucoup plus longs.

Nous exigeons l'invariance de 1 par rapport au groupe S(r,), ¢’est-a-dire que nous
imposons la condition suivante avec ¢(L) = 1 ou sign(L?) ou encore sign(L}) :

Mas = (L) nap S(Ll)a S(j:l),g et 1 =c(L) S&I)NUS&I).

Pour L(cont) nous avons
Y+ 0" =0,

ce qui permet les deux possibilités suivantes :

~o a W1

w , N ~o, U WU,
YE=Fn YN cest-a-dire ™% n=F n 7~

ol % signifie 7% ou 79 Nous allons maintenant montrer que 7U7 est pseudo-chrone tandis
que 79 est pseudo-chore. Nous avons

w Lo L o M o
n=cP)A?% n a=c(P)XA?n (74)? = £c(P)A 2 7

d’ott il résulte A2 = 1 et ¢(P) = +(—)1 pour 0 (?]) : (?] est ainsi ortho-chrone et 1)
est pseudo-chore. De plus

o _ ~
n = C(T))‘ 2 Y321 7] V321
F(T)A27 (13)%(12)%) (m)? = Fe(T)A27

conduit & nouveau a A2 =1 et ¢(T") = —(+)1 pour 7 (?])  ce qui confirme que 7 est
pseudo-chrone et 79 est pseudo-chore.

En transposant les deux possibilités, nous trouvons
W_1~~ o U ~ . W _
V=FNTTTENT et Y =F T

et les deux possibilités correspondent a deux types de représentation, cf. section 1.1,
(parce que ¥* = —v“ est un changement de représentation). Donc nous avons :

o .
n=An".
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, . 2 U N .
En transposant cette équation, nous trouvons A\* = 1; n et n sont ou bien des
matrices symétriques ou bien des matrices antisymétriques. De plus, nous avons
u_1n
N n=Spr) = £ = £
En vue de trouver la symétrie de 7%, nous choisissons une représentation orthogonale
telle que

Des relations d’anti-commutation, il résulte que 7%; My* satisfait la premieére des

deux possibilités, n est par conséquent une matrice antisymétriqgue dans cette repré-
sentation particuliere. On peut montrer que nous avons, dans le cas d'une représen-

tation générale

S _ 1A ¢—1B
Mg ="Nap S L)/AS VB>

conservation de cette antisymétrie : 1,5 est, dans toutes les représentations réelles,
antisymétrique :

e U 9) U

Nap =NBa= —Nap € 1N =—1.

Nous choisissons en particulier
@] * 4 A
NaB= B

en vue d’avoir pour la densité de charge un opérateur positif :

F =Ty = g yi0wE = A (= Hap 7 )0
P4 <— %AB)@DB = ZlZ)TAwA >0 et VAB = 05
A

Nous pouvons maintenant déterminer les symétries du bi-spineur pseudo-chrone

covariant :

Ur(cov) Y (cov)

U , U o,
Y AB :nACVBC et Y =n.

Nous avons donc, en vertu des deux possibilités évoquées plus haut

a1 Y~ ~ay, ~aq Y v oy a
LT = =AY = —(=1)Y Ly
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5.4 Quantification du champ spinoriel

Si () satisfait Péquation de Dirac, il découle de la symétrie de %jB :%?AB)
de A0 —~0
et de Yap =V (ap) que
y U A U
ba(@) =nap ¥ — b Npa
satisfait aussi & ’équation de Dirac. La méme chose est vraie pour ¥4 (z) et 1% (z)

parce que nous considérons les représentations réelles ;n = 2,4(mod 8). Nous for-
mons les tenseurs 7§ (x) et s*77(z), ou bien en posant

xa=(101) e M) =)

et alors la définition est

o 1 UUNT
R §<(Jw) 715 — (J95) 7 w)
1 L
= (™A TR 4T T 9T @) (- Yan ),
ou bien en posant
u UUA\T
xa=bs et wi= (70 )
et alors la définition est
N 1(y /U p U U NT
Beg — 5(@07 (J%) — g7 (J1/1> )
1 U u U
— = (WAg® I+ T yEwT) (@) (= Vias) )
La seconde forme des deux équations montre

o que Tﬂ(l)a et Téz)a sont des observables (& cause de la symétrie de fuy?‘A B))>
o qu’elles sont ortho-chrones si nous définissons

/w’A(/x) _ O(—Ll)w’A(/x)O( J)\S AwA(L )

v _ Yapy

C’est encore vrai pour sV et 5287 compte tenu de 'antisymétrie de 7 el =Y(4B]-

Donc M8 ot §@8 gont des observables ortho-chrones.

On peut montrer, en utilisant les équations de Dirac et les intégrations partielles,
qu’il est possible d’écrire

e — /T s doa (y) <(317J>T7a%> ()
ﬁf) = - /T e doa (y) (ﬂw“ (J¢)T) (y)-
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avec

C

) )
I,= oy T + ap T,

La relation .
— 7 0w ()] = 02 ()

est satisfaite si

a [(j 5)%”‘%)(?1), e (y’): + {ma (j w)T@), @bB'(y’)} = 0°(y/, y)? ().

Cette relation peut étre intégrée, en utilisant le nombre (réel) invariant pseudo-
chrone

$9A(z,y) = (—15202 + 14 M) D'(z,y),
sous la forme
—a P (3;A>T(fv)7%“¢3(2), @/JB'(y’)}
+az| Fha (7 67) @067 01)]| =357 0, 1o (o),
Enfin, aprés une nouvelle transformation, cette relation devient
- al{iﬁ(xw [42(2), 6 ()]s £ [Wh(2), o” <y')mg%3<z>}
" a{w (TP (@), 07 ) £ [a (), 07 () TB(aa)}

@) p o
=507 (v, o " (2).
Pour qu’elle soit satisfaite, la solution la plus simple consiste a prendre
[ (@), 95 ()], = 0 (5.4.1)
et
iy Bl (1 QOB (1
F[0h@. 07 )] =5, )

qui permet d’évaluer le premier terme du premier membre. Pour le deuxieme terme,
nous utilisons I'identité

D (2758 ¥TB(z) = 8 (23t O ()

et la relation (5.4.1). Nous trouvons que la relation trilinéaire est valable & condition
que
a1 Fag = 1. (542)

Nous pouvons réécrire la derniére relation sous la forme usuelle

A (), o5 )]s =5% (2, ). (5.4.3)
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5.5 Opérateur de charge

Les deux expressions pour 30‘@) sont
10%(2) = (¥74°9) @) = (¥"48) () (- Y3s)
70%(z) = (9797 ) (@) = (" 72)(@) (= ¥4

Formant & nouveau Q = QW + 3,Q®, nous avons pour les champs de premiére
espece

-@u” W) =~ [ d, <y>{m [(577) @), %]+ ] (¥ 74" ) ), 97 )] }
= / 45 (y) 0, 9)6" () = vF (o).

Pour les champs de premiere espece, nous comparons cette expression avec celle
Uy !’ / o U . . . . 7 . .
donnant — [JHM, B (y’)} = (1), (il n’y a pas le J ni 'indice ,, de différentiation).

Le résultat est alors obtenu si nous posons a nouveau

Br=oa1 et [o=—a.

5.6 Conjuguaison de charge
et relations de commutation générales

Considérons la relation
UT B B, 1 B T B/ B / B
—on [ @R (2), 07 ()] + 0 [7(2) 95 (2), 7 ()] =55/, 297 (2)
et opérons avec LTJ)_“"A. Rappelons que (section 5.4)

U ’ / ! ’ U
SE (W, z) = (=57 0% + MY")D (¥, z).

En définissant

Uprar _YaA’A_ B’ Up _ U nC
Y =N Y4 Yo =Nac VB
et
Un  nA_nC _ n\2A __ A U_1AB nA
Yag =767 =0")s =0, 70 =75,

nous obtenons alors

5@) = aa ($77°9) (@) = 0 (1747 29T (@),
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Mais, étant donné que

~

L7J]:—7] et donc n " =-—-n",

on a

Yr oo Yru_ U o u_ Ur u, uo
Vit =van 1 nep 180 = — 7 Ol e = v (— %B>

i = o (074~ $45) 97 ) @) - aa (- 57 7).

Maintenant, les deux relations

d’ou

Og¢TA(x)051T — ¢TA(;U) = ’¢A(x) car OL = 051 est unitaire

et

U_

T4 (), 2) =i A4 5B () 2) = (- 0¥ + M) D (¢2) = 57 (),
permettent d’écrire la relation de commutation générale sous sa forme ortho-chrone
—0a [T (@)98 (2), 7 ()] + [P ()" (2), w7 ()] = ST, 9P (2)-

En prenant la transposée [A, B]T = —[AT, BT], il vient
o [pT ()9 (2), 97 (V)] — ealv (@)9T P (2), 0T ()] = ST, )y R (2).

Finalement, en multipliant a gauche par 051 et a droite par O¢, nous trouvons
encore une fois

1 1

= — t = — = —
a1 = Q2 9 € B Ba 5
donc

9B — %9(1)%3 + %9(2)045 ot ;J =

Il en résulte respectivement

U U 1 U 1
_ (1) (2) — 1) _ —nH®
M= TP+ 0P et Q=20Q Q®,

N[ —

On a de nouveau

=|C
=

U
b° = 05'0P0c = 6 et 'Il,=

et également
U

@]
/ja:_ja et /Q:_Q

Donc, une fois encore ) et —() ont le méme spectre.
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5.7 Développement en paquets d’ondes

Nous introduisons a nouveau deux ensembles de paquets d’onde

{¢,A, ¢/1A7 o 7<b(p)A} et {X/A, XNA, o 7X(p)A}

qui satisfont a 1’équation de Dirac. Ces ensembles sont normalisés en termes de

@]

U
74 X)) = 5, ) (@) = (97X ) (@) = (¢, X' P) (@) (= Vip)-
Compte tenu de la forme de @), on vérifie que la normalisation

Q¢ X)=0 ; Q7. ¢") =Q(¢",¢") =64 g >0

U
est possible. La complétude est assurée si les opérateurs dépendant de J

SH@y) =S @) 95 ) = SHw - y)
S5(@,9) = S6TA) 05 ) = S50 — 1)

et
S4B (z,y) = ST4B(z,y) = STPA(z,y)

sont invariants par rapport a {L(orth)}. A nouveau, nous prenons une solution a
fréquence positive f*4(x) de I’équation de Dirac qui peut s’écrire

Fr5) = $64@) £} = [ dBa () S @ 08" W)

et une solution a fréquence négative qui peut s’écrire

F () = SXTA(x) fo = / 0% (4) 857 (@, 9185 ().

X/
La solution générale de I’équation de Dirac peut alors étre exprimée sous la forme

U

A (k) = ¢§@¢/¢’A(l’) + g b (x) = / 484 (4) 8% (z,y) 18P0 (y)

avec U g g
SE (@, y)ve = (SE+ SN (@, v).

Si z =y est choisi sur 7(y') = 7(y) = 0, il découle que
u U
S¢ W v =5 0°(Yy)-

Maintenant, ce sont exactement les conditions valables pour le champ spinoriel.

U
Donc S%(z,y) ainsi définie coincide avec le nombre invariant déja défini.



68 Développement en paquets d’ondes

En développant ¢*(k), on obtient
(a0, a5l = S s Bbole = b ot [ag,byls = 0
ainsi que
[a¢’7 CL¢"]:|: - [bz; ) bx“]iF - [a¢’7 bz]:F =0,
(a, a5 )r = Sar s byl = by et fag,bels =0,
Alors, il vient

(6% (x), o(y)]% =3 q§,¢ (2)¢5W)las, agls +S 3 Xp( )X (y) b, by

+9 9 ¢ @B W)lag, burls + 3 X (@) (W) by, g

= Sg(z,y) = (ST + 57 )5(x,y) = §¢/A(x)¢3<y) + § X @)X ().

En prenant les relations d’anti-commutation (compte tenu de la O ¢)-covariance)
on est conduit a I’égalité

03~ -5 -5 s,

avec Ny = aj,aq4. Les relations d’anti-commutation sont satisfaites en termes des
pseudo-quaternions :

(03 -0 ()
=5+ =3 0) s a=5-2=( o)

Nous avons alors

avec

Les valeurs propres sont {N)},} = {0,1}, c’est-a-dire que la statistique de Fermi-
Dirac est valable. La forme explicite de O) est encore donnée par ’expression
de la quantification du champ scalaire, si {¢'} et {x’} sont choisis identiques. La

U
quantification de II,, conduit a

e = (N — 1) Ko S (v - 1) i
7¢/ ¢/ 2 X/ X/ 2 o
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Remarques.

U u
1) Si le paquet d’onde & fréquence positive satisfait aux conditions k%, k'®+M? = 0

et %’4 > |M]|, alors ’énergie est (outre la contribution point zéro qui est infinie)
de nouveau un opérateur positif : le spectre a donc une limite inférieure et la
thermodynamique statistique avec une température positive peut étre appliquée.
On utilise 1a aussi la renormalisation

0% (3): = 0P — < 0°P () >y, -

2) Les relations de commutation conduisent a un spectre d’énergie sans limites
inférieure ou supérieure donc la thermodynamique statistique ne peut pas étre
appliquée. Ceci est I'argument de Pauli pour exclure la statistique de Bose-
Einstein pour les champs spinoriels.

Annexe : Le théoréme de Frobenius et Schur

Ce théoreme établit que les groupes de matrices irréductibles (GMI) d’ordre h,
notés {D;}, (i,k,...=1,2,...,h), se répartissent en trois especes.

Un GMI est de premiere, de deuxieme ou de troisiéme espece, suivant que
-1

'y (D) =41 (5.8.1)
‘ 0.

1) Un GMI est de premiere espece s’il est equlvalent a un groupe de matrices réelles,
c’est-a-dire si pour toute représentation {’D } une matrice S existe et satisfait &

{'D;} = {SD; S~} avec 'D ='D;. (5.8.2)

2) Un GMI est de seconde espece s’il est équivalent & son groupe complexe conjugué,
c’est-a-dire si pour toute représentation une matrice C' existe et satisfait a

{IDZ} = {é Dl é_l} avec /b: = ,Dz'- (583)

Pour un GMI de premiére espece, une matrice C existe a fortiori ( C = 51
).
3) Un GMI est de troisieme espece s’il n’est pas équivalent a son groupe complexe

conjugué, c’est-a-dire s’il n’existe aucune matrice C' satisfaisant la condition
(5.8.3).

Maintenant considérons ’ensemble {£I'} = {£7"}. Pour n = 2m et compte
tenu des relations 7" ¥ = € 4%, t = t(r,s) et € = %1, il forme un GMI d’ordre
2 x 2™, Pour trouver a quelle espéece il appartient, nous devons évaluer

(2 x 27)~ ZZtr ()% =27 ) tr((¥)?). (5.8.4)

D
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(Z) N @ + (V ¢ 1) : (5.8.5)

W = (=1)*/2 pour v = 2y,
W) = (—1)(”_1)/2 pour v = 2u + 1,

Avec d =n — 1, qui donne

et en utilisant

nous obtenons

S-Sl () { e

14

() (4w

T

= ANR((L+ 9 = 20702 cos(n — ).

Nous remarquons tout d’abord que les conditions (5.8.1) et (5.8.4) ont la périodicité
n=n(mod8) =...,n—8, n, n+8,... En particulier nous trouvons, compte tenu
de cos(m/4) = 272 et N = 2"/2, que
« par l'item (9), section 5.1, notre GMI est de premiére espece pour n = 2,4(mod 8);
« par 'item (10), section 5.1, qu'il est de deuxiéme espéce pour n = 6,8(mod 8).
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