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CHAPITRE 1

Fondements de I’électrostatique

Présentation

La section 1 définit le champ d’induction ; la loi d’induction sous forme locale suit
et nous terminons cette section par 1’énergie électrostatique. Les conditions d’équi-
libre sont discutées, par le moyen de la méthode des multiplicateurs de Lagrange, a
la section 2; elles nous permettent d’introduire le champ électrique et le potentiel
scalaire ; I’électrostatique linéaire est ensuite examinée avec le tenseur diélectrique.
Comme exemple, on donne la boule chargée. La force sur une charge rigide et la loi
de Coulomb sont examinées aux sections 3 et 4. Le déplacement conservatif de la
charge fait ’objet de la section 5 et les conducteurs ainsi que leur loi de force sont
étudiés a la section 6. La force sur un diélectrique est alors traitée a la section 7 et
le tenseur de Maxwell qui permet d’exprimer la force électrostatique totale a I'aide
d’une intégrale de surface est finalement introduit a la section 8.

1.1 Définitions de la charge électrique
et du champ de déplacement

Diverses expériences permettent d’observer quantitativement la présence de
charges électriques avant toute explication théorique. Ces charges sont des gran-
deurs essentiellement liées a la matiere et constituent une nouvelle propriété de
celle-ci. Il apparait que le nombre qui mesure une charge est soit positif, soit négatif
suivant la nature de celle-ci.

Nous désignons par )y la somme algébrique de toutes les charges contenues
dans un volume V' ; cette grandeur manifestement extensive peut, dans le cas d’'une
distribution continue de charge, s’exprimer par l'intermédiaire d'une densité sca-
laire :

Qv = /V (dVe)(), (11.1)



2 Définitions de la charge électrique et du champ de déplacement

o 4Q(#)
. i
€T) =
@ =@
est la densité de charge électrique, dQ(¥) étant le nombre de charges (positives et
négatives) contenues dans dV (7).

Si la distribution de charges est discrete, nous avons
Qv = Z q;-
i

Loi d’induction

Nous appelons champ de déplacement (ou induction électrique) et nous notons
D(Z) : {D¥a', 22 23)} le champ vectoriel contravariant défini par la loi

C.Qu = fv (d7, D)(#) (11.2)

oit d'7 (¥) est I'élément de surface extérieure et ot C, est une constante dépendant
du systeme d’unités choisi.

Fig. 1.1.1 Eléments de volume et de surface extérieure.

Cette loi exprime que le flux du champ ﬁ(f) a travers la surface fermée entourant
le volume V' est égal a la charge totale @)y contenue dans celui-ci. Dans le cas d'une
distribution continue de charge, cette loi peut s’exprimer sous forme locale. Pour cela,
rappelons quelques notions d’analyse vectorielle : si @(Z) est un champ vectoriel,
on peut lui associer le champ scalaire diva(#) défini par

o o
divad(xg) = A\%Iio N AVo(da ,@)(Yo)

et alors, en divisant le volume V' en éléments AV :

/V (aVdiva)(7) = lim_ D (AVpdiva)()

AVp

—im 34 @5 a0 = fv (A7, 3)(7),
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ce qui conduit au théoréeme de Gauss :

/V (dVdiva)(z) = 7{ (d7, )@,

\%4

En appliquant ce théoréme a notre loi de production, nous obtenons
C.Qv = § (@7 D)(@) = [ (@vaivD)(z).
v v
Pour une distribution continue :
v = [ @@
v

et alors

/V (dV(C. q — divD))(Z) = 0.

Comme nous n’avons fait aucune hypothese sur le volume V', celui-ci peut étre
arbitraire ; nous avons donc en chaque point :

divD(Z) = C. q(Z), (1.1.3)

ce qui constitue la loi dinduction sous forme locale.
Cette loi montre que les charges sont les sources du champ de déplacement 5(:?)

Un systéme est dit électrostatique et est noté 2(¢4) lorsque ses propriétés peuvent
étre décrites par le champ D(Z).

Il apparait donc une nouveauté. Jusqu'ici nous n’avons considéré que des sys-
temes formés d’une collection d’objets physiques, alors que £(¢4) est formé d'un
champ. Désormais cette grandeur doit étre considérée comme une réalité physique
(au méme titre que la masse par exemple) et non plus seulement comme un artifice
mathématique.

11 faut bien remarquer que les sources du camp (les charges) n’appartiennent pas
au systeme électrostatique X4 puisqu’elles constituent une propriété de la matiere
qui elle en est absente.

Comme nous le verrons tout au long de ce chapitre, définir un tel systeme n’est
pas stérile, bien au contraire.

L énergie de ce systeme doit étre une fonctionnelle de D(Z) :
U = ye(z, D(z)].

L’énergie étant une grandeur extensive, elle peut s’écrire sous la forme

UED[B()] = / 4V (F)u[z, D)), (1.1.4)

ot u® [z, D(Z)] est la densité d’énergie électrostatique.



4 Conditions d’équilibre
1.2 Conditions d’équilibre

Un systeme est en équilibre lorsque les grandeurs qui le caractérise sont indépen-
dantes du temps. En particulier, d’apres le premier principe de la thermodynamique,
son énergie doit étre constante (systéme fermé) et minimum, c’est-a-dire

MU =0 et §PU>0.

L’énergie de notre systeme électrostatique étant une fonctionnelle de ﬁ(f), nous
allons imposer une variation d D(Z) autour de la valeur de ce champ a I’équilibre et
exprimer que son effet sur I’énergie est nul (en vertu du premier principe).

Cette variation 513(5) n’est toutefois pas arbitraire, car il faut toujours que le
champ vérifie la loi d’induction :

(divD — C. ¢)(Z) = 0.

Nous sommes donc ramenés a rechercher les conditions rendant la fonctionnelle
UC)[D(.)] minimum, la fonction D(F) étant soumise & la contrainte

(divD — C. q)(Z) = 0.
Or, nous le savons, un tel probleme se résout facilement par la méthode des multi-

plicateurs de Lagrange.

Mais alors, il faut bien remarquer qu’en fait il existe une infinité de contraintes :
une en chaque point Z du systeme, et comme a chaque contrainte doit étre associé
un multiplicateur, nous aurons un champ scalaire ¢(z) de multiplicateurs.

Définition du champ électrique

On appelle champ électrique E(f:) . {Ei(z', 22, 2%)} le champ vectoriel cova-
riant défini par

1 ueL)[Z, D(Z)]
—FE(7) = _ 1.2.1
.50 = "3 (121)
(ce qui constitue une relation phénoménologique).
Par suite : )

- ou' , 1 ,

du (%, D(Z)] = —=-0D" = —E;6 D’

u [$, (Z’)] 3DZ Ce ?

c’est-a-dire :
', D(Z)] = U(E,(SD).

e
La méthode des multiplicateurs de Lagrange consiste d’abord a former la fonction-
nelle :

—

Y[B()] = UD[B()] - /

\%4

v @)0@) ( graivD - ) @),

e

puis a chercher les conditions de minimum de cette fonctionnelle.
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a) condition d’extremum : §MW[...] =0 :
V9] =4 [ av |u[z, D(7)] —¢(:U)<5d1VD—q) (@)
v

= /V dv (Z) {516(6”[5, D(Z)] — ¢(Z) (Cidiwsﬁ —0

e

SN—
—_
—
8
N—

_ /V V(@) [(E,6D) — pdivéD) (@) = 0.

Pour continuer, il faut faire appel a l’analyse vectorielle.

(—
A un champ scalaire ¢(Z) nous pouvons associer le champ vectoriel grad ()
défini par

T — . <— —
gradp(Z) = lim (da ) (o).

AVo—0 AVy Jav,
Cherchons a transformer

div(pd)(#) = Jim | § (07 08) (7).
1

Ecrivons : @(#) = dq) et ¢(Z1) = ¢q). Si ¥ est voisin de Z, nous avons la formule
des accroissements finis

— — —

(p@)(§) = daypq) +(@(Y) — dw)) ea) + du) (9(F) — va))
~—— ~— ~~

cte cte cte
+(@(9) —dw)(e(9) — ),
%2 g;dre
ce qui conduit a
. =\ [ = . 1 — —
div(pa@) (1) =0+ @@y lim (do,ad)(y)

1 —_—
AVi—0 AV) Jav,

— 1- <— ) — ]
+ (G i, 57 T Y

On a donc
. — — . — — —
div(¢d)(Z) = (¢diva + (@, grad))(Z)

et, sous forme intégrale,

/V (dVdivyd)(7) = fv (d'T, 0d)(7) = /V (dV pdiva)(7) + /

| (av(@ grad) ) @),

d’ou le théoréme de Green :

[ @vedva @) = § @7 0@ - [ (Vrade.a) @

\%
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Utilisons ce théoréme dans I'expression trouvée pour §VW[...] = 0; il vient

SO ] = Ci /V<dV(‘E + imad 6,65)) () — Ci fv(d?, 6D)(7) = 0.

e €

Nous choisissons 6D = 0 sur la surface limitant V (quitte a prendre s'il le faut
V =V, ). Par suite :

74 (@7, $6B)(F) =0,

o

et il reste ]
sOw[. ] = —/ (dv(E + grad ¢, (513)) (Z) = 0.
C. Jy.

Or dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange, 5ﬁ(f) est tout a fait arbitraire
dans V ; il s’ensuit que la condition d’extremum de W[...], équivalente & celle de U,

est donnée par :
%

H
E (%) = —grad ¢(2), (1.2.2)
ou ¢(Z) est le potentiel scalaire.

H
Nous voyons que dans un systeéme électrostatique, le champ électrique £ (Z)
dérive d'un potentiel scalaire ¢(Z).

b) Condition de minimum :

dPW[..] > 0: W[...] étant une fonctionnelle extensive, nous pouvons écrire

] = /V (@Ve)(@)

et
A / (dV ;0 DY)(Z)
14
avec "
oY 1 — ou'e" 1 —
Vi = 55 Ce( +eradig) = — 5 + ce ¢
La deuxiéme variation est, puisque ¥[...] est une fonctionnelle exensive,
dDw[.] = / (dVappd D' D*)(Z) > 0
1%
avec )
a U el.
Yir, = (Yi) = ADODF
Les variations 0 D% et §D* étant arbitraires, les conditions de minimum de ¥[...],
équivalente & celle de U(°!)][...], sont données par :

2ul)[Z, D(T)]
{ D@D ) } > 0. (1.2.3)
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Electrostatique linéaire

L’¢électrostatique est dite linéaire, lorsque la densité d’énergie électrostatique est
une forme quadratique en D' :

u[z, D(T)] = 1 D¥(Z)DF (). (1.2.4)

2, ™
Dans ce cas particulier,
E; = (Uszk)(f>

La condition de minimum de U gécrit alors :

{Ciemk(f)} > 0.

Soit : C, > 0; alors {n;x(Z)} > 0. De plus, puisqu’on a une forme quadratique, le
tenseur 7, est symétrique : 9y = Nri = Ngk) -

Si det  # 0, il existe un inverse ()% tel que (n=!)*n, = 6. Nous écrivons
généralement : (n71)* = € et €*(Z) est appelé le tenseur diélectrique.

Dans le systeme X(¢4) | € (%) doit étre considéré comme une propriété de I’ espace.
(ce n’est que dans un systéme matériel que €*(¥) caractérise une propriété de la
matiere, celle d’étre « diélectrique » cf. sect. 1.7).

Nous pouvons alors écrire

et vérifier que {¢*(7)} > 0.

a) si 'espace est homogeéne, c’est-a-dire si
Nik(Z) = (T + AZ) = 1, et €8(2) = €*(Z + AZ) = €,

alors n;;, et €* sont des constantes.

b) si l'espace est isotrope, c’est-a-dire si

Nik(Z) = giun(T) et €*(Z) = g™ e(D),

alors : ipe™ = 6f = ging™n e =medoun ="t

Nous avons : D¥(F) = ¢g*eE;(Z). Si nous choisissons un espace euclidien carté-
. =8
sien : g;, = ¢'*, alors :
D(Z) = (%) E(Z).
Nous constatons que c’est uniquement dans le cas isotrope et homogene que nous

avons la relation bien connue : D(Z) = ¢ E(Z) ou € est alors appelé « constante
diélectrique ».

Pour simplifier certains problémes, des auteurs considérent 7;(Z) comme la mé-
trique d’espace du syteme 2(¢0).



8 Conditions d’équilibre

Exprimons maintenant 1’énergie électrostatique U(°*)[...] du systéeme. La forme
quadratique

u(E, D(@)] = o=

peut s’écrire, puisque F; = 1;, D*,

iz, B(#) = (B, D)@
u'“’ ¥, D(T TR T),
et alors
1 =
U] = / dV(E,D))(Z
— e
En vertu du théoreme de Green, puisque F = —grad¢, 'on a

U = —5o [ (v (Erado, B)) @

— 2é€ {/v(dwpdivﬁ)(f) + fv(d?,aﬁﬁ)(ﬁ)}-

Par normalisation, nous posons ¢(oco) = 0 ce qui ne change en rien les propriétés

=
électriques du systeme car, de par sa définition, £ = —grad¢, le potentiel n’est
défini qu’a une constante pres, que l'on peut se donner arbitrairement.

Il s’ensuit que pour V = V., le second terme est nul et il reste
ple) — - / (dV ¢ divD)(Z).
2C. Jv,
Comme divﬁ(f) = C.q(Z), I'expression de I'énergie électrostatique est donnée par

Ul = % / (dV ¢ q)(). (1.2.5)

[eo]

Au vu de ce résultat, on serait tenté de croire que la densité d’énergie électrostatique
du systéme peut s’écrire

ul) = §(¢ q)(T)

bien qu’elle soit différente de

1 <« -
(el.): E . D)Z).
W) = 5 (B, D)(@)

En fait seule cette derniere doit étre considérée comme valable car la premiere s’ex-
prime a l'aide de grandeurs étrangere au systeme (telles que ¢(Z) par exemple).
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EXEMPLE : BOULE CHARGEE DE RAYON R
— <
Calculer les champs D(Z) et E (%), ainsi que 1'énergie électrostatique crées par
une boule de charge () répartie de facon homogene et isotrope placée dans le vide.

1'3

=3
(=}
—
=
S~—

z! R r
Fig. 1.2.1 Coordonnés sphériques Fig. 1.2.2
Prenons les coordonnées sphériques {r, 0, v}, alors
D = [/1D, + [0} Dy + [#] D,-

Grace a I'homogénéité de la distribution de charges, il n’y a pas de position privilégiée
parmi les rotations : il y a symétrie sphérique et D est radial et alors

D = [F1D,(r).
La distribution de charge est
@ pour rr < 7
q(r) =} (4/3)nR3 -
0 pour r > R.

La loi d’induction

j[(d?,ﬁ) - (Je/ dV q
1% 1%

donne, lorsque V' est une sphere de rayon r,
43D, [F] = Ce/ drr2drq(r).
0

Cela conduit a

D,(r) = 4:; /0 4rr?drq(r)
et nous obtenons
%é pour r < R
Dr(r) = 0722 1
Y _  pourr > R.

A r?
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Fig. 1.2.3 Fig. 1.2.4

Nous supposons que E = (1/6)5; € = cte et I'on a alors

Ce
QL pour r < R
g — ) Ame R?
' CEQl our r >0
irerz P '
«— —
Pour le calcul du potentiel, on utilise Is loi : £ = —grad¢. Grace a la symétrie
sphérique, elle se réduit a : E. = —(d/dr)¢(r). D’ou :
a) pour r > R,
" c.Q ["dr cC.Q( 1
= d Er = - S = - ]
#(r) [Foo " Are /Oo 72 dre ( r)
b) pour r < R,
C.Q 1 !
— = — —=— [ drE,
o) = o(R) = o) = oo == [ ar
o cQ 1 _CQ11 5
N 47T€R3/drr__47T6R32( - &)
et donc o |
@ —(BR*—1r?) sir<R
Qb(’l“) _ 4me 2R3
C.Q1 .
- sir> R.
die T

Calculons I’énergie électrostatique crée par cette boule :

v=: / @V )(@) si $loo) = 0.

[ee]

Puisque ¢(r < R) = Q/(4/3)7R?,
cQ 1
4me 2R3

/ 47r7“2d7’c QL(BR2 —r?) 36
C.

o(r < R) = (3R? —1?)

et alors

dme 2R3 47 R3

1
2

3 , (7 B 1 3c@*1 (. R

° dr® — | drt| =22 — (RS-,
4 4meRS {3}% /0 " /0 = e m \ T 5
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L’énergie électrostatique de la boule est donc :

30 @

~ 54me R’

Cette relation montre qu’en électrostatique linéaire, il ne peut pas exister de charge
ponctuelle (R = 0).

(el

1.3 Force sur une charge rigide

Nous avons vu que les charges électriques, sources du champ de déplacement
D(&) sont intimement liées & la matidre.

Par la loi d’induction, nous constatons que si nous modifions la distribution
de charges (en déformant la matieére par exemple) il s’ensuit une modification du
champ 13(92’) et par suite une modification de I’énergie électrostatique. Il y a donc un
échange d’énergie entre le systeme matériel et le systeme électrostatique ; du point
de vue de ce dernier systeme, le premier principe de la thermodynamique s’écrit

5U(el.) _ 5A(inc.)’

ot 0.4 est le travail fourni par le systéme matériel au systeme électrostatique.

Supposons que la distribution de charges est fixée dans un bloc de matiere rigide.
Pour modifier cette distribution, nous allons déplacer ce bloc de 47" en lui appliquant

inc.)

(—
une force K ; nous aurons alors

La variation d’énergie électrostatique correspondante se calcule de la méme fagon
qu’a la section précédente par la méthode des multiplicateurs de Lagrange; nous
construisons la fonctionnelle

W] - /V 4V (@) [u(el')[:?,ﬁ(f)] - qj(f)(ciedwﬁ(f) - q(f))}

et nous aurons : JU[...] = § A,

En supposant I’espace homogene :

— — ]_ —
w®) = 4@ [g, D(F)] donc sulV[E, D(F)] = 5(%, D)
En d’autre termes, cela signifie que toutes les propriétés de la matiere se confinent
a la présence de la charge ¢(7). Alors
1 — 1 —
5[] = / 4V () {—(‘E, 5B) — p—~divs D |(7)
v Ce Ce

+ / 4V (7)(464) () = (K, 57,
1%



12 Force sur une charge rigide

ou 0¢(Z) est la variation de charge au point Z due au déplacement.

En appliquant le théoréeme de Green a la premiere intégrale, nous obtenons

SO = Ci /V ) (V(E + imad 6, 65)) (@) + ]{ (a5 Ciea;aﬁ) @)

. Voo

+ / (dV $6q) (&) = (K ), 67),

[ee]

¢’est-a-dire,

/ (dV 66q)(F) = (K, 57).

Calculons dq(Z), connaissant la distribution ¢(Z) et sachant que le bloc de matiere
est rigide.

Fig. 1.3.1

Au point 7, avant le déplacement nous avions ¢')(%); apres le déplacement,
nous avons ¢/ (). Donc d¢(Z) = ¢/ (%) — ¢ (Z).

Mais ¢/ (&) était la distribution au point (# — §7) avant le déplacement, donc
0q() = ¢ (T — o7) — ¢ (T).

Or, par la formule des accroissements finis et en négligeant les termes d’ordre
supérieur a un, nous obtenons

¢™)(& — 67) = ¢"")(Z) — 9,4 (Z)or'.
Par identification (et en supprimant les indices devenus inutiles) nous obtenons enfin
— —
dq(Z) = —(gradg, 7). (1.3.1)

11 vient alors :

_/ (dV (£)p(&)grad ¢(Z), 67) = (K "), 57).

oo

Comme §7 est un déplacement de Z, on peut le sortir de I'intégrale et obtenir

(_/ (dV¢grmq)(f),5F> — (K6ne) 57,

oo
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Puisque 07" est un déplacement arbitraire, nous avons

- [ @voimado@ - K.

[ee]

(Remarquons que I'intégration peut se faire uniquement sur le volume V' du bloc de
matiere puisqu’en dehors ¢(Z) = 0.)

L’équilibre ne peut étre atteint que si le systeme électrostatique oppose a la force
—. —
K (¢) une force, K (") telle que :

«—

<[—((inc.) 4 <[—((ez.) -9
Par conséquent,

K0~ [ (avogmady) @)

En appliquant le théoréeme de Green, on a

Folel) — _ / (dVqgrad¢)(z) + 7{ (doq) () -

] o]

=0

— —
Or grad¢p = — F/, donc

?(el.) _ _(I_((inc.) - (dV E . L35
- = qE)(T). (1.3.2)

o]

H
Le champ E est responsable de la force électrostatique.

1.4 Loi de Coulomb

Considérons deux boules @) et ()» chargées de fagon homogene placées dans

un milieu pour lequel l'électrostatique linéaire isotrope et homogene est valable
(D(Z) = eE(T)).

Kinc.
[_('el.

Fig. 1.4.1 Fig. 1.4.2

Chaque boule crée un champ : le champ total au point & est (addition vectorielle)

D(#) = Dy(Z) + Da().
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Les boules de I'exemple de la section 1.2 donnent, pour tout point extérieur aux

boules,
_ C. . I
D(%) = y (%[7‘1] + %[m]) (@)
et
— CeQi1 -y,
o B\@) = o= 7@
E(T) = E1(Z) + E2(T) avec { _ C.Qsr
2(T) = Er_g[”])(m)

La force électrique exercée sur la boule )1 vaut
g~ [ @aE)@),
Bs

ou ¢o(Z) est la densité de charge dans la boule By qui vaut ¢, si la distribution est
homogene ; dans ce cas

B = [(@waB)@+ [ @aE)@.

(. >
v~

=0 car g2 et E2 sont a symétrie sphérique
Sous ces hypothéses, nous voyons que le champ crée par une boule homogene n’a
pas d’influence sur elle.

Si la dimension des boules est petite en regard de leur distance, nous pouvons

écrire C. Q
— — =
(el) — Q2E(dy) avec E (%)= ——— 2 T
4re |712)?

2.

H
En remplagant E4(ds) par son expression, nous obtenons la loi de Coulomb

L) Ce Q1Q2
= . 1.4.1
1-2) © go. 2 [712] ( )

o
K

Cette loi exprime la force électrique exercée par la boule B; sur la boule B,. Histo-
riquement, ce fut la premiere loi de 1’électrostatique découverte par Coulomb.

Cette loi, du type newtonien, correspondait parfaitement a la conception méca-
niste du monde en vigueur a I’époque : force dépendant de la distance seulement et
par suite s’exercant a distance. Ce ne fut que par I’étude des courants électriques
et de I’électrodynamique en général, que cette conception dut étre abandonnée au
profit de celle du champ.

Exprimons cette loi dans le systeme C.G.S. (C. = 47 et €. = 1) ; il vient

Dans ce systéme, la charge électrique a comme dimension : [Q] = g'/? cm?/2 s71.
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1.5 Déplacement conservatif de la charge

Nous allons reprendre le probleme de la section 1.4 mais en supposant cette fois,
comme c’est généralement le cas dans le nature, un corps déformable et non plus
rigide. Mais alors, le déplacement des charges liés a ce corps n’est plus donné par
un unique vecteur 7, mais par un champ vectoriel 67(Z)

Le travail fourni au systéme électrostatique sera alors :
o /s
A(znc.) _ /(dSK(ZnC'), 57—,»)(1—:)
1%

mais nous aurons toujours

BE(el) g3 F (inc.)

Y

I,
I
=\

Fig. 1.5.1 Fig. 1.5.2

Calculons 0¢(%) sous la nouvelle hypothese d’un corps déformable. 11 est assez
naturel de supposer que la charge totale

Qu = /V (@Va)(3)

contenue dans le corps se conserve au cours d'un déplacement, cela signifie qu’aucune
charge ne peut s’annuler ou sortir du corps' . Il s’ensuit alors que 6@}y = 0. Nous
avons :

Qv = [ @in@+ [ @Voa).
1% 1%
Or 6V = (d ,d7), donc :
5Qv = [ (@é@ + § (7,577 =
v v
N’ayant fait aucune hypothese sur le volume V', nous devons avoir :

5q(Z) = —div (67g)(Z), (1.5.1)

(Ieci 1a disribution déformée peut constituer 'unique source de D.
) Pas du volume V qui lui est fixe! (c.f. tome I).
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ce qui exprime la variation totale de charge lorsque la charge totale est conservée.
Nous avons alors
S22 3<_(inc.) —
— | (dV¢divdrg)(Z) = | (d° K" 6r).
1% v
En appliquant le théoréeme de Green au premier membre, nous obtenons

| (amdsir)@ - § @Fow@m - [ @K@,

o] [ee]

vV
=0 car le corps est de dimension finie

— «—
Puisque grad¢ = — F', il vient

- j[ (dVqE,d7)(T) = / (BK ") 57)(7).

oo [e'e]

Comme le champ de déplacement 67 (%) est choisi arbitrairement, nous devons
avoir

(@K ) = qVqE)(F)
et, puisque (dVq = d*Q) (%),

BE ") (F) = —BQE (7).

L’équilibre n’étant réalisé que lorsque

—

f[—((el.) + %(znc) -0 7

nous obtenons

BEE(F) = (PQE)(T). (1.5.2)

Ces lois de force permettent d’affirmer qu’un corps contenant des charges et les

conservant est a 1’équilibre sous 'action de deux forces égales et opposées. L'une
h

d’origine électrique K ¢4) tend & modifier la distribution de charge et 'autre, d’ori-

inc.

H
gine matérielle K (¢) tend & la conserver ou inversement.

1.6 Conducteurs

Pour le systéme électrostatique 2(¢), un conducteur est un trou dans I'espace,
c’est-a-dire que c’est un volume de l'espace dans lequel n’existe aucune propriété
électrique. Par contre, la surface du conducteur (du trou) n’est pas soumise a cette
restriction. Considérons un conducteur a, limité par la surface C,(7) = 0. La loi
d’induction appliquée a ce conducteur donne :

C.Qu = — 7{ (5, B)(ih). (1.6.1)
Ca(?j)zo
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Le signe — provient du fait que nous avons pris un élément de surface intérieur
d7 (7). La loi d’'induction donnant en quelque sorte une correspondance entre le
systeme ¢électrostatique et le systeme matériel, nous pouvons en déduire que la charge
(), d'un conducteur matériel ne peut exister que sur la surface; en effet, si elle était
répartie a l'intérieur, elle constituerait une source du champ 5, ce qui ne peut étre
puisqu’a I'intérieur du conducteur D est nul, par définition du conducteur.

Fig. 1.6.1 Fig. 1.6.2

Remarque.

Le terme « conducteur » n’a guere de signification en électrostatique. Par contre
il prend tout son sens en électrodynamique : un conducteur est alors un corps dans
lequel les charges électriques peuvent se déplacer a peu pres librement sous 1’action
de la force électrique K (el ((I_((el') ~ 0). Remarquons encore que si a 'extérieur du
conducteur il existe des propriétés électriques, la charge superficielle (), est nécessaire
et doit étre répartie de fagon a annuler dans le conducteur les propriétés électriques
provoquées par le milieu exrérieur.

Considérons un systeme constitué de conducteurs a, b, ... portant une charge
superficielle Q),, Qp, ... et entre lesquelles existe une distribution de charge caracté-
risées par la densité ¢(Z). Nous allons déformer les conducteurs et la matiére portant
les charges selon le champ de déplacement 07(Z). Le travail fourni au systéme élec-
trostatique par cette opération sera

5AGm) = /V (@), o7 (2) + Z f[c a (@K, 67) (7).

Comme le champ ﬁ(f) est soumi a diverses contraintes, le premier principe de la
thermodynamique appliqué au systeme électrostatique s’écrit

SU[..] = Alme),

ou V¥[...] est la fonctionnelle auxiliaire

¥BO),Cu01 = [ av(@)|u iz B@)] - o) (5 aivDi@) - o)

+ X on( g f @7 D)+ Q).

a
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ou ¢, est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte
CeQa = _% (d<E7 D)(ga)
Co

Il vient alors

1. — Occupons-nous d’abord de la premiere intégrale. Nous avons vu, d’'une part
que

0¢(7) = —div(gor)(7),

et d’autre part que
—¢divéD = —div(¢dD) + (6D, grad ¢)

et
$5q = —¢div(¢67) = —div(¢go7) + (¢O7, grad ).

Cette premiere intégrale s’écrit alors
— 1 = = — 1 . — — 3 . — —
/ dV (%) {— <5D, E + gradgb) — —div(¢dD) + q(ér, gradgb) — dlv(gbér)} (Z).
\% Ce Ce

En appliquant le théoreme de Gauss sur les termes constitués par une divergence,
nous obtenons :

Ca(ﬁﬂ) =0

Fig. 1.6.3 Fig. 1.6.4
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[ava [Ciwﬁ, T + gradg) + (¢oF, gmﬁ] @
14 e

- é/ —274( ¢5D+¢q6f>}><>

=0 cf. remarque finale

2. — Considérons maintenant la troisieme intégrale de I'expession 0V[...]

Zcba—a(]f D)) + € ).

6

Tout d’abord, nous supposons que la charge superficielle ne diffuse pas : 6Q), = 0.
Soient Cy(y,) = 0 la surface limitant le conducteur a et C’(y,) = 0 la surface
déformée par §7(y,) du conducteur a. Nous avons

5§ w7 D -{ § (@7,5) - § a(dﬁﬁxm} +§ (@7.3D)@),

a

Introduisons la surface fermée ¥ formée de C,(y,) = 0, de C!(y,) =0, de 1 et de 2

Alors: {f ar Dy~ § @m0} = faw. D)

En effet, la contribution des surfaces 1 et 2 se compensent. En appliquant le théoreme
de Gauss, nous obtenons

$ @7 D)) - [ (@ediv D) (3)

et
S ouzb( @7 D)+
. aCe_ a
_ Zd)a {]{ ((d7 ,67)divD) () +J<1§ (d?,aﬁ)(gja)}.
3. — Finalement, la variation dW[...] peut s’écrire

SU[.. ] = /VdV(f) [é(éﬁ,f + grad ) + (qér,gﬁ@} (Z)
_ Z]{Ca (d?, [Ciewﬁwéﬂ)(ﬁa)
+ Z $ (@757~ o(ZaivD - )| @)
+ Zﬂﬁci{ fi a ((dT,67)divD) (f) + 750 a(d? 55)(%)}-
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Ou encore, en regroupant certains termes,

sul.]= [ dvv)(aﬁ Ciﬁmmw)(f)
+3 74 (A ,6D) (60 — 0)(7) + /V‘W(f) (7. g grad o) (2)

1 — 1 —
— o (el. 5 5 =
+ E 7{ (d'a,or) {u ) agb divD + 5@% leD} (V)
/ (K ) §7)(7) + § ?{ (K ) 57 (7).
v — Jc,

Comme les variations 0 D et 07 sont arbitraire, nous devons annuler leurs coefficients
dans chacun des types d’intégrales, ce qui donne :

1) le coefficient de 6D dans Dintégrale de volume,
= —
E +grad¢ =0,
2) le coefficient de 6D dans chacune des intégrale de surface d’un conducteur,

¢a_¢:07

3) le coefficient de 07 dans l'intégrale de volume,
3 (inc.) S 3 35~ inc.) S
qugrad(b d°K = 0, c’est-a-dire —dQE PK( =0,

4) le coefficient de §7 dans chacune des intégrales de surface d’un conducteur,

1 = .
45 [u<el-> + = divD(¢g — ¢)] — d?Kline) =7

Ce
Ce tres long calcul de variations nous apporte deux nouvelles lois fondamentales

pour I’étude des conducteurs :
1) Une propriété importante :
¢(y € Ca) = Pa. (1.6.2).
Le potentiel sur la surface d’un conducteur est constant. : on dit que la surface

— —
d’un conducteur est une équipotentielle. Puisque E = —grad ¢, alors on voit que
le champ électrique est normal a la surface d’un conducteur.

2) Comme ¢(§,) = ¢q, le coefficient 4) s’écrit :
(@FuD)(F.) = K" ().

Il n’y a équilibre que lorsque cette force est compensée par une force d’origine
, . «— N — . — — .
électrique d® K (M) (i7,) telle que d® K ("¢) + @3 K () = 0 | d’ou

BEE(G) = —dTuD[F,, D(F.)]. (1.6.3)
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Fig. 1.6.5

La force électrique est normale au conducteur et tend & le dilater car u(®") > 0.
Puisque le potentiel est constant a la surface d'un conducteur, nous pouvons
toujours remplacer la condition ¢ = 0 a l'infini par la condition ¢ = cte sur un
conducteur qui isole tout le systéme étudié. Par exemple,

72( 7. 20D ¢75 B) = 76000

1.7 Force sur un diélectrique rigide

Pour notre systeme électrostatique, un diélectrique est un volume de 'espace
caractérisé par une « constante » diélectrique isotrope €(Z) non nulle.

La notion de diélectrique n’a donc de sens qu’en électrostatique linéaire. Mais
alors, contrairement a ce que nous avons supposé aux sections 1.3, 1.5 et 1.6, I’espace
n’est plus homogene quant a ses propriétés électriques et la densité électrostatique
doit dépendre explicitement de ¥ :

Pour simplifier, nous allons admettre que nous ignorons quelle relation peut exister
entre I’état électrique d’une substance et sa densité de masse ; par conséquent, tous
les corps diélectriques envisagés seront rigides.

Si nous modifions I’état diélectrique en un point Z (par déplacement du corps
par exemple) nous modifions €(Z) et par suite 1’énergie électrostatique du systéme.
Il y a donc, en vertu de la thermodynamique un échange d’énergie entre le systeme
électrostatique et le systeme matériel.
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Fig. 1.7.1

Considérons un systeéme formé d’un diélectrique rigide et de conducteurs a, b, ...
enfermés dans un milieu contenant des charges. Le premier principe de la thermo-
dynamique appliqué a ce systeme est

0U[...] = 64,

ou V¥[...] est la fonctionnelle auxiliaire
1 1

\I/[...]:/VdV(f)[ =
26 (f tra 5><f>+cec2a)

Il est parfaitement inutile de reprendre le long calcul de variation fait au paragraphe
précédent (I’hypothese de linéarité et d’isotropie ne modifie pas la forme des lois
trouées). Nous pouvons nous contenter d’examiner les termes additionnels dus a la
présence supplémentaire d'un diélectrique rigide.

D) - ol graiv D@ - @)

Nous constatons facilement qu’il n’y a qu’un seul terme additionnel : il provient
de la variation de la densité d’énergie électrostatique :

5u(6l'):5(2é 6(1)|H| ( )) ZC%((E‘SB)( Zh 20 DI @) %
1

1 /2ol N
= 5 (B.00)@ ~ 5 (1] E—Qae)@,
terme a(;:litionnel
d’ou
1 L1 .
é\ljadditionnel[--‘] — _206 y dV|D| 6—256 (ZL‘)

Le diélectrique étant rigide, le seul déplacement envisagé est 07(Z). Alors il vient
(cf. section 1.3) :
(%) = (T — 6F) — e(F) = —0e(T) 61",
d’ou :
de(7) = — (07, grad €) () (1.7.1)
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(expression formelle, & moins d’imposer une certaine différentiabilité a la fonction

€(T)).

En remplagant dans 0W,qq [...], 0€(Z) par cette expression, nous obtenons

Bl = 57 [ (VIBP 67 mede)) @)

Avec E = (1/€)D, on a

1

= .
OVWada ][] = 2. /. dV | E (67, grade) | ().

Le travail additionnel fourni au systeme électrostatique est
sAU) = (K, 5.
Les autres relations étant conservées, nous devons avoir
0Waa, = 6L

1 St o —. .
/(dV\E| grade)(Z), 07 | = (K<) 67).
2C, Jy

2. oo . — =,
Il y a équilibre si une force K- s’oppose a K (7<)

est arbitraire :

. Nous avons donc, puisque 07

. 1 o
R = o) = _ L / (V| E[2rad e)(2). (1.7.2)
e JV

Nous pouvons intégrer uniquement sur le volume V,; du diélectrique rigide, puisqu’a
— —
I'extérieur gradeg = 0.

Ezxemple : force exercée par un condensateur sur un diélectrique.

3

! T »
hJ (= | shenb Rne) )
z! z? 73 ! ! 3 ! ! 1 //
G
of L
Y —
Es(Z) -
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Fig. 1.7.2

— —
De la loi : E — grad ¢, nous tirons

_ i
B = 1l = | 22

La seule dissymétrie de ¢(Z) se situe le long de l'axe 2. Par suite une seule com-

F
posante de grade intervient dans I'expression de la force : gradse = dre. Ainsi nous
avons :

inc. 1 o
K?() ) _ /dxlde/ dllfg‘ E;3|262€($3)
2C, J, e=¢€o
et donc N
.
KQ(mc.) _ _Kéel.) _ 2_C’eo'| E |2(€d - 60)7

ou o est la section du diélectrique.

Si e > €, alors Kéel')

dans le condensateur.

est négative, ce qui signifie que le diélectrique est attiré

Nous avons établi ci-dessus la loi de force sous forme intégrale. Nous voulons
maintenant calculer la force locale exercée en chaque point du diélectrique afin de
le maintenir en équilibre. Le diélectrique étant rigide, nous ne pouvons pas choisir
un champ de déplacement 67(Z) arbitraire, car il ne doit en aucune circonstance
déformer le diélectrique. La mécanique des solides indéformables nous apprend que
le mouvement le plus général d'un solide peut toujours se décomposer en une trans-
lation et une rotation.

Si le déplacement du diélectrique est une translation 7, 'expression de la force
cherchée se déduit immédiatement de la loi intégrale : nous obtenons

(dV|E Pgrade) (7).

—,. 1
d3K(mc.) 2\
(@) =57

e

Reste la rotation : un tel champ de déplacement peut étre défini par

57(Z) = [6& A ],

Fig. 1.7.3

oll 0 estun vecteur axial de rotation. Alors :

1
20,

0Waa .. / dV ()| E2(@)([65 A 7, grad e()).
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Cherchons a exprimer 5,42?;_') a l'aide du vecteur axial §'.

En mécanique, on définit le moment des forces (Drehmoment) par

— (inc.)

B:/md?’?(f)], dott 54T — (BT 557y,

-

Avec la formule de calcul vectoriel ([@ A b, &) = ([b A &, @), il vient alors :

([0& A ], grade) = ([T A grade],d&’)

t

¢ 1 oo o = .,
WVaaa ] = 57 /(dV]E\ (7 A sradd], 65))(@) = (D, 65).

eJv

Comme dw est arbitraire et indépendant de Z, nous devons avoir

1 — 9 = — 5 <—>(Zn6) 5 3<_(‘ ) R
(dV| E|*[Z A grade])(Z) = D = [ [N K"(D)],
2C, Jy v
d’ou

. 1 gt 35 (ine) Y (| _ 5
/V{x/\<2cedV|E| grade — d° K )(x) =0.

N’ayant fait aucune hypothese sur V', nous avons obligatoirement

1 =02 3(_(7jnc.) - _ g
<206dV|E| grade — d° K >($) =0,

ce qui est la méme expression que lors d’une translation.

Par conséquent, la force locale exercée en chaque point d'un diélectrique rigide
pour maintenir I’équilibre est

dB?(inc.) _ _d3?(el.) 1

=35 (dV|E Pgrad )(1). (1.7.3)

Il faut bien remarquer que la force n’existe que si la « constante » diélectrique
n’est pas constante en chaque point. Dans bien des cas, et nous en avons vu un
dans I’exemple, les forces s’exercant sur un diélectrique de « constante » diélectrique
constante ne s’exercent que sur la surface de séparation d’avec un autre diélectrique.

1.8 Tenseur de Maxwell

Considérons un systeme électrostatique comprenant des conducteurs, des diélec-
triques rigides et des charges.

La force électrique totale créée par ce systeme est de la forme

R - [ SR+ Y § #R)
|4 a Ca
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Cherchons a remplacer toutes ces forces par des forces n’agissant que sur ’enceinte
C(y) = 0 et dont l'effet global soit le méme ; son expression sera

%(el.) :%CF%(@Z)(Q’)
c

Posons : d*K ) = do 7/ ; cette expression devient alors
K — 74 (doxr™ ) (@), (1.8.1)
@
_|._
do
CH) =0

Fig. 1.8.1

Elle définit le tenseur des tensions électrostatiques (le tenseur de Mazwell Tik(el’)).

En vertu du théoreme de Gauss, on a
K- = / (dV T (@) = / PE(D), done EK™(T) = (VI )(d).
1% 1%

Nous avons vu aussi que :

e pour les charges,

CK(@) = (PQE) (),
« pour les diélectriques rigides (électrostatique linéaire et isotrope),

1
2C,

BEE(F) = ———(dV| E|20s¢)(2).

Si le systeme ne contient que des conducteurs, alors

Fig. 1.8.2
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O_kT]c(el.) o O_kT]ﬂ(el.) ﬁ»a :
$ ot @ =3 § (@our )@

a condition de prendre un élément de surface extérieur par rapport au conducteur :
K () = +(doa ) (5,).

Nous avons donc
K () = (dowr ) (@)

Il nous faut maintenant donner I’expression du tenseur de Maxwell. Considérons
la transformation de Legendre :

¢lz au@-)
oD’
1/C.)E;, nous obtenons

Julel)
oDt -

} — —u(el')[f, D' + D

Puisque (Ou(*") /D) =

—~

(#)] = —u (7, BF)] + Cie(ﬁ, ). (1.8.2)

w31

(7,

ou ![Z, g(f)] est la transformée de Legendre de u(®)[Z, D(Z)]; on Dappelle densité
lagrangienne L]...].

Opérons la « variation de Legendre » (0Z = 0) :

@ 1 — — ]_ —
8y = —0ul®) 4 a(D,éE) + a(éD, E)
1 = 1 = 1, .=
— ——(E,6D)+=(D,6E) + =(6D, E),
e Ce Ce
d’ou :
— 1 - «—
0sz—glT, E (D)) = =(D,0E)
On a donc :
o1
OE; C.
Nous affirmons que le tenseur de Maxwell est :
1
(@) = = DVE, - 6}4¢, E (7). (1.8.3)

e

Pour démontrer cette affirmation, il suffit de vérifier que nous retrouvons lI’expression
des forces électrostatiques.

1. — Nous avons d3Ki(el') = dV@ka(el') puis
1
O = 5, (ED’“Ei — ofe[z, F(a‘:‘)])
1 k 1 . d _ <«
= (0xD")E; + C’eD O E; dﬂ.ﬁ[x, E]
1 1 14
_ L (@DME: + 2 D*a,E, — o4z, B] — 2L 8B

. C. T BE,
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Or on a .
0,DF =divD = C.q, E; =—0;¢, et OLE; = —0,0:0,

ce qui conduit a

B = 4B, — 5D’“ak 8 — OL|Z, E| + = L Do,

et donne finalement
BE() = (dVeE)(E) — dV ()%, E (7). (1.8.4)

Nous constatons que le premier terme correspond a la force sur une charge ; vérifions
si le second terme donne bien, dans le cas de 'électrostatique linéaire et isotrope,
I’expression de la force sur un diélectrique.

wﬁ L % B+ 2 (E.P) = (E,D
:L‘, __206( ) )+56( ) ) 20@( ? )
Numériquement : u(®) = ¢, qui implique

(7, E(@)] = 5 ¢(@)| B[*(#)
Il s’ensuit

0ull%, E(®)] = 57 (EPie) (@)

e 20
et nous avons bien

. av
—dV(2)0,4[Z, E (7)) = &*K) = 5 (1E 20¢) ().

2. — Vérifions encore que le tenseur de Maxwell donne également 'expression de

la force sur un conducteur :

dQKZ-(EZ') = dakT-k(el'),

c’est-a-dire !
-
CE™ () = dow (- DE) ) — dowdte[#, B (@)
et donc
1 _

& (47, D)(§) — dowd(]..]

(—
Nous savons que sur un conducteur, le champ E est perpendiculaire a la surface de

dQKi(el.) _

. . N . <— . , .
celui-ci, c’est-a-dire que d'o || £ ; nous avons alors le droit d’écrire
1

E.D)d
a( ) )0'1'7

1 _
a(d?, D)E; =
d’ou

1
K = doy( =
) o Ce

ce qui est bien I'expression de la force sur un conducteur.

(E,D) - e[...]) = dowul]..],

L’avantage du tenseur de Maxwell est de donner une expression de la force
électrique agissant sur un systeme donné sous la forme d’une intégrale de surface,
ce qui permet d’éviter les discontinuités qui pourraient se trouver a l'intérieur.



CHAPITRE 2

Electostatique linéaire

et théorie du potentiel

Présentation

Nous commencgons par discuter les discontinuités du champ d’induction et du
champ électrique (section 1) puis nous démontrons 'unicité du potentiel lorsque € est
constant (section 2). Nous donnons ensuite a la section 3 I'expression du laplacien
en coordonnées curvilignes orthogonales avec les exemples des coordonnées cylindro-
polaires et sphériques. Les polynomes de Legendre sont alors introduits a la section
suivante (section 4) ainsi que la distribution de Dirac; les potentiels dipolaire et
quadripolaire sont alors examinés. La section 5 traite d'une charge ponctuelle a
I'intérieur d’un conducteur sphérique, ce qui nous permet de parler de fonction de
Green pour une sphere. Le potentiel de Coulomb est ensuite donné en termes de
fonction de Green a la section 7. Le potentiel de double couche fait ensuite ’objet
de la section 8 et la surface a polarisation constante est introduite a la section 9. Le
corps polarisé avec son modele dipolaire est alors donné a la section 10 et la capacité
d’'un condensateur est finalement introduite a la section 11.

2.1 Discontinuité de €(7)

- «—
Nous voulons examiner le comportement des champs D(Z) et E (Z) a la surface
de séparation de deux milieux de constantes diélectriques €' et €”.
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2.1.1 Conditions aux limites pour D(Z)

Fig. 2.1.1

Hypothése : 0 < € < €".

Introduisons le vecteur normal & la surface | 7| tel que |7 | = 1. Nous avons
do () = (Vdo) (7).
donc
do"=dov et do'=—dov.
Considérons le volume AV infiniment petit (du 2¢ ordre) sur la surface de séparation.
La loi d’induction s’écrit
C.AQ = ¢ (d7, D)),
AV
c’est-a-dire, aux infiniments petits du 2¢ ordre pres,
C.AQ = (7", D)(§) + (47, D)(7)
=do(D! — D).
La grandeur (D! — D)) est appelé divergence superficielle de D et sera notée :
(leSD)
Par définition on appelle densité superficielle de charge, la grandeur :

Q)
“9) =Gl

(2.1.1)

Nous constatons que la composante normale du champ D, notée D,, subit une
discontinuité sur la surface de séparation

D! — D) = Cew.

En résumé, nous avons pour D :
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2.1.2 Conditions aux limites pour E(f)

. h % . . h ’
Puisque E = —grad ¢ la circulation de E le long d'un contour fermé est nulle :

f (E (%), dz) = 0.
C
En effet :
j{(E,df) _— / o' B,0(F) = B(F1) — B(a) — O si F1 —> T,
C it

1

AV di

h
|
Fig. 2.1.2

Considérons un chemin fermé C' formé d’un rectangle de grand co6té df et de
petit cdté h (infiniment petit du 2¢ ordre). Alors on a

$ (B.dz) = @, B)(@) + 0P, B)(7) =
c

= — — = — . 7 — . .
Posons E () = (VE, + E1)(¥) ; puisque (d¢, v') = 0, il vient

7{1 (E,dz) = @, B)@) + (a7, B)(§) = 0.

14
ﬁ//
6//
|
|
"n S !
o |
/ E,/\ ’ ’ ’ 4 4
Et : // // // // //
T m ’ ’ ’ ’ ’
: Et t // // // // //
: a/ 6” // // // // //
|
/ «—
! €
/B v
| ¢
Fig. 2.1.3 Fig. 2.1.4

H
Nous constatons que la composante tangentielle (& la surface) du champ E est
conserveée :

(B — E1)(¥) = 0. (2.1.3)
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— =
Le comportement de D et de E peut se représenter au moyen de la figure 2.1.3.

Cette figure 2.1.3, contrairement aux résultats obtenus ci-dessus qui sont valables
dans le cas général, implique 1’électrostatique linéaire et isotrope. Nous avons dans
ce cas (cf. fig. 2.1.3) :

E'"sina” = F'sind/,
D" cosa” = D' cos .
Donc , s’il n’y a pas de charges superficielle, nous obtenons la loi de réfraction
des lignes de champ (valable en électrostatique linéaire et isotrope) :

E"¢" cosa” = E'é cosd/,
ce qui peut s’écrire, en éliminant £” et E’,

tg a// 6//

tga’ €

Par exemple, considérons deux diélectriques homogenes tel que : € = 1 et €’ = 2.
Les lignes de champ de D sont deux fois plus "denses” que les lignes de champ de

T dans le diélectrique €” (fig. 2.1.4).

2.2 Démonstration de ’unicité de ¢(z) lorsque € = cte

Considérons une enceinte conductrice, contenant des charges et des conducteurs
plongés dans un milieu diélectrique homogene : € = cte.

Fig. 2.2.1

La loi d’induction : divD = C, q peut s’écrire, grace a la relation D=cE ,
- O,
divk = —q.
€
— %
Or £ = —grad ¢, donc on a

= — C.
divEk = —divgradgp = — A ¢ = —q.
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Ainsi le potentiel ¢ dans I’enceinte est solution de I'équation de Poisson :

AY(Z) = ——q(7) (2.2.1)

¢(Ya) = Pa- (2.2.2)

Ce probleme (de Dirichlet) n’admet qu’'une seule solution.

Démonstration.

Supposons qu'il y ait deux solutions ¢'(Z) et ¢"(Z); alors
¥(F) = ¢"(Z) — ¢/ (Z)

est harmonique par linéarité du laplacien :

En vertu des conditions aux limites, nous avons
$ (@7 veadv)(@) =0,
Ca

Par le théoreme de Gauss, cette expression peut encore s’écrire
. — N SN2 —
(dVdiv(ygradd)) (@) = | (dV[(grady)® + ¢ Ay ])(Z) =0
v 14 =

- [ @v(mdv)@ ~o
1%

ce qui implique que grad ¢ = 0, donc ¢ = cte. Mais ¢(¢,) = 0, d’ou (%) = 0, ce
qui signifie que les deux solutions sont identiques :
¢'(Z) = ¢"(2),

et donc la solution est unique.

2.3 Laplacien en coordonnées curvilignes orthogonales

Considérons un systéme de coordonnées curvilignes orthogonales {£, 7, ¢} d’ori-
gine P dans l'espace euclidien a trois dimensions. Le repere naturel au point P est

—

le repere formé des trois vecteurs unités [€], [7], [C] tangents au point P aux axes

ga , C
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Fig. 2.3.1

La condition d’orthogonalité s’écrit

(L&l 1) = (1€l [€)) = ([, [<]) = .

Dans ce repére naturel, le déplacement élémentaire dz’ attaché au point P s’écrit

oxr 0¥ 0% » -
df = — + — + — = &d€ +1jd d
¢’est-a-dire :
dz = S(€,, ) dé[&) + H(& m, €) dnlil] + Z(&m, ¢) d¢[Q),
ol
d& composante tensorielle du vecteur dr,
=( )d¢ composante vectorielle du vecteur di.

Pour trouver I'expression du laplacien dans ces coordonnées, nous partons de 'ex-
pression :

dp(&,m,¢) = (srad ¢, dT)(€,7, ),

¢’est-a-dire,

_ 09 99 9¢
do = 8£d€+ 8ndn+ (,Mdc,
qui peut encore sécrire
——109_ 109 109
— =15 1= 1Z7
dp == agudﬁ—i—H aann—l—Z aCchC.

Puisque
d¢ = (grad ¢, d) = grad (Zd€ + grad ,,Hdn + grad (Zd(,

nous obtenons par identification

1 0¢

77[7] +E(’)—C[C]'
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Considérons un volume V' de I'espace, limité par la surface fermée C' et faisons varier
¢ dans V et en le maintenant constant sur C'. Calculons la variation

1 =5 [ (@viemador) @)}

6T = / (averad s, grad 50) ) (2
\%4

Nous avons alors

puisque, sur C, ¢ = cte.

Transformons cette intégrale au moyen du théoreme de Green :

51 — 740 <d?,6¢<@¢> (g)/ _ /V (dv(sqsdivgr‘ﬁqs) ().

-

=0 car §¢(7)=0

A

En coordonnées curvilignes. le volume élémentaire s’écrit
dV == H Z d§ dn dC.

Transcrivons 1’égalité

51 :é{ [ (@Vizmadop) @ = - [ @vassoe)

en coordonnées curvilignes. Pour la premiere expression de §/ nous obtenons
=V =H 5
8 [[[ s dnac(ZZ- @0 + 57 @0 + =00
=
— [[] deanac (—agwgéaé +=20,00,00 + —a<¢a<6¢>

ol nous avons posé : s = (0¢/0E), etc.; nous réécrivons cette expression sous la

forme
— [[ anac [ ae(ZLaco)owos+ [[ agac [ an(ZFo,0)0r00
+ [ dan [ d<(“76<¢)8<5¢,

soit encore en faisant une intégration par partie et en négligeant les termes de surface
puisque d¢(7) = 0, nous obtenons

/ / / e / dga£<—ag¢) 5 — / / déd / dnd, ( n¢>5¢>
_ / / dédn / dga<<“784¢>5¢,
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ce qui s’écrit encore

-] iz 12 2
(ag(—a@) +0, ( 0y0) + ac( )) 5.

Mais ceci doit éte égal a la deuxieme expression de 1, c¢’est-a-dire — fV AV AN d.
Nous obtenons alors 'expression du laplacien en coordonnées curvilignes orthogo-
nales

1 [0 (HZd\ , 0 (2209 = H9¢

EXEMPLE : COORDONNEES SPHERIQUES

z3 z3
Uy \ 2] .
(2] [6]
2 % 2
TP ’ x& ’
6] [7]
0 T
z
© 0
Fig. 2.3.2 Fig. 2.3.3
Ces coordonnées sont définies a partir d’un repere cartésien {x!, z2, z*} par les
transformations :
! = rsinfsin
x? = rsinfcos ¢
23 =rcosd
et par le calcul de .
dZ = dr[r] + rdf[0] + r sin dy|p].
Il en résulte I'expression du laplacien :
1 0 0¢ 8 8¢ 1 d¢
A 0,p) = — 0—+ =
#(r,6,%) r2sin 4 [8rr sin or - 20 ™" 50 (9<p sinf oy |’

soit encore

r2sin?6 ¥

Ap(r,0,p) = [ 0,120, + 11 Op sin 00y + (92}25
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EXEMPLE : COORDONNEES CYLINDRO-POLAIRES

2 23} par les

Ces coordonnées sont définies a partir d’un repere cartésien {x!,
transformations :
2! =rcosd
22 =rsind
3

z

et par le calcul de

—

dZ = dr[r] + rd0[8] + dz[Z].

Il en résulte 'expression du laplacien

10, 0 102  0?

20 = |15 o) T o t 5

o.

2.4 Polynomes de Legendre

Cherchons une fonction ¢(r), isotrope, solution de 1’équation de Laplace
A¢ = 0.

Puiqu’il y a isotropie, A¢ est simplement constituée du premier terme du laplacien
en coordonnées sphériques

1 2
ﬁﬁr(r 8ng5) = 0.
Si r # 0 : nous avons r%(d¢(r)/dr) = a. La fonction cherchée est de la forme :
a
=——+4b
8(r) =~ +
Cette fonction est harmonique dans le complémentaire de 1'origine et possede une

singularité du type 1/r en ce point.

Pour examiner le comportement de ¢(r) = % a 'origine, considérons l'intégrale

A@VA@

ou V est une boule contenant 1’origine. Cette intégrale peut encore s’écrire

L — — —
/ av N\ ¢ = / dVdivgrad ¢ = j{ (do,grad¢).
1% 1% v
L’élément de surface sur la sphéere est

do =r’dQ[7T] avec dQ = dypd(cosb).
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ou df? : élément d’angle solide. D’autre part on a
—_— —1 1
grad ¢ = grad— = —=[r],
r

ce qui donne

dV Ad= ¢ (dF,grad ¢) = r2d§z[<?]i2[?] — — [ dQ = —4n.
Jso=g / It

r

Nous avons donc :
1 ) 1
A-=0sir#0 et dV A—- = —4m.
r V>0

Introduisons la distribution de Dirac :

T =

0 i Z#£0
5(7) = SLTZ0 elle que / dV(T) = 1.
si 0 V>0

Alors :
1 1 }
/ dV A~ + 4n = / dV(A— + 47T6(x)> —0.
1% r 1% r

La fonction ¢(r) = 1/r = 1/|Z] est solution de I’équation de Poisson

1
A— = —47é(Z). (2.4.1)
7]
Un systeme formé d’une charge placée a 'origine peut étre caractérisé par la densité
de charge

q(Z) = —4n ().
Le potentiel créé par cette charge est solution de I’équation de Poisson

£6(@) = ~Z24(7) = - -Q4(@).

Puisque A1/|Z| = —4mwd(Z), si nous plagons la charge ponctuelle en Z mais imposons
les conditions aux limites ¢(7 — oo0) = 0, nous obtenons :

. C.Q 1
o) = 2
drre ||
Si nous plagons la charge ponctuelle en @ mais conservons les conditions aux limites,
nous obtenons :
_CQ 1

 4rwe |£—al’

¢(7)

(2.4.2)



Electostatique linéaire et théorie du potentiel 39

S
|
Q

8y

Fig. 2.4.1 Fig. 2.4.2
Posons |Z| = r et cos = z, alors
17 —a|™! = (¢® — 27, @) + a®) Y2 = (a® — 2arz + a?)"V/2.

Nous pouvons développer cette expression en série de puissances de a/r si r > a ou
en série de puissance de r/a si r < a.

1. — r>a | 1
_ — 2 (1=-92(= -
F-at =~ (1-25)z+ ()

—1/2

est une expression du type (1 + A) et nous avons donc le développement

oo (V) ] ()]
- 1{1+ 2 - 1(g>2+ (=1/2)(=3/2) -4(%)222+---}

r T2 1-2

1 2
:—{1+9z+<9) [—= + =2 + }

r r r

Posons

- ! = = %i(gyPn(z) sir > a, (2.4.3)

|Z — d = \r
oll nous avons introduit
Py(z)=1
Pi(z) ==z
Py(z) = %(—1 + 32%)
Pa(d) = oo (2~ 1),

et ou P,(z) est le polynome de Legendre de degré n en z.
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APPLICATIONS
Dipaole.

Considérons deux charges ponctuelles +@Q et —(@) distantes de @. Si |Z| > a et
¢(¥ — o0) = 0, le potentiel créé par cette distribution de charges est en vertu de

la linéarité du laplacien :
LG Q Q
AT = Ire (yf—ay \:E|>'

Mais en vertu de ce qui vient d’étre vu :

R OYORTTRO RT3 Ok

Un dipole est un ensemble de deux charges de signes opposés telles que :

Q—o0; |dl=a—0 avec Q@ =P =p[a]= nombre fini

et p est appelé le moment dipolaire. On remarque que a"p =0, n=1,2,...

Le potentiel créé par un dipole a l'origine ou potentiel dipolaire est alors :

C.pl
P2 p(2).

e 72

Cbp(f) =

Mais z = Pi(z) = ([],[a]) = cosf et D = p[@] : par conséquent ce potentiel sécrit

C. (p,[4)
Ae r?2

0p(&) = (2.4.4)

z1
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Le champ électrique créé par ce dipole est

T = fradg = 2P (—[xg] + 313[%) .

dre

Quadripole.

Si en plus des deux charges de 'exemple précédent, nous placons un dipdle de
moment —p a l'origine, le potentiel s’écrit

o Ce Q Q@ 1
0= g (o~ o - 0)
— & (Q—Qapl(2>+ QGZ

Adre \ r r3

Py(2) + - — %Pl(z)>.

Par définition le quadripole est un ensemble de deux dipoles de moments dipo-
laires opposés et tels que :

Q — o0 ; |d@| =a — 0 avec pa = Q a* = ¢ = nombre fini

ou q est le moment quadripolaire. On remarque que a”q =0, n=1,2,...

Le potentiel créé par un quadripole a l'origine ou potentiel quadripolaire est
g

6@ = 291 p). (2.4.5)

= o)
e 13

On remarque enfin que, en groupant @), —Q), p, —p, q, —q, . .. on obtient des poles
d’ordre de plus en plus élevé.

2. — a>r

1 o\ —1/2
|f—a|—1:—<1—zfz+(f)) .
a a a

Nous procédons de fagon analogue au cas ou 7 > a et nous avons

1 1 o= /T\"
—_ == —) Pu(z)sir<a. 2.4.6
|# — d az<a> n(2) ( )
n=0

Ainsi le potentiel créé par une charge +@Q placée a une distance |@| de l'origine sur
I'axe Ox? est donné pour les points Z tels que |Z| < a par

C.Q
o(7) = & @ 3 aZ - Py(2).
=0

4re
n
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APPLICATIONS
1. Pole a l'infini

n:0;p{):Q: nombre fini (Q — o0 ; a — o0)
a
— C€p6 Ce p6
— F, = =ct
4(7) 4de 0(2) 4re e

2. Dipéle a Uinfini

nzl;p’lzﬁz nombre fini (Q — o0 ; a — 00)

C. 7 C.
o(2) = L rPi(z) = D1 cos = Az®
4dme 4me
— — <—3
alors E = —grad¢ = —A;[z°].

Ce champ constant peut étre réalisé par un condensateur plan, figure 2.4.4.

x3 z3
1 x1
E
E
Fig. 2.4.4 Fig. 2.4.5
3. Quadripéle a l’infini
n=2 p,= % = nombre fini
a
C. p! C,phyr? 3 2
3(7) = —L2p2py(5) = =2 P27 (L1 1 300520) = A, [ S(2*)2 — =
4me 4dme 2 2 2

« 3 —
alors E = —grad¢ = Ay (? — §x3[x3]) :

Les lignes de champ sont représentées surla figure 2.4.5. Puisque :

A (% i(%)%ﬁ(z)) =0,sir>a et A (% i(g)nPH(z)) =0sir<a,
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alors, par la linéarité du laplacien, nous avons les deux cas suivants.
Cas a) ]
A (mPn(z)> =0 pour r #0.

Exprimons ce laplacien en coordonnées sphériques en supposant une symétrie
axiale :

L
(ﬁ&r O, + = Smeae sin 989) n+1P (z) = 0.
Comme z = cos #, nous avons
0 0 0 0
(=) ()= —(=Z)sinf = T— AL
% (62) <80> (82) sinf = “ 0z
et alors
1 1 0 0 0 0
: = = 1221 — 221 — 22— — — (1 — 22—
gt = A=A =E V=2 = o =2
ce qui donne successivement
10 ,0 10 9 O 1 B
(ﬁa’" Fr o G @) i nl2) =0
1 0 9 O
73 (P”( )(1 = 2%) — 22P,(2) + n(n+ 1)P,(2)) = 0.
Donc, P,(z) est solution de I’équation différentielle de Legendre
P!(2)(1 — 2%) — 22P.(2) + n(n + 1) P,(2) = 0. (2.4.7)

Cas b)
Ar"P,(2) =0, r < 0.

En coordonnées sphériques, et s’il y a symétrie axiale, on a

Ar"P,(2) = Pu(2) 1286 (r*nr™ 1) —1—7‘”262(1 — 22)%]3 (2)
= yn2 (n(n + 1)P.(2) + %(1 -z )E)azp (z)> = 0.

On retrouve I'équation différentielle de Legendre.

Tout ceci permet d’affirmer que la série infinie

) . 1
n=0

ou A, et B, sont des constantes déterminées par les conditions aux limites, est
solution de I’équation de Laplace A¢ = 0 pour r # 0.

Les polynomes de Legendre ont les propriétés remarquables suivantes.
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o Ils forment une famille orthogonale :
+1 9
/_1 Pa(2)Pa(2)d2 = b
o Ils ont des valeurs particulieres en —1 et 1 :
P,(+1)=1 et P,(-1)=(-1)".

« Dans cette section, nous n’avons considéré que les multipdles a orientation par-
ticuliere : sur Paxe Ox3. Pour traiter les problémes relatifs & des orientations
quelconques, I’emploi des polynomes de Legendre ne suffit pas, il faut introduire
les harmoniques sphériques.

2.5 Charge ponctuelle a l’'intérieur
d’un conducteur sphérique

Considérons une sphere conductrice de rayon R, dont le centre se trouve a une
distance a d’une charge ponctuelle ().
a) a<R

Soit ¢, le potentiel sur la sphere; cherchons le potentiel ¢(Z) créé par un tel
systeme dans le domaine |Z| < R (a Uintérieur de la sphere).

Fig. 2.5.1

En l'absence du conducteur et si nous posons ¢(Z — oo) = 0, nous savons que
le potentiel dii a la charge ponctuelle () est

C.@ 1

4e |T —a|’

$(7) =
ce qui constitue une solution particuliere de I’équation de Poisson

A(T) = —%Qé(f — Q).
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En vertu de la linéarité du laplacien, nous pouvons écrire

C.@ 1

dme |Z — d|

¢ = + x(Z,d) avec A, x(¥, @) =0. (2.5.1)

I1s’agit de déterminer (7, @) de fagon a satisfaire la condition imposée par le conduc-
teur ¢(y) = ¢o. La solution, si elle existe est unique en vertu du théoreme d’unicité.

Nous savons que pour 7 > a nous avons

Ce Q
4re |:Z"i6| 47Te ; ( )

Or, nous avons vu qu’une solution de I’équation de Poisson pouvait s’écrire au moyen
des polynomes de Legendre; il est possible d’écrire en général

2 W ;(rn+1+z4nr> (),

d’ou, par identification,

a, =a" et x(z,a)

47re ZA r

On vérifie que Ax(Z,d) = 0. Sur la sphere, ou ¢(y) = ¢y, nous devons avoir

B 47T6 Z(Rn+1 + Aan>Pn(z).

Le coefficient a,, du polynome P,(z) est donné par

+1

a, = (TH— %) » o P (z)dz

Comme ¢y = cte, nous obtenons

1 4re a”

}_% oy A() ¢0 Q (P()(Z) = 1) et W e Aan =0
d’ou :
4e 1
Ao — _ =
0 ¢OCeQ 7
A, =— a n > 1.

R2n+1 pour

Nous pouvons alors construire x (&, ). Posons pour simplifier ¢g = 0, et alors :

X(Z,d) = 47T6 Z R2n+1 Fo(2).
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Posons b = R*/a, d’ou 1/b™ = a"/R?" et b > R (car a < R); alors :

C.Qb 1/r\n
x(#,a 47T€RZ< ) :_47T€ ﬁg:E(E) Fu(2)
C.Qb 1
 drre E’f_g’

La solution cherchée est alors

o @ (b 1
¢(I)_47re<|f—c_i|_(§Q>|j‘_[;’|)‘

En posant Q" = —(b/R)Q, nous avons

¢(7) =

Ce < @ QI_,) pour Tx| <R. (2.5.2)

Z—al |z —b|

Nous constatons, que du fait de la présence de la sphere conductrice, la charge @
créée par influence une charge virtuelle Q' = —(b/R)Q = —(R/a)Q située en b,
b> R.

b) a>R

La charge se trouve a I'extérieur de la sphere. La solution en termes de polynomes
de Legendre s’écrit dans ce cas

4we j{:( (G) Tiﬁl)f%(Z)

La condition ¢(y) = ¢ détermine la valeur des constantes B,

dte R
By = gppRme — =
0= %o C.0
R2n+1
Bn = —W pour n 2 1.

Donc :

. Ce 1 n R2n+1 1 R
¢(T) = Are Z(a(%) Q- Wm@) Po(z) + %?-

Posons comme ci-dessus b = R?/a, d’ou b < R, et Q' = —(R/a)Q ; nous obtenons

=l s ES (10 o (@)

c’est-a-dire




Electostatique linéaire et théorie du potentiel 47

qui est le potentiel a l'extérieur du conducteur (|Z| > R).

c) Fonction de Green & l'intérieur de la sphere Co(¢) = 2 — R> =0

Cette fonction, définie par

Elle est définie dans la sphere, et possede une singularité au point £ = @. Démontrons
que (7, @) = ¢(d,T) :
1) d’abord, nous avons évidemment (1/|7 — d|) = (1/|ad — Z|)

2) Ensuite, nous avons successivement

(7,d) b 1 R 1
X x7a = 5T = - — —
R |z a |7 — (R?/a?)d]
1 a _\? o R _\2| Y2
" [(@/R)7 - (Rja)a] ‘(E‘O — 5@+ (Ea)
L5 s 2 s
:—(ﬁax —Q(x,a)—l—R) = x(a, 7).
Syl sym.
Calculons encore : limpg_,+ 9(Z, @). Nous avons
.. 1 R 1 _ 1 R 1
Vo0 = e T Foa < (]
1 R a>2 1 1 a 1
|#—d a\R/ |@—(a?/R)Z| |Z—-d R|d— (a2/R2)Z|
1 1 a’ a2 \2 )\ 2
- B (5)
74 R( 5(Z,d) + 7 x)
1 1 a a?
_ (1 4+=2(Z.a) + —
7—4 R( +R2(£L‘,(I)+R2‘|‘ )
—0 Si‘,R—m)o
Donc : |
AL VED =g
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2.6 Cas général — Théoreme de Green 11

Au début du chapitre 1, nous avons démontré le théoréeme de Green I :

[ @veavaie) = § @700 - [ (@v(a.mado) @

\%

Si nous posons a = gr?i> 1, alors le théoreme ci-dessus s’écrit
[ @ve @ = § @5 made)@ - [ (@(ads, sads) @)
v v v
De méme on a
[ @ve 20)@ = § @5 vamdo)m - [ (@vimds, gmie) @)
14 v 1%

Par différence, nous obtenons le théoreme de Green II

/V (VOG- A )@ = 7{ (67 (ddi — s ) ()

Fig. 2.6.1 Fig. 2.6.2

Considérons un volume V' quelconque, limité par la surface fermée C(y) = 0

-,

et introduisons les deux fonctions de Green (%, d) et ¢(Z,b) qui, par définition,
vérifient les conditions suivantes :

(N, Y(F,8) = —4n6(Z — @)
W(Z, @) = F_at X(Z,a@); § Do x(Z,d) =0

| ¥(7,@) =0

(N, (Z,b) = —4nd(T — b)
w<fﬁ>=|fig‘+x<f,6>; Do X(7,5) = 0

| ¥(7,b) =0

Démontrons que, dans le cas général (volume V' quelconque), les fonctions de Green
sont symétriques :

-,
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Excluons du volume V' les deux points a et b au moyen de deux petites spheres
Cou(¥a) = 0 et Cy(z,) = 0 centrée en ces deux points. Alors, dans tout le volume
restant V', nous avons par définition des fonctions de Green :

-

Dap(Z,d) = Dah(Z,0) =

Nous avons donc, par le théoreme de Green 1II :

_ / iV (& >{w( z, d) Awﬁz—www}

7{ y{j » [d?@'),(ww@gmmﬁ)—w@f,z?)gr?fyww,a))].

=0 par deﬁmtlon

—
— —

Posons : 7, =4 — a; 1, = & — b; ’élément de surface sur la sphere C, s’écrit alors
— o ~1.9
do o(Yo) = —[Far5dQq,

ou df2, est I’élément d’angle solide ; on introduit la notation correspondante pour la
sphere . Alors :

T | Lo
w<ya7 a) =—+ X(yav (Z)
Ta ~——

fonction réguliére

7 — — [Fa] N — —
grad ;i (Y,, @) = — 2 + grad , x (¥, @).
a ﬁ_/

fonction réguliere

Et de méme pour (¥, 5)

Faisons tendre r, et r, vers 0; nous avons alors

0= (§ + 4 ) a7 @. (7.0t 035~ 7. D07

) . 1 o = I
— i § | = a0l ([ + 370 med 007

rqe—0 @

_¢(?Jaag)[ IFa a] —i—gradyx Ya, @ D]
+r1bi£n>0 ) {—derE[Fb],( V(s )[—% (yb,b)]

_ [le + X(Jbs g)]@}yw(gb’ 6))} '

La seule singularité de (%, @) étant (1/r,) en @ et celle de 1(Z, b) étant (1/7;) en b,
LOUS avons :

0 = lim dQ (Y, ) + hm A% (i, @),

rq—0 c., ry—0 o
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c’est-a-dire : . B
0 = —4my(d,b) + 4mp(b, @),
soit encore
w(c_ia g) = w@'? a)
Montrons encore que pour un probleme donné la fonction de Green (T, d) est
unique.

Supposons qu'il en existe deux ¢/(Z, @) et ¥"(Z, @). Considérons
n(Z,ad) = ¢'(Z,d) — " (%, d).

I1 vient alors
"

et cette fonction ne possede aucune singularité dans V' donc :
An(#,@) =0 et n(Fa) = 0.
Par le théoreme de Green I :
$ @7 ngmadn)@) = | (@ (lgradnf +n S0))(@),
14 14 :6/

d’ou

—

gradn(Z,d) =0 donc n(Z,d) = cte =0 car n(y,a) =0,

ce qui entraine

2.7 Potentiel de Coulomb

Soit un volume V, limité par une surface conductrice C(y) = 0. Dans ce volume,
nous supposons l’existence d'une distribution de charges répartie selon la densité

q(7).
Nous savons (cf. sect. 2.2 ) que le potentiel crée ¢(Z) doit satisfaire 1’équation
de Poisson
C

Np(Z) = ——q(7) avec € = cte.
€
Nous imposons la condition aux limites :
¢() = 0.

Pour le calcul du potentiel ¢(Z), nous introduisons la fonction de Green ¢ (&, @), telle
que

(¥, d) = 0.

Excluons de V' la petite sphere de centre a.

{ AY(Z, @) = —4nd(Z — @)
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Fig. 2.7.1

Dans le volume restant V', nous avons A¢(Z, @) = 0. Par le théoreme de Green
IT, nous avons

/(dV(¢ Aw wma) (74 f) da grady) — wgradcb)(ya)

70

En procédant comme au paragraphe précédent, I'intégrale de surface s’écrit

. 1.2 . i ST —— n = =
lim ¢ | [T, ¢() (=5 + grad (6, ) — erad,0(6) (= + (7., @))
=Y Jc, T N——— r N——

f. réguliere f. réguliere

= 4dm(a),
—
en supposant ¢(Z) et grad ¢() régulieres.

Nous obtenons alors l'identité de Green

0@) = 1= | V@ (= 2 0@ D).

En remplacant A¢(Z) par sa valeur tirée de I’équation de Poisson : —(C./€)q(Z),
nous obtenons 'expression du potentiel de Coulomb au point a :

#(@) = 22 /V @V Q)@ (E, ). (@27.1)

4dre
Lorsque V' — V, alors nous avons vu que ¢(Z,d) — 1/|Z — d|; il s’en suit

$(@) = 2 / WVOE)  ee 37 = 00) = 0. (2.7.2)

4rre |¥ — d

Dans ce cas, on peut calculer le champ E au point a. En effet, nous savons que

—

— —
E = —grad ,¢(@). Comme 7, = ¥ — d,

1 1
grad,— =grad,—— = — Cf, =,
T |Z — d |a — |2

et alors, avec (d*Q = dV¢), on obtient

F(a) = L / d@(f)%. (2.7.3)

4e
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Fig. 2.7.2

Remarque.

Les fonctions de Green ne constituent pas un bon moyen pour la résolution
pratique de problemes concrets, car ils est tres difficile de les construire, sauf dans
les cas simples, comme celui vu a la section 2.5.

2.8 Potentiel de double couche

Rappelons les résultats de la section 2.1 concernant les surfaces chargées :

(1) ]{Av(d‘aﬁ)(g) —C.AQ=C.wAq

@ (B - E)E) = Zu@.

€

AV

N

Fig. 2.8.1 Fig. 1.8.2

Considérons maintenant deux surfaces chargées distantes de h. La surface (+)
est chargée avec une densité de charge positive +w, et I'autre (—) est chargée avec
une densité de charge négative —w.

La loi (2) nous donne immédiatement les propiétés d’un tel systeme :

C.

E,j — Ely = ?(—w)
Ce

Ez//, — E,j = ?(‘H,O)
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De la, nous tirons :

g =% _g
€

h
La composante normale du champ FE ne subit aucune discontinuité (alors qu’il en
existe une s’il n'y a qu’'une seule surface chargée).

E,

Cey
Fig. 2.8.3 Fig. 2.8.4

%
Evaluons la circulation du champ E'. Nous savons que :

]fc (E,dz) = 0.

On a donc successivement, cf. figure 2.2.3,

" "

/(Edf):Jr/ Bdr=—Seun
’ ’ €

1" 1"

/(E,d;ﬁ):—/ (gmcb,df)z—[”d¢=¢’—¢".

Densité de polarisation.
Si h— 0et w— oo avec w h = nbre fini alors : n = w h est appelé densité de
polarisation. Alors, avec cette définition, on a

S (28.1)

(¢" = ¢)(Y) =

L’interprétation de cette densité de polarisation est la suivante. Lorsque h — 0,

les deux surfaces peuvent étre considérées comme les deux c6té d’une surface bilatere.
Cette surface est chargée positivement d’un coté (+) et négativement de autre (—).
On admet alors que cette surface est formée de dipoles élémentaires orientés selon
la normale 77 avec une densité n(7) : on Uappelle surface polarisée & double couche.

Calculons maintenant le potentiel crée par une double couche. Nous allons procé-
der de la méme facon que lors de la recherche du potentiel de Coulomb. Considérons
un volume V' limité par la surface fermée Cy(7p) = 0, formée d'un conducteur sur

lequel ¢(7p) = 0.
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Co(%0) =0

o
A

Fig. 2.8.5

Excluons de V' la petite sphere C', de centre a et le volume limité par la surface
fermée C, contenant la double couche. Par le théoreme de Green II, nous avons

0= /V (v6o8-v00))
0 =0

= ( f% +]{a +}1{) (d?,cbgradw - @/ﬂgradé) (%)

=0 par définition

Nous avons vu au paragraphe précédent que

lim ¢ (d7, ggrady — verado) (7) = 476(@).

Tq—0 C.,

. . = \ /.
Pour la surface C,, nous choisissons d'o normal a la surface extérieure (et non plus
normal a la surface intérieure ainsi qu’il ’a été fait dans ’expression ci-dessus du
théoreme de Green II).

Fig. 2.8.6

Donc : do devient —d'a et alors

0= tro(@) + ¢ (~d7. dgrady + vgrads) 7).

Cs

Si h — 0, donc si le volume contenu dans C,, tend vers 0, alors on peut considérer Cl,,
et C,, comme les deux cotés d’'une méme surface X, qui correspond précisemment
a la surface polarisée.
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Nous avons (aux termes du 2¢ ordre pres) :

1wo(a) = [ (47 Smadv — vgrdd) @)+ [ (47 gradv - verad’) (7).

1 0‘72

Sih—0etdos=—daoq, on a alors

in9(@) = [ (47 (¢"grad v — vgrad " — grad v -+ vgrad ) ),

c’est-a-dire

drg(a)

/E (47 grad (7,8 (¢ - ) (@)
T / (47, v(7 )(—erad, ¢" + grad, ¢)) ).

Or nous avons vu que

Ce
(6" - )@ = =n(@) et |- grads’ +gradg), = B/~ B, =0,

ce qui conduit a
— Ce = 7 — = —
¢(@) = (d o, grad (7, a)) n(7)-
by

" 4me

Si V. — Vi, alors ¢(y,d) — (1/|¢ — d|), donc grad,o(y,d) — —([Fa]/r2) avec
7, = iy — a. 1l en résulte que le potentiel créé par une double couche est alors si
$(T — o0) :

gb(c_i): Ce /E_<d0(g)>[g_6])

d7 (7)

Fig. 2.8.8

Grace a la convenion suivante :

([Fa), d7)

2
Ta

dQ(y) =

dQ(y) > 0 si d@ voit la surface négative

= élément d’angle solide

<y

dQ(y) < 0 si a@ voit la suface positive,
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le potentiel de double couche s’écrit

#(@) = =2 /E(dﬂn( 7

0 si @ voit la surface T . (2.8.3)
4me

INIV

Remarque : cas ou la surface polarisée a aussi des charges superficielles.

Si |wg) —w)| = wi # 0, la surface 3, en plus de la polarisation 7, possede une
distribution de charges superficielle de densité w;. Alors
C

E!l—E =—"uw #0
€
et le potentiel di a cette distribution est
— O@ —/ — —
0@ = = [ (@7, 7(7.2)
b

4me
Comme |do wi| = d?Q, d'o || 7 et || = 1, ce potential s’écrit donc
Ce

2.9 Surface a polarisation constante

Pour une telle surface, nous avons :

Cen
¢(Z) = 4 —
ou
Q, = / dQ. () avec dQ,(Y) z 0 si @ voit la surface T .
by
1. — Couche quelconque.
Fig. 2.9.1
2. — Couche fermée. Le potentiel est donné par
Ce
p(a’) — = — alintérieur

47r6 €
é(d@) — 0 & lextérieur

et 'on retrouve bien ¢(a”) — ¢(a@’) = (¢" — ¢')(y) = (Ce/€e)n.
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$—
Le champ F (a)

H
Cherchons a déterminer le champ FE (@) dii a une surface a polarisation constante.
Par la formule des accroissements finis, on a

(6 + 6) — o(@) = 22D — (grad o(a), o3)
— —
Or grad ¢(d) = — E'(d), il en résulte donc
$—

é(d@+ da) — ¢p(a) = —(E(a), d).

Mais au lieu de déplacer le point @, nous pouvons déplacer la couche double de —da
et obtenir :

(E(@),6d) = $(@) — ¢—sa(@).
od

Fig. 2.9.3 Fig. 2.9.4

En changeant le signe de la polarisation sur la couche déplacée de —da, nous
obtenons -
(E(d),0d) = ¢ (@) + ¢~5;(a@)-

—

Appelons 65, anneau reliant le deux surfaces et 0¢(a) le potentiel qu’il crée en d.

} | i
b | -
/ L:/ //
A_/(;a ”””””” -
Fig. 2.9.5 Fig. 2.9.6

Alors, le potentiel di a la couche double (S + S_sq + 05) est nul au point @,
puisque celui-ci se trouve a 'extérieur de la couche fermée :

¢7(@) + ¢-55(d) + d9(d) = 0,
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et donc

= — — —
—(E(@), 6a) = 6¢(a).
En vue de simplifier les calculs ultérieurs, rappelons les notions suivantes.

Produit vectoriel et de vecteur axial

Dans un espace euclidien et cartésien (*), formons a partir des deux vecteurs
N L = *
a (a' =a;) et b (b* = by) le tenseur :

R e = a'bh — aFb'.
Considérons alors le tenseur antisymétrique

ikt +1 siik ¢ = permutation paire de 1 2 3
€ = Cire = : L .
H —1 sii k¢ = permutation impaire de 1 2 3.

alors :

oy

Fig. 2.9.7 Fig. 2.9.8

Nous avons alors la figure 2.9.8 sur laquelle d 7(3]) désigne I’élément de « ligne »
bordant la couche. Il est possible d’écrire

0T () = [6@ A 6 € ()]
en convenant que éd'c = dd'c et nous avons
doT (§) = [d0 () A éa).

Le potentiel ¢(@) de la couche S est, en vertu de ce qui a été vu au paragraphe

précédent :
<— — —
—(do, [y —d])

@) = / =z
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Sa variation est :

5¢(a_:) _ 0677/65 —(dd(g),[g—a])

4rre |y — d|?

ol 65 est la surface du cylindre défini plus haut, figure 2.9.5.
Sdo

6@ A 6 2 (7))
Fig. 2.9.9 Fig. 2.9.10

En remplacant 6d'c par sa valeur, nous obtenons :

Con f [d0(5) A 8d), [7.)

2
4me rg

bl

0(d@) =

oil 7, = § — d.

Fig. 2.9.11

Utilisons la propriété du produit mixte

(d,T) = (d,[anb] =V >0,

ou V est le volume pseudo-scalaire du parallélipipede formé de a, b et d. D’autre
part, comme da est un vecteur constant, nous pouvons écrire

5925(5):_0677(% Mﬁ@),

2
4re r2

Or do(a) = —(f(&),é@) et puisque dd est un déplacement (constant) arbitraire,
nous avons

E(ad) =
(@) d7re r2

a

— _@nf —dT(§) A7
contour
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Comme 7, = iy —a, alors —7, = d—1y et le champ créé par une surface a polarisation

constante s’écrit _
p-Cen § W@ Eg
dre Jo |d — 9] ’

(2.9.1)

Il ne dépend donc que du contour de la surface.

2.10 Corps polarisé

En électrostatique linéaire, nous avons vu au chapitre 1 que les propriétés di-
électriques d’un systéme étaient caractérisée par le tenseur diélectrique €*(ZF) tel
que

D'(Z) = *(2) Ex().

Dans ce paragraphe, nous allons étudier des milieux diélectriques pour lesquels la
relation ci-dessus peut toujours s’écrire :

D(Z) = Dy(Z) + C.P(Z) ot Dy(Z) = eoE(Z). (2.10.1),

ol € et C, sont des constantes dépendant du systéme d’unité choisi. Le champ P (Z)
ainsi défini est le champ de polarisation. Dans le systéeme de Gauss par exemple :
Eozlet 06247T.

La loi d’induction s’écrit alors
divD(Z) = divDy(Z) + C.P(Z) = C. ¢(Z),

donc
divDy(Z) = C.(q — divP)(Z) = C. ¢ (), (2.10.2)

—

ou ¢'(¥) est appelé densité de charges apparentes et —div P(x) est appelé densité de
charges fictives. Considérons encore les conditions aux limites de deux diélectriques
dont I'un (notatation ’) est celui défini par la relation ci-dessus.

"

"

ST

Fig. 2.10.1 Fig. 2.10.2

Nous savons que :
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donc
(Dzlx/ - (D(/)u + Ce PV)(Z?) = Cew(g>~

Lorsque €’ = ¢y (ce qui correspond au vide) on peut écrire
(D(/)Iu - Dé]u)(ﬁ) = Ce(w + Py)(?j) = Ce w/(g)a (2103)

ou w'(y) est appelé densité de charges superficielles apparentes et P, (i) est appelé
densité de charges superficielles fictives. En électrostatique linéaire et isotrope, nous
savons que

et alors

Nous pouvons poser B .
P(7) = o(2) E(T),
ou a(Z) est la polararisabilité du corps. Puisque : €(Z) = ¢y + C. (%), sa valeur est
donnée par
(%) — €
Ce
L’hypothese d’isotropie n’est nullement nécessaire pour les calculs qui vont suivre.

a(Z) =

Puisque D(@) = e E (@) avec ey = cte et E(@) = —gr?i)(b(c?), NOUS Somies ramenés,
pour la recherche du potentiel ¢(@) au calcul du potentiel de Coulomb crée par une
distribution spatiale de densité ¢/(Z) et par une distribution superficielle de densité
W' (). Le potentiel ¢(a@) en un point @ extérieur au diélectrique s’écrit alors

5@ C. {/V (dV (g — div 13))@) . ]{V do(w+Py)(g)}7 (2.10.4)

4meg Ta Ta

avec 7, (T) = & — @ et 7, (y) = i — d.

Calculons maintenant la charge fictive contenue dans le corps polarisé :
@-a= [ -0)@+ § (@l =)@,
Mais ¢’ — ¢ = divP, ' — w = P,, donc
Q-Q=- /V(dVdivﬁ)(f) + j{/(d?,P)(gj) =0
(en vertu du théoreme de Gauss). Par conséquent

Q' =Q.

Le corps polarisé ne contient pas d’autre charge que celle donnée par les densités de
charges ¢(Z) et w(y).

Si le corps est parfaitement isolant, alors ¢(Z) = 0 et w(¢) = 0, et il ne possede
pas de charge.
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Interprétation physique : le modeéle dipolaire.

Afin d’interpréter physiquement ]3(:?), nous allons montrer que le potentiel crée
par des dipdles répartis dans le diélectrique avec une densité de moment dipolaire
B@ = lm (qd)(@)

CZ‘H(_)’, q—00

est précisemment le potentiel trouvé plus haut.

Fig. 2.10.3

Remarquons d’abord que
(dVq)(Z+ d) — (dV q)(Z) — 0 quand d — 0.

Le corps dipolaire a une densité de charge nulle : ¢(Z) = 0.

En généralisant le calcul fait pour un seul dipole (cf. sect. 2.4), nous pouvons
écrire :

€y v i—7+d la—1Z
. ) 1 1
= lim (qu)(x){ = — H}
TéEo v @a—z+d la—7|
¢ 1
— = [ av(z (P grad )
e [ v (@)(P@).amd —

ce qui devient, en utilisant le théoreme de Green I,

$(@) = {/VdV(:E)_diV—%JF%/M}

~ dreo G — 7] @ — 7]

ce qui est bien le potentiel trouvé plus haut dans le cas d'un isolant (¢ = w = 0).

Pour un diélectrique isotrope et isolant, le potentiel ¢(Z) n’est donné que par
I'intégrale de surface
()
|

—

o(d) = C. fv(d‘ap

)
Arreg |y — a

car divP = 0. En effet :
divD = divDy + C, divP = (0 + Ce a)divE =0,
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donc divE = 0 et, puisque P= &E, on a divP = 0.

Le champ électrique E (@) en un point @ extérieur au diélectrique est donné par
= _— —s
E(@) = —grad¢(a),

ou ¢(a) est le potentiel calculé plus haut.

Par convention, nous appelons potentiel et champ diélectrique en un point @
situé a intérieur d’un diélectrique les grandeurs :

- s, f o)

E(d@) = —grad ¢(a)

Il apparait une certaine part d’arbitraire, en raison du caractere fictif des densités
—divP et P,.

Lorsqu’on calcule le potentiel et le champ a 'intérieur d’une cavité réelle creusée
dans le diélectrique et que nous faisons tendre celle-ci vers 0, le potentiel tend vers
la valeur définie conventionnellement, par contre, la valeur du champ dépend de la
forme de la cavité et de la fagon dont celle-ci tend vers 0. Mais, si nous considérons
une cavité fictive, nous retrouvons la valeur conventionnelle. Ces faits amusants
tiennent au caractére fictif des densités —div P et P,.

Application particuliére.

$3

€0

Fig. 2.10.4 Fig. 2.10.5

Considérons une sphere diélectrique placée dans un champ homogene tel que
<Eoo : (0, 0 E) et calculons le champ qui réegne a lintérieur du diélectrique.
Rappelons d’abord les résultats obtenus a la section 1.3 pour une sphere chargée de
facon homogene avec la densité : ¢ = (4/(37R*)Q = cte. Le potentiel, est solution
de I’équation de Poisson A¢ = —(C./€)q et nous avions trouvé a l'intérieur de la
sphere I'expression

=0 condition limite
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-

d(0,0,d)

Fig. 2.10.6 Fig. 2.10.7

Considérons maintenant notre sphere diélectrique caractérisée par une densité
homogeéne de moments dipolaires.

Par analogie avec le cas précédent ot (dV q)(Z+d)—(dVq)(Z) — 0 quand d — 0,
nous pouvons écrire :

n — Ce 1 . — 77 it —
¢"(Z) = ——-lim ¢(|Z - d]* +|d|* — |Z]*)
€0 6 4—0
Lorsque d — 0 et ¢ — oo (hypothese dipolaire), on a
3 CE 1 . — it - R — O@ ]' . 7 - Oe 1 5 —
¢ (7) — — = Lm(|Z]° + |d]” —2(Z,d) - |2]*) = — = lim 2(q d,7) = — (P, 7).
€ 6 4-0 ~— €0 6 40 € 3

=0

Or le déplacement d des charges de signes oposés est dii au champ EOO, donc P I
Ey || [#3] et donc

: Ce1
mnt. (2 _e_P 3'
6 (F) = ZzPa
D’autre part, ¢oo = —Foox> et E= —grad ¢ conduisent a
E(int. total) __ [E] E. — %lp .
€0 3
Mais comme P = o E( tota) on o donc
E_l'(int. total) _ [33] E. — %QE(int. total)
€0 3 ’
d’ou g
E(int. total) _ 0
C. 1
- ——a
€0 3
Mais comme o = (e — €9/C), il vient
E(int. total) _ EOO _ Eoo
% 1 € — € 1 16 — €

e3 C. 3 €
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Finalement, nous obtenons I’expression du champ électrique a I'intérieur de la sphere :

E(int. total) _ 360
2€9 + €

Comme € > ¢, Elint-total) ~ B
Dans la sphere, le champ électrique est homogene, mais il est plus faible que le
champ homogene qui lui a donné naissance. On dit alors que le champ P induit par

E est « dépolarisant ».
Nous constatons que la surface extérieure de la sphére agit comme un dipole de

moment p égal a
p= [ @ P)a,
1%

c’est-a-dire

—,

pl@

ol encore, en remplacant o et £ %) par leurs valeurs,
4men € — €
= R’E,.
v C., 2¢p+¢ o

4 4 .
] = [f?’]—’/TRg P = [-fg]g’/TRSOé E(mt. total)’

On dit que le champ F, est le champ inducteur du noment dipolaire p. Le champ de
ce dipole (a lextérieur de la sphere) s’écrit, en vertu de ce qui a été vu a la section
C. ——pcosb

2.4,
Ey(7) = — d
(%) 47reogra 72

Par conséquent, le champ total régnant a l'intérieur de la sphere est :
Ce ——pcosf
grad ———.
0 T

E(int. total) (=\ _ [73 B, —
(@) = [ —

2.11 Capacité d’un condensateur

Soient deux conducteurs a et b de charge @, et Qp.

Co,.--
// Qa AN
II \\
i \
] 1% ]
1 1
2 i
\ Qb /
‘ e()

Fig. 2.11.1
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Choisissons pour simplifier : Q, = —Qp = Q et (&) = € = cte. L’énergie de ce
systeme est
U / L E Bav )@
— v 205 ) xT),
— —
et donc, puisque F = —grad ¢,
1

U:

-5 /V (dV (6rad $, D)) ().

Par le théoreme de Green I on obtient

U= 56~z D@+ [ @ divﬁ))(ﬁi}-

N

-~

=0 car divD=0 dans V

Posons ¢¢, = 0. Alors I'intégration sur la surface extérieure Cy est nulle; il reste
les intégrations sur la surface des deux conducteurs. En se rappelant que sur un
conducteur ¢ = cte, nous avons

v=—3{og § @7 D@+ oz § @7 D).

e

Par par définition, on a

1 — \/—
E% (dO-7D)(yCaou b) = CQc'a,oub et Qa = _Qb = Q?
e JC

aoub

ce qui conduit a

U=3Q (6~ )

On remarque que ¢ est proportignnel a () car si on double ¢, alors D= —€p grad ¢

double et Q@ = —(1/C¢) §.(d7, D) double également. Ceci nous suggere de poser :
1 2

U= 5% avec K >0, (2.11.1)

ou K est, par définition, la capacité des deuxr conducteurs.

On a alors 102 .
U:§?:§Q<¢a_¢b)a
et nous en déduisons "
gba - ¢b = E Q

Capacité du condensateur sphérique.

Soit un condensateur formé de deux spheres concentriques. Calculons sa capacité
K.
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On a:
f(d?, D)=C.Q et 47D, =C.Q.

Les composantes (radiales) de E et de D sont donc

C. Q

r p—
472

L

+Q

o

1
et FE,=-D,.
€

Fig. 2.11.2

L’énergie vaut

1 1 Ry \?11
U= dVET D, = —47?/ drr2(£> -2
1

2C, 2C 4 ) ert
[ME lpl(L 1
) 47T6 R T 4re \ Ri R
RiR 4dme R R
5 C. 1102 hulvg
— = d K=
Q 4me <R2 Rl > One C RQ R1

SiRy—Ri=d— 0, alors 4rR1Ry — 47R?> = 0 et

€ o

C.d

formule applicable aux condensateurs plans. En unité de Gauss (C.G.S.),

C. = 4rle] = 1, [K] = cm?[d] = cm.

K =

Généralisation au cas de plusieurs conducteurs.

Pour un systéme contenant plusieurs conducteurs, nous pouvons écrire par gé-

néralisation
Z 25 QaCQp.

On voit facilement que K.p = Kg, = K(aﬁ) et que {K(_alﬂ)} > 0. Les K,3 sont
appelés coefficients d’influence et les K, sont les capacités.

On remarque que dans le cas traité de deux conducteurs portant des charges
égales et de signes contraires, le coefficient K correspond a

K= (K;L-2K 4+ K3}).






CHAPITRE 3

Courants stationnaires — Aimants

Présentation

La section 1 introduit la loi de production au moyen du champ magnétique et
de la densité de courant ; il explique ensuite que les courants stationnaires ne sont
pas une répétition de I’électrostatique ; une analogie formelle entre les courants sta-
tionnaires et les couches a polarisation constante est alors introduite. A 1’aide du
rotationnel, le théoreme de Stokes permet ensuite a la section 2 d’exprimer la forme
locale de la loi de production. La section 3 est purement mathématique, il introduit
la notion de vecteur axial avec le champ magnétique comme exemple. L’équation de
I'induction magnétique est alors introduite au moyen de la densité lagrangienne qui
apparait comme un faux principe de I’énergie qui sera modifié plus tard. Ce faux
principe (section 4) permet pourtant par la méthode des multiplicateurs de Lagrange
qui introduit le potentiel-vecteur, de trouver la loi de force. Cette section se termine
par I'expression de la forme de la variation de la densité de courant. La loi de Biot-
Savart est alors donnée a la section 5 par analogie avec le cas de I’électrostatique
linéaire. La force entre deux éléments de courant est ensuite donnée a la section 6.
La section 7 montre ensuite par des considérations de thermodynamique que le faux
principe de ’énergie n’en n’est effectivement pas un. A la section 8, nous donnons
le bon principe de ’énergie ce qui nous permet d’introduire la travail d’induction.
Les aimants et la magnétostatique sont alors discutés a la section 9. Les forces entre
courants et aimants font 'objet de la section 10. Le tenseur de Maxwell magnéto-
statique est introduit a la section 11 et le chapitre se termine par I'introduction des
coefficients d’induction (section 12).

3.1 Loi de production

La création de courants électriques a travers des conducteurs formant un circuit
fermé a été réalisé primitivement par Volta et leurs applications sont si connues qu’il
est inutile d’y insister
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Dans ce chapitre, nous n’allons étudier ni la nature de ces courants, ni la fagon
dont ils prennent naissance, pour nous, un circuit sera simplement constitué¢ d’un
tube fermé sur lui-méme et le courant électrique y « circulant » sera défini de la
fagon suivante .

—»

Pour toute surface 7(¢) = 0, coupant le tube une seule fois, nous avons

I - / @7, D@, (3.1.1)

ou J; est lintensité de courant (scalaire) et 7(y) est la densité de courant (champ
vectoriel).

Fig. 3.1.1

La stationnarité du courant implique que J, = J, c¢’est-a-dire que l'intensité du
courant est la méme pour chaque section du tube (cette affirmation s’expliquera tres
simplement au chapitre suivant lorsque nous connaitrons la nature du courant ; pour
I'instant nous devons la considérer comme une définition). Ceci a pour conséquence
que le tube est un tube de courant pour 7(Z), donc si 7 est un vecteur normal a la
surface du tube : (7,7) = 0.

Loi de production.

Fig. 3.1.2

Nous appelons champ magnétique et nous notons H (%) : {H;(z!, 22, 23)} le
champ vectoriel axial et covariant défini par la loi

C;J = j[( ds, H)(2), (3.1.2)
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ou C; est une constante dépendant du systeme d'unités. Cette loi exprime que la

b= = ’ ’ N
circulation du champ magnétique H(Z) le long d'une courbe fermée est égale a
I'intensité du courant stationnaire situé a l'intérieur de celle-ci.

I1 est possible d’exprimer cette loi sous forme locale (cf. sect. 3.2).

Remarque.

Nous constatons que la loi de production exige que H soit un vecteur axial
et covariant ; sa covariance implique naturellement qu’il n’a pas le caractere d’une
induction puisque celle-ci devant (de par sa nature méme) servir & exprimer une loi
de flux, et non de circulation, doit étre représentée par un vecteur contravariant.

Nous pourrions alors nous demander pourquoi nous n’avons pas, comme en
électrostatique, choisi comme loi fondamentale une loi d’induction. Cela provient
simplement du fait que la loi d’induction (il en existe effectivement une, cf. section
3.4) rendrait fort malaisée la poursuite de notre méthode déductive de recherche des
lois régissant les courants stationnaires (et méme les aimants) car elle ne relie pas,
au contraire de ce qui se passe en électrostatique, des grandeurs physiques relatives
au systeme matériel a celle relatives au systeme électromagnétique. Cela nous laisse
déja entrevoir que le magnétisme (et les courants stationnaires) ne constitue pas une
répétition de ’électrostatique.

C’est pour des raisons historique que 'adjectif « magnétique » est attaché au
champ H :en effet, I’étude du magnétisme est antérieure a celle des courants et
comme nous le verrons, H est le champ de forces des « charges magnétiques ». Mais
il est essentiel de remarquer que la loi de production exprime une action magnétique
exercée par les courants (action découverte par Oersted).

Analogie formelle entre les courants stationnaires
et les couches a polarisation constante

Couche a polarisation constante Courants stationnaires
(cf. section 2.9) (cf. équation 3.1.2)
C. o e
f(ds: B) () = =L ]f(ds, () =0,J.
c € r

d/l
!
ds

Fig. 3.1.3 Fig. 3.1.5
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Nous aurions pu établir (a la section  Nous observons ici tres facilement
2.9) que deux couches a polarisation  que deux courants stationnaires s’at-

constante s’attirent : tirent :
K (e-s.) }_((c.s )
Fig. 3.14 Fig. 3.1.5

3.2 Le théoréme de Stokes

Pour exprimer la loi de production sous forme locale, il est nécessaire de rappeler
quelques notions d’analyse vectorielle.

Rotationnel.

A un champ vectoriel @(%), nous pouvons associer le champ vectoriel rota()
défini par

rotd(F) = lim —

( ) AV —0 AV AV

Théoréeme de Stokes.

Démonstration.

Soit 77, tel que (7,7) = 1 et considérons le petit volume V tel que AV = o - h.

—

,
/ ;
h ds
Fig. 3.2.1 Fig. 3.2.3

D’apres la définition du rotationnel, nous avons

(7, 10t@) (%) = % fivh(ﬁ, (lds A7) A ),
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en effet

do = [ds ANV - h.
Sur la surface latérale du cylindre, les sections du cylindre n’interviennent pas
puisque d& || 7 implique ¥ L [dd A d]. D’autre part :

— % — T < =
HCL/\b]/\C_] = (aaéjb_(bvaa7
et donc : . _
[[ds ANU] N a] = (ds,d)V — (V,d) ds.
Par conséquent

(5, 1648)(F) = — f(? (d5,3)7 — (?,a)ds)(z) - —i(ds,a)(z).

g

<— <— . .
Posons : v o =do ; il vient alors

(d7, rot@) (&) lim ¢ (ds, @)(Z).

T—0
T

En sommant sur une surface finie 7(¢) = 0, nous obtenons, puisque les contributions
de tous les contours se compensent sauf celles du contour de la surface 7(%) = 0,

/ (dT,rotd@) () = 7{ (ds, @)(2).

T T

& ()
d3(i) ds(y)
Fig. 3.2.3 Fig. 3.2.4

Il est désormais possible d’exprimer la loi de production sous forme locale. Nous
savons que :
N < _)
$@s 0@ =0, = ¢ [ (@5,

En appliquant le théoréme de Stokes sur le premier membre, nous obtenons

$@s )@ = @7 wth@ =¢ [@7. ).

—

La surface 7(%) = 0 étant arbitraire, nous en déduisons la loi de production sous
forme locale .
(rotH)(Z) = C;j(X). (3.2.1)
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3.3 Vecteur axial

Dans un espace euclidien a d dimensions, considérons un tenseur a d’ordre g <
d, complétement antisymétrique, de composantes a2l ou aj;,;, ;1. On appellle
tenseur adjoint de a, le tenseur a’ completement antisymétrique d’ordre (d — ¢q)
obtenu par contraction de a avec :

a\/gﬁ[im.uid] ou a\@ﬁ[”"' 4 avec g = det(gi),

ou
+1  si[...] est une permutation paire de 1, 2, ...d
€] = ell=¢_1 si [...] est une permutation impaire de 1, 2, ...d
0 dans les autres cas.

Les composantes de a’ sont alors :

, . 1 1820
q/lla+1-ta] — —V9g 6[1122"’”]@[2‘1---%]

1 o
/ _ i1...1
Uig1-ia] = yVI €[i1i2~~~id}a[ 1ot
q!
Si a est d’ordre d, alors a’ est d’ordre zéro, et prend le nom de pseudo-scalaire a’
(c’est un faux scalaire car il change de signe lorsque on passe d’un repére droit & un
repere gauche).

Définition d’un vecteur azial.

Dans un espace euclidien et cartésien (¢ = 1) a trois dimensions, considérons un
tenseur completement antisymétrique d’ordre deux ; son tenseur adjoint sera d’ordre
un, de composantes pseudo-scalaires :

1
5 = — enpnal®d
a; = 91 €[ike) A
. 1 .

ot — _[ik{]

a = ol € a[k@.
Il prend alors le nom de vecteur azial a (c’est un faux vecteur car si on fait ¥ = — 'z,
alors : b= —"'b, mais @ = 'a ).
EXEMPLES

1) Le champ magnétique est un tenseur antisymétrique de composantes H [ son
adjoint est le vecteur axial H de composantes

° 1 o
H;=o eme ™ donc  Hy; = H*® (123).

2) De méme pour l'induction magnétique By (cf. sect. 3.4) :

o, 1 . o
B' = ¢* By, donc B''= By (123).
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3) Cas du rotationnel du champ magnétique :

(tot H)' = 0y Hs — 05Hy = 9, H'? — 95 H
= _0,H* — 9;H — ,H™,
——
=0
d’ou : .
(rotH)" = —0, H*".
Remarque.

P —

Les vecteurs axiaux H et B ne sont que des artifices de calculs, commodes dans
'espace euclidien cartésien & trois dimensions. Seuls les tenseurs HU# et Biix ont
une signification physique générale.

3.4 Etablissement des équations du champ et de la force

Dans cette section, nous allons procéder selon la méme méthode déductive qui
a été utilisée a la section 1.3 pour 'électrostatique. Rappelons que pour trouver les
équations du champ et de la force électrostatiques, nous avons appliqué le premier
principe de la thermodynamique

5U(68')[ﬁ<-)] _ 5A(inc.geom.)‘

La loi d’induction div D — C.q = 0, considérée comme une contrainte de ce probleme
de variations nous avait conduit a poser

5<U(es')[5(f)] — Ci /V dV (Z)p(Z)(divD — C.q) (:E’)) = g Anegeom)

Le travail mécanique fourni valant : §4e9¢om:) — / (d?’l? (mee.) o7 (Z).
v
De plus, la charge totale @y étant supposée conservative, nous en déduisons
dq(Z) = —divorg(z).
Pour les courants stationnaires nous allons admettre de facon analogue la conser-
vation de l'intensité J lors d’un déplacement quelconque §7(Z) des tubes.

Mais alors avons-nous le droit de poser
6U(cs)[ﬁ()] _ 6A(inc.geom.),

ott 8U[H ()] serait 'énergie du systéme de courants stationnaires? En d’autres
termes, la variation de cette forme, lorsque nous maintenons J constant, n’est-elle
due qu’a un travail mécanique? La conservation de J n’impose-t-elle pas qu'un
travail de nature différente soit fourni ? Pour I'instant, nous ne pouvons rien affirmer,
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I'intensité J n’ayant pas le méme caractere extensif que la charge (). Nous poserons

donc
—(SL[H()] _ 5A(inc.geom.)’

quitte & poser par la suite U®® = —L si c’est bien le cas. En fait, nous verrons par
des considérations thermodynamiques trés simples que U¢s) # —L.

Nous appelons L la lagrangienne de notre systéme (pour des raisons qui appa-
raitrons plus tard). D’apres I’égalité ci-dessus elle doit étre une grandeur extensive :

LF() = / v @)z, B@),

ot ([, H(Z)] est la densité de la lagrangienne.

Induction magnétique.

Nous appelons induction magnétique B(Z) : {Bi(z",22,23)} le champ vectoriel
axial et contravariant défini par

1 ., OlZ H(Z)]
—B'=——— 3.4.1
Cn, OH,; (3.41)
ou, sous forme tensorielle,
11 oz, H(T))

S - By = 3.4.2
2C,, ™ HM (3:42)

ce qui constitue une relation phénomenologique. Par suite

- ol g 1 . -
|7, H ()] oF. o
¢’est-a-dire,
= —2 _ - ]_ — —2 —
56[\6360,,H(x)] = C—m(B,(SH)(w)-

Nous allons donc appliquer notre « faux principe de l’énergie » :
—§L = § Aline-geom.)

La variable H (&) devant vérifier la loi de production
(r_o_t)ﬁ - cjj) (@) =0

qui représente une contrainte pour notre probleme de variation. La méthode des
multiplicateurs de Lagrange nous conduit donc a poser :

(L) + [ V@) (3@, (B - Cp(@) = sawarom,
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ou ff(f) est le multiplicateur de Lagrange ; il doit étre vectoriel puisque la contrainte
I’est.

Nous allons, comme a la section 1.3 supposer I’espace homogene, donc

— 1 — >
et alors
/ dV(f) <—L(§7 5]7) L(Z r0t5H> _ &(A (55))( ) _ 5A(inc.geom.)
%4 C1m C Cm

= / (K ), 57)(z).
|4

Calculons 07(%) en considérant un déplacement rigide des tubes (nous montrerons a
la fin de ce paragraphe que cette hypothese est équivalente a celle exigeant J = cte).

Nous avons donc
6712) = (& — 67) = 12),
d’ot, en passant aux composantes et en utilisant la formule des accroissements finis,
6 = j1(Z — o7) — j1(T) = —0r' 0" (Z)
= —5T181j1 — (5T282j1 — 5T383j1.
Puisque 07" = cte,
551(Z) = Oy (0t 5% — 6r25t) — 03(0r35 — ort5®) — 6r'ost — 0rtoyj? — 6r'0s5®
= |07 A J° — 8567 A §]2 — dridivy
= (rot[67 A 7)) — or'divy
et donc
— — — — 1 —
(&) = rot[oT A j] — drdiv].
— . L —
Comme : rot H = CjJ et que divrot =0, on a
divy= 0.
Pour continuer notre calcul de variation, il est nécessaire de faire un rappel.

Théoréeme de Green I11.

Par le théoreme de Gauss, nous avons :

-

Transformons div[d A b], pour obtenir
div[@ A bl = danb]' +
= ( 3 — a3b2) -+ (92(a3b1 — a1b3> -+ 83(a1b2 — a2b1>
(81@2 — (92611) = 62(03611 81@3) == bl (02a3 — 63(12)
- 3(5152 - 3251) - a2(83b1 - 3153) - 6l1(32b3 - 831)2),
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et donc

Nous aurons par conséquent

/VdV(f)(Z,EW)(f) - j[

V(d?,—[‘z Aaﬁ])(g) + /V dV (Z) (1ot A, 67 ().

Nous choisissons 6H = 0 sur la surface limitant 1/ (quitte a prendre s’il le faut V).
On a donc :
— Sy (=3 =
f (47, (A A 6H)) @) =0

et nous obtenons

1 - o : )
| V@ (- CH B+t ) - ZZ(A)@) = [ (@R, @)
Voo m m

d’ou finalement, en remplagant §7 par son expression,

[ v (i 5o - S A AT )@

= / (K "), 57)(7)

Mais (@, [bA &) = (b, [EA @)]) et, puisque

car le systeme est de dimension finie = j(00) = 0), on arrive a

1 P — oy 3 =
/ dV(f)C—((SH, —B + 1ot A) — =~ (67, [ A rot A]))(Z)

= — . .
Comme les variations 0 H et 7 sont arbitraires, nous devons annuler leurs coeffi-
cients :

1) coefficient de 6H : —B + rot A
2) coefficient de 7 : —dV%[j/\ rotZ] — PR ne) =7
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Nous obtenons par conséquent

B(Z) = 1ot A (), (3.4.3)
ou sous forme tensorielle
By (%) = (0; A — OrA;)(T) (3.4.4)

(_
et A (%) est appelé potentiel-vecteur.

Puisque divrot = 0, nous en déduisons la loi d’induction
divB(%) = 0. (3.4.5)

Le coefficient de 67 nous donne la loi de force

| C
~PE")(F) = PECE () = + (3.4.6)
da(j
o7 (y)
do'(y
BE (c:s.)
B
(- —0
avy
Fig. 3.4.1 Fig. 3.4.2

Ezxpression de la variation 85 (Z) lors d’un déplacement arbitraire 07(Z).
Nous avons par définition

L= [@Fp@ e 8= [W@F.@@+ $6a7)E)

T T

ol 0d'T s’interpréte comme étant I'élément de surface du cylindre reliant la surface
7'(y) = 0 a la surface 7(7) = 0 (cf. fig. 3.4.3).
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Mais : 6T = [67 A dl](Z) ; par conséquent

0= (@7 5@+ $TA T, D)

T T

—

Comme ([67 A d?], 7) = (dl[j A 67)), on a

5.7 = / (A7, 67)(@) + 75 (@, [7A 571)(3).

En appliquant le théoréeme de Stokes sur I'intégrale de ligne, nous obtenons
57 = [ (a7, @67+ 5otlin o)) ()

En particulier si J = cte, alors 6J = 0, et puisque la surface 7(%) = 0 est arbitraire
nous obtenons
— — — —
571&) = 1ot (57 A J)(3):
expression qui est bien de la méme forme que celle obtenue en supposant un dépla-
cement rigide.
Nous allons chercher maintenant ’expression de 07 dans le cas général, c’est-a-

dire sans supposer la conservation de J. Nous voyons d’apres la figure 3.4.5 qu’il est
possible d’écrire :

0J = J. =+ chlindre - JT = Jsurface extérieure fermée

Fig. 3.4.5

donc

5. = ]{ (~d5", ) (@)
surf. ext. fermée

le signe — se justifie du fait que : do (i) = —d'o (i) et que nous considérons
I’afflux de 7.



Courants stationnaires — Aimants 81

L’élément de volume du volume contenu dans la surface fermée extérieure est
8dV () = (d'o,67)(%).

Il est alors possible d’appliquer le théoreme de Gauss :

5J=_7{ (45, ) @) /(da )
surf.ext.

T

Par conséquent en identifiant les deux expressions donnant §.J, nous obtenons

37 = (a7, 07+ iAoM) @ = - [ (@7 o7a) @)

T

N’ayant fait aucune hypothese sur la surface 7(¢) = 0, nous pouvons identifier les
coefficients de d'o dans les deux intégrales ; Nous obtenons

S7(G) = (rot[67 A 7] — 67 div]) (7). (3.4.7)

Remarque.

Si divy # 0, le flux de 7 a travers une s surface fermée n’est pas nul et par suite,
le courant n’est plus stationnaire (d’ou rot H # C;)).

Cas linéaire et isotrope.

Nous allons définir ce cas pour les courants stationnaires par analogie avec celui
de 'électrostatique (cf. sec. 1.7).

Electrostatique Courants stationnaires
11 =
(es.):__D2 g__ H2
! 2C, ¢! ekl
ou € est la constante diélectrique. ou u est la perméabilité magnétique.
Sules) = i(%,aﬁx ol = L(JF?, 0H),
C. C,
d’ou : d’ou :
— 1 — — —
E=-D. B = uH. (3.4.8)
€

3.5 Loi de Biot-Savart

Cette loi donne la valeur de I'induction magnétique B (@) créée par des courants
stationnaires dans le cas linéaire et isotrope. Cette loi est ’analogue de la loi de
Coulomb en électrostatique. Nous verrons que ces deux lois se déduisent d’un méme
calcul formel.

Electrostatique Courants stationnaires

Cas linéaire et isotrope Cas linéaire et isotrope
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— 1 — — =
=—D. B =puH.
€
Nous avons la loi Nous avons la loi
— — s oy
E = —grad¢. B =rot A.
Puisque rot grad =0, Puisque divrot = 0,
nous en déduisons nous en déduisons
rotE =0 divB = 0
et la loi d’induction et la loi de production
divD = C, ou rot H = C;7ou
— Ce = —
divEk = —¢q rot B = Cipg
€
devient devient
e — Ceﬁ — — = —
graddivE = —gradg, rot rot B = Cjpurot),
€
soit encore soit encore
— C€—> = —
AFE = —gradg. AB = —Cjprot]. (3.4.8)
€

Pour obtenir ’avant derniere ligne de formules, nous avons utilisé la relation
vectorielle
— — — . —
rotrotd = —Ad + grad diva.

Nous savons que ’équation de Poisson

admet la solution

Fig. 3.5.1

En transposant ce résultat, nous obtenons

E(@) = —=¢ (d— d)*. B*z—]/<d—t*)*-
(@) =~ /V : V_gradq)(7) (@) =~ . V_rot])(Z)
Par la relation vectorielle Par la relation vectorielle

— g — — = — 7 — =
grad oy = pgrady + Ygrad e rotwb = protb + gradp A b
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et le théoreme du gradient et le théoreme du rotationnel
— e =
/ dVgrad o) = f{ (d&, o), / dVrotpb = 74 (d& A ob)
v 1% v v
nous en tirons nous en tirons
11— — 1 1o — 1
/ dV —gradq = —/ dV qgrad . — / dV —rot) = —/ dV(gradm— /\j>
1 1
+Ja{ d3q- . 74 (d&/\—j).
b r Vs r
——— —_———
=0 =0
Donc Donc
- C. — 1 — C; — 1
B@) = = / <qu gradx—>(f). Ba) = -2£ (dV[gradx— A j) ().
4re Jy_ T A v r
Nous obtenons alors Nous obtenons alors
la loi de Coulomb la loi de Biot-Savart
Bo- L [ WOUOE g Cn [ (@O
dre Jy . r? A Jy, r?

Pour arriver a la derniere ligne de formules, on a utilisé la formule

arad, L = — il Iy ot

r |Z — d|? 72

Fig. 3.5.2 Fig. 3.5.3

Cette méthode qui consiste a chercher E et B directement sans passer par les
potentiels ¢ et A n’est pas trés connue et méritait d’étre signalée. La méthode
classique consiste a calculer ¢(@) puis A(d@) et d’en déduire E(d) et B(d) au moyen
des relations :

— —_— — <y -
E=—grad¢ et B=rotA

3.6 Force entre deux éléments de courant

Poursuivons notre analogie des lois de forces (cf. sect. 1.4). Nous avons vu que :
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Electrostatique Courants stationnaires

&K ) (@) = (dVqE)(a) ¥K ©)(@) = §L1dVFA B)(@)

Si maintenant nous considérons, non plus la force créée sur un élément de charge
dVq(@) (resp. un élément de courant dVj(@) par un champ électrique E(a@) (resp.
une induction magnétique B (@) ), mais la force créée sur un élément par un autre
élément identique, nous obtenons

a) En électrostatique :

) _ Ce (Vo @@Ve)(@)a—a

surd T fre |d — Z|?

Pour avoir la force sur un élément (), il suffit de permuter @ — & dans I'expression
Y

ci-dessus ; et, puisque celle-ci est antisymétrique en [@, Z], nous trouvons :

S oeles)

sur & sur @
ce qui est conforme au principe d’action et de réaction.

b) En courants stationnaires :

Soit d3B (Z,d), la contribution de la cause d’induction placée en Z sur le point
a. Cette contribution crée sur I’élément de courant (dV'7)(@) la force

f%ggzgimwﬂ@AfE@@n

Supposons un instant que

a@_/mfmam, (%)

[ee]

alors, par identification avec la loi de Biot-Savart, on a

<. Cip . a—7
3 Y
d&°B(Z,a) = - [(dVﬂa) A ]&’—fP]’
d’ou )
— C; 1
oipa(cy s e - —
A _— — .
d sur @ C, 4r |a: _ f|2 [(dVﬂ&) N [(de)(iIf) A [CL .CIZ'”]

Mais [@ A [b A d] = b(‘a, &) — (@, b), donc

2
Csu 1

Crdm |@ — Z|?

- fa-a((@vi@). @i@) .

dﬁ?(c.sz _

sur

{@wia(@vaa.a-)
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H
7 es.) Sobtient en permutant dans cette expression @ — & : nous obte-
La force d6K£ur . ;
nons

C3 1
65 (cs) M — N (2 =
d Ksur & Cm47T |:f _ 6’2 {(de)(a) ((de)(l’), [Q? a])

- - (@@, @i@) | # -CFE

ce qui est contraire au principe d’action et de réaction. Cette loi de force élémentaire
ne constitue donc pas une loi physique : elle doit uniquement étre considérée comme
un intermédiaire de calcul dans la recherche de la loi de force intégrale entre deux
courants. (Il faut d’ailleurs noter qu’elle n’est nullement contredite par 1’expérience
puisqu’il est impossible d’isoler des éléments de courants!)

Essayons de justifier ce curieux résultat : lorsque nous avons supposé 1’expression
(%) de B(@) nous n’avions pas examiné si d*B(Z, @) avait une signification physique,
c’est-a-~dire si nous avions bien div,B(Z,d) = 0 (loi d’induction), or il est facile de
voir, en prenant la loi de Biot-Savart, que divaﬁ(é’) = 0 mais que divad3§(f, a) # 0.
En fait, nous n’avons pas le droit de considérer 1'action de dVj(Z) seul, mais nous
devons prendre en compte tout le circuit.

Cas de deux courants paralléles.

Gk(c.s.z ~
L e

sur

)

Fig. 3.6.1 Fig. 3.6.2

-

Puisque dans ce cas j(Z) || j(@) alors :

7{ @, 78"y = ¢;0m = 2mr HY)

et la composante H, de H est donc Hy = %J(l). La loi de force

dK©) = %[dvjm B]

peut s’écrire, puisque dV 7= dsJM,

AR ) = %Jm [d5 A B].

m
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La force s’exercant sur le tube (2) sera ainsi

)].

dK 5" = C—]J(Q) [d5A B

7@ =7
B
= 4 dK s L
dg|, —
48
- o -
Fig. 3.6.3 Fig. 3.6.4
Mais - -
[d5A B ] = —[fldsull,
et donc o o
dil_(g;')s') = —[T]=Lp=LJWdsJ@,

Cyn' Cn,

Par suite, si les deux courants paralléles sont infiniment longs (mais fermés), 1'intensité
de force s’exercant sur une longueur L sera

L
Kes) = 2= (jO) @ =, (3.6.1)
Les courants sont attractifs si p > 0. Cette loi est vérifiée expérimentalement. Elle
sert d’ailleurs a définir 1également 'unité d’intensité [J].

3.7 Couches doubles et courants

Nous savons par la thermodynamique qu’un systeme en équilibre est caracté-
risé par un minimum d’énergie, c’est-a-dire que I’énergie doit vérifier 62U > 0.
Considérons alors simultanément un systéme électrostatique ¥.(¢*) et un systéme de
courants stationnaires ¥(¢*) et examinons les conditions de minimum de 1’énergie.
Nous nous plagons pour simplifier dans le cas linéaire et isotrope.

Electrostatique Courants stationnaires
Nous avons posé Nous faisons I’hypothese (provisoire)
(cf. sect. 1.1 et 1.2) que U¢*) = —L et alors
1 1 = 1 «—
g — —/ dV|DP. Ylesh=io ——— / dV|H|*.
206 € Voo | ’ 2Cm Vo | ’

La condition de minimum La condition de minimum
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d’énergie s’écrit
F@tes) —

T 6/ dVZ(SDZ

ce qui implique (C, > 0)
e>0

d’énergie s’écrit
5(2)U(c.s.) _

— 1 2
- /devgi:(aH,)

ce qui implique (C,, > 0)
n<0.

Examinons maintenant les conséquences de ces deux résultats. Choisissons (pour
l’analogie qu’ils présentent entre eux) un systéme électrostatique formé de deux
couches doubles paralleles et un systéeme de courants stationnaires formés de deux

tubes de courants paralleles.

Fig. 3.7.1

Les deux champs s’additionnent.
Par conséquent, en approchant
les deux couches, nous avons

/ dv(D,5D) > 0

oo

Donc,
st nous approchons deux couches
nous trouvons un dU€s) > (.
Et puisque,
SU(es) = § Aline.geom.).
il est nécessaire de fournir du

travail au systéme

Or ces conclusions sont contraires a [’expérience car les couches doubles et les

Fig. 3.7.2

Les deux champs s’additionnent.
Par conséquent, en approchant
les deux courants, nous avons

/ dV(H,5H) > 0

o]

Donc,
st nous approchons deux courants
nous trouvons un U > (.
Et puisque,
SU(es) = § Alincgeom.)
il est nécessaire de fournir du

travail au systeme
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courants s’attirent, donc le travail doit étre fourni par le systeme : §.40¢9¢0m) < (),
En fait, dans notre calcul nous avons négligé la discontinuité du champ qui existe
comme nous le savons a l'intérieur des couches doubles, et lorsque nous en tenons
compte, un calcul assez long (cf. 'ouvrage Elektromagnetismus de M. Planck) nous
conduit a

/ dv(D,sD) < 0,

oo

ce qui leve la contradiction dans le cas de I’électrostatique.

Par contre, pour les courants stationnaires, il n’existe pas de discontinuité du
champ a l'intérieur des tubes (en vertu de la loi de production) et nous avons bien

s

/ dV(H,6H) > 0.

I1 est nécessaire par conséquent pour lever cette contradiction de supposer que p > 0.

Mais alors un systeme de courants stationnaires en équilibre vérifie
1 o
AU = - —— / dv'y (6 H;)* <0

ce qui signifie que le systeme en équilibre n’a pas une énergie minimum, ce qui est
contraire a la thermodynamique. Par suite notre hypothese n’est pas justifiée et

U # L.

3.8 Travail d’induction

Puisque, comme nous l'avons vu : U%) % —L alors 6U©3) #£ §AGnegeom.)
Il est alors nécessaire pour satisfaire au premier principe de la thermodynamique
SU = 6A) d’introduire une nouvelle forme de travail d’origine non mécanique
que nous appellerons travail d’induction § A™e"e) tel que :

5U(C'S') — 5A(1nc) — 5A(inc.geom.) + 5A(zncmd)

Pour pouvoir exprimer sa valeur, il est nécessaire de connaitre la forme de 1’éner-
gie d'un systéme de courants stationnaires U5,

Nous savons que ce systéme est caractérisé par les deux champs H(Z) et B(Z)
reliés entre eux par une loi phénomeénologique connue; nous savons d’autre part
qu'une partie de I’énergie —JL se transforme en travail mécanique (et réciproque-
ment) lorsque les courants J sont maintenus constants. Toutes ces données nous
suggerent, par induction des méthodes utilisées en thermodynamique, de définir la
densité d’énergie u(“*) d’un systéme de courants stationnaires par une transforma-
tion de Legendre, soit

ol B4

w7, =] = Hi—— — ([, H].
OH,; oH,
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Mais (cf. 3.4.1)

% — _-é’L)
H; m
donc 1
a9z, B(#) = 5~ (H, B)(@) — (7, B(@). (3:8.1)

(e.s)[= - - o
ou'“*[Z, B] o (0H,B) + o (H,oB) o (B,6H)
1 = <
= —(H,0B
Om( ) )7
d’ou
oues)[z B(@)] 1 -
- = —H;. 3.8.2
OB’ Crm (38.2)

Nous avons donc défini I’énergie d’un systeme de courants stationnaires comme une
fonctionelle de I'induction magnétique

e [B()] = /V AVue)[z, B(7)].

En vertu de la transformation de Legendre, nous avons :
Ules) = — / dV§(H, B) / AV §0[z, H(T)].
1%

_ / VU7 (7)) = —0L[H( )] = 5 Alineseom).
\%

Mais

ce qui donne par identification :

L/Vdv(f) [(ﬁ,5§)+(§,5ﬁ) (Z).

m

5A(zncmd) _

Nous voyons que le travail d’induction sert d’une part a compenser le travail méca-
nique et d’autre part a accroitre I’énergie de la quantité

1 —
—(H,0B).
/vdVC'm( ,0B)

Essayons de transformer cette premiére partie de § A*"4) de facon & obtenir
— oy
une forme plus facilement interprétable. Nous savons que B = rot A, donc :

—/dV (H,5B) = /dV(H rots A)
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et, par le théoréeme de Green III, I'expression devient

— dV(H,rotéA):—/ dV(ﬁH,éA)+—/ (%,[HMA]).
Crm Jv, Cm C -

oo

Mais tot A = C;7, on a donc :

=S
Cm

Fig. 3.8.1

D’apres la figure 3.8.1, on a
= &= o —
dJ = (j,do) et dV = (dl,do),
donc : B
dVy=dJdl.

Par conséquent, nous pouvons intégrer le long d’un tube de courant élémentaire d.J
puis sommer sur tous ces tubes contenus dans le systeme ; donc ’expression devient

% de,(5A /djf (dl.5°A)

et, par le théoreme de Stokes, ce terme devient

—/dJ/ 7, 10t0A) /dJ/ (do,6B), (1)

ou S est la surface limitée par le tube de courant (fermé) d.J.

De maniére analogue, nous trouvons pour le second terme de §.Ame"d) .

Cim AV (B,6H) = 01 dV(?otZ,aﬁ) - Ci/m dV (A, 1ots H)

et, puisque : rotoH = C 707, ce terme devient

Cj A
— dV(A,d7).
Cm Ve V( ? .])
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Or nous avons vu que lorsque les courants sont maintenus constants : 67 = rot [07°A ],
en conséquence, ’expression ci-dessus devient successivement
G &

<— SN Yj — — o
o deV(A,éj)_Cm/ av (A, (67 A 71),

[ee]

ensuite, par le théoréeme de Green III,

] dV(f%tZ,[dF/\ﬂ):&/ v (B, [67 A 1),
C v Crn

oo

et enfin puisque dV ) = deZ,

C%/dei(ﬁ, 67 A d7)).

Fig. 3.8.2

Or d’apres la figure 3.8.2 [07°A df] = dc% = 5(?0, ce qui permet d’obtenirl’ex-

pression
= —/dJ/ 50, (IT)

Alors, en tenant compte de (I) et de (II), on trouve

T

5 A(mc ind.) _

Flux magnétique.

Nous appelons flux magnétique (pour le courant fermé d.J) a travers la surface
S4; Vexpression

\Ifsz/S (do, B)(Z). (3.8.3)
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Nous avons alors )
s Atneind) _ CJ dJ8W ;. (3.8.4)
mJJ
Nous savons que des variations géométriques du systeme transforment une partie de
I'énergie U®*) en travail mécanique. Mais il est clair que des variations de courants
doivent étre également des causes de variations de U(*). Nous sommes donc conduit
& admettre que des variations de courants transforment une partie de 1’énergie U5

en travail d’induction.

La formule ci-dessus nous permet de constater que §.A¢"%) est 1ié aux varia-
tions du flux magnétique, comme 6V est dii entre autre au déplacement des tubes.
Nous en concluons que les courants doivent varier lors d’'un déplacement. Il est donc
nécessaire, pour maintenir les courants constants lors d’un déplacement de tubes, d’y

insérer des générateurs de courants destinés & fournir au systeme le travail §.4("eind.)

Dans le cas linéaire et isotrope, nous avons

u©)[F, B(#)] = E;\BF
et nous constatons que
5Oes) _ Ll/ av 3 (65
m M SV 7

Les contradictions sont levées : le systeme en équilibre possede bien une énergie
minimum.

3.9 Aimants et magnétostatique

Classification.
Dans I’approximation linéaire et isotrope nous savons que
s s

B(7) = p(Z)H(Z),

w(Z) étant la perméabilité magnétique et po étant une constante universelle (comme
€0), nous introduisons la classification suivante

1) £ < (14 107%) p caractérise un milieu diamagnétique.
Ho

2) o (1 & 10%) p caractérise un milieu paramagnétique.
Ho

3) L] > 10* — 10° p caractérise un milieu ferromagnétique. Dans ce cas, on constate
Ho

généralement un phénomene d’hystérése, ce qui supprime la réversibilité.
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B

/

// H

Fig. 3.9.1 Cycle d’hystérese.

Remarque.

Il est bien entendu que le domaine de validité de la loi linéaire B = uﬁ peut
étre pour certains milieux fort limité, car en general 1 est une fonction souvent fort
compliquée (par exemple en ferromagnetlsme) de H. En fait, seule la loi phénome-
nologique du/ OB' = H; a un caractére général. Nous allons donc dans ce paragraphe
n’étudier que les cas les plus simples et nous négligeons en particulier le ferroma-
gnétisme pour lequel B nest pas une fonction uniforme de H.

A la section 2.10 de I’électrostatique linéaire, nous avions posé
D(Z) = e(Z)E(Z) = eE(Z) + C.P(Z),

ot P = P(E) était la polarisation (induite).

Par analogie nous pouvons également écrire :
B(Z) = p(2)H (%) = poH (%) + CuMina.(T),

ou M g, = M ina.(H) est I'aimantation induite. Cette grandeur (comme la polarisa-
tion d’ailleurs) présente de par sa définition méme une certaine ambiguité : suppo-
sons en effet qu’en un point Z d’un milieu non magnétique réegne un champ H(%),
alors, si on remplace ce mlheu par un milieu dia- ou paramagnétique, le champ au
point Z devient H (%) = Ho(Z) + Hna.(T), ce champ induit étant provoqué par I'ai-
mantation, or M;,q. = M4 (H) donc aimantation est une fonction de son propre
effet (elle doit encore vérifier la condition : Hy = 0 = M;,4. = 0). Cette ambiguité
disparait si on considere M ind. €t H ind. comme les limites des sommes ) M E:L)d. et
(1 [ — (1 —(1
> H Z(;)d_ construites grace a I’argument : H induit M Z(nzi qui induit H Z(nz qui induit
— (2 —(2
M En)d. qui induit H En)d qui induit ...
Il existe des corps qui présentent de la rémanence, c¢’est-a-dire qui présentent
une aimantation indépendante de tout champ appliqué (le Hy de ci-dessus). C’est
le cas d'un aimant permanent idéal.

Nous sommes alors conduit a écrire

B(Z) = w(@)H (&) + CpuM (%) = Bo(Z) + Co M (). (3.9.1)
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ou M (Z) est I'aimantation permanente. Cette grandeur n’est définie qu’a U'intérieur
de I'aimant et est indépendante de H(Z).

La loi d’induction : divB = 0 donne dans ce cas
divB = div B, + C,,div M = 0.
Posons :
divM = —q, (3.9.2)

ou ¢ est la densité de « charges magnétiques » (pseudo-scalaire).

Par conséquent, en présence d’aimants, la loi d’induction est équivalente a
divBy = Cyd. (3.9.3)

Mais divB = 0, ce qui signifie qu’il n’y a pas de source de magnétisme : ¢ est une
densité de charges fictives et par analogie avec le corps polarisé, nous pouvons ad-
mettre que le magnétisme est dii a une distribution de dipdle élémentaires composés
d’'une charge positive et d’'une charge négative qu’il est impossible de séparer.

La loi de production rotH = ;7 s’écrit, en 'absence de courant rotH = 0.
Puisque rot g;)rad = 0, elle est équivalente A :

H = —grad ¢, (3.9.4)
et donc, le champ magnétique di aux milieux magnétiques dérive d’un potentiel
pseudo-scalaire ¢.

Remarque.

Les lois )
divBy=C,,q, H=—grad¢ et By=pH

nous permettent de déduire, si y = cte :

9 C1m o
Ap =———4.
1

Calculons maintenant 1’énergie magnétostatique d’un systéme contenant des cou-
rants stationnaires et des aimants permanents idéaux. Nous savons que

Su=—(H,B),

1
[d c
alors

1 [F oL
U= — H,6B).
Cm /1‘76< )

Puisque dans un aimant permanent et idéal M est indépendant de H:

6B = 6B,
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donc : 3
(IR
U= —— (B(), dBo),
Ctt Jo
ol la limite inférieure d’intégration H= 0, qui est équivalente a §0 = 0, est destinée
a fixer la constante d’intégration. Alors en faisant 6 — d, on a

L [ (BudBy - B
u = = .
Cm,LL . 05 0 QCm/L 0
Donc :

R 1

ce qui suppose implicitement la réversibilité.

Nous voyons apparaitre ’analogie parfaite entre la magnétostatique (sans cou-
rants stationnaires) et 1’électrostatique linéaires :

Electrostatique Magnétostatique
On a les équations On a les équations
divD = C.q divBy = Cpnd
rot E =0 ﬁ)ﬁ =0
= — — @
E = —grad¢ H = —grad ¢
= 11 = 1 1 <
D= =—|D)? E By l==—=—1Bj|
@, D) = 51D o, Bi] = 5 | Bol”
et, si € = cte, alors et, si u = cte, alors
S _ Ce [(dVQ(F) . = Cnm / @) .
E@=— | ——la— H(@)=— | ———"|a—
(@) 47r/ P [d@ — 7] (@) = R [d — 7]
et et
E(@)PQ@) = K@) HdO(@) = PK ™) (@).

Ecrivons encore la loi de force entre deux éléments de « charges magnétiques ».
L’analogie nous permet immédiatement de poser

wES Y T Ja— P

Fe

C’est la loi de Coulomb magnétostatique. Comme il est impossible d’isoler deux
charges magnétiques, cette loi n’est pas vérifiable. Par contre, macroscopiquement,
elle se vérifie facilement :

61
d Ksuri’

HO I—FQ
B3O B
Fig. 3.9.2
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Spectre.

a) Spectre de By(Z).
Nous avons
divBy = C)q.
Une ligne de force de EO(:E) sera dirigée d’une charge —1—602 vers une charge —602.
Par contre, puisque _
divM = —q,
une ligne de force de M est dirigée en sens inverse (elle n’existe d’ailleurs qu’a
I'intérieur de 1'aimant).

+Q
+Q
-0 -Q
Fig. 3.9.3 Spectre de E() = uﬁ. Fig. 3.9.4 Spectre de M.

b) Spectre de B(Z).
Nous avons _
divB =0,
et donc une ligne de force de B est donc fermée sur elle-méme.

A Dextérieur de laimant B = §0, les deux lignes de forces sont donc confondues.
Par contre a l'intérieur de 'aimant B est distinct de By. Dans notre exemple, ou
B || M,By est dirigé en sens inverse de B.

Fig. 3.9.5 Spectre de B.
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3.10 Forces entre aimants et courants

Considérons un systéme contenant des aimants et des courants stationnaires,
pour lequel 'hypothése du paragraphe précédent :
B=uH+C,M = By+C,M
est encore valable. La densité d’énergie est donc toujours donnée par
1
20 (%)

ul™[Z, Bo] = | Byl

et donc I'énergie totale est

Utm) = / (dVul™) ().

Le premier principe de la thermodynamique, 0U ) — G pCrageam) 1o G4 (CRededd)
nous permettre de déduire les différentes forces qui s’exercent dans ce systeme.

Nous avons d’une part

1 .

(m.) — —— |B
SU é/de($)2CmM(f)| ol

!
U0

Si nous supposons un déplacement rigide, nous avons

v (2) [5(%) 1Byl + %(EO, 5?’0)} .

" — 1 1 ,—
ou(Z) = (—grad (), 67), donc 5(—) = +— (grad s, 67).
[ u

D’autre part, puisque |Bo|? = p2|H|?, il vient

(m) _ A [P X ms5_csin iz
QU = dV (7) (grad p, 07) + (H,6B — CrndM) | (Z).
Ve 2C, Crm

Le premier terme correspond au travail des forces tenant en équilibre les corps dia-
ou paramagnétique

m s 1 T —
—d RO (8) = AP () = — 5o (@Veradu | HP)@).  (310.1)
EXEMPLE
K

Fig. 3.10.1 Exemple ou p > pg : paramagnétisme.
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Les corps paramagnétiques sont attirés dans le champ,.
Les corps diamagnétiques sont repoussés hors du champ..
Le deuxiéme terme de §U ™)
/ dvi(ﬁ, 0B) = / &V~ 5(H, B) —/ v~ (B,5B)
.  COm . Cm ~ Cm

représente ainsi que nous 'avons vu a la section 3.8 le travail des forces tenant en
équilibre les courants plus le travail d’induction, soit

pep — (m.) /= O — —»
_dSK(geom.)(x) = dBKElV}(x) = C—] [dV] A E} (2),

terme auquel s’ajoute

sAtmeindy = L[ 0 (7 5B) 4 (BLol) ) (@) = L / 4J50,,.
Cm Jv,, Cn )y
Reste le troisieme terme |
/ dV o (H,~CpndMM).

S — A e . . — .
Calculons la variation 6 M (%) lors du méme déplacement rigide 7. Par analogie avec
ce que nous avons fait pour §7(Z), nous pouvons immédiatement écrire :

SM (%) = (vot[67 A M] — (67, divM)) ().
Alors

- / AV (H,0M) = — / dV (H,rot67 A M]) + / dV (H, 67 div M)
:—/ dv (vot H, [57 A M)) —/ AV (Hg, 67)

o] o]

Chn

:_/ dvg—](éﬁ [CnM A J)) —/ dv (Hg,or)

m oo

:_/ dvﬁ(j, 67 A C, M) —/ dv (Hg, 67)

oo

Le second terme représente le travail des forces tenant en équilibre les aimants.

— PR (7) = +BKT™) (7)) = (BOH) (). (3.10.2)

aimant

Quant au premier terme, il représente le travail des forces tenant en équilibre les

courants situés dans les aimants, forces qui compensent les forces créée par I’aiman-
s

tation M.

Par conséquent, la force totale s’exercant sur les courants sera :
BK™ (@) = ZLdVIA (B - CM))(&
(7) [dVIA( )I(Z)

dv7 total C,,
Bg
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et donec :

<— - = m. — C 5 — =
—d* Ko@) = +d K2, (8) = Z-dVIA Bol(). (3.10.3)

Par conséquent, si nous faisons passer un courant a travers un tube constitué par

un aimant permanent, ce tube ne subit aucune force en 1’absence de champ dii a des
s —

causes extérieures. Sur les courants, n’agit que By et non B.

La loi de force totale va donc s’écrire
— |H? . 4 .
BK ™) (7) = <—dVgrad u% T BOH + g—j[de/\ Bo]> (). (3.10.4)

m m

3.11 Tenseur de Maxwell

Ainsi que nous l'avons fait en électrostatique a la section 1.8, cherchons a
construire un tenseur T,z(m'), tel que la force totale Ki(m') s’exerce sur le systéme
contenu dans un volume V' puisse s’écrire :

KZ.(m') = i{ (dakTik(m'))(g) = / (dvakTik(m'))(f)-
v 1%

A) En termes de vecteurs ariaux

Nous prétendons que ce tenseur est
) 1 o - . —
7_]z(m) = — B! H, — 6., H]. (3.11.1)
Vérifions que cette définition nous permet de retrouver 'expression des forces ma-

gnétostatiques. Nous supposons [’approzimation linéaire :

1 <_>‘2

(7, H) = (@A

Par conséquent, en se souvenant que Bf = pH',

1 .. 1 . . . H2
L 0B B+ 2 B0, — 01T — D

_itm) _
0Ty C. c. 20,

Avec aiég = divﬁo = (),q le premier terme devient c}ﬁ - Le deuxieme terme s’écrit
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ou la notation (s.s.) signifie « sans sommation » (aucun indice n’est muet! ik ¢

désigne une permutation cyclique des indices 123). Ce deuxiéme terme devient,
° ° —'

grace a 0;Hy — O H; = (rot H)* = C;j°,

Bi(8;Hy, — 8, H;) = BiC;5° — BLC;5° = —[B A k.
Par conséquent la force s’écrira

. . C, <
BK™ = avori™) = dv§H, + O—][de/\ Boli — dvaku|2 o

Si nous ’écrivons sous forme vectorielle, nous retrouvons bien le résultat du para-
graphe précédent

o 2 C, (== — ﬁ z
BE™) = FOH + —L[dV]A By] — dVgrad u| | .
Cr 2C,
B) En termes de tenseurs
Bo: {Bouy} et H:{HY
Le tenseur de Maxwell magnétostatique s’écrira alors
i(m. 1 i i -
rim) — o1 * Book + Lul, Boyl. (3.11.2)

m

Comme précédemment, nous allons vérifier cette expression en calculant air,;(m').

Comme ul...] est la densité d’énergie, nous avons :
= 1 o L=
du[®, Bo] = O—(H, dBy) + 0ulZ, Bo).

Dans I'aproximation linéaire

- 1 1 = e 1y |Bol?
- B, Byl =6(~
o] 2Cmu(f)’ ol = du[Z, By 5<M>

2C,,

ulZ,

Cherchons a exprimer du sous forme tensorielle. Nous savons que

1 1

(ﬁ, 5(_)0> = ﬁlééé, I:)IZ = §€ik£Hk£ et éé = 562‘14:@30]%7
donc
8B} =~ e B
10Dy = iiﬁmﬁ 0mn
1

1
= Z(H“(FBW — H*§Boy,) = 515{’*?45190,%
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Par conséquent :

o 11 1\ | B2
5ul, Boy] = ——5 H"9Boe + 5(;) |2 CS' ,

ol nous pourrions écrire : |By|2 = BiBy; = (1/2)BY By = (1/2)B2.

Il est désormais possible de calculer 8iT,i(m'). Nous avons

aﬂ’k( ) = C—(azH Z)B()gk + O_H ZaiBng —|— 6kak:u;

mais _
11 1\ [Bol?
Ot = — = H™ 8, Boge + 0 <—>_
LU C 2 k Doke + Ok u) o,
donc
; 1 ) 1 . 1 1 |§ ’2
i(m.) _ il il 0
aiTk - Cm (@H )BOZk = C_mH (aiBOZk + 581@3011) — Eak,u QOm .

. = —
Transformons le premier terme du second membre. Nous savons que : rot H = (]
et que

(vot B, = (8 Hy, — 8 H;) = s.5. (@H“ . @kH’“')
= (s.8.) (—@H“ - 8ka£> = —9,H",
d’ott 9;H"* = —C;j*; en outre
- jjeBOZk = S.8. Cj(_jiBOik -0- jeBozk)
= C;(~4'Bs + j*Bj) = Cil7 A Bol,
d’ott enfin

L C
C—(ain)Boek = C—j[] A Byl

Cherchons également a transformer le deuxiéme terme. Nous avons
; o1
H"9;Bog, = H’%(@‘Bwf — 9y Boir),

donc
1 < 1 1 1
C_Hw(aiBoek + §akBow) = C—HZ%(@BOM + Ok Boie + 0¢Boi)-

Mais
diV‘§o — (9113033 + 821}033 + 83§§ = 01Boa3 + 02 Boz1 + 03Bpia = ikt 0; Boye,

s . : . . . .3 .
ou ik{ désigne une sommation avec permutations circulaires ; puisque div By = C,,q,
on a

ikl 0;Bore = C qikg (= Cnd).
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Finalement, on a

me(ﬁ& 8: Bogi + %aka) = %Hzf (ik£ 0; Bowe)
2(17 H*Crngier, = %quwk
— %(s.s.) (H" qior + H o) = %s.s.(ﬁ[ké + H,4),
et donc

1

A 1 .
— H"(,B —0,Boir) = Hig.
c (0: Boer. + 5k 0i¢) &g

— — [
Quant au troisieme terme, il peut s’écrire puisque : Opp = (grad p)y et Bo = pH,

Bo? = |H? *
— ke - = —(grad p)i T
Par conséquent :
. e? o — _|H?
PE™ = avo i) = dv i, + o [AVIA Boli — dV (grad M),JQ 0‘ :

ou, en conservant la forme tensorielle,

3 i(m.) _ il _&-e . |]Tj|2
PR = Vo™ = v (Hgin o3 Buo akuwm),

Les expressions en notations axiales et celles en notations tensorielles sont donc
équivalentes ; cependant les expressions sous forme tensorielle sont plus générales
car elles ne sont pas uniquement valables dans un espace euclidien cartésien a trois
dimensions.

Remarque.

Il est souvent commode, particulierement en relativité, d’exprimer la divergence
du tenseur de Maxwell uniquement & l’aide des champs (sans introduire le courant
ou la charge magnétique). On a alors

. 1 H 2
317,:;(m) = Cm (leBo)Hk + C_m[I'OtH A BO]k — (grad,u) |20|

et de méme pour le tenseur de Maxwell de I'électrostatique (cf. sect. 1.8)

4 1 1 Ef
07 = G- (divD)Ee + ot B A D ~ (grade ’20|e
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3.12 Coefficients d’induction

Cette section est 'analogue de la section 2.11 de 1’électrostatique, concernant
les coefficients d’influence.

Considérons un systeme contenant des tubes de courants fermés et calculons son
énergie non plus comme fonctionnelle de B : U[B(.)] mais comme fonctionnelle de

7 U[7()]. Ce calcul se réalise facilement dans le cas linéaire en utilisant le potentiel-
P s oy
vecteur A. Nous avons B = rot A ; donc

[ 1 — —
1@3 = —RrotA
1

—

—_—
(—A +graddiv) A = 7.

—

rotﬁ =

Tl

Remarque.

o — — s y - «—
Comme rotgrad A = 0 et B = rot A (définition de A), alors le potentiel-vecteur
n’est défini qu’a un gradient pres

— — —
A — A’ + gradA.

Cette expression constitue une transformation de jauge.

Choisissons pour notre probleme une jauge particuliere telle que :
divA(Z) = 0.
Alors
AA(@) = ~Cuj(@), (3.12.1)

équation qui est I’analogue de ’équation de Poisson de I’électrostatique : Ap(Z) =
—(Ce/€)q(Z). Nous savons que la solution générale de cette équation qui s’évanouit

a l'infini est :
A@) = / (V) (&) (3.12.2)
1%

47

_ G — 1
leaA - ?/‘/<(dVﬁ(x),grada|a_f‘)
Ciu . 1
-3 [ (@3, sy
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Puisque les courants sont fermés et que, par conséquent, aucun ne coupe la
surface extérieure de V', nous pouvons intégrer par partie et obtenir :

div,A(a) e /V(dV div})(Z) 7] 0
Nous pouvons alors calculer l’énergie de ce systeme
1 2 )
= — B, H A H A H
U= 50 dV( , )) bTem /dV rot , ) bTem /dV ,TOb )
C;

= 2 (dV(Z,ﬁ)(f).

Utilisons pour A(Z) l'expression trouvée ci-dessus. Nous obtenons alors I’expression
cherchée de I’énergie, a savoir

v 1 Ciu @v(@), (dvi(y)
bl =340 // B :

Lorsque les tubes de courant sont de section constante, cette formule nous permet

d’écrire "
= EZZLWJQJB, (3.12.4)
o 8

(3.12.3)

ou, par définition,
e les L, sont les coefficients de self-induction,

o les Lo sont les coefficients d’induction mutuelle.

Ces coefficients étant définis par une forme quadratique en J, seules leurs parties
symeétriques L) interviennent.

La condition de minimum de I'énergie sécrit
AU =" Lup)dJadJs > 0,
a B

ce qui implique
{Lp)} 2 0.

On peut interpréter U[7(.)] comme étant énergie qu’il a fallu fournir au systéme
matériel pour établir et maintenir les courants qu’il contient.

PROBLEME

Calculer le coefficient de self-induction L d’un circuit enroulé en toroide, avec
o< 2

Pour des raisons de symétries évidente, les composantes du champ H seront H, ¢
et H,. Soit J; le courant dans le circuit. La loi de production

/(?,ﬁ) = C;J
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donne pour H,, :
2mrH, = C;J'.

Si les spires sont tres serrées, on peut prendre la limite N — oo, J — 0, NJ
restant fini. Ainsi le circuit peut étre assimilé a une nappe de courant toroidale et,
dans cette limite, H, — 0.

Fig. 3.12.1
Pour H, la loi de production donne, si £ soit a l'intérieur du toroide,
(H; = C;NJ (N :nombre de spires),

Sinon la surface 7 coupe soit aucune spire, soit deux fois la méme spire et dans les
deux cas le courant la traversant est nul. Alors :
NC;J

Hﬂ(int.) - é( 5 .

Fig. 3.12.2

Sous ces hypotheéses (o < (2, N grand), on peut affirmer que H est nul partout
sauf a l'intérieur du toroide.

Calculons I’énergie ; nous avons

_ L

= - [av|H
U=3c- | Vil
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Sans introduire d’erreur importante, il est possible de supposer que H, est constant
dans tout le toroide et vaut

_ NC;J
HE = - )
14
ol £ est la : circonférence moyenne. L’expression de I’énergie devient
1 _N2C2J?
U= _ig —
2Ch 2

et, en introduisant le coefficient de self-induction

1
U==1LJ*
2 9

on trouve par identification :

2
. Cj Hint O

N2,
C, /

L



CHAPITRE 4

Electrodynamique

Présentation

On commence par donner I’équation de continuité pour la densité d’énergie élec-
tromagnétique dont les causes sont le vecteur de Poynting et la densité de puissance ;
on suppose que les milieux restent au repos (section 1). La section 2 expose les équa-
tions de Maxwell. Nous réduisons ensuite les constantes de 1’électromagnétisme et
on en déduit I’équation de continuité pour la charge et ’expression de la densité de
puissance a la section 3. Les deux équations d’onde dans ’approximation linéaire
sont ensuite données avec comme solutions particuliéres les ondes planes (section
4). La quantité de mouvement électromagnétique est ensuite exposée ainsi que sa
relation avec le vecteur de Poynting a la section 5. Les systémes d’unités sont alors
discutés a la section 6. La relativité restreinte dans son formalisme quadridimension-
nel, le tenseur de Maxwell et la force de Lorentz sont ensuite exposés a la section 7.
La loi d’Ohm pour un conducteur au repos est alors déduite du premier principe de
la thermodynamique puis la loi de Kirchhoff est donnée ce qui permet d’introduire
la force électromotrice (sections 8 et 9). Le circuit oscillant est alors exposé a la
section 10. Les formules pour les champs retardés et avancés sont ensuite données
(section 11) et les expressions du rayonnement dipolaire électrique et magnétique
sont alors finalement déduites aux sections 12 et 13.

4.1 Equation de continuité

L’électromagnétisme ou électrodynamique réunit la description des phénomeénes
de déséquilibre électrique et de leurs relations avec le magnétisme.

Le déséquilibre, impliquant 1’évolution, nécessite du temps; cependant pour ne
pas compliquer des 'abord notre étude, nous admettrons que les milieux restent
au repos : par conséquent, les grandeurs les caractérisant seront indépendantes du
temps

e=e(@) et p=p(d)
(€ et pu ne dépendent pas du temps).
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Nous allons considérer un systeme électromagnétique ng'), limité par la sur-

face fermée C(y) = 0. Essayons de définir pour ce systeme une densité d’énergie
électromagnétique (™).

Comme nous ne désirons pas introduire de nouvelles grandeurs physiques, nous
pouvons poser par généralisation

™) = w7, D(Z, 1), B(Z, 1)) (4.1.1)

ou u'®™) ne dépend pas explicitement de ¢ puisque les milieux sont supposés étre au
repos. Sous ces hypotheses, ’énergie électromagnétique du systeme sera

Uem)(t) = / AV (Z)u' ™[z, D(Z,t), B(Z,1)).
C(5)=0
Appliquons a ce systeme le premier principe de la thermodynamique qui, nous le

savons, s’exprime par un bilan et traduit 1’évolution des grandeurs extensives du
systéme. Puisque les milieux sont au repos, la fluxion de U¢™)(¢) s’écrit simplement

. d — —
U(em.) _ _U(em.) _ / dV(f)@tu(em)[f, D(.’E, t)’ B(f’ t)]
dt C(§)=0

En toute généralité, les causes de cette fluxion sont de deux sortes :

1) existence d’un courant conductif (afflux & travers la surface C(7) = 0 ) : —S(Z, 1),
2) existence d’une densité de sources internes : p(""*)(Z, t).

Le bilan s’écrit donc :
vem = ¢ (@-3@0+ [ av@p@e.
c( C(

On définit :

« S(Z,t) : vecteur de Poynting (densité de courant d’énergie).

e p(Z,t) : densité de puissance.
En remplacant dans le bilan tem.) par son expression, nous obtenons

H — .
/ AV (2)9ul™[] = — ]{ (do, S)(g,t) + / (avp'™)) (@, t).
C@=0 C()=0 C(§)=0
En appliquant le théoréeme de Gauss sur 'intégrale de surface, nous obtenons
/ dv () [atu@m)[. L]+ div §(7, t)} — / AV (2)pnt)(1, ¢).
C(iH=0 C(§)=0

Comme nous n’avons fait aucune hypothese sur le volume limité par C(y) = 0,
cette égalité doit étre valable sous le signe intégrale. On obtient alors I’ équation de
continuité inhomogene pour la densité d’énergie électromagnétique :

(O™ + div S)(Z,t) = p)(Z, t). (4.1.2)
Nous écrirons souvent pour simplifier ’écriture :

u(em.) (f’ t) pour U(em') [f, -5(57 t)a E(fu t)]
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4.2 Equations de Maxwell

Nous allons chercher a établir les équations de mouvement des variables d’état
D(Z,t) et B(&,t) par déduction de '’équation de continuité de u(e™).

Calculons d’abord d,u(®™). Les milieux étant supposés immobiles, nous avons

5 o, (em.) ) (em.)
Suem™) [z, D(Z,t), B(Z,t)] = (agDi 6D’) (Z,t) + (ém 5B>( t).

(9B
Par généralisation, nous posons
uem) 1 auem) 1 e
opi O, "7 9Bt Cn

Nous avons alors

1 = 1 o o

ou[] = (5(B,3D) + Z—(H,68)) @1,

d’ou : . .
= — — > N

(9tu(em‘)[-] =S (E(E 9 8tD) + C—m(H, 6tB)> ([L‘, t)
L’équation de continuité homogene (en faisant p™) = 0 ) de u(®™) s’écrit alors

1 <« — 1 p= [ - L=

H(E,ﬁtD) + O—(H,@B))(:p,t) = —divS(z, ).

Nous allons essayer d’exprimer 9, D et 0tB en terme des grandeurs E et H des lors,
I’équation ci-dessus ne possede que trois inconnues 8tD 0,B et divs.

Il est clair que cette équation seule ne nous permet pas d’établir les équations
de mouvement cherchées. D'un point de vue purement mathématique, il faut in-
troduire deux nouvelles équations de fagon a obtenir un systeme de trois équations
indépendantes. Nous sommes donc dans 1’obligation de formuler deux hypotheses.

La premiere concerne div S. Pour évaluer cette grandeur, nous pouvons nous
guider d’apres la forme de 1’équation de continuité ; nous constatons :

1) que le membre de gauche représente 1'expression d’une divergence.

— p=)
2) que les grandeurs E et H y figurent linéairement, une dans chaque terme.

La seule relation vectorielle satisfaisant ces deux conditions est :

div]@ A b] = (b,rot @) — (a@, 1ot b).
Ces considérations nous conduisent a poser

«—

divS(@,t) = C div[E A H|(Z,1).
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Sous cette hypothese, ’équation de continuité s’écrit :

1 S — 1 > —, o2

= (E,0:D) + 5 (H,8,B) = ~C(t B, H) + C(E,rotH),

Ce
(‘E, (Ciatﬁ _ c&ﬁ)) + (ﬁ (Ciatﬁ n 0{«8@)) — 0.

La seconde hypothese que nous formulerons concerne I'indépendance des deux va-
riables d’¢tat D(Z, t) et B (x t); par suite, ’équation ci-dessus n’est vérifiée que si
les coefficients de E et de H sont nuls (condition d’indépendance).

donc

Nous obtenons donc finalement les équations de mouvement déduites de 1’équa-
tion de continuité de u(¢™) :

1
O—m8 = —CI'Ot E
1
58 D CrotH
En introduisant les constantes
1 1
= — t —
Gi=Ga.  C=aa

nous avons

— = s
rot £ =-C,0,B
r—ot)ﬁ = Czatﬁ

La thermodynamique nous avait conduit a poser : C, > 0 et C,,, > 0; par conséquent
C1/Cy > 0, donc C; et Cy ont méme signe.

La constante de proportionalité, introduite dans la définition de divS peut
s’écrire :

1
CiCn CyC.°
L’expression du vecteur de Poynting s’écrit alors (& un terme de divergence nulle
pres) :

C:

1
Gy,

Uy

(& 1t) = C[E A H|(%,1) = = [E AH)(@1t) = (B AH|(Z,t) (4.2.1)

CyCe
(En toute rigueur : S + Sy = C[E A H] avec divS, = 0.)

Les équations de mouvement doivent encore étre vérifiées dans le cas station-
naire ; nous trouvons :

|

3| &
i =

I
==
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La premiere équation est bien vérifiée par les lois de I’électrostatique, mais la deuxieme
équation ne l'est pas par celles de la magnétostatique car nous avions :

rotH = C;J
Nous devons donc modifier les équations de mouvement en posant :
s = s
rot & = —C10,B
rot H = C40,D + C,J

Mais alors nous constatons que 1’équation de continuité homogene de ul®™) est
incapable de nous fournir des équations de mouvement suffisamment générales.

Sans modifier les hypotheses faites plus haut, formons a postériori divS a laide
des équations modifiées

— 1 — 1 N e 1 — 2
divS dlv< c, Cm[ A ]) cico (rot E, H) Gl (rotH, E)
1 [ 1 — C — -
=—— (OB . H ——(0,D,E)— —L-(E.j
Om (at Y ) ; (at 9 ) 0206 ( 7])
et I'on obtient : o
divS = —(9tu(6m') — T&(E,j)

Nous voyons apparaitre une équation de continuité inhomogene de u(¢™)
Opule™) 4 divs = p(i”t').

Nous posons donc
) L
P& 1) = (B, D@ ), (4.22)
ce qui postule bien entendu qu’il n’y a pas d’autre densité de source. Ce postulat
nous permet d’affirmer que les équations de mouvement modifiées constituent les
équations générales. Celles-ci plus celles définissant les variables D et B constituent
les équations de Maxwell :

Equations homogenes

"ot E = —C,08 (4.2.3)
divB =0

Equations inhomogenes

rotH = C40,D + C,7 (4.2.4)
divD = Ceq

Remarque.

Habituellement les équations de Maxwell s’établissent de manieére tres différentes,
mais quelle que soit la méthode utilisée, elles nécessitent au moins autant d’hypo-
theses. En physique générale, les hypotheses sont issues de résultats expérimentaux.
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4.3 Relations entre ¢q et

Nous savons que div rot = 0. Alors :
divrot H = 0 = Cy divd, D + C; divy

= C, d,divD + C; div T
= C,C. g + C; divy

et nous avons la relation entre densité de charge et densité de courant

C.
C,C, <(3tq o0 diva> —0.

Cette équation de continuité nous permet de définir une densité de courant en termes

de charges 7. Par souci de simplicité, nous posons : jp = 7, alors

C; = G0,

et I’équation de continuité du courant, conséquence des équations de Maxwell, s’écrit

(O + div 7)(Z,t) = 0.

(4.3.1)

Cette équation nous permet de conclure que le courant est constitué de charges en
mouvement ; elle exprime aussi la conservation des charges. En effet, nous avons

/C(‘)o (dV(@tq + div j))(f, £) =0

Cy)=0

Fig. 4.3.1

et, par le théoreme de Gauss puisque C(7) = 0 est une surface fermée,
= = < —
| @og@n=-o--¢  @.n@n-o
C(H)=0 C(§)=0

Puisque C; = CyC;, 'expression de la densité de puissance devient
s

pi(7,6) = —(F, J)(@1) < 051 0 < angle (7, F) < —.

(4.3.2)
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Cherchons 4 interpréter p(™*). 1’équation de continuité du courant est équivalente

A Iéquation différentielle 67 — 76t = 0 parce que d,q = —div]= —0;7] (cf. équations
aux dérivées partielles). Alors on a

-,

i <—
Plint) (1) — _ / v (@)(E, )7, 1)
C(H)=0
et donc
;mmoaﬁt:_:/ ﬂdfﬂiiﬁ%ﬂfi):‘:/ v (7)(E, 67q)(7,t).
C(7)=0 C(%)=0
Or nous avons vu au chapitre 1 que

/ 4V ()(E ¢, 67)(7, t) = —5.Aline),
c(

%)=0

ot §A™e) est le travail des forces extérieures fourni a E(Cem') donc : Pne)§t =
—5Ane)  Par conséquent

- = A (em.) . 5z .
Jet E de méme sens : X “subit une perte d’énerygie,
h
Jet E de sens opposés : ng')subit un gain d’énergie.
(Nous reviendrons plus loin sur ces résultats.)

Résumé

FEquations de Mazwell. (grace a la réduction des constantes)

e —
rot B = —C,0,B

divB =0
s - (4.3.3)
rot H = Cy(0:D + C.))
divD = Ceq
Equations de conservation.
- —
dule™) +divS = —(E,7) (énergie) (4.3.4)
Oyq +div)y=0 (charge) -
Relations phénoménologiques. (par généralisations)
(em.) [ [j = E = 1
oum(E D@ ) BEN] _ 1 p o
0D (Z,t) C. (4.3.5)
au(em)[f,ﬁ("j),E(f,t}] Cl 1 e =
5 == __Hz (ZE, t)
OB (Z,t) C2 C
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Relations de ’électrodynamique linéaire.

(4.3.6)

Et dans ce cas particulier, la densité d’énergie électromagnétique a la forme
1 =9 Cl =12
= 57— |D| |B
2C,€

w(Em) — ye) 4 g m)

(4.3.7)

4.4 Les deux équations d’onde

— =
Nous voulons établir les équations d’onde pour E et pour H, dans ’approxima-
tion linéaire et sans nous servir des potentiels. Nous supposons de plus que € et p
ne dépendent pas du temps et de ’espace.

a) En prenant le rot de la premiere équation de Maxwell, on a

rotrot B = graddivE _AE = —Clﬁtﬁﬁ
= —Clﬂaﬂaﬁ

En remplacant rot i par sa valeur tirée de la troisieme équation de Maxwell, il vient
- . ) = .
graddivE — AE = —C1Coue 0f E — C1C5C 11 O4).
Comme divE = (1/€)C.q, nous obenons 1 équation d’onde inhomogéne pour E(Z,t) :
1 o= 1 — 1.
(A — g(?t VE(Z,t) = ZC’e(gradq + g@j)(x, t) (4.4.1),

ol (1/c?) = C1Cqep > 0, ¢ étant la vitesse de la lumiere dans le vide (e, pu = cte);
c’est la vitesse de propagation de 1’onde.

b) Cherchons maintenant équation d’onde pour H(Z,t). En prenant le rot de la
troisieme équation de Maxwell, on obtient

sy — 2 — .. 2 — s = — -
rotrot H = graddivH — AH = Cyedirot E + CoCrot .
En remplagant rot B par sa valeur tirée de la premiere équation de Maxwell, il vient
graddivH — AH = —C,Coped?H + CoC,rot]

or : divH = 0 et nous obtenons I’équation d’onde inhomogéne pour ﬁ(f, t):

1 Nee o
(A—i§$>H@¢):—O¢;mmu¢) (4.4.2)
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Les solutions satisfaisant ces deux équations aux dérivées partielles nous fournissent
la forme des ondes électrique et magnétique crées par le systeme E(Cem‘).

Il est commode d’introduire le symbole appelé d’Alembertien pour désigner I’'opé-
rateur suivant :
1 ’ 1_\2
_ 2 _ 2
O=A- 08 =) 8- (Eat> .
i=1

Cas particulier : équations d’onde dans le vide

) ne contenant aucune inhomo-

Considérons un systeme électromagnétique Z(Cem
généité : ¢q=0; j = 0. C’est par exemple le cas du vide.

Dans ce systeme, les deux équations d’onde se réduisent simplement a :
DE(Z,t)=0 et OH(Zt) =0.

Ces équations peuvent admettre une solution non nulle; cela signifie qu'un champ
¢électromagnétique peut exister méme en ’absence de charges et de courant, il prend
alors le nom d’ondes électromagnétiques. Ces équations aux dérivées partielles ad-
mettent pour solution particuliere les équations des ondes planes. On peut les cal-
culer et obtenir deux équations transversales planes se propageant dans la direction
v parallele au vecteur de Poynting et perpendiculaires 'une a 'autre :

—

B(7,t) = 7f((7,7) — ct)

—

B 1
H(Zt) = Cron

ou U et T sont des vecteurs unités tels que (7, 7) = 0. D’autre part, sachant que

@) — € \FR ot ym) - G
Y o0, (Bl et 20,C.,

HP,
on voit que
et

1 — — —

[EAH = S8(&,t)=7cu™)(Z,1).

traces des plans (7, &) — ct = cte
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4.5 Quantité de mouvement

La quantité de mouvement d’'un systeme est une fonctionnelle extensive : elle
possede donc une densité de quantité de mouvement ;, telle que :

I, = IL[C( ), m( )] = / (V) (E,8).
C(H=0
Nous allons définir deux sortes de quantités de mouvement.
Quantité de mouvement pour un corps substantiel

Considérons un corps substantiel limité par la surface fermée C(7,t) = 0 en
mouvement.

{doy}

C(y,t)=0
Fig. 4.5.1

Cherchons a établir I’équation de continuité pour la quantité de mouvement
substantielle II*****). En toute généralité, la fluxion de TI\™**") est :

7

ﬂgsubst.) _ / (dV@tW£SUbSt')> (57 t) + % (do_kvkﬂ_gsubst-)> (?77 t).
C(F4)=0 =

ot {v*} est la vitesse de l'enceinte C(¢,t) = 0. Les causes de cette fluxion sont de
deux sortes :
subst.)

)

. . k , .
1) existence d'un courant conductif 7 ( appelé tenseur des tensions.

2) existence d'une densité de source k:z-(subSt' appelée densité de force incidente sub-
stantielle.

En faisant le bilan, IT™"*") g'6crit

/ (avee™) (@, 1) + 7{ (dowrE ) 5 0),
C(y,t)=0 C(i,t)=0

soit encore en appliquant le théoreme de Gauss a 'intégrale de surface, nous obte-

nons .
/ (def“bst')) (7,1) + / (dvakrf(”b“'>) (,1).
C(§,t)=0 C(§,t)=0

Comme nous n’avons fait aucune hypothese sur C(y, t) = 0, cette égalité doit encore
exister sous le signe intégrale, d’ou 1’équation de continuité cherchée

By + O (VPm ) — phy(subst) (3 1) = gloubst) (2 4y, (4.5.1)

3 K3
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L’axiome de Newton WZ(SUbSt') = muw; nous permet d’interpréter {v¥}(Z,t) comme

étant la vitesse de I'élément de masse (dVm)(Z,t) et m(Z,t) étant la densité de masse
inerte, grandeur (extensive) fortement conservatrice, ce qui implique I’équation de
continuité

(Oym + Opv™m)(Z,t) = 0.

On peut écrire le bilan de la maniere suivante :

Hi (t) = / (dv]{:i(subst.)> (f) tCL) + % <d0_k7_ik(subst.)> (y_: t)
oF:)=0 C(Ft)=0

y7
_ / ddKi(subst.) (f, t) + / ddflKi(subst.) (377 t)
C(g,t)=0 C(F,t)=0
_ K-(mC'SUbSt')(t)

- (subst. inc.subst. inc.subst. . o
donc : T10) = glinesubst) vec {Kme=u0s1 . pésultante des forces incidentes

substantielle.

Quantité de mouvement pour un champ électromagnétique

Un systeme électromagnétique E(Cem') au sens restrictif doit étre considéré comme
immobile, donc la surface le limitant doit étre invariable au cours du temps c’est-a-
dire définie par C() = 0.

C(y,t)=0

Fig. 4.5.2

Cette hypothese est effectivement nécessaire, car nous ne savons pas définir de
vitesse {v*}(Z,t). Il est bien entendu possible de définir une vitesse de I’enceinte
C(¢,t) = 0 notée {v*}(¢,t), mais alors que représente {v*}(Z,t)?

On pourrait d’abord penser que c’est la vitesse d'un élément de charge (dV q)(Z, t)
ou d’'un élément de courant (dV7)(Z,t), mais ce n’est pas le cas, car rappelons-le :
charge et courant n’ont de sens que dans la matiere et par conséquent, la vitesse de

ceux-ci s’identifie avec celle de la masse (substantielle) qui n’existe que dans E(CSUbSt')

et non dans E(gm') au sens restrictif (par définition de celui-ci). Peut-étre serait-on
tenté d’introduire, ainsi que Maxwell I’a fait, un milieu non substantiel mais ce-
pendant matériel de facon a pouvoir lui attacher un champ de vitesse ? Mais nous
savons que cette hypotheése d’un milieu non substantiel (appelé éther) est rejeté par
la physique. Ce ne peut pas non plus étre la vitesse de propagation des causes, car
une « cause » (en soi) n’est pas une grandeur physique.
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Nous posons :
™) () = / (V™) (&, ¢).
C(7)=0

Par un calcul analogue a celui fait pour le cas substantiel (mais cependant un peu
plus simple), nous obtenons ’équation de continuité pour la quantité de mouvement
électromagnétique

(atw§em’>  Grem) = k;("””) (Z,1). (4.5.2)

ou 'on a introduit :

. Tik(em') : densité de courant conductif, appelé tenseur de Maxwell électromagné-

tique,
kz(mc'em') : densité de source, appelé densité de force incidente électromagnétique.
Quantité de mouvement pour un systéme complet : substance et champ

Le systéme comprend maintenant E(CS“bSt') et E(Cem‘). Lorsqu’on veut se limiter &
I’étude des interactions matiere substantielle et électromagnétisme, on pose :

(ki(inc.subst.) _ _ki('inc.em.))(f’ t)

On exclut donc les forces de gravitation... etc.

Avec cette condition, I’équation de continuité pour la quantité de mouvement
totale s’écrit :

(at (ﬂ_i(subst.) + 7Q(em.)) + ak <Ukﬂ_£subst.) . (Tik(subst.) + Tik(em.))>) (f, t) =0. (453)

(em.)
i
gnétiques. Exprimons le tenseur Tik(em') a l'aide des deux tenseurs de Maxwell établis

aux sections 1.8 et 3.11. En toute généralité, nous avions trouvé

Essayons maintenant d’exprimer 7, ’(Z,t) a l'aide de nos variables électroma-

e 1 -
e = — pEp; — skjz, B)
Ce
m 1 e
Tz'k( = — H* Byy; + 0Fu[Z, B
Cm,
En prenant leur divergence et en nous restreignant au cas linéaire, nous avions établi
1 1 B’
— <—
akTZk-(el) a(de)Ei + a[rotE A D]; — |26”€ O€
m 1 = ° 1 — — ﬁ 2
akTZk( ) — C—m(divBo) H; +C—m[ﬁ>H A Bo)i — ’2017181#

Posons, d’apres le principe de superposition des effets,

7_ik(em.) _ Tik:(el.) + 7_Z/c(m)
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En utilisant les lois

divD = Cuq rot B = —-C,0,B
divBy = Ci  totH = C20,D + C}j

nous obtenons

em o C — = C — (2N
@Tf( ) qE+ q H; — _1[atB/\D]7;‘|’ _Q[GtD/\BO]i

C, Cm
) ~ (4.5.4)
+ Cy[j A By B g — 1
117 0]z 20@ i€ QCm i

L’équation de continuité pour la quantité de mouvement électromagnétique peut
s’écrire : '
aka(em.) _ _k(znc.em.) 4 atﬂ_(em.)'

7 [ i

inc.em.) k(inc.subst.) dlevive
= —k, ,

/ (
Or nous avons supposé que k;

ak,rik(em.) _ kginc.subst.) + atﬂ_i(em.).

m.)

k .
En remplacant 0,7; (e par son expression, nous obtenons

|2
k(em,) — aF. oﬁ[ 4 ‘E’ o |E| o
8t7-1 q z+q z+Cl[J A\ O]Z 208816 2Cm
O — s s —
+ 51([@1) A Bol; — [0.B A D);)

e

_ kl(inc.subst.) + atﬂ_iem.)‘

Les résultats établis aux sections 1.8 et 3.10 nous permettent de poser

= —
E? H?
_Bp, _|H]

k(inc.subst.): Ez °}OIZ. C _"/\(E) 8 (A
( qE; + qH; + C1[j A B 5C. 20,

Par identification des termes dans I’équation de continuité ci-dessus, nous voyons
que les deux derniers termes du premier membre doivent représenter amf”"').

Mais la surgit une petite difficulté ; le terme

C — — — —
51([@17 A Byl; — [0,B A D);)

ne représente une dérivation par rapport au temps (0;) que si les poles magnétiques
(fictifs) restent au repos. En effet si nous considérons les équations relatives aux
aimants

B = uﬁ+C’m]\7 = EQ —I—CWE et divM = —q,

(1)k§€m') est dans une équation de continuité une densité de forces extérieures.
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alors 8t§ = 8t§0 seulement si 0#\7 = 0, donc si 0;¢ = 0 et cela n’est réalisé que si
les poles magnétiques restent au repos.

Si cette condition est vérifiée, alors

Cy o= e o o Ch.ox o
Zﬂ@DAB&—WﬁADh:5QWABw

Par conséquent, la densité de quantité de mouvement électromagnétique est

m(Z, 1) =

2

LD A Byli(,1). (4.5.5)

L’hypothese de linéarité n’ayant été utilisée que pour exprimer certains termes de
la densité de force incidente, cette expression de erm') doit étre considérée comme
valable dans le cas général.

Dans le cas linéaire, nous avons

donc :

Il faut cependant se garder de confondre 7€) avec la densité de courant d’énergie

—

S (cf. sect. 4.7).

Interprétation et remarque.

En considérant 1’équation de continuité totale, nous voyons quune onde inci-
dente, absorbée (ou réfléchie) par une surface substantielle, transmet a travers la

< subst.
surface une quantité de mouvement HE ) dans ce COrps.

H(e.m.)

7

HZ(-SUbSt')

Fig. 4.5.3

4.6 Systemes d’unités

Nous allons dans ce paragraphe donner des valeurs numériques aux cing constantes
électromagnétiques
Cly 027 Cea €0, Mo -
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Quatre d’entre elles sont reliées par la relation

1
0102M0:—2>0,
o

ou ¢y est la vitesse de la lumiere dans le vide :
co = (2.998 £ 0.001) - 10'%cm sec™! ~ 3 - 10" cm sec™.

1. Les systémes C.G.S.

Dans ces systeémes, on convient de choisir trois grandeurs fondamentales Lon-
gueur, Masse, Temps et de leur associer les unités

] =cm [M]=g [t]=sec.

a) Systeme de Gauss

Les cinq constantes électromagnétiques sont définies sur la base de trois expé-
riences fondamentales.

1. — Loi de Coulomb électrique.
2
ey _ Ce @
4meg 12
2. — Loi de Coulomb magnétique.
92
gm) _ Cm Q@
AT g 72
3. — Loi de Rowland. Un anneau, en révolution autour de son axe et portant

une charge @, crée le courant J = Q/trévolution OU trévolution = 277 /v. On a alors
J = Q/2mrv. Cela conduit a

o CzCe/[de/\ [71]

CyC, 2mr 1 Qu
=12 -
7r

g = CoCe——.

72 | A7 72 A7 12

La force de Rowland (force exercée par ’anneau sur un barreau aimanté) est alors

CC. QQ
U_

Ar 2’

K(Row.) _ @ﬁ[ _

Dans le systeme de Gauss on pose :

Q2
K = -~ dou C,=4m; ¢ =1
r
52
Km) = % dou C,,=4m; pg=1
; 1
grow) ~ VQQ gy o, - L

co T2 Co
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et, puisque C1Coeopo = 1/c§, on a Cy = %

b) Systeme de Gauss rationnel ou systeme de Heaviside.

Ce systeme est dit rationnel, en ce sens qu’il exprime le facteur 47 dans les deux
lois de production esprimées dans le systeme de Gauss présenté ci-dessus. Donc :

C.=0, =1L

on pose d’autre part :
Mozﬁozl et 01202:—.

Mais alors on a la relation

1

[Qo] Heavi. — —4 [_O] Gauss

3

c) Systeme magnétique (intérét historique).

Ce systeme réalise :

[Q]m = [@]Gauss

D’autre part on pose
C. = C,, = 4 (systeme non rationnel), Cy=C; =1

d’ou €y = % qui implique pg =1 ; % = ¢ et par conséquent

[Q]m = Co [Q] Gauss

d) Systeéme technique (completement périmé).

De ce systeéme, nous ne retiendrons que la définition du Coulomb :

1
[@ltecn. = Coulomb = —[Ql. = f—g[g]eauss

et de I’ Ampeére :
[i]techn. = Ampére

2. Systemes M.K.S.

Dans ces systemes, les unités fondamentales sont :
[z] =m. [M]=Kg [t] = sec.

et alors : ¢; = 3 - 10°m sec™!. Nous ne considererons que le systéme Giorgi.
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Les équations s’écrivent :

o = —
rot £ = —8tB

divB =0
rot i = 0,D+ 7
divD = q.

C’est donc un systeme rationnel. Il s’ensuit que :
Cl Cz Ce = Cm =

Notations.

Une grandeur physique G exprimée dans un systeme d’unité est composée d'une
mesure Gy €t d'une unité [Glsyst., ¢’est-a-dire :

Q = Gsyst. [Q] syst.

Dans le systeme M.K.S. , I'unité de force est le Newton : [K] = Newton.
Dans le systeme C.G.S. , c’est la dyne : [K] = dyne.
On a la correspondance : K|y ks, = 10°[K]c.gs. = 10°dyne donc :

KM.K.S. (: KGiorgi) = 1OiS}(C.G.S. (: 1075KGauss)-
La loi de Coulomb électrique s’écrit :

_ 9 1020 Qcm — 9 1018 Qtechn — 9 1014 Qtechn

K Gauss — 2
cm Tcm Tm
2
=5 9 Qtechn 1 QGiorgi
KGiorgl 10 KGauss =9-10 2 = B
r2  4mey T2

On pose : Qtechn. - QGjorgi, donc
[Q]techn. = Coulomb = [Q] Giorgi)

on a

et par conséquent et grace & C1Cheppo = €oflo = 57575,

dmeg = et o = 471077

1
9-10°
Dans le systeme Giorgi, l’'expérience fondamentale est la mesure de la force s’exercant
entre deux courants paralléles.

14
KGiorgi = Fo J2< ) =2 1077J(2}iorgi (;)

[J]Giorgi = Ampere = [ Jtechn. - = Coulomb - sec_;

Autre unité : pour le potentiel ¢ : [¢] = Volt.
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Tableau récapitulatif.

’ ‘ Systeme ‘ 1 (s €0 ‘ o ‘ C.=Cn
1 1
Gauss 10710 | = . 10710 1 1 4
3 3
Heaviside ! ! ! ! 1
C.G.S.
1
Magnétique 1 1 3 10-% 1 1
Technique ? ? ? ? ?
S RN -9 =7
M.K.S Giorgi 1 1 - 10 4710 1
479

4.7 Relativité restreinte.

La théorie de la relativité restreinte est traitée en détail dans le cours de phy-
sique théorique (livre III). Dans ce paragraphe nous voulons simplement faire res-
sortir la simplification qu’apporte la théorie de la relativité dans la conception des
phénomenes électromagnétiques, et montrer 1'unité qui se révele sous la diversité des
actions électriques et magnétiques.

Nous allons tout d’abord transcrire les équations de Maxwell sous forme tenso-
rielle.

Choisissons le systéme dunité de Heaviside et posons cotsee = tem = x* donc

[t] = cm. (C’est en fait le temps mis par la lumiere pour parcourir 1 cm dans le
vide). Nous aurons :
1 0
—8) =8 =0i=7
<C0 ! Heavi. ! 4 ox?

Par conséquent
00:1([y]:1), 01:CQICeICm:1 et EOZ/JJOIL

Equation homogéne
oy < —
rot £ +04B =0
divB = 0.

La deuxieme équation s’écrit

leE = agée = (SS)(@@BM —+ aszg + &ngl) =)

— ikl 0;Bre =0, (une équation)

A
ou ¢kl signifie : somme avec permutations circulaires sur les trois indices.
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La premiere équation s’écrit
Oy —
(I‘Ot E)zk + 64Blk = &Ek - akEz + 64Blk = 0.
Posons E), = By = — By, ce qui donne
0By + OxBu; + 04 B = 1k40; Byy = 0. (1, k = 1,2, 3 trois équations).

En groupant ces quatre équations, le groupe homogéne des équations de Mazxwell
s’écrit sous forme condensée :

@y 8y B, = 0. (4.7.1)

Equations inhomogénes

totH —0,D =]
divD = q.

La premiere équation sécrit

(totH — 8, D) = 8,1y, — 91 — ,D° = j°

Posons Df = H* = —H* ce qui donne
(ﬁﬁ — 94Dt = (s.8.) (=0 H" — 0y H™ — 0,H") = —0,H*" = j*. (trois équations)
La deuxieme équation s’écrit
divD = §;D' = —9;H™* = q.
Posons g = j*, ce qui donne
—0;H™ = j*. (une équation)

En groupant ces quatre équations, le groupe inhomogene des équations de Mazwell
s’écrit sous forme condensée

— O, H*® = 5. (4.7.2)

De cette équation, nous tirons immédiatement 1’équation de conservation de la
charge; en effet :

~0p0a H* = —0(50) H'*" = 0(p0) ™) = (05 HV) = 0 = 055",

et donc
0,7% = 0. (4.7.3)
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Conséquence

Tout d’abord, remarquons que les définitions Ej, = By, D¢ = H* et ¢ = j*
sont les seules qui rendent possible la transcription tensorielle des équations de
Maxwell. Nous avons donc des équations tensorielles, établies indépendemment de
toute métrique ; il est donc possible d’affirmer qu’elles sont covariantes pour le groupe
affine de I'espace & quatre dimensions (z!, 2%, 23, z%).

Restreignons-nous maintenant a 1’électromagnétisme dans le vide. Nous savons
que dans le cours de physique théorique (tome I) la thermodynamique impose une
métrique de I'espace {g;} définie positive, soit pour simplifier : gz = &; donc
gii = ¢" =1, ¢** = 0. Dans le vide et puisque €, = o = 1, nous avons

Di=g¢g"D, £ D, = E (e=1)
H* = ¢ " Hyp £ Hy S By (1o = 1.)
Mais
D'=H%=-H"ZD,=F; =By
et donc

Bis = Hy = gungunH™ = —H™,
Par conséquent
gu=g"=-1; g7 =0
Et nous voyons que les équations de I’électrodynamique imposent pour l'espace
(x!, 2% 23, ) la métrique

100 0

010 O
af * —

000 —1

qui constitue la métrique d’un espace pseudo-euclidien (c’est une métrique non dé-

finie).
Récapitulation.

Nous avons montré que les équations de Maxwell sont covariantes pour le groupe
affine : {A} :
{A} : 2% = A%(z® + A%)
et d’autre part, nous avons établi, grace aux équations phénomenologiques de 1'élec-
tromagnétisme dans le vide, que le 4-space envisagé possédait une métrique {gns}
pseudo-euclidienne.

Cette propriété limite les transformations du groupe affine a celle conservant la
métrique.

Par suite, les équations de t’électromagnétisme sont covariantes par rapport aux
transformations : o o »
9" = LoLy g*7 = g

~ e (4.7.5)
=LY (z* + L%).
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On peut vérifier qu’elles constituent un groupe : le groupe de Lorentz-Poincaré. On
appelle groupe de Lorentz : {L}, le groupe des transformations homogenes

o =L%z*; [*=0. (4.7.6)

Cas particuliers.

Rotation spatiale dans un plan 12.

Dans ce cas v = 23, ‘ot = 2* (¢ = t). Puisque la forme quadratique fondamentale
est un invariant tensoriel :

(07

TaZ" = GapT 2% = invariant.

Alors, si gop = g*°, on a

et il reste

ce qui représente I’équation d’un cercle dans le plan 12. La transformation peut donc
s’écrire :
1

~

zl cosw + 22 sinw

Tr =
‘22 = —zlsinw + z? cosw
13 — 33
'y
i 4
2 N % ;
,.TQ T N % %
N w // ’
\\\ L lx-?)
/// S§ x3
/$1 )
w ///
z! 7
Fig. 4.7.1 Fig. 4.7.2
Rotation spatio-temporelle.
On choisit 2! = 2!, o? = 22 et donc
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ce qui représente I’équation d’une hyperbole dans le plan 34. La transformation peut
donc s’écrire :

Tl — :Cl

lx2 — $2

28 = x3chw — 2*shw
r4 = —x3shw + z*chw.

On peut aussi écrire
'3 = chw(x3 — Bt)
't = chw(—Bz3 + t)

avec : z* =t et 3 = shw/chw = thw avec —1 < thw < 1 (strictement si w est fini).
Donc [ s’interpréete facilement lorsqu’on considere la formule de transformation

3 = chw (2% — Bt).

Dans ’espace usuel a trois dimensions spatiales, ( représente la vitesse du référentiel
(‘r) par rapport au référentiel (z) et cette vitesse est constante puisque § = thw
(w = cte caractérise une transformation spatio-temporelle), donc § = v < 1 et, en
revenant a un systeme d’unité plus connu, cela signifie que

v
6=— avec v <.
Co

ou ¢y est une witesse limite.

Remarque.

Puisque w caractérise une transformation spatio-temporelle, nous écrivons sym-
boliquement
't = L(w) z°.

Si nous opérons une nouvelle transformation, nous avons : "z® = L(w') z3. 1l est facile

de vérifier que : "z® = L(w") 2% avec w” = w+w'. Nous en déduisons immédiatement

la loi de composition des vitesses; en effet :

th w1 + th W9
=th =th =~
ﬁ (OJ) <w1 + WQ) 1+ th wlth Wa

_ B+ Be
1+ 613

B

g
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Tenseur de Maxwell

Nous allons construire le tenseur de Maxwell électromagnétique sous forme ten-
sorielle pour le 4-espace défini plus haut. Rappelons que

7 — D'Ey, — 5i4(E)
7™ = H*By, + 5Lu(B)
et, dans le vide, nous avons (cf. sect. 4.5)

82‘7';‘(88.) = qu — [6&7/\ [j]k
8™ = [7A Bl + [8:D A Bl
Le tenseur de Mazwell électromagnétique est (principe de superposition)
gt = riem) = pilel) 4 pitm) (4.7.7)
Par conséquent . ~
0,0, = qEx + [J'\ Bl + 0:[D A By

Or .
4B+ [ A Bl = K, (478)

ot {kf} et la densité de force de Lorentz et
[D A By = (4.7.9)

ou {7} est la densité de quantité de mouvement électromagnétique. Ainsi on a la
relation
87,92: = k’]% + 3757%-

Posons
T = —0; (4.7.10),

alors il vient

002 = —kf. (4.7.11)
Cherchons a exprimer 6. Nous avons
) = HY B, — §L4(E)
T:(es') = H44Bk4 =0
lel(m) = HMB% = —Dngk = —[ﬁ A\ B]k = —Tk.
Il s’ensuit que, si on définit ¢[B,,] = K(E) —u(B), alors
O = H By, — 6 (((E) — u(B)),

dot
0% = H* B, — §24[B,,). (4.7.12)
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Puisque 0,0 ; = kF avec ki = qEy, — j*Buy, = j*Bra — j*Bu, on a alors

a0 = kL = —j*Bay.

Théoréeme de l’énergie.
du+divS = —(j, E)

qui donne
- R p= . — R =2
Owu=—(j,E)—div[E ANH|=—5'E;, — O;[E N H|'
= —j*Bis — 8;(ExH™) = —§'Bis + Ox(H* Bis).
Nous remarquons que
—S*=H*B;y = 6% (4.7.13)

et posons, par définition :
—j'Bi = ky . (4.7.14)

Alors, avec kI = 0,0¢, on a
Opu = kE — 0,0% = Ou = Oqu = 0,05 — Oi0% = 0,0

et nous sommes conduit a poser :
u=0;. (4.7.15)
Vérifions si cette définition est compatible : il vient

w=0% = HYBy — ([B,,] = D'E; — {(E) + u(B)
— u(es.) + U(m)

En résumé nous avons construit le tenseur de Mazwell (covariant par rapport
a {A})
05 = H*’B,g — 65L[B,,]

92 _ 7_7,' ;:m) : 01 SZ (4716)
9% = Tk 03 =u

et le tenseur force de Lorentz (également covariant par rapport a {A})
kk = —j°Bga
kE = qB), + [j A Blx (4.7.17)
ki = -G E)
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4.8 Loi d’Ohm pour un conducteur au repos

Jusqu’ici nous n’avons considéré que des transformations d’énergie électroma-
gnétique en énergie mécanique, mais il est possible d’envisager bien d’autres types de
transformations. En particulier, nous allons voir que dans tout systeme une partie de
I’énergie électromagnétique se transforme constament en chaleur par l'intermédiaire
du systéme substantiel 3(5“*)  Ceci nous ramene a la thermodynamique.

Puisque nous allons étudier des transformations irréversibles (chaleur), nous
devons introduire I'entropie comme nouvelle variable d’état.

Nous allons considérer un systeme ¥ constitué du systeme substantiel au repos
N(subst) et du systéme électromagnétique (™) (On pourra, si 'on veut, interpréter
Y) comme étant un systeme substantiel au repos possédant une partie de son énergie
interne sous forme d’énergie électromagnétique).

Par conséquent, I'expression de la densité d’énergie de ce systéme s’écrira, en
accord avec les résultats établis en thermodynamique

ulZ, t] = ulE, D(Z,t), B(Z,1), s(Z,t)].

ou s(Z,t) est la densité d’entropie, qui rappelons-le vérifie I’équation de continuité
(8ys + divjs)(Z, t) = i(Z,t) > 0,
le systeme étant supposé au repos. Dans cette équation, fg(f, t) est la densité de
courant conductif d’entropie et i(Z,t) est la densité de source d’irréversibilité.
Pour un systeme quelconque, le premier principe de la thermodynamique appli-

qué a l’énergie totale H, s’exprime au moyen de I’équation de continuité

(Oeh + O(v*h + j3)(Z, 1) = pr(T, 1),
ou jH est densité de courant d’énergie et py = pa est la densité de courant de

travail.

Le systeme Y que nous avons défini étant repos, son énergie totale H se confond
avec son énergie non cinétique U ; d’autre part, et pour la méme raison, il n’y a pas
d’échange de travail. Par conséquent nous pouvons écrire

Ju=S+q et pu=pa=0,

ot S est le vecteur de Poynting et ¢ est la densité de courant de chaleur.
On a alors
(Opu + div (S + @)(,t) = 0.

Exprimons dyu :

ou ; Ou o . Ou

O[T, D(Z,t), B(Z,1), s(Z,t
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Or par définition, T' étant la température absolue,

ou 1 ou 1 - ou
= b = Hi; —=T,
oDt C. oB: C, Js

donc

1 ; 1 o o,
&gu[] — FEZ&D’ + C—Hz&gB’ + T@ts.

Mais nous avons vu a section 4.2 que

1 , 1 o .. - -
—E;0,D' + —H;0,B" = 0,u'*™)[7, D(1,t), B(Z, 1)],
Ce Cm
et d’autre part
— - —
™) = —divS — (5, E),

alors . -
dwul.] = Oul™) 4+ Tdys = —divS — (j, E) + Td;s.
En remplagant dans 1’équation de continuité dyul. ..] par cette expression, il vient
—divS — (, E) + T,s + div(S + ) = 0.
Donc

o =
—(5,E) +Tds + divg = 0.

Dans le cours de thermodynamique (livre I), nous avions posé

Alors —
divg = divTjs = Tdivjs + (grad T, js)

et I’équation de continuité donne lieu a la relation
2 0 P - 1.
—(3, E) + T(0s + divyjs) + (gradT, ?q> = 0.

Comme 0;s + divfs =14 > 0, nous obtenons l'inégalité thermodynamique

1 - = 1
1= 50, E) + mp(—grad T,9) 2 0.

La seule possibilité simple pour que cette inégalité soit vraie dans tous les cas est
que chaque terme soit non négatif indépendemment de ’autre. Par conséquent nous
posons :

— Ke
7=k E avec T > 0. (4.8.1)

ou k. est la conductibilité électrique; elle a toujours le méme signe que T'. D’autre
part

5 m—

¢ = —kegradT avec k. > 0. (4.8.2)
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ou kappa. est la conductibilité calorique ; elle est toujours positive.

Ces deux lois étant vérifiées expérimentalement, notre hypothese de simplicité
est justifiée. Ainsi, nous constatons que la densité de puissance

- =

pi) = —(jE) = —kE? <0 si T>0

exprime la chaleur dégagée par le systéme électromagnétique.
Si ke # 0, le milieu est dit conducteur.
Si ke = 0, le milieu est dit isolant.

Considérons maintenant un tube de courant de longueur ¢ et de section o li-
mité par deux surfaces équipotentielle parallele et supposons 7 parallele au tube et
constant.

_____ ¢’

Nous avons alors

Y/}
E3 = —(gradgb)g = ¢ f ¢
et donc or
J<_:0_j3:7€(¢/_¢//)-

Résistance ohmique.

On appelle résistance ohmique de ’élément de tube de courant de longueur /,
de section o et de conductibilité électrique k. I'expression

l
R = . 4.8.3
py (4.8.3)
Nous voyons que R/T > 0.
Nous obtenons finalement la loi d’Ohm pour un conducteur au repos
Y ey
JT = . 4.8.4
7 (4.8.4)

Remarques.

Considérons un conducteur (un tube de courant). La relation 7 = keE mnous
permet d’affirmer qu’en chaque point de celui-ci existe un champ électrique E(Z,t).
Essayons de déterminer la provenance de ce champ. Tout d’abord, rappelons qu'un
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champ électrique est crée par une distribution de charges, nous avons en effet les
relations

divD = Ceq ; D =¢E.

Nous allons donc déterminer la distribution ¢(Z,t). On a en effet
Oqg+divy=0 et j= Iieﬁ —  —0iq = Kediv E

d’ou . p
—atq = —eleD == eq
€ €

et, par intégration,
q(Z, 1) = qo(&)e(Ke/ICet,

Comme (k./€)C, est tres grand, ¢(Z,t) décroit rapidement et devient inappréciable :
les charges électriques apportées dans un conducteur disparaissent et on a ¢(Z,t) ~ 0.

H

Puisqu’il n’existe pas de charges d’espace, la distribution créant le champ E

doit obligatoirement se trouver sur la surface du conducteur. Ceci est encore vrai et
d’autant plus pour un courant stationnaire ou div) = 0.

I1 peut sembler paradoxal que dans un conducteur ¢(#,t) =~ 0, alors que 'on
sait, grace a l’équation 0,q + div) = 0, que le courant est formé de charges. En
fait cela ne l'est pas car il ne faut pas oublier que la charge (¢dV)(Z,t) doit étre
considérée comme la résultante de toutes les charges élémentaires, positives ou né-
gatives, contenues dans dV', par conséquent un courant (formé de charges négatives
par exemple) peut fort bien exister alors que ¢ = 0.

Donc dans un conducteur, nous devons bien distinguer la distribution superfi-
cielle w(#, t) créant le champ E générateur du courant 7 de la distribution spatiale
formant le courant j(Z,t).

Considérons maintenant un tube de courant fermé sur lui-méme et cherchons
s’il existe un régime stationnaire.

Pour un tel systéme : [ ((%, S)(7,t) = 0 par conséquent

Or
. ) — 1

Ke

d’on J(Z,t) = 0 et nous voyons qu’il n’existe pas de courant stationnaire, & moins
qu’une source (batterie par exemple) ne soit insérée dans le tube (cf. sect. 4.9).

4.9 Loi de Kirchhoff

Pour expliquer certains phénomenes, tels ’existence des courants stationnaires,
nous sommes conduit a généraliser la loi d’Ohm.
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Dans certaines zones, dites « excitées », d'un systeme électromagnétique, nous
avons :
7= ke(E + E°), (4.9.1)

ot E° est appelé vecteur de la force électromotrice. Il a méme dimension que E, mais
provient de sources totalement différentes et n’obéit pas aux équations de Maxwell.

Considérons a nouveau un tube de courant fermé dans lequel régne un courant
stationnaire. Sous cette hypothese, la premiere équation de Maxwell s’écrit

otE =0 < f(ﬁ,d?) =0,
c
ou l'intégrale est prise le long d’un filet de courant C'. On a alors

— — 1 —
E,dl :7{ ~7— Fe dl) =0.
fc< )= ¢ (=

Si la section du tube est constante : || = J/o et on a

$ (B.dl) = 7 - § (Ee.dl) = RI - 6" =0,
c KeO c

d’ou, par définition,

# = fc (Be, df). (49.2)

est la force électromotrice (f.e.m.); I'intégrale étant parcourue dans le sens du cou-
rant (sens fixé arbitrairement). Nous obtenons donc la loi de Kirchhoff :

¢e
J=—.
R

L’existence de courants stationnaires nous est désormais assurée. En effet, le vecteur

de Poynting, provenant de la zone excitée fournit en chaque point non excité de tube,

une énergie égale & celle dissipée sous forme de chaleur, soit p™) = —(1/k.)|71%.

(4.9.3)

Fig. 4.9.1
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Circuit oscillant

4.10 Circuit oscillant

Dans le circuit oscillant considéré, le courant J(t) est fonction du temps mais
en tout instant il est identique dans tout le circuit.

Fig. 4.10.1

L’énergie de ce circuit est donnée par (cf. sect. 2.11 et 3.12)

1
U=-—Q
Tl

1
=7J°
L’équation de continuité pour le courant

2

0iq + divy= 0.
appliquée au sous-systeme £ donne

/dVdiijrat/dvq:—%(%,f)+Q:—J+Q=0,
P P P

donc ‘
J=0Q.

L’hypothése de quasi-stationnarité du courant impose que le circuit ne rayonne
— =
pas d’énergie donc : fc(do, S) = 0. Le bilan énergétique est alors simplement :

U(em.)

A 1
plint.) :_/dV(If—) :_/dV—|ﬂ2+/dV(j,<Ee).
C C Re C

Posons dV = ogdl ou o est la section du circuit) et |j] = J/o; alors il vient

PUnt) — glem) = _ J2R 4 Jge.
Mais d’autre part

. 1 . .
Ulem — EQQ + LJJ
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et alors, en identifiant ces deux expressions et en simplifiant par J (donc par Q),
nous obtenons

.. ) 1
LO+RQ+—Q=¢"
ce qui constitue I’équation différentielle du circuit, dont la solution nous donne son
évolution au cours du temps. Nous distinguons deux cas.

1. Oscillation libres (¢¢ = 0)

La solution est de la forme
Qt) = R{Qoe™™'}.

On détermine w en remplacant dans I’équation différentielle () par cette expression.
On obtient ’équation caractéristique

—? — iy +wi =0,

ot y=R/L >0 et w}=1/KL; alors, avec ces notations :

si v2/4 < w? (amortissement faible) ; la solution est
Qt) = Qoe~ /2t cos(wt +9) avec w=[wi— (1)2 > 0.

2. Oscillation forcées (¢° # 0)

Supposons : ¢¢ = R{p§e "'} alors équation différentielle peut s’écrire

. . 1 )
O +1Q +wAQ = Tage
Une solution particuliere de cette équation
Q(t) — Qoe—iwet

est obtenue en remplagant dans 1’équation différentielle Q)(¢) par cette expression,

on peut trouver
1

(wg _ wz) - i’ywe

Qo =

1

65,

La solution générale s’obtient en ajoutant a cette solution particuliere la solution
trouvée en (1); mais aprés un certain temps, seule subsiste I’équation particuliére,

I'autre s’étant completement amortie. On voit alors qu’il peut se présenter une ré-
sonance pour wg = w, ; en effet le carré de I'amplitude est

1 e2
Wf =P+ Pl 1P

1Qo|? =
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Fig. 4.10.2

4.11 Champs retardés et avancés

A la section 3.5. nous avons déterminé la valeur du champ E (&) crée par une
distribution de charges fixes et la valeur du champ H (Z) crée par une distribution
de courants stationnaires. Nous étions ainsi parvenu aux lois de Coulomb et de Biot-
Savart. Dans cette section, nous allons procéder de maniere analogue mais pour des
distributions de charges et de courants arbitraires. Les équations différentielles de
E(Z,t) et de H(Z,t) ont été établies a la sectin 4.4. : ce sont les deux équations
d’onde inhomogenes :

— Ce - 1 —
DE({L‘, t) = ?(gradq + C_Qatj)(xa t)
OH (Z,t) = —CyC.rot J(T,1).
Pour intégrer ces équations, nous allons utiliser la méthode suivante.

Complément de mathématiques.

Considérons I’équation aux dérivées partielles

Dgo(fa t) = —p(f, t)'

La solution de cette équation linéaire avec second membre peut étre représentée
comme la solution générale pp,(Z,t) de I'équation homogene Op(Z,t) = 0 et d’une
solution particuliere (%, t) de I’équation complete, soit :

30(1_:7 t) = Qph(fa t) + 901<f7 t)
Théoréeme. L’équation différentielle aux dérivées partielles :

590(57 t) = —p(f, t)

admet comme solutions particuliere une solution avancée et une solution retardée :

, 1
retardée / = _
Pavancée (337 t) -

1 r
V(@) —p(7.tF ).
), (y)rp T

ou:r=|¥—gl.
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Lemme préliminaire. On a
1
D—p(y_’,t$ f) =0 si r#0.
r c

Démonstration du lemme. 1 est considéré comme fixe, les dérivations se faisant par
rapport a Z. Soit g = g(r), nous savons que (cf. sect. 2.3)

Do) = 2L (rgr).

Alors
1 . r 1 d* /. T
Ax(;P(%t F E) = ;WP(%?? F E)
11 B r
- _Gﬁfp(yvtq:_)
rCe c

la deuxieme égalité provenant d’'une propriété fondamentale des fonctions du type
f(tFr/c). On a donc

(.- ze) o(mext) =0 s o

Démonstration du théoréme. Le volume d’intégration étant supposé fixe, nous pou-

vons écrire
. 1 1 /. T
Op(7,t) = 47T/dV( )Dw<;p(y,tq:;>).

Partageons le volume V' en deux parties : Vj entourant Z et V' — V) le reste.

Fig. 4.11.1

L’équation préédente peut alors s’écrire

(7, 1) = 4;( /V_VO +/Vo)dv(z7) O, <%p<z7,t$ g))
L%

=0 en vertu du lemme.
1

- [ (o ) (o))
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Si y — &, alors r — 0; développons p(,t Fr/c) en série de Taylor autour de ¢ = &
(r=0) en termes de r :

. r N r . 1 7 9 1 N
p(y,t F E) = p(F,1) F 700(G:t) - — + 504, 8) - 5 F 5700 0(G:8) - 5+ -
et donc :
1 /. r 1 1 . 11 . 1 .
;p(% tF 5) —p(G8) F Z0p(§, 1) + 5570 p(§: 1) F 5y 57 e 1) + -
Nous savons que :
1
Ap= = —4m6(Z— ) et Ay =n(n+1)r"?
r
Comme Vj peut étre arbitrairement petit, nous pouvons introduire le développement
en série sous le signe d’intégration ; nous obtenons :

0, o(@0) = 3 [ v >{—4w5<f—g>p<g,t>

_;582( )j; Q?p( t)+ ... (termes en r, 7“2,...)}.

Le volume Vj étant arbitrairement petit, nous pouvons écrire :

4
/ dV (y) = lim dQr3dr.
o =0 Jo
et nous voyons que dans l'intégrale tous les termes tendent vers 0 au moins comme
r, sauf le premier. Nous obtenons donc, en vertu d’une propriété de la distribution
de Dirac (cf. sect. 2.4)
1

O,o(2,t) = ——4mw - p(Z,t).
Nous avons ainsi démontré que les solutions avancées et retardées vérifiaient 1’équa-
tion différentielle.

Pour obtenir les solutions avancées et retardées des champs E(Z,t) et H(Z,t), il
nous suffit d’appliquer le théoréeme ci-dessus. Nous obtenons immédiatement :

ZT AV (y)— (grady q+ 8tj> (g,t$ 2)

—retrardé C’Ce
o (,8) = = / av(§) i, 7 (7.0 ).
47 4

Eretarde (Q?, t) —

avance

(4.11.1)

Dans le cas de charges fixes et de courants stationnaires, nous retrouvons les lois de
Coulomb et de Biot-Savart.

La solution générale d'une des deux équations d’onde s’obtient en ajoutant a
I'une de ces solutions particuliéres (avancée ou retardée), la solution générale de
I’équation homogene. Cette solution, en général se détermine de facon a satisfaire
les conditions du probléme.
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Interprétation physique
Considérons 1’équation
Op(Z,t) = —p(Z, t),
p(Z,t) est généralement appelé densité de source, elle engendre en tout instant-point
le champ ¢(Z,t). La solution
; 1 1 r
retardé / = — —
Pavance (Tr1) = /dV(y);p<y,t¢ E>

dans laquelle (Z,t) représente I'instant-point auquel on calcule ¢ et (¢,t F r/c)
désigne l'instant-point courant dont la distance r et I'antériorité (resp. postériorité)

temporelle ¢t sont reliées par r = —ct (resp. r = +ct ) indique que les causes du champ
©, a savoir p(y, tFr/c) se transmettent a la vitesse finie ¢ et non pas instantanément.

Plus généralement la source p étant la cause du champ ¢, le champ retardé
traduit l'existence d’une causalité du type habituel, du passé vers le futur, tandis
que le champ avancé traduit la causalité inverse, qui on le sait est inconnue en
physique.

En géométrie d’univers, le lieu du quadrivecteur r® : {¢ — &, £r/c} est situé sur
la nappe du cone d’univers de sommet (Z, ).

ct

45° dans le vide
)
T

Fig. 4.11.2 Cone d’univers du point (&, ).

4.12 Rayonnement du dipéle électrique

Nous allons maintenant utiliser les résultats de la section précédente pour établir
les équations régissant les « ondes hertziennes » et nous en déduirons la forme de
I’énergie électromagnétique transportée par ces ondes; cette énergie rayonnée s’ex-
prime par le vecteur de Poynting. Ce probleme étant compliqué, nous devrons le
résoudre par approximation.

Considérons un circuit oscillant, placé a 'origine et de « dimension i » et calcu-

= — (_)ret — . . . ~ — .

lons les champs E'"(Z,t) et H,, (Z,t) ainsi que le vecteur de Poynting S(Z,t) qu’il
crée au point .

Nous allons nous restreindre au cas ou les dimensions du systeme oscillant sont

trés petites en regard de |Z|, donc : r = |¥ — ¢] > |y|. Pratiquement, pour nos
calculs, cela revient a dire que z — oo.
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8]

Fig. 4.12.1

Puisque r = |Z — ¢/], on a le développement
2 _ (=2 |2 = o |22 (Z,9) 9°
re = |x|° + — 2(, :$<1—2ﬁ—|—4 )
2"+ |g1° — 2(Z, §) = |7 T AR
——
négligeable
Posons : |Z| = z et |§] = y. Par le développement en série, nous trouvons
(-2 G0y _GD
x x
Posons : Y, = (7, [Z]) ou ([Z] est le vecteur unité sur #. Alors
T )\ 1/2 1 1
(1—2(1'23/)) —1— YV, 4+ et r=a(l--Y,+--)
x x x

Puisque z — o0, alors

D’autre part
et, puisque x — 00,

Posons encore t, =t F (z/c) et donc

Y,
tEl o 422
C C

Comme par hypothese Y, est tres petit et x est constant lors de l'intégration,
on peut développer le champ

= C. Il — 1 r
Bt (2 1) = —-=° dv*—( d —a*)(*,t r
av. (Z51) 47T€/v (5)~(erady g + 507) (4:¢ F -)
en série de Taylor sous le signe d’intégration autour de ¢, en termes de Y, et obtenir

ret. [ = Ce 1 Y G { 1 —
Byt (@) = =20y | av() (gadya+ 2.ograd, g

L opo—— L -
—i—@Yx@tgradyqiﬁYwatgradyq—l-)(yvtx)

(1= 1 - .
+ /VdV(y)(C—Qﬁtj + C—3Yxafj + .- ) (y7tm)}-
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Nous connaissons (par 1’analyse vectorielle) la formule d’intégration par partie

— «— —
/dVgpgradw = y{ dopy) — / dVipgrad p.
1% 1% 1%

Appliquons-la a la premiere de nos intégrales en nous souvenant que

a) on a les formules

—_— — B
grad, Y, = grad (7, [7]) = [7]

_—
grad, Y2 = ... =2Y,[7]
grad, Y2 = ... =3Y2[7

et ainsi de suite.

b) sur la surface fermée limitant tout volume V' contenant le systéme oscillant, nous
avons : ¢(Z,t) = 0; par conséquent, 'intégrale de surface est nulle.

On obtent ainsi :

ret. (= C 1 1 > 1
B0 =~ o{ [ avip (0% 200 - a0k

LT
sl 1, .

Pour notre systeme ne comprenant qu’un oscillateur, on a

Q= /dV 10yq(Z,t) = 0.

Moment dipolaire.

Par définition, le moment dipolaire est 1’expression

p(t) = /V V(T 4 1), (412.1)

Nous avons

F= | V@7 oo,
v
qui devient, par I’équation de continuité pour la charge : 0;q + divj =0,
F=- [ v@gaiiz.o),
v

soit encore

By — / V(s i@, 2).
1%
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En faisant une intégration par partie et en négligeant I'intégrale de surface pour
laquelle j* = 0, nous obtenons

b= [ Vs,
v
Or d,y; = gri, donc j*gy; = j;, d’ott finalement

Folt) = / AV @) 1),

et ensuite

Fult) = / AVI(5)5E )} et

En premiére approximation nous pouvons ne conserver que le premier terme non
nul de chacune des deux intégrales figurant dans l’expression du champ E;ﬁt(f, t).
Ces deux termes, d’apreés la définition du moment électrique dipolaire et de ses
dérivées, sont du méme ordre en Y,, c’est-a-dire d’ordre un. Cette approximation
est d’autant meilleure que x > Y,. En effet, sous cette méme hypothese les termes
d’ordre supérieur a un en Y, deviennent négligeables en regard de ceux d’ordre un
puisque lors de cette intégration, tous les termes sont de la méme forme (Y, /x)"
(n-iéme ordre).

Nous écrivons donc

47re %

B0 = —po . [ av)|- vt + 500Gt
14

Alors, en utilisant la définition de p(t) et de ses dérivées, nous obtenons

Mais : [Z]p, = (p, [€])[Z]. Posons :

Fig. 4.12.2

Ainsi dans cette approximation, dite approximation dipolaire, 'expression du
champ EI"(Z,t) créé par le circuit oscillant au point-instant (i, t F (r/c)) est
- Ce11 -
B (%,t) = P (t)-

" Arex 2
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Nous voyons donc, qu’a de grandes distances du circuit oscillant tout se passe comme
si celui-ci était un dipodle électrique rayonnant. Pour le champ magnétique :

<ret. e = 1<—> S o
o (@,1) = 22 /dV(w—rotyﬂ(y?T)’
Vv

47 T c

nous opérons de maniere analogue. Il vient par un développement en série de Taylor

<ret. O Oe — — 1 s - ]. — N =
H,, (Zt) = 427r /VdV(y) ((rot] + EYxrotﬁtj + @Yfrot@f] +.. ) (U, tz)

car, par intégration sur la surface entourant V', on a fv dVroty= fv [dd'Aj] = 0. En
opérant une intégration par partie, selon la formule :

. — —
/ dV prota = ]{ [do A pd] + / dV[a A grad ¢]
14 14 14

et, en négligeant 'intégrale de surface, il vient :

oy CyC. 1
Hor(@t) = 222

av. <x7 )

jﬁwm&ﬁwwW+§mWMwme@u»

it x
Donc dans 'approximation dipolaire, le champ H :f,t (Z,t) s’écrit :
<ret. 0208 11 .
H, (7 t) = ——|Z] ApL|(te). 4.12.2
(@) = F 2 L2 (7] A ] (1) (112.2)

Ces résultats nous suggerent la figure :

Fig. 4.12.3

Remarquons que par définition méme de notre systeme électromagnétique, il
n’existe aucun autre champ que ceux écrits ci-dessus.

Calculons maintenant le vecteur de Poynting a I'instant-point (Z, ¢). Nous savons
que

1 = <

EAH).
oA

En remplagant EetH par leur expression, nous obtenons :

C. 1

(47)2ec3 22

§:

S (1) =+ oA [@ A5 (t),

c’est-a-dire :
C, 1

Qret. (=
Sav. (2,1) (i) 2

- 2[5 (¢ 2)- (4.12.3)



146 Rayonnement du dipole électrique

8

3k

Fig. 4.12.4 Intensité du rayonnement en fonction de 6

Nous avons en effet : L -
L] = || (sin6)®

Lorsque nous déplions un circuit oscillant, nous obtenons une antenne.

bk

Fig. 4.12.5 Fig. 4.12.6

8

Le condensateur ainsi traité se décharge a travers ’espace, ce qui provoque le

rayonnement.
+Q
¢ 7
J
‘ —
ydl
-Q

Fig. 4.12.7

Une antenne émettrice étant généralement verticale, nous constatons, en exami-
nant ’expression de S , que le rayonnement est nul au zénith (sin 0 = 0) et maximum
a I'horizon (sin(7/2) = 1). Calculons maintenant le rayonnement total du dipdle,
c’est-a-dire le courant d’énergie traversant une surface fermée entourant celui-ci.
Les champs E™"(Z,t) et H :it (Z,t) calculés constituent des ondes sphériques, nous
allons pour simplifier les calculs considérer comme surface fermée une sphere. L’élé-
ment de surface d’une sphere est donné par :

— 9 1, .
do = dQ|Z)*[x] avec dQ = dpd(cosf) élément d’angle solide.
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Alors :

— = C 2 el b 2 X
ret. [ = _ e = —n &
%/(do,sav, (Z,t)) = i(47r)26c3/0 dgo/_l 7| (y,t$ C)d(cos@).

En remplagant ]7 | par son expression en fonction de sin#, il vient (en posant z =

cos )

S Ghret. = _ Ce 2
]{/(da,Sav. (x,t))—j:(él—‘pL‘ (y,t:F )2%/1 dz(1 — 2%)

_ LPF(” E)gﬁ L 2"
= amea P (B 7 2 3|
———
4/3
et donc
S /=\ Gret.(= =
fv (do(Z), 5o, (Z,1)) = 4m3 3! oI’ ( ) (4.12.4)

Nous remarquons qu’aussi grand que soit le rayon de la sphere, il y a toujours autant
d’énergie qui en sort. C’est la une propriété de 1’énergie rayonnée.

Considérons a nouveau notre circuit oscillant et supposons qu’en chaque instant
le courant (non fermé!) J(t) y est le méme en tout point. Nous avons

ﬁ(t) = /dV; avec dV )= Jdi

et done
plt) = /dZ: 0J avec plt)=10J.
Par suite c 2 o9
— = .
d Sret. _ o :l:—e—€2j2.
ﬁ( 7 S ) 47Tec3 3 7 } drecd 3

Nous constatons que le circuit déplié rayonne proportionnellement a 0J.

Supposons un courant alternatif sinusoidal J ~ Jy coswt. Par définition du cou-
rant efficace : J2 = £J3 et J? = w?J? avec w = &<, X = longueur d’onde du courant.
Le bilan d’énergie du dipdle est alors

U=—RJ?+¢°J F j{(da S)

soit, en termes de valeurs efficaces,

U=—RJ*+ ¢°J T RyqaJ>.

Résistance de rayonnement. On appelle 'expression

2w /1 0N\2
Roat) = 320(3)
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la résistance de rayonnement d'un dipole. En unité Giorgi, C. = 1, ¢ = 1/9 - 10%nx
et cg = 3'10% (vide), et alors

27T-9-109-47r(€>2

Boet) = =337 3

Riuy =790(5) [0

4.13 Rayonnement du dipole magnétique

Considérons a nouveau le probleme du paragraphe précédent, mais en examinant
cette fois non plus les termes d’ordre un en Y, du développement en série des champs

— - —ret. | .
Ef(Z,t) et H,, (Z,t), mais les termes d’ordre deux.

Nous avons donc :

1
Eret Y2 3 j: Y 2=
@)= —=7 | v [rgiEig et s Sv.oi] it
<ret. OQO 1 9
H .
@) = e | avinggvilotingg ]}(y,m

Moment magnétique dipolaire.

On appelle 'expression

() = 5 /V dV @G A TG ) (413.1)

le moment magnétique dipolaire. Nous avons

L[ wv@rodaol o=

m(t) =

Il est facile d’exprimer les deux champs ci-dessus en termes du moment magnétique
et de ses dérivées :

a) Champ EI"(Z,1)
En vertu de la définition du moment électrique dipolaire, nous avons

%/Vdv([f] Y2 8q) :/VdVY (057 [2]) ],

et, par conséquent,
1 =2 —
/Vdv [EF[E’]EYﬁaf’qi nafj] = dv[ (027, 17)) 7] + Yxafj]

/.
= /V dv(iyx(afm).
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Fig. 4.13.1 Fig. 4.13.2

-

D’autre part, nous connaissons la relation vectorielle : [[@ A b] A @] = b|d|?, donc
/ AV (£Y,(027).) = / av (£Y. [ A @27).] Al])-
1% 1

Le champ E™(Z, ) s'écrit alors

c’est-a-dire,

- c.12 -
Ert (2, t) = = —— [ 7] (t). 4.13.2
(7, 1) = Fe it A [T (¢) (4132)
b) Champ Hay (7,1)
Nous obtenons immédiatement
<oret. Cgcel 2 -
H T t) = — ——miy (tg). 4.13.3
o (70) =~ i (1) (4133)

c) Vecteur de Poynting créé par ces deux champs

A partir de ’expression
1

CyC.

et, en y remplacant les champs par leur expression, nous obtenons

S = [E A H

Qret. (= Oe 1 <, — <
Ser@ ) =4 4| [ A @) A ),
c’est-a-dire A0

St (1) = £ [ || (t:F ) (4.13.4)

(47)2ecd x2
Cette expression est utile dans le cas d’un systeme formé d’une antenne a cadre, ou

n’intervient pas de dipole électrique.

Le rayonnement d’un dipole magnétique au travers d’une sphere le contenant se
calcule de la méme fagon que pour le dipole électrique. Nous obtenons

. 4 -
]{ (o (@), (7, 1)) = £ -mQ(tzpf). (4.13.5)
v &

4dmecd 3
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Considérons notre circuit magnétique formé de N spires dans lesquelles circule un
courant .J identique partout en chaque instant.

1 = = -
mi(t) = NJ§/ dVI[g A g] avec dVj= NJdl,
1%

donc

1 .
m:M%/WmM:Nh,

ol o est I'aire d'une spire. On a alors 7i(t) = N.Jo et alors

— = C 4 )
do, S') = £——-N?o>J*.
fi/( 0, av. ) 471'605 3 |0‘|

Supposons un courant sinusoidal J ~ Jycoswt, alors J = —w?J avec w = 2me/ .
Pour un tel courant, le bilan d’énergie peut s’écrire

U =—RJ*+ ¢°J F Riyaa)J>.

Rrésistance de rayonnement (dipolaire magnétique).

On appelle 'expession

4nC, - 472 (No)?
R(rad.) = 3ec N\

la résistance de rayonnement pour un dipole magnétique. En unité Giorgi :

(4rNo)?

R(rad.) =395 2\

2]

Remarques

1) Suivant les problemes, les approximations dipolaires faites dans ce cours ne sont
pas suffisamment précises. Il faut alors considérer les termes suivants du déve-
loppement en série : quadrupolaire, ... multipolaires. Ces questions particuliéres
sont traitées en télécommunication.

2) Lorsque le systeme oscillant n’est composé que d’un seul électron, il n’y a pas
d’approximation a faire : nous avons directement g = e - U car J’= eu.
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