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CHAPITRE 1

Théorie cinétique

du gaz monoatomique

Présentation

Ce chapitre commence par rappeler le formalisme hamiltonien de la mé¢anique
classique ; la densité dans dans l’espace de phase est ensuite introduite ainsi que
I’équation de Liouville (section 1). La section 2 est consacrée a I’étude des collisions
binaires et a 1’établissement de I'équation de Maxwell-Bolzmann. Les moyennes lo-
cales sont introduites et leurs équations de continuité sont établies aux sections 3 et
4. A la section 5, une expression de I’entropie est établie et comparée a 1’expression
phénoménologique de I'entropie introduite en thermodynamique. Enfin, la section 6
étudie I'équilibre et la distribution de Mawxell-Boltzmann.

1.1 Mouvement d’une molécule dans 1’espace u

Dans I'approximation classique, nous considérons un gaz monoatomique comme
un ensemble de points matériels (molécules ou atomes), I’évolution de chacun de ces
points matériels étant décrite par les équations de la mécanique analytique.

Nous emploierons le formalisme de Hamilton dans lequel I’ état de la molécule a
I'intant t est donné par sa position ¥ et sa quantité de mouvement p. Nous allons
introduire également la notion d’espace de phase de la molécule.

Espace de phase

L’espace de phase p d’une molécule est 'espace des états, c’est-a-dire ’ensemble
des points (p,Z). C’est un espace a 2d dimensions (d = 1, 2, ou 3), ou d est la
dimension de I’espace des positions. De plus la variable I est limitée par le domaine
V' dans lequel se trouve le gaz.



2 Mouvement d’une molécule dans ’espace p

Dans cet espace p, I’évolution de la molécule est représentée par la trajectoire,
c’est-a-dire la courbe définie par I’évolution

= ()= (o)
Dans le formalisme de Hamilton la trajectoire est déterminée a partir de la

fonction hamiltonnienne H(p,Z,t). Elle est donnée par la solution des équations
canoniques

| )
¥ = Sai(t) = - H (57, 1)
! pi (1.1.1)
d o

% = —pi(t) = ——H t
i dtpz() 5 (7, 7,t)

satisfaisant les conditions initiales
g (t=0)=x}; pi(t=0)=pp.

Dans ces expressions nous avons gardé la position des indices correspondant a la
nature tensorielle contravariante (z') ou covariante (p;) de ces vecteurs.

Transformations canoniques

On appelle transformations canoniques les transformations

]
]

(dites transformations ponctuelles) qui conservent leur forme canonique aux équa-
tions de mouvement :

U

l
&L iﬂ

7' = g'[p,

, b
i = filp, %t

a — )=
P = _8/1-/1 ,H[,p, /.’I/'].

B 'p

Afin d’examiner les conditions de canonicité d’une transformation ponctuelle, nous
allons introduire la parenthese de Poisson.

Parenthese de poisson

— —

Soient deux fonctions quelconques, F(p, ¥, t) et G(p, Z,t) ; nous appellons paren-
these de Poisson 1'expression

OF 0G  O0F 0G
= ——— - — 1.1.2
L&) zl: ((‘)pi ort  Ox' 8pi> ( )
avec en particulier
{pi,pe} =0
{2, 2%} =0 (1.1.3)
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Parmi toutes les transformations

/ Ii 1

w=a
i = fi

seules sont canoniques celles qui satisfont a
{/p’ia/p’k} — 0 ) {/xla/xk} - 0 ; {/p’h/xk} - 5’?7

ce qu’on montre facilement en tenant compte des conditions locales imposées a une
transformation de contact. D’autre part, on montre que le jacobien d’une transfor-
mation canonique a la propriété

[P, 7, 1]
[P, %,

B

=1 (1.1.4)

Ceci a pour conséquence que [’élément de volume de l’espace de phase dQ = d3p d>x
est invariant par rapport aux transformations canoniques :

dQY = EpdPz = Bpd'r = dA. (1.1.5)

A propos des parentheses de Poisson, remarquons que la fluxion de la grandeur
F[p,Z,t], a savoir

. OF OF OFOH OF 0H
Flp,Z,t| = OF + —pi + 752" = O F — ——— D
[p7x7 ] i+ apip + axlx ¢ 8pi ox? + ox? api
peut s’écrire _
Flp, 7,1 = 0,F + {H, F}. (L1,

Il est intéressant de remarquer que la variation des grandeurs p; et 2* lors du mou-
vement lui-méme, c’est-a-dire

pi(0) — pi(t)  2'(0) — 2'(1),
peut étre considérée comme une suite de transformations canoniques infinitésimales

o' = 2*(8t) = 2*(0) + 62° = 2*(0) + {H, 2" }1—0 0t
i = pi(0t) = pi(0) + 0pi = pi(0) + {H, pi}1=0 0t.

Démontrons la canonicité :
{i, 2"} = {p:(0), 2°(0)} + {ps, {H, =" }}ot + {{H, p;}, 2"} t.
De T'identité de Jacobi
{pi, {H, 2"} + {H,{2*, pi}} + {o" {pi, H}} = 0
et de 'antisymétrie du crochet de Poisson

{pi, {H,2"}} + {{H.p:}, 2"} = {{«*, p:}, H}
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nous tirons
{bi, 2} = 0 + {{=*, pi}, H, Yot = 67 — {6}, H} = &;.
De méme, nous avons
{2", %"} = {o', 2"} + ({a", {H,2*}} + {{H,2"}, 2"}t = {H,{z,2"}} = 0

et enfin
{pi;'or} = 0. (c.q.f.d.).

Ces rappels de mécanique analytique étant faits, nous pouvons maintenant étu-
dier un gaz formé de N molécules. Dans ’espace de phase pu, ce systeme sera re-
présenté par N points représentatifs et, dans I'interprétation passive, il pourra étre
caractérisé par la densité v(p, &, t) vérifiant la propriété

N:/ /d?’pdg’xu(ﬁ,f,t), (1.1.7)
R3 Jv

ol v(p, T, t) d*p d3x représente le nombre de molécules ayant au temps ¢, une impul-
sion comprise entre p et p+ dp et une position comprise entre ¥ et ¥ + dr.

Nous allons tout d’abord considérer un volume arbitraire €2 de ’espace de phase
(fig. 1.1.1) et suivre les molécules se trouvant dans €2 a I'intant ¢. Le nombre de ces
particules étant constant, nous avons Ng = 0. A partir de

0Nq = 5// dcpd*x v(p, T, t)
Q

= // S(dPpdx) v(p, Z,t) +// cpdx dv(p, T,t)
Q Q

= f/ (d®p)'opid*x v(p, T, t) —i—/j(I{ dp(d®x)02" v(p, T, t)
o9 o9

—l—// dp d*xév(p, T, 1),
Q

nous avons
. 5NQ_-_ o zidpz‘g e
(Sltlil}()W_NQ—O—%/ag(dp) %dmy(paxat>

+/7{ d3p(d2x)idz V(ﬁ,f,t)+// d*p d*x O,v(p, T, 1).
o9 dt Q

Mais dp;/dt = p; et dx'/dt = 3" puisque dp; et dx’ représentent le déplacement d’un
point représentatif (situé sur la « surface » de I’élément de volume 2 considéré).
Nous obtenons alors

No=0= // &*p d*x(0,(pi v(P, T, 1)) + 07 (&' v(P, 7, t)+// d*p d*z 0,v(p, T, 1),
Q(t) Q(t)

ol nous avons utilisé les symboles d; = 0/0p; et et 9f = 9/dx".
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L’élément de volume €2 étant arbitraire, nous en tirons 1’équation de continuité
O + Oy (piv) + 07 (&'v) = 0. (1.1.8)
En effectuant les dérivations, il vient
Ow + POy + &' 0Fv + v(8p; + 07 ") = 0.
Théoréme de Liouville

Nous allons maintenant faire [’hypothese que les molécules du gaz n’ont aucune
interaction entre elles; cela signifie que I’hamiltonienne du systeme est simplement
formée de la somme des hamiltoniennes H (P, Z,t) de chaque molécule; par consé-
quent, en vertu des équations canoniques

, O°H , O?H
s.s.)(Ohpi = ——) et (s.s. (83”56@ = ),
i) ( PP Op;0x’ (55.) 9z Op;

ou la notation (s.s.) signifie « sans sommation sur I'indice i », le théoréme de Liouville
s’écrit alors

O + pidlv + &' 0fv = 0. (1.1.9)
Par définition de la dérivée substantielle

d
V= Egy(p:f7ﬂ

= O + poyv + i}y,

le théoreme de Liouville peut s’écrire sous la nouvelle forme

d

v=—v(p & t)=0. 1.1.10

(7 7, 1) (1.1.10)
Cela signifie que la densité est constante le long d’une trajectoire de l’espace de phase
u . En particulier, ceci a pour conséquence que si la distibution définie par v(...)
est uniforme dans une portion dS) de ’espace de phase, elle reste uniforme a tout
instant.

D’autre part, en vertu du caractere canonique de ’évolution (1.1.5), le volume

2] occupé par la distribution définie par v(...) reste constant au cours du temps
(bien qu’il puisse se déformer) : |2(0)] = |Q(t)].

p

Q(0) Q(t)

t=1

Fig. 1.1.1

L’ hamiltonienne d’une seule molécule s’écrit habituellement

- 1 _
H[p, @] = ﬂgoQJrU[:c] (1.1.11)

avec :
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o A : masse de la molécule,
« p : impulsion de la molécule
o T : position de la molécule,

« U[Z] : fonction potentielle, soumise en général a la condition de décroitre suffi-
samment vite pour x — o0.

Pour définir p?, nous choisissons une métrique euclidienne :
P’ =g"pip 9% = gin = O
Définition du champ de vitesse v : {v'(p)}.

1 1
v'(p) = 79" p V(D) = 4P

Définition du champ de force K {K;(%)}.

K(p) = -U@)  K(T) = —grad”U(a).

Le théoréne de Liouville devient alors, pour cette forme particuliere de 'hamilto-
nienne,

— — —
v = 0w + (¥, grad“v) + (K, grad,v) = 0. (1.1.12)

1.2 Collisions

Nous allons maintenant admettre la possibilité de chocs entre les molécules qui
constituent le gaz.

Considérons pour l'instant deux particules identiques mais discernables (hypo-
these de Boltzmann) ; le modéle de collision sera celui d’une répulsion (nous « pri-
mons » les quantités postérieures au choc).

L’hamiltonienne du systeme de deux molécules envisagé est

1 1
Hyp=—p>+—p? 7 — T 1.2.1

ot ¢(...) est le potentiel d’interaction ; il ne dépend que de la distance |%, — Zp| entre
les molécules car celles-ci sont par hypothese de symétrie sphérique (modele des
boules). De plus, cette fonction, servant a décrire les types de collisions définies par
notre modele, doit décroitre trés rapidement lorsque la distance |Z, — Z}| augmente.

L’étude de ces collisions se fait dans 'espace de phase p? de deux molécules.
Pour cela, il est avantageux de d’introduire :

o le moment total : P = Da + Db,
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-1
« son moment conjugué (le centre de gravité) : X = —(Z, + @),

(\V]

o le moment relatif : p, = §(ﬁa — Db),

e la coordonnée relative : T, = Ty — Tp.

Fig. 1.2.1 Les grandeurs postérieures au choc sont « primés ».

La transformation inverse est

%zé(Pﬂ:pT) , Te=X£1I,.

Cette transformation est canonique puisque nous avons :

{Piu Pk} = {pai +pb¢7pak +pbk}
= {Da;s Pay } + {0bi» v } + {Pai» Do } + {Pb;5 0o } =0

1
{P,pr. } = {pai + Db, 5(19% — o} =0
1
{privprk} = Z{pai — Db;» Pay, _pbk} =0

1
{Xian} - L_L{xaz T+ Ty Loy, + xbk} =0
{xTivka} - {x(li — Lo Lay, — xbk} =0

1
{Xiaxrk} - §{$ai + Tp;, Tay, — xbk} =0

1
{PkaXz} - {pai =+ Db, 5( ap T ‘rbk)}

1
— 5 <{pam -Tak} + {pam $bk} ar {pbi, l‘ak} + {pbi’ xbk}> = 0ix

{Pia xrk} = {pai +pbi7$ak - xbk}
— {paiyxak} - {pamxbk} + {pwaak} - {pbﬂxbk} - O
1

1
(P Xi} = {500 = 20). 5 @y +20)} =0

1
{prmxrk} = {§(pai _pbi)axak - xbk} = 5zk
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Ainsi la transformation

(Zay Bor Ty, &) — (X, P, T, Fi)
est bien canonique. D’autre part, de

Bpo Py By dBry = BPX Bx, &3P Ep,,
nous tirons

d*po &py = d°P d&’p,
dr, &Pr, = dPX P,

puisque les positions se transforment en positions et les impulsions en impulsions.
L’hamiltonienne (1.2.1) s’écrit, en coordonnées (P, p,., X, Z,),
Hyy = (07 + ;) + 6(|Ta — T)

((ﬁa +ﬁb)2 — 2P, 'ﬁb) + ¢(’fr|>

(13 -2(3P+2) (5P -5)) + o@D

oy ;
(P>~ 2W+2m>+Mmm

[\ [\} [\V} [\
H>|H:>|":>|"a>|H

52 pr
_—2(2A)P + (A/Q)w(l rl);

ou ¢(|Z,]) — 0 quand |Z,| — oo.

Les équations de mouvement (équations canoniques) s’écrivent

> (’)Hab R

X(t)=—=—P
(=2t LBy

P(t) = _OHw _ o, P(t) = cte

Z,(t) = fgxiib =1 A1/2) p,(t) : vitesse relative.
'—»__aHab__ a¢ [f] 01\1 [f]— fr
Pr=""0z. = "oz |"" g

En conséquence, le gaz dans lequel il y a des collisions peut encore étre décrit par
une répartition

Va - ]/(pa7 x? t)7
mais nous n’avons plus

— — —
8t1/a + (Uaa gradxya) + (K’ gradpya) = O

puisqu’a chaque instant ¢ il y a des chocs au point de 'espace physique dont les
effets sont :
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o d’une part, des molécules d’impulstion p, acquierent une impulsion différente,
ce qui donne Jperte molécules qui sortent de la classe des molécules d’impulsion
Pa;

« d’autre part, des molécules d’impulsion différente de p, acquierent cette inpul-
sion, ce qui donne Jg,;, molécules qui entrent dans la classe des molécules d’im-
pulsion pj,.

2 .y
r Pr

Fig. 1.2.2 Schéma d’une collision binaire ; x centre de diffusion, p :
parameétre de collision, 6 : angle de déviation.

Ainsi nous avons a chaque instant ¢ et au point de ’espace physique, une varia-
tion de la distribution

V(Pa, T,t) = 1,
due aux collisions ; cette variation vaut
aL‘Va(coll.) = Jgain - Jperte

et alors nous pouvons écrire, si le mécanisme de collision est sufisamment rapide,
L — —
6tVa = (Um grad Va) + (K, gradpya) - atVa(coll.)

soit encore
L — —
OpVq = — (Ua, grad ™) + (K, grad ,vs) +0¢Va(colr)-

N S
-~

8Wa(sans coll.)
II nous reste donc a évaluer Jyuin et Jperte- Nous n’allons faire que le calcul de
Jgain, celui de Jperte s'en déduisant immédiatement par analogie.

Cherchons tout d’abord le nombre de molécules a d’impulsion p, qui subissent
pendant l'intervalle de temps dt une déflection d’angle # sur une molécule b qui se
trouve dans le voisinage d3z du point Z de 'espace physique. Pour faciliter I'étude de
ce probleme, nous nous plagons dans un référentiel d’origine entrainée par la molécule
b, c’est-a-dire que nous choisissons une impulsion totale P et une impulsion relative

Pr-
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Représentons l'interaction de collision par un choc élastique de la molécule a sur
la sphere S(conr.) de rayon p centrée sur la molécule b. Pour pouvoir négliger I'influence
des autres molécules, il faut que p soit petit par rapport a la distance moyenne entre
les molécules et que ¢(|Z,|) = 0 pour |Z,| > p.

/i
dQ)

—

3
Ly

Fig. 1.2.3 Schéma de la déflexion élastique par une sphére dure.

L’angle 6 de déflection est entierement déterminé par I'impulsion p,. et la surface
dd de S,y ol le choc a lieu. La surface do est donnée par

dé = fp?dQ,  dS) angle solide.

Les molécules a qui « percutent » la molécule b pendant I'intervalle de temps dt sont
celles qui se trouvent dans le cylindre de base do, de génératrice parallele a v, et de
longueur |v,dt|; celles-ci sont au nombre de

(B, 7, 1)|(5, &) dt.
Or : v(py, 7, t)|(,, dd)|dt = v(p,, T, t)| (T, 7)|p?dQ dt, ce qui provient :

o d’une part, de ce que le repere est entrainé par la molécule b;

o d’autre part, de I’hypothese du chaos moléculaire qui entraine I'indépendance
de p, et pp.

Nous pouvons encore écrire simplement
v(p,, Z,t)|(v,,7)|p? dQ dt = C(p,,0)v, dQdt,

ou C(p,,0) est la probabilité par unité de temps que deux molécules de quantité de
mouvement relative p, fassent une collision d’angle de déflexion compris entre 6 et

0+ do.

Le volume d®zx voisinage de Z que nous considérons doit étre grand par rapport
au volume de la sphere de collision S(n.) (voir figure 1.2.4.).

Pour évaluer le nombre de molécules a qui subissent une déflection d’angle 6
dans d3z il nous faut tenir compte du nombre de molécules b qui s’y trouvent :

v(py, T, t)d*x = vy d°x.
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Dans le cas de déflection des molécules a par les molécules b ou

— — =g 1 — — —
Po+Dp=P et §(pa — Db) = Dr,
il y a
C(py,0) vy dQ dvy d*x

molécules d’impulsion p, déviées dans le volume d>z.

)
1 O = =
o © (B 57)
TP B T & - =)
w R S—
- /O /O !
f ///\\/\‘7 ' 7/77/77777 :
/ spheéres de collision P
Fig. 1.2.4 Fig. 1.2.5

—

Si nous considérons ensuite les couples de molécules d’impulsion (P*,p), ou
(P*,p) appartient a un voisinage de (P, p).), nous obtenons

C(py,0) va vy dQAdt d*p, d* P

molécules a d’impulsion p¥ qui vont subir une déflection d’angle 6 a la suite d’une
collision avec une molécule b pendant l'intervalle de temps dt. Mais par le théoreme
de Liouville dans l'espace p? & deux molécules, nous avons

d3pr d3P = d3pa dgpba
ce qui nous donne
d"? Nyerte = C(pr, 0) v vy dQ dt d*x dp, d°py.

Ainsi N
Tooio = [ e = [ a0 [ #pCpt)pam
pert drdpadt — J 0 S

molécules quittent la classe des molécules a d’impulsion p, en prenant en compte
tous les angles de déflection possibles et toutes les molécules b se trouvant dans
le volume d3z et ayant toutes les impulsions p, possibles. L’hypothése du désordre
complet intervient dans le fait que la répartition des molécules a ne dépend pas de
celle des molécules b.

Nous pouvons établir de la méme maniere le nombre de molécules qui entrent
dans la classe des molécules d’impulsion p, a I'endroit Z et au temps ¢ :

Jsain :/ dQ/ d*pyC(pl, 0) V. vy,
S(coll.) R3
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Comme nous avons supposé les chocs élastiques, cela entraine

PP =p; soit  p,=p.

Ainsi nous obtenons finalement
OtV (coll) = / dQ/ d*py C(pr, 0) (V. v, — va 1), (1.2.3)
S(coll.) R3

ol nous avons

Vo = V(Pa, T, t)
vy = v(Ph, T, )
v = V(ﬁa, Z,t) = V' (Pa, Do, T, 1)
v, = y(];b,f, t) = V" (D, Db, T, t)

Les deux dernieres équations découlant des équations de collision ; en effet :

!

Pa+Dp =04 +71,

P —
o= PP = 1m B

/2
Dy

Il
= O

d’ou

Vo=Vola,Pb) et Py =py(Pa,Db)-
Ainsi le gaz ou il y a des collisons est décrit par une répartition v(p,Z,t) = v qui
satisfait a ’équation dite de Maxwell-Boltzmann

— —
o + (U, grad“v) + (K, grad ,v) = / dQ | &p,C(p,,0)(V vy —vuy). (1.2.4)
S(coll.) R3

1.3 Moyennes locales et équation de continuité

Nous avons maintenant deux théories pour décrire le gaz :

« La théorie phénomenologique qui, a partir des champs fondamentaux

donne les grandeurs attachées au gaz comme champs variables de I'espace phy-

sique :
o(Z,1).
e La théorie microscopique qui est une descripion du gaz par une fonction de
distribution

v(p, 7, t)
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de molécules ponctuelles dans l'espace p et ou, par conséquent, les grandeurs
attachées au gaz sont des fonctions

»(P, T, 1).

Les champs ¢(Z,t) et ¥(p, Z,t) ne sont pas immédiatement comparables et ce-
pendant il doit exister un lien entre les deux théories qui les rendent compatibles
si nous voulons que leurs résultats ne soient pas contradictoires. Pour cela, nous
attachons au champ ¥ (p, Z,t) sa moyenne locale

B3, 1) = /R Ep (5. 7, 1) v(F, . 1). (1.3.1)

(Dimension [v] = [#]73[p]® = [¢)] = [grandeury)] - [z]73.)

Cette moyenne locale n’est rien d’autre que la somme des valeurs prises par
Y(p, @, t) au point ¥. La moyenne locale est une relation entre la théorie macrosco-
pique et la théorie microscopique qui va nous permettre d’interpréter microscopi-
quement les phénoménes macroscopiques. En particulier, les grandeurs phénome-
nologiques satisfont a une équation de continuité qui doit découler de mécanismes

microscopiques. Pour le montrer, il faut tout d’abord établir I’équation de continuité
pour les moyennes locales.

Calculons la dérivée partielle par rapport au temps de la moyenne locale 1) :

(7.0 + [ dp(FE ) ow(p ).
R3
Mais nous avons, grace a I’équation de Maxwell- Boltzmann,
L —
O = Op(coy — (¥, grad“v) — (K, grad pv),
ce qui donne
/ ddpw<_;f7 t) aty(_;fa t) = / d3patl/(coll.)
R3 R3
b
- [ @pu(dgrdev(zz.0)
R3

— ——
—/SdSpw(K,gradpy(p,f,t))
R
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1. — Le premier terme est une fonctionnelle J[i( )] qui s’écrit, en tenant compte
de la valeur de 0u1/(con,) donnée par (1.2.3)

WOV = [ ot [ a2 [ EpCn0)0f - vam)
R3 S(coll.) R3
— [ @i [ a2 [ EpC0)044 - i)
R3 S(coll) R3
/ z/Jb/ dQ/ d*pl C(pr, 0)(vyvg — v 1))
S(COH) R3
/ / dQ/ d*p, C(pr, 0)(va vy — V., 1p).
}%3

coll

Ces quatre expressions différentes de la fonctionnelle étant obtenues par changement
de nom des molécules qui se « percutent », ce qui est possible par la symétrie du

mécanisme de collision.
D’autre part nous avons par le théoreme de Liouville
d*py d’py, = d’pa d’py.
Nous obtenons ainsi, par addition des quatre expressions différentes de la fonction-

— Vg Vb)v

nelle
TO1= [, Eratm((a ) = @t ) [ 4000004
oll NOUS avons posé
Vo =0Wa@t) vy =v(t, T1)
¢é:¢(ﬁb7fat) Vl/;:V(];/bvat>7

et ou ]; o €t ]; , sont donnés par les équations de collision
p/a :p/a(ﬁaaﬁbafa t) p/b = p/b(ﬁaaﬁbafa t)

Par un nouveau changement de nom des molécules, nous pouvons obtenir une ex-

pression plus simple encore
1 / / / /
01 =7 [ Enadm(a+v0 = @4 6) [ 00000 - )
(coll.)
dQ C(p,,0) V. v,

}l /Rﬁ d’pa d?’pb((% + ) — (Y + 1/12)) /s
(coll.)
# Lo (W ) - ot w) [ a0

qui permet d’obtenir la forme condensée

IOl =5 [ a2 [ Epadm((atb0) - W+ ) ClonOWarh (132)
S(eoll) RS
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2. — Le deuxieme terme donne :
-
/ d*p (v, grad“v) = / d*p div® (Y ov) — / d*p v div® ()
R3 R3 R3

= divx/ dBp v — dive (Y7) = div¥yd — dive (¢i)
R3
et, avec la définition du champ de vitesse (sec. 1.1) ¥ = p/A, devient enfin

) . ——
/ d*p 1 (T, grad“v) = div=ev — (¥, grad=e)).
R3

3. — Le troisiéme terme donne :
H
/ d>pap (?,gradpi/) = / (dp, I/?) —/ d3pudivp(<l_(w).
R3 I R3

Par le théoreme de Green, 'intégrale sur la surface a 'infini s’annule puisque nous
devons avoir pour des raisons physique

— —
Comme K = K (z,t) il vient
— 3 — —
/ d3P¢(Kagradpl/) :_/ d3pl/(K,gradp¢)
R3 R3

- — pp———
— —(K,gradpw) = —(K,grad,v)

La dérivée partielle par rapport au temps de ¢ vaut donc :

- o o — — ——
atqvb = atqvb + J[¢( )] —div (77[)?}) + (U, gradx¢) + (K7 gradzﬂ#)a
ou encore, puisque K= dp/dt,

Oph + div(thp) = % + Jp( )] (1.3.3)

Or, en théorie phénomenologique, nous avons établi les équations de continuité des
champs 1o(Z, t) caractérisant le systeme :

Optho + div (Tptho + .77,00) = Pao>

ou 7y est la vitesse phénomenologique. Par conséquent de ces deux équations de
continuité, nous allons pouvoir interpréter les grandeurs microscopiques. Il est na-
turel pour cela d’identifier les termes de méme nature mathématique :

o @t& = Oitpy, ce qui est satisfait si zﬁ =1p;
o div (%) = div (g + ﬁpo), ce qui est satisfait si 0y = Tyt + jwo ;

T = e
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1.4 Equations de continuité pour m, m; et h

Nous avons vu dans livre I que le fluide est décrit par les champs :
m(Z,t), 7(Z,t)outh(Z,t) et h(Zt)

obéissant a des équations de continuité phénomenologiques.

e pour la masse :
Oym + Ok (vEm) = 0,

« pour la quantité de mouvement :

Oym; + 8k(v§7ri — T-k) = k;

(2
ou pour la vitesse :

1 1
aﬂ}oi -+ vg(?kvm — —&Jk = —ki,
m m

« pour I'énergie :
Oh + O (vEh 4 a* + ¢%) = k.

Dans le cas des équations de continuité de la quantité de mouvement et de I’énergie,
les sources k; et ki décrivent une action sur le fluide dont la cause lui est exté-
rieure ; ce sont les conséquences d’une force a distance. Si nous voulons expliquer le
mécanisme microscopique de ces sources par le terme

dyp
L a10)

il est nécessaire que
Jw() =0

puisque ce terme provient des collisions, c’est-a-dire d’un mécanisme spécifiquement
interne au fluide (intéraction entre molécules du fluide). En conséquence J[i( )] ne
saurait représenter tout seul une source dont les causes sont externe au fluide, ni
méme contribuer a celle-la. Ainsi les grandeurs microscopiques correspondantes a
m, 7, h sont celles telles que J[¢( )] = 0. Pour que J[¢)( )] soit nul, expression
(1.3.2) montre qu’il suffit que

%4-%2%4‘%

c’est-a-dire qu’il sufit que v soit une constante de collision. Or les constantes de
collision sont :

o les fonctions



Théorie cinétique du gaz monoatomique 17

« la quantité de mouvement microscopique
Y(p,L,t) =P
puisque
ﬁa + ﬁb = p/a + p/ba

« I’énergie microscopique

2
w70 = 0

puisque nous avons supposé les chocs élastiques, ce qui se traduit par
2 S 1Y
2A 2A 2A 2A

Nous avons ainsi cinq grandeurs microscopiques que nous allons comparer a m,
T et h

1. — (a0 =1
La moyenne locale de 1 vaut

—_

@0 = [ doulpz)
R3

Elle s’interprete comme le nombre spécifique de molécules puisque nous avons intro-
duit ¥ comme une densité de molécules dans 'espace u. Pour éviter des confusions
et pour faciliter la lecture, nous la notons :

n(Z,t) = 1(Z,t). (1.4.1)
Comme _
dy dy
) — =0
dt — @

I’équation de continuité s’écrit
atn == ak(ﬁ) =0.

Comme chaque molécule est de masse A, nous obtenons la masse spécifique a partir

du nombre spécifique
m(Z,t) = An(Z,t). (1.4.2)

Cela nous amene a comparer I’équation de continuité de m(Z,t) a celle de la masse
en théorie maroscopique
k
Oym + Og(vgm) = 0,

ce qui donne

A" =uim=vinA

et donc
@k(f, t) = n(,t) vg(f, t). (1.4.3)
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La moyenne locale de p; vaut

(7, 1) :/ dCpp; v(p, T, t) :/ dp Avv(p, Z,t) = A,
R3 R3

puisque nous avons p; = Awv;. Comme nous venons de le voir
i = At = muy = 7,

ou simplement

Cela nous amene a comparer 1’équation de continuité de p; a celle de la quantité de
mouvement. Comme

dp; dp;
Pi _ g, p

dt dt ’

il vient alors
api + O (vF pi) = Ki.
L’identification des grandeurs de méme nature mathématique donne les correspon-
dances suivantes.
oki = K; = K; 1 = K;n(%,t) puisque K; = K;(,t), ce qui permet de la sortir de
I'intégrale ; donc

k; = K;n(Z,t). (1.4.5)
cvEm — Tk = v* p;. Pour calculer ces grandeurs, posons
pi = n(Z,t) poi(Z,t) = m ou  pu(T,t) = Av(T, 1) (1.4.6)
et
Ai(p, T, t) = pi — pos (1.4.7)

dont la moyenne locale vaut

ANy =T — [T = 10— iy = (UL

Ainsi
vk k= ip.pk — l(po- + A)(pk + AF)
o 1 : A i A i i 0
1
= Z(pm p6 + poi A% + pg A; + AFA)
1 _ -
= Z(npm' Ph + poi AF + pfA; + AFA;)

1 1l — 1 —

Cela donne enfin

1—
k— _ —AFA,
T AA A (1.4.8)
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3. — 1/1(p,1?7t)—ﬂ-

La moyenne locale de |p'|>/2A vaut

P2, PP
%(x,t):/mdg |21L v(p, @, t).

Mais avec les définitions du cas ou ¥ = p;, nous obtenons

172 = p* pr. = (0F + A%)(por + Ak) = Pk por + AFAL = npf por, + AFA.

Comme " T .
_ (P P\ _ (% P\_ (% =
dt_<A’ t) (K’A> L T
nous avo1ns
1 dpP?
2A ar

Cela permet d’obtenir I'equation de continuité
i3 I2> < p P \2> =
Kv.
at( o4 ) T o\ oy i

g —i i i
Kvt = K" = K; nvy = kv

Mais les relations

nous amenent a comparer cette équation de continuité a celle de 1'énergie

Oih + 6k(v§h +a" 4+ ¢F) = kivg.

Cela donne L
) T
24°
Ainsi
1 1 — 1 1
h — — TP —_ — |2 _ — 2 —AQ — — 2 —AQ

puisque pi = A% v2 et n A = m, et la densité d’énergie interne est donc

- ﬂAQ (1.4.9)

Termes non encore identifiés.
Il nous reste maintenant a comparer les termes dans la divergence :

|151

veh 4+ a* +q" =

k

qui peut s’écrire, en tenant compte de a* = —7! vf) (cf. livre T),

P _ 1
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Pour calculer p*|p]? nous cherchons tout d’abord pip*p’ qui vaut, en tenant compte
des définitions

pprpt = (pé -+ A7) (p§ + AF) (ph + AY)
= popopo + ZkﬁpopoA" + Zkﬁp AFAL + AIARAL

&7 , o o o
ou ¢kl représente une sommation sur les termes obtenus par permutation cyclique
des indices. Nous avons ainsi

p ipkpt — npf)plépé -+ ifépf)p’gﬂ + ifﬁpéAkAe + ATARAL,

c’est-a-dire

PPt = npipkpt + ikl (pi AFAD) + 2 A% (1.4.10)
apres avoir posé .
2A%q"* = NIARAL, (1.4.11)
Par multiplication contractée par (1/2A42)gs, il vient

1 —_— 1
ﬁgieplpkpé A (npo|po| + iki (pLAFA;) + 242 M)

1 1 —
= §nAv0 |To]2 + ——vEAZ + —uFARA; 4 ¢

2A A

1 _
= g (§m |%]* + ﬂN) +0pARA; + ¢

soit enfin

1
_ k_ k(2 122 —A2>
veh — TF vl + g vo<2m|vo| t 51

Nous avons ainsi établi 1’égalité

¢* =g = @Ak& (1.4.12)

Correspondances grandeurs microscopiques—grandeurs phénomenologiques.

Masse spécifique m(Z,t) = An(Z,t)
1
n(Z,t)

Quantité de mouvement m;(Z,t) = p; = n po;

L

Vitesse macroscopique v (Z,t) =

Tenseur des tensions Tki(f, t) = —ZAkAi ou A; = Di — poi

Densité de force ki(Z,t) =n K;(Z,t)
1 1——
Densité d’énergie h(Z,t) = g™ |02 + ZAQ
Densité d’énergie interne u(,t) = ﬂA2
1
C t de chal F(Z 1) = —=AFA2
ourant de chaleur q°(Z,t) A2

11_——
Courant de travail a®(Z,t) = Z_UzAkAZ
n
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1.5 Equation de continuité de 1’entropie

Nous avons établi dans le livre I I’équation de continuité de ’entropie
Oss + div (vgs + jE) =i > 0.

Le deuxieme principe affirme la croissance de I'entropie pour un systéme adiabati-
quement fermé et, par conséquent, pour un systeme fermé. La source d’entropie est
donc une grandeur caractéristiquement interne du fluide. C’est-a-dire que c’est a I'in-
térieur méme du fluide qu’il nous faut chercher la cause du courant d’irréversibilité
7. Or nous devons comparer ¢ aux termes

&y

L+ 0]

de I'équation de continuité de la moyenne locale de la grandeur microscopique ¥
correspondant a la densité d’entropie s. C’est le terme J[¢( )] qui est essentiellement
dii aux mécanismes internes du fluide puisqu’il est di aux collisions. Ainsi est-il
naturel de poser pour un systéme fermé :

i = J10)] (15.1),

ce qui entraine que 1 doit étre telle que

J[$()] > 0.

TWON =7 [ dedipn [ d00 05— ) (a+ ) = (0 +47)

coll.

il suffit, pour que J[¢ ()] > 0, que

(v, v = varn) (4 + ) — G +14) ) < 0

c’est-a~dire que (1, + ) soit une fonction strictement décroissante de v, 1 ; les
seules fonctions qui satisfont a cela sont du type

Y = —klogv,
ou k est une constante positive appelée « constante de Boltzmann ». En effet
/ /
U, Vy > Vg Uy

entraine

Vo Vj o 7

—klog 24— < 0 soit ¥, + ¥, < Vg + ¥y
Vo Up

et
/ /
V, Uy < Vg Uy
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entraine )

vy
—klog -2 > 0 soit 9, 4 ¥} > g + .
Vg Vyp

Il nous faut maintenant comparer les équations de continuité de s et de 1. Nous
obtenons tout d’abord, en identifiant les dérivées partielles par rapport au temps,

s =—klogr = —k/ dpv logv.
RS
Comme
o
par 'équation de continuité du nombre spécifique, il ne reste dans (1.3.3) que

0 + O(vF) = J[y()] > 0,

ce qui montre que nous avons toujours
i=J()l

Suite du résumé des correspondances grandeurs microscopiques—phénomenologiques.

Entropie s(7,t) = —klogv
Source d’entropie i(Z,t) = J|—klogv]
= —E/ d*p, d3pb/ dQYC(p,,0) (V. v, — v, 1) log Y I/b,
4 R3 Va Vp

Scoll.

Eo
Courant d’entropie j&(Z,t) = —ZA’C log v.

1.6 Equilibre et distribution de Maxwell

Nous allons maintenant chercher une distribution v(p, &, t) susceptible de décrire
le fluide & I’équilibre. Une condition nécessaire a 1’équilibre (mais non suffisante!)
est que la source d’entropie soit nulle. Comme

= J[—klogv],

il faut donc que J[—klogv| = 0, c’est-a~dire qu’il suffit que log v soit une constante
de collision, soit encore explicitement

log v, + log v, = log v, + log 1.

Or nous avons vu que les constantes de collision sont 1, p'et [p'|?/2A. Pour que log v
soit une constante de collision, il suffit donc que nous ayons

log v(p, %, t) = ap(Z,t) 1 + BY(F, t) pi +v(Z, 1) [P,
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ot les fonctions ag, 3 et v sont arbitraires et ne dépendent que de Z et ¢t pour
pouvoir étre sorties de I'intégrale. Parmi les fonctions de ce type, nous choisissons
les suivantes :

0(#1) = (@, 1) + Ao (7 )P
g0 = -2y

Tt
7(47 ) _ T2(]‘:‘Z4)

Cela donne

_ T omeyy o i 2
logv = (& + g 1Pl 1 k:Apop’JerAlﬁl

72(;52) (- po) 0

= a(Z,t) +

—
—

Rappelons que p — pp = A et posons
1
T(z,t)

En prenant ’exponentielle des deux membres, nous obtenons

|Ap,E,1)|2
(P, @,t) = e @1) o 2AKT (1)

En tenant compte des correspondances établies aux sections 1.4 et 1.5, nous pouvons
encore préciser les grandeurs qui entrent dans I’expression ci-dessus.

a) Calcul de e*@ et de v(p, T, t)

Pour une distribution de la forme ci-dessus, le nombre spécifique vaut, avec
— |A| et en faisant le changement de variable 7 — py = A,

n@0) = [ dpria
R3
. _ A%(pEt) = . A2
— (@) / dPpe 24KT@ 1) = (@) / BA e 2AKT(E1)
R3 R?
L’intégrale se calcule alors a 1'aide de la formule

o dze %’ T avec a 1
= — Vi _
e a 2AKkT’

ce qui donne pour une intégrale triple

7(1x27(1 27@22 (71-)3/2
///dxdydze o = (@
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Ainsi, la valeur du nombre spécifique est
n(Z,t) = e*@Y (2 A KT(Z,1))>2.
Comme c’est le nombre spécifique qui est macroscopiquement accessible, puisqu’il
vaut m(Z,t)/A, nous exprimons e en fonction de n(Z,t) et nous obtenons
_Apdt)
V(P Z,t) = n(Z,t) 2 A KT (Z,t))"%/? e 2AKTEL)
Cette distribution, susceptible de décrire le fluide a I’équilibre, est appelée distribu-
tion de Mazwell.

b) Calcul du tenseur des tensions 7%

Nous avons vu qu’a I’équilibre 7% est diagonal et a la section 1.4 que
) 1——
Tk = ——AIAF,
A

La distribution qui décrit I’équilibre doit donc étre isotrope. Dans le cas maxwellien,
les termes diagonaux de A’AF valent

- ) ] . __A?
AN = / d*pn (2nkAT)=3/?(AY)%e” AT
R3

Cajg Ay — B2 _(Aa)? (Ap)?
= / dAm (2mkAT) 3% (AY)%e 2kAT / dAje 2kAT / dAge 2kAT
R R R

. (A:)?
:n(ZWkAT)lﬂ/ dA;(A")?e” 24kT .
R

Cette intégrale se calcule a 1’aide de la formule :
+o0 O +o00 o 7T1/2 1 71.1/2
2 _—az? __ _ —az? —_ e —
/_OO dzze ™ = da /_OO dze 8a<a1/2) 2 a3/?’
ce qui donnne ici

(A2 = n (2rkAT) ™/ %WI/Q(%AT)?’/Q = nkAT.

Ainsi le tenseur des tensions vaut :

7% = _g* nkT. (1.6.1)

c) Calcul de la pression
Comme nous avons défini en thermodynamique la pression scalaire par
ik _ ik
T =—9 D
nous obtenons ici la définition de la pression microscopique

p = nkT(Z,¢t). (1.6.2)



Théorie cinétique du gaz monoatomique 25

d) Calcul de 'énergie interne

Nous avons vu a la section 1.4 que la densité d’énergie interne est donnée par

1 — 3 —
7 = —_—— 2: — 1 1
w(# 1) = o A% = S ATAT.

Cela donne, par la valeur de A*A?,
— 3 —
u(Z,t) = " kET(Z,t). (1.6.3)

e) Calcul de la densité d’entropie

Comme nous connaissons la distribution v, il est aussi possible de calculer la
densité d’entropie

. 3 A2
s = —klogr = —k(logn — §log(27rk:AT) — QkAT)

3 3
= —knlogn + §kn log(2mr AKT) + §nk
puisque n = n(#,t), T = T(Z,t) et A2 = 3AknT. Ainsi

3 3
s = —klogn + §knlog(27rkAT) + 5]{: n.

f) Retour sur les équations phénomenologiques

Les variations de u et de s peuvent alors s’obtenir des relations (1.6.3) et (1.6.4)
trouvées par la statistique :

ou = §kn5T + §k:TcSn
2 2

S 3. 0T
0s = E(Sn — kon + 5/{:71?,

ce qui donne

;knéT — Tés — (% - kT) on.

Par substitution dans la variation d’énergie interne, il vient

S = (ng 4 kT — g)én + Tés.
n

D’autre part, en thermodynamique, nous avions défini la température et le potentiel
chimique par
ou = pom + Tds,

ouT =0U/0S et u=0U/ON . La comparaison de ces deux expressions montre :
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e que les grandeurs T, dites températures, introduites en théorie phénomenolo-
gique et en statistique, coincident bien;

« que 'expression microscopique du potentiel chimique

ou 3 sT
= —— = kT + kT ——
on 2 e

est bien compatible avec celle obtenue par la théorie phénomenologique

n

np=g=u—sI"+p

puisque (3/2)nkT = u et nkT = p.



CHAPITRE 2

Thermodynamique

d’un mélange de gaz

Présentation

Apres avoir introduit quelque définitions concernant les espaces de phase a plu-
sieurs molécules y compris le cas avec réactions chimiques (section 1), nous définis-
sons l'entropie d’un tel systéme (section 2). L’équilibre thermodynamique est alors
appelé équilibre chimique, il est introduit a la section 3. Les trois statistiques, celle
de Boltzmann, celle de Bose-Einstein et celle de Fermi-Dirac sont introduites a la
section 4 ; elles nous permettent de montrer que 7" est la température, que p4 est le
potentiel chimique et que pa est la pression partielle (section 5). Le calcul de Sy et
de p4 est alors effectué a la section 6.

2.1 Collisions

Nous considérons plusieurs molécules repérées par les symboles A, B,---, et,
pour chaque type de molécule un espace de phase p divisé en micro-cellules de
volume égal & h/4 (f4 étant le nombre de degrés de liberté des molécules du type
A et h la constante de Planck : Ap;A¢' > h). Nous considérons ensuite des macro-
cellules repérées par a regroupant C, (C, > 1) micro-cellules (donc de volume
C’ath) et dont le nombre de molécules contenues est noté N, ; le nombre total de
molécules du type A est donc

Na=) N,
a

a) Collision avec une paroi : nous avons la réaction (lire de droite a gauche)

A—A;d «d
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Soit Ay o > 0 la probabilité qu’une molécule donnée de a’ fasse par unité de temps
une collision avec la paroi I’amenant dans une microcellule donnée de la macrocellule
a”. Nous avons alors

gain de cellules a” oc Coun Ny
perte de cellules @’ o< Cy Ny,

ce qui permet d’écrire

Na” = Z(Ca”Aa”,a’Na’ — Ca’Aa’,a”Na”)'

al

b) Collision de deux molécules identiques, cela correspond a la réaction
A+A— A+ A; dl +ay — a) +df

Soit Agray.a,a, la probabilité par unité de temps pour qu'une molécule donnée 1 de la
macrocellule a) fasse une collision avec une molécule donnée 2 de la macrocellule df
telle qu’apres la collision la molécule 1 soit dans une microcellule donnée de af et la
molécule 2 dans une microcellule donnée de aj. Nous avons alors pour ce processus
apres la collision

gain de cellule a” Z Z Z CoCay Aaraf aa, Nay Nay

2 1 2
perte de cellule a” = g E E Ca Ca At atyaray Nav Nay.
! "

Mais il faut également considérer le processus ot la molécule 1 se trouve apres la col-
lision dans la cellule af et la molécule 2 dans la cellule af. Comme les molécules sont
identiques et que nous ne les suivons pas au cours du temps (car nous restreignons
nos observations aux situations avant et apres la collision), nous sommes contraints
d’introduire I'hypothese

AIIN //:A//// YA
@ @il 2 @ @) @) o0 @

Avec cette hypotheése nous obtenons finalement

//—QZZZ w0 Cot Agnaty at , Nat Na — Cat Cag Agy ot aray Naw Ny ).

c) Réaction chimique : exemple.
A+BSC.

Nous avons dans ce cas deux sortes de coefficient : Ay 4y €t Ay v correspondant
aux deux sens de la réaction :
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o Apr oy : probabilité qu'une molécule donnée A de a’ fasse une réaction avec une
molécule donnée B de V' telle qu’apres la collision nous ayons une molécule C
dans une microcellule donnée de ¢ ;

o Ay oo @ probabilité qu’une molécule donnée C' de ¢’ se décompose en une molé-
cule A et une molécule B de telle maniere que A soit dans une microcellule de
a’ et B dans une microcellule donnée de b'.

Avec ces notations nous avons alors

Nc” = Z Z(Oc”Ac”,a’b’Na’Nb’ - Ca’cb’Aa’b’7c”Nc/’)

a/

b
Na” =S E E (Ca” Cb”Aa”b”,c’Nc’ — Cc’ Ac’,a”b”Na” Nb”)'

bl/ C/

d) Réactions chimiques : formulation générale.
Soit une réaction chimique v telle que v/, molécules A, v molécules B, ...
réagissent pour donner vj molécules A, v}, molécules B, ...

VA+VEB+ - — VWA+UB+---

L’ensemble des nombres entiers ou nuls v = {V/}, v}, ..., V4, Vg, -} caractérise la
réaction. On désigne par —v la réaction inverse

VIA+VEB+ - — VWA+URB+ -

y .y quiest la proba-
oy

A
bilité pour que v/, molécules A données (la premiére dans @}, la seconde dans aj,

..) effectuent une réaction avec v molécules données (la premiere dans b, la se-

b, alal
R o

On introduit comme précédemment As,/,) o bl
...all bl
A

conde dans bj, ...), ... telle qu’apres la réaction nous ayons v/; molécules A (...),
v}, molécules B (...), ... Comme précédemment nous avons

Na// = ZV;& Z

1 /! ! /
ag...by...,a]...b]...

v 1.1.
<Ca//0a/2/ st Cbll/ L A((I,,)agblll’allb/lNa’l . e Nb/l oo ( 1)
(=v)
— G-y A iy g Mooy -~ Ny -

ou le facteur v’y provient du fait que chacune des v{ molécules A de la réaction peut
se trouver dans la macrocellule a”.

2.2 L’entropie

L’entropie a T' et p fixés est définie par

S = S[Nay, Ny, - - s Noys Noyr - -]
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et sa variation est

_Zga(SNa_Zgb(SNbb_ )
a b

_ZgaNa - Zngb -
a b

Par suite

=T T whrowh)
sod] coodf @y s

)
X(Calll' Cb//'--A L /~~b’1...Na'1”'Nb'1"'
(V
—Call-”Ob/l- A b’l’.,Na'l""Nbll"">'

-y

Pour simplifier, on échange les indices supérieurs ' et ” dans I’expression de S

S==Y"" > (guVatorht-)

Voal bl b

(=v)
>< (Cag' Gy Ay oy Nag - Nog oo

@)
= Cay -+ Gy - 'Aa'{...bg'...,afl...bfl...Na’l o Ny )
ce qui permet d’écrire S sous la forme symétrisée
2 " " ! /
=—2) ) (gayva + goyVp + - — Gay Vi — Go, Vi —

v)
x@%“%nAwwwﬂﬂwnM“.
(1/
— @l 00 @l 000 AT . N//...Nb,f..-)

Dans cette derniere expression, on peut faire les remplacements

/! /!
9ayVa PAT  Gay + Gay + 7 Gar, €0 GoyVp DAL Gy + Gy + e Gy,
A B

Nous allons encore simplifier I’écriture en posant

ga/:{ga,1+...+ga:/,+gb,1_i_..._i_gb’,/
A B
Ca/:Callv.-Cbll...

Nor = Ny -+ Ny -+

N, Ny
Ny = —2 oo =L
Cy Cy

Na/ = Ca/na/

etc.
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avec les définitions similaires ou ' est changé en ” et les notations ALV,,) o €b Ai;yi, de
définitions évidentes.

Nous pouvons maintenant écrire S sous la forme simplifiée

:__ZZ ”_goc "Aa”o/ ,_C A )’

v oo

soit encore

= Z 3" CarCar(gar — 9o )(AL) s — AS D man). (2.2.1)

v oo

Si le principe d’équilibre détaillé est vérifié, c’est-a-dire si Agf,),a, = A(()Zl;),,, nous

obtenons )
= ) B B
S == —2 Z Z Ca//Ca/Aa,,@, (ga” ga,)(na, na”)-

v Oé” a/

Etant donné les définitions

ga,:ga,1+...+gb,1+...

na,:na/l...naé...

et les défintions semblables avec ’ changé en ”, la seule manicre pour que la condition
S > 0 soit satisfaite est de poser

o« = klogn,.

11 vient alors

. _k )
5 = 5 Z Z ConCor Ayt o (log nar —logng ) (nar — ngs) > 0.

v oo

Au lieu du principe du bilan détaillé, qui n’est pas valable dans les approxima-
tions d’ordre supérieur, on peut simplement postuler la relation

o« = klogn,.

qui est une condition moins restrictive. On obtient alors la relation plus générale
Z Z CorCos (log gy — log ngy ) (AL h ) g — A(lﬂ) o To)

Transformons cette relation en introduisant la fonction

y/x
L(z,y) = x/ dtlogt avec x,y > 0. (2.2.2)
1
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On voit que 'on a L(x,y) > 0 avec L(z,y) = 0 ssi x = y. De plus,
1
Oy(tlogt —t) = Oy(t(logt — 1)) = (logt — 1) + t(;) = logt,

ce qui conduit a
/dtlogt =tlogt —t.

Nous obtenons donc

y/z
L(z,y) = z(tlogt — t)| = x(glogy _ Q) —(=1) = x(ngy Y. 1).
1 Z r X T B B
Par conséquent
L(z,y) = y(logy —logz) —y+2 >0 (2.2.3)
et
y(logy —logz) = L(z,y) +y — =. (2.2.4)

Il vient donc

N (log Nar — log ’)’La/) = L(?’La/, ’n,a//) + Nar — Nt

Ng/ (10g Ng — log na//) = L(nau, na/) + Ny — N

et alors
. k . ,
S = 5 Z ; Oa” fe% (A((l/@)//L(na/’ na//) —+ Ag/?a//[/(na//’ na’)
k:y . (2.2.5)
EEPIPILE (A nar — oA+ AY) ymos — o A2D,).

o Les deux premiers terme de (2.2.5) sont positif; ils sont nuls pour ny» = 1y ;

« Le troisieme terme de (2.2.5) n’a pas de signe défini; il est nul si
S CwAln =3 A L Cu, (2.2.6)

ce qui est une condition moins forte que celle de I’équilibre détaillé.

2.3 L’équilibre

L’équilibre est caractérisé par la condition S = 0. Nous aurons alors L(ny/, ngs) =
0, d’ou

Ngr = Ny,
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plus précisemment par
na,l,nag...nb,l, coo0 = na,lna,z ...nb,17...
d’ou
log ngy +logngy + -+ +logny + -+ =logng +logng, + -+ +logny +--+ (2.3.1)
On a vu que, a cause des parois, I’énergie est conservée lors des collisions
Ea,l,_|_Ea,2,_|_..._|_Eb,l,_|_..._|_...:Ea,l+Ea/2_|_..._|_Eb,1_|_..._|_... (23_2)

A T’équilibre, nous pouvons introduire une seconde constante du mouvement, fonc-
tion uniquement des divers types de molécules, soit

Vika+Vgpp+ o =Vipp + Vg pat (2.3.3)
que l'on peut écrire égalament sous la forme
Hay + Hay + - poy & oy + 0 = fay T+ Py, T ey ey

En vertu de (2.3.1) la somme des logn, est une constante du mouvement. Elle
dépend donc linéairement des autres constantes du mouvement F 4 et pi4, soit

1
| o= — —F
ogmn kT(MA A)

et il vient
Ma — EA

na:—ze k:T

qui n’est autre que la distribution de Boltzmann. Nous montrerons plus loin (sect.
2.5) que py et T s’identifient avec le potentiel chimique et la température. Dans
(2.3.3) nous remarquons déja que pa + pp = pe pour la réaction A + B = C, ce
qui est parfaitement compatible avec la théorie phénoménologique.

2.4 Les trois statistiques

Dans ce qui précede, nous avons supposé que le nombre probable de transitions
de la macro cellule a’ a la macrocellule a” était donné par

Oa” Aa”,a’ Na’7

c’est-a-dire qu’il est indépendant du nombre d’occupation de la macrocellule a”. Pour
introduire les autres statistiques, nous sommes obligés de prendre en considération
le nombre d’occupation N de la macrocellule a”. Posons alors

0 Boltzmann
Co=C2+ AN, avec Ag=<1 Bose-Einstein (2.4.1)

—1  Fermi-Dirac
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ot C? est le nombre de microcellules de la macrocellule a et Aa est un coefficient
qui dépend de la statistique que suivent les molécules du type A. Le nombre de
molécules passant de la macrocellule a’ a la macrocellule a” est alors

Ca”Aa”,(z’Na’ = (Cg,, + AANa”)Aa”,a’Na’
et le deuxieme terme de (2.2.5) s’écrit alors

Z Z(OQ/A(();,:)(,NQH = Na/A((;,Vo)é,Ca// + Ca“Agj?a//Na/ = Na//A((XV,?a,,Ca/) (242)

)

v oo
ou 'on trouve quatre produits dont on donne deux exmples

/

Vi Vp
CorNowr = [ [(CS + AaNuy) [ [(C, + ANy, -+ Naw
=1 =1

vl V) o @2 <
= A/ AgF -+ Ny Ny + termes d’ordre inférieur en A,

V// l/” . , .
CorNoy = A0NG -+ Ny Nyw + termes d’ordre inférieur en .

1. — Termes de plus haut degré en A dans (2.4.2) : pour qu’il s’annulle, il faut
poser

NANE = NAND

Par exemple, dans le cas de la réaction C' <+ A + B nous avons
g = A¢.

Ainsi, si les particules A et B suivent la statistique de Fermi-Dirac, il faudra que
la particule C' obéisse a celle de Bose-Einstein ; au contraire, si A et B suivent le
statistique de Bose-Einstein, alors nécessairement C' obéit a la méme statistique. On
dit qu’il y a corrélation de statistique.

2. — Termes dans (2.4.2) ne contenant qu’un seul CY, : soit par exemple

@ ()\A)Vi{ 1()\3) vE) N, "'Nb/l"'A(TV),

@bl oo yallee bl e
—Nu---Nu---A(”) CY (A )Vk—l()\ )VBN,...N,...
af by @)l b ah b o, \NA B aj b}

N// Nb”"'

0 A(=v) 0
> AT = S AR g (0.43)
ay
3. — Autres termes : a cause des sommes multiples et de ’ensemble des relations

du type (2.4.3), ils donnent une contribution nulle.
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En conclusion, nous avons

soit encore

qui donne

N

N,=C" =" 1

~ %y sing > 1
T D (~ CIng sing > 1)

On trouve bien les trois types de distributions :

] 0 Boltzmann
N, = Cg SR avec g =<1 Bose-Einstein
e kI — Ay —1  Fermi-Dirac.

Nous voyons que les trois statistiques s’identifient lorsque le facteur d’occupation
est beaucoup plus petit que 1, soit N, < CY.

2.5 Preuve que T, s et py sont la température,
le potentiel chimique et la pression partielle

L’énergie étant une grandeur extensive, nous avons

Ulr,No, Ny .. ] =) NuEo(r)+ Y NyEy(r) +---

ou r = {r®} est 'ensmble des variables géométriques; il vient donc
OU =D Ea0No+ Y EyoNyt o+ (D NuBuBo + > Niday+ -+ )1°
a a a b

=Y E.0N,+ Y BydNy+ - + K{me)ore.
a b

Mais d’autre part, on a
0S = —k(Zlogna ON, + ZlognbdNb 4 - )
a b

qui, avec
na — Ea

1 a — )
ogn, LT
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donne

1
8 = f(% E.N, + Eb EyNy + - — 1146N4 — 6N — - )
ou l'on reconnait I'expression de 6U. Finalement, nous avons
1 )
_ _ go(ine) sh.o0
65 = = <6U Kne) g §A :uAéNA),

c’est-a-dire

U =T68 + K{m)or® + Z pa0N4

avec

ZN{?E +ZNb8 Ny(r) +

En conclusion, les variables T, pa et K{™ introduites en statistique s’identifient

avec les variables température, potentiel chimique et forces extérieures introduites
en thermodynamique.

Approzimation de Boltzmann : Cy = CY.

On sait que
E,=E,V)

oU M Ea ﬂ, 0 —Za
pA:_W:_Z Z aav E T_VZC% .

a

Introduisons maintenant Z 4, appelée fonction de partition,

qui est une somme sur les macrocellules de 1’espace des phases p14. On a donc
0 HA_Ea rAa
E N, = E Cae kT :ekTZA:NA,
a

ce qui donne
LA 1
ekT = NpoZ, .

Par conséquent
pa = NpkT——74 = N4/{:T—(10g Z4)
Z A0V oV .

Si les macrocellules sont de volume tres petit et en nombre tres grand, nous
pouvons remplacer les sommes sur les macrocellules par une intégrale sur I’espace
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de phases (pour autant que ce dernier ne soit pas quantifié¢). Dans le cas de la
statistique de Boltzmann, la fonction de partition s’écrit alors

E(w)
Z AT, V] :hf/dfwe kT

Evaluons alors Z, : on a (avec A masse de la molécule A)

2
Ea=Eao+ 2% + ¢(@) + Egpns),

2A
ou
(@) = 0  si ¢ € volume occupé par le gaz
1 oo si ¢ ¢ volume occupé par le gaz.
Avec

(f nombre total de degrés de liberté), on obtient

dw = dgq dgp dw(int.)7

Za=h>7? [ & _% d® %Z-
A — qge pe (int.)-

/!

En posant Z,4 = Z(tramsl.) Z(mt.)7

on a

_Egne)

Zlint) = h_(f_s)/dw(mt_)e W
et
E
Z(transl.) = e_ﬁh_:g‘/(Qﬂ'AkT)g/Q.

Nous avons donc
dlogZ O(logV) 1

ov. oV vV

La pression partielle est par suite

1
Pa = NakTw

et done
pAV = NAkT.
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2.6 Calcul de 4 et Sy dans 'approximation de Boltzmann

1. — Gaz monoatomique

Partant de la fonction de partition
E
Za= efﬁh_3V(27rAkT)3/2

avec
pA )

on obtient le potentiel chimique
pa =kT(log Na —log Z4),
c’est-a-dire
pAlT,V, Na| = Eygo + kT <10g Ny — log(h™V (2n AkT)s/Q))

Nous aimerions bien avoir dans p4 une dépendance en 7" et en p,. Comme

fia = Ego — kT log <h3NL(27rAkT)3/2>

A
et
NAKT . 1% kT
pa = soit  — = —,
A ba
on a bien - o
2w A kT
MAZEAo—kTIOg( d )3< ) :
h3p 4
c’est-a-dire
5 2 A 3/2k5/2
pa = Ea9+ k:T(logpA — ElogT — log %),
ou encore
9 A)3/21:5/2
,UA[]?A; T]atm = gA[pA; T]atm - g[pAu T} - leOg %
Avec
PA = CAD,
on déduit

palpa, T = galp,T] + RT log ca,

ou la constante R = kN, est appelée constante des gaz parfaits, Na, étant le nombre
de molécules par mole appelé nombre d’Avogadro ou de Loschmidst.

A partir de

Gpa, T] = Napialpa, T] =Us — TSa + paV
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on obtient "
Sa= f(UA +paV — Napa).
Ensuite, de
_Eq
= Z OO e kT
on tire 5
Naz—~log Z4[T, V] = E,CP% k.
5T 7 Z
Comme Ny/Z 4 = exp(ua/kT), il vient
0
NAa( )logZAT V] = ZE 00" S ZE N, = Ua.
kT
On a ainsi

0
Uy=N log ZA|T,V
A=) AlT, V]

Finalement, avec I’expression

E
Zy = e K b3V (2rAKT)Y?,

il vient B 3 "
A0
log Z4 = T —logk—T + const,
d’ou 3
Ua= Na(Fao+ §krT) .

Avec paV = N4ET, il vient
3
CA = §NA]€

L’entropie peut alors s’écrire

1
T(UA +paAV — Napa)

1

) )
= TNA (EAO + EkT — Eq0+ kT<§ logT" —log pa + log

Sa =

(2w A)*/2k5/2
)

(2mA)3/2(ke)>/?
a—
qu’il faut comparer avec ce que nous donne la théorie phénomenologique

5
= NAk:<§logT—logpA+log

S = NA(EplogT— RlogpA+§A0)

_ )
szgkNAv
R =FkNy,
2 A3/2k 5/2
§A0:Rlog( T )h3( ) )

ol nous avons introduit le nombre de molécules-grammes Ny = N4 /Na,.
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2. — Gaz diatomique : A+ B=C

On fait la séparation suivante :

Zo = ZC(transl.) ZC(int.) .

Le mouvement intérieur a comme hamiltonien

2
p(mt) MAJMB
H,. . — —tnt) =
(mt) = D0r +¢(r) avec M Vg L

Considérons la transformation canonique

(plap27p3a qlv q27 q3) = (prap97p<pa r, 97 90)

Le hamiltonien est alors
2

2
_ pT ( 2 p(p ) _ H ‘ H
2M, * 2M,r? Py + (sin 6)2 + o(r) (vibr.) T L1 (rot.)
et les équations canoniques sont
. OH 1
T = r = = —Dr
q ap?” Mrp
. OH 1
= — = — 10
Do Mﬂ"?pg Pe
0H 1
i dp,  M,r?(sin 9)2% Py (sin )¢
Oy
p’f' - _E
. 1 cosO
bo = M,r? (sin 0)2p“"
Pp = 0.

Nous considérons dans la suite le cas d’'une molécule diatomique rigide, c¢’est-a-
dire telle que r = const et M,r%? = I = const.

Evaluons Zg (r.) : o0 a

2 4 pi )
(sin)?
Alors

_H(rot.)
ZC(rot.) = h_2/€ 2IKT dpg dpSO do dg@

Avec les intégrales suivantes

p2

too | pg 1 too __ pp 1
/ e 2AkT dpy = (2wIkT)? ; / e 2kTsin?0dp, = (2nIkT)2 sin 6

o0 [e.9]

2m s +1
/ dp = 2m ; / dfsinf = / d(cosf) = 2,
0 0 -1
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nous obtenons
Zo oty = 2w IkT)4mh™>

et
Zo = ZC(tTansl.)ZC (rot.)-

Par suite nous avons d’une part

UC = U(transl.) + NC log Z(rot.)

9
O(—r)

kT
0 1
=U transl. + NC— (- log —)
1 5
- U(tmml-) + NCI = U(transl.) + NckT = N¢ (ECO ol §kT>
kT

et 5
CC - §ch
D’autre part, comme pc = NckT/V et V/(N¢) = kT /pc, on obtient, si C' désigne

la masse totale de la molécule,
pe = kT (log No — log Z¢)

= E¢, — kT'log <h3NLC(27rkTC’)3/2(27rIkT)47rh2)

A (2mCY32(KT)/?(2n]
B — KT log RO RGT) 2 )
pc h®
Am(2rC)32(2m )K"/
:Eco—i-kT(logpc—glogT—log m(2nC) h5( 1) )
On a aussi

1
T

1 7 7
— —Ng (Ec + 5T — B — kT(long — 5 log 7 — log

Sc (Uc +pcV — Nepce)

h5

1(21C)3/2 (2 I R7/2
! A (21 C)32(2r )R >>

c’est-a-dire encore

7 4m (21 C)*2(2n 1) h7/?
SC:NCk<§logT—long+log m(2m )h5< 1) ),
que l'on peut aussi écrire

Sc = Ne(eplogT — Rlog pe + 5¢,)
en ayant posé comme précédemment

N, 7
€ & ==-Nak et R=Nyk
NAV

Ng = >
_ (2mC)3/?(ke)5/? 4w (2m])ke
5¢, = log E 2 ) .
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Remarquons que pour une molécule polyatomique rigide on aurait

(2mC)3/%(ke)®/? 8r%(2n 1) /2(2r I5) Y2 (27 I3) Y% (ke)3/?

et

3 3
U = No(Ec+ 32 + 2 )KT = No(Eo + 3KT).



CHAPITRE 3

Théorie des ensembles

Présentation

Nous introduisons tout d’abord, a la section 1, ’espace de phase I pour un sys-
teme constitué de N4 molécules identiques puis nous rappelons quelques définitions
mathématiques sur les densités. Nous poursuivons ces rappels a la section 2 en dé-
finissant la densité g(z,t) et les opérateurs de divergence covariant puis le volume
scalaire. A la section 3, nous définissons le crochet de Poisson généralisé. L’espérance
mathématique fait 'objet de la section 4 et I’entropie microscopique est ensuite in-
troduite a la section 5; nous y montrons qu’elle reste constante au cours du temps.
Dans la section 6, apres avoir décomposé l'espace de phase en cellules de volume
h', nous définissons sur chacune de ces cellules une entropie macroscopique ; il est
alors possible de montrer que cette entropie macroscopique est croissante au cours
du temps. Le théoreme du logarithme fait ensuite l'objet de la section 7. L’ensemble
stationnaire est alors introduit a la section 8 et le théoreme de Poincaré est rappelé.
L’ensemble microcanonique et I’ensemble canonique sont alors définis aux sections 9
et 10 et la signification de T et de ’énergie libre F' sont ensuite données a la section
11. La relation micro-canonique et macro-canonique est ensuite établie a la section
12. Le gaz monoatomique puis le paradoxe de Gibbs sont ensuite introduits a la
section 13. Le grand ensemble canonique est alors présenté a la section 14, puis le
gaz de Bose-Einstein et celui de Fermi-Dirac de méme que le cas de Boltzmann sont
ensuite étudiés a la section 15.

3.1 Définition de I’ensemble de Gibbs

Nous voulons étudier un gaz constitué de N4 molécules identiques situées dans
un volume V de R3. C’est un systéme microscopique a f degrés de liberté dont
I’étude s’effectue dans un espace a 2f dimensions appelé espace de phase I'. Tout
point de cet espace détermine un état du gaz et, ayant introduit un systeme de
coordonnées, il est représenté par

r={z"}, a=1,2,...,w=2f.
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L’évolution temporelle du systeme est décrite par I’évolution du point représenta-
tif dans l'espace de phase, c’est-a-dire par w équations paramétriques z® = z(t).
J. Willard Gibbs a fait grandement avancer le probleme en suggérant de rempla-
cer I'étude temporelle du systeme par I'étude a un instant donné d’un ensemble
tres grand de systémes identiques au systeme condidéré. Cet ensemble de systemes
identiques, noté par 3, est appelé ensemble de Gibbs.

Nous avons ainsi Ny systemes identiques (avec Ny — 00), copies du gaz initial :

Chacun de ces Nr systemes est représenté par un point de ’espace de phase T'.
Par analogie avec la description du gaz dans ’espace p développé dans les sections
précédentes, on peut considérer cet ensemble de Gibbs ¥, comme un « super gaz »,
formé de Nr « super molécules » a f degrés de liberté, ou chaque super molécule
représente une copie du gaz étudié. Il suffit alors de reprendre la description en
termes de probabilité introduite précédemment.

L’idée véritablement géniale de Gibbs est de remplacer la moyenne sur le temps
d’une grandeur physique par une moyenne a un instant donné sur ’ensemble des Np
systemes de X. Il faut y voir une construction de ’esprit permettant de visualiser a un
instant donné toutes les propriétés du systeme considéré telles qu’elles apparaitrons
au cours du temps.

3.2 Loi de transformation

Comme discuté dans le livre I, nous voulons considérer les changements de coor-
donées dans ’espace de phase I'. Une telle transformation de coordonnées est définie
par w fonctions

B = ¢%(a)
et 'on admet que la transformation inverse existe, soit
=~ ().
Pour les granseurs infinitésimales, nous aurons des transformations linéaires, soit
dz® = A% (z)dz® avec A% (z) = 0,0%(x) (3.2.1)
et 'inverse
dr® = A7t (B)d'z®  avec A% (z) = 0,071 (%). (3.2.2)
Les coefficient A®,, et A=1%,, vérifient les relations
AP (z) A7 () = 65 (3.2.3)
ATt () A%(2) = 65 (3.2.4)

)

().

1)
avec v
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Nous rappelons quelques notations et définitions mathématiques qui seront uti-
lisées par la suite.

Tenseurs et densités tensorielles

Comme nous ’avons vu dans le livre I, annexe A, un tenseur p fois contravariant
et ¢ fois covariant est un objet mathématique qui se transforme avec p matrices
A et ¢ matrices A~!. Nous avons également introduit des pseudo-tenseurs qui se
transforment comme les tenseurs, excepté qu’il y a un facteur multiplicatif faisant
intervenir le déterminant de la matrice A, soit

A(x) = det(A") # 0. (3.2.5)

Nous rappelons que par définition les densités tensorielles de poids p (p entier
non nul) de premiére (resp. de deuxiéme) espece sont définies & partir de |A(x)|™?
(resp. A(z)~P). Par exemple une densité vectoriele g(z) se transforme suivant

9°(7) = |
( ) = (A(z))™? ( )6 (') si g(h) est de deuxiéme espece

l

(A(x)] pAa( )g%(z) si g(x) est de premiere espece

avec 't = ¢(x).
Parfois on emploie également ’expression « capacité tensorielle » lorsque p < 0,
et « densité tensorielle » lorsque p > 0.

Comme structure mathématique de I’espace de phase, nous prenons une va-
riété simplectique, structure adaptée au formalisme hamiltonien. C’est un espace de
Riemann de courbure nulle dans lequel nous définissons un tenseur antisymétrique
(« anti-métrique ») :

i (z) = —57*(z) = (). (3.2.6)
qui joue le réle du tenseur métrique g*°

Lors d'un changement de coordonnées, nous avons

1/2 —-1/2

‘det (3’-’-(@)‘ )|~ 1‘det ))‘ (3.2.7)

et |det (5 (z)) ‘71/2 est une densité scalaire (de premiere espece et de poids 1).
Nous introduisons alors

—-1/2

= |det (j (2)) (3.2.8)
On rappelle aussi que 1’élément de volume se transforme selon
dv('r) = |A(z)|do(x), (3.2.9)

ce qui conduit a définir I’élément de volume invariant

dQ(z) = g(x)dz'dx? - - - da*, (3.2.10)
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ol w est la dimension de 1’espace.

La définition générale est donc
dQ)(z) = g(x) det(dz(s)),

ou det(dm?‘m) est le tenseur antisymétrique du parallélipipede formé des w vecteurs
linéairement indépendants da:‘(lﬁ).

Analyse tensorielle
Ce paragraphe reprend quelques définitions du livre III, chapitre 5.

La divergence d'une densité tensorielle contravariante antisymétrique al®#7-J(z)
est une densité tensorielle antisymétrique :

B aleBr- () = plBY-], (3.2.11)

La dérivée antisymétrisée d’une densité tensorielle covariante antisymétrique
[asy..](x) est une densité tensorielle antisymétrique :

Oragy..1(T) = Bpagpy..)- (3.2.12)

On rappelle aussi 'expression de 'opérateur de symétrisation :

1
a[aﬁy ) = g Z(_l)PaaB'y...m (3213)
———— :

s indices
ol
(—1)F = {+1 si aB7...p est une permutation paire de 1, 2,. ..
—1si afBy...pest une permutation impaire de 1, 2,.. .,
Pour toute densité tensorielle (de poids 1) a®?7(z) nous pouvons écrire
a®Pr(z) = g(x) a® (), (3.2.14)
ott a7 (x) est un vrai tenseur. Nous avons ainsi
Oaa ) (@) = 9(2) (0aal®-)(z) + (57 (2)Das(@)) a1 ()
= plor-1(z)
= g(x) b7 )(z).
Nous introduisons alors la dérivée covariante
Dy =00+ Gy ot Go(x) = g7 (2)0ag(z) = 0, 1og g(x), (3.2.15)
ce qui nous permet d’écrire

plAv--] (z) = Daaam'“(x).



Théorie des ensembles 47
3.3 Ensembles et évolution

Comme discuté dans la section 3.1, on considere un ensemble de Gibbs formé
de Nr systemes identiques au systeme étudié. Chaque systeme de cet ensemble est
constitué de N4 molécules et est représenté par un point de I’espace de phase I'.

Dans un élément de volume dv se trouvent d/N systemes. On définit alors une
densité f(z,t) par

L 1 dN(x,t)

On a alors

/F do(z) §(z, 1) = 1. (3.3.2)

L’évolution de cet ensemble de Gibbs est représenté par N orbites dans ’espace
de phase T'. La conservation de 1'énergie H = H(zx) conduit & une équation de
mouvement pour l'orbite 2% = 2%(t) :

et

Le tenseur fondamental % mentionné dans la section 3.2 est défini par
v*(z) = 9 H (x) j°*(x) . (3.3.3)
Il est antisymétrique car

V0, H = 0gHO,Hj"™ = 0.

De la condition de normalisation, on déduit que la densité obéit a I’équation de
continuité
Of(x,t) + 00 (v*f(z, 1)) = 0. (3.3.4)

D’autre part, elle se transforme selon

,f(lx’t) = |A($)|_1 f(ZL‘, t)

(c’est bien une densité). A partir de 1’élément de volume scalaire invariant nous
pouvons introduire la densité scalaire
1 dN(z,t)
i) = ——— 3.3.5
soit
f(z,t) = a(x) w(z, ). (3.3.6)
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La fonction w(zx,t) s’interpréte comme la probabilité que le point représentatif d'un
systeme donné de l'ensemble de Gibbs soit dans 1’élément de volume dQ(x). En
termes de w(z,t), 'équation de continuité prend la forme

0w + Dy (v*w) = 0,
ou D, est I'opérateur covariant de divergence rappelé dans la section 3.2, soit encore

Oyw + v 0w + w Dyv® = 0.
D’autre part, le théoreme de Liouville dit que la densité scalaire w(z,t) reste
constante en suivant une orbite z® = 2%(t), ce qui s’écrit

d

aw(z(t), t) = (Qyw + v¥0qw)(x,t) =0 (3.3.7)

et implique
D,v*=0.
Mais
Dov® = D,(95H j°*)
= 0a(95H j**) + Ga(9H) ;7
— (@a03H) ) + 0H (Do) .

Par conséquent, la condition D,v* = 0 nécessite la condition d’invariance pour le
tenseur fondamental :
Dojlefl =g =0. (3.3.8)

Nous pouvons exprimer cette condition en terme de la densité j*° = g ;2% :
il = 0, (3.3.9)

qui est formellement analogue aux équations inhomogenes de Maxwell en I’absence
de courant (deuxieme groupe d’équations de Maxwell).

Soit F' = F(x) une observable. Elle varie au cours du temps selon
F(2(t) = 2%(t)0,F = (05H) j¥ 0,F = {H,F} = —{F, H},
ou {H, F'} définit un crochet de Poisson généralisé :
{H,F} = (03H)(0,F) j1? . (3.3.10)
Un calcul direct de {F A{G, H }} permet de calculer la somme cyclique
FGH{F{G, H}} = (0F)(05G)(0, H) afly 170,51,

Donc, l'identité de Jacobi, FG)’H{F{G, H}} = 0, n'est pas satisfaite. Pour avoir
cette identité, nous devons imposer

oy 219,518 = gl — (3.3.11)
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condition que nous pouvons mettre sous la forme des équations de Maxwell homo-
genes (premier groupe des équations de Maxwell) :

a3y Oajipy) = qlapy) = 0-

Dans I'équation précédente, on a introduit le tenseur inverse j,g défini par

. .aﬂ)
PGP — 58 ou Gas = % 3.3.12
]OCPJ (o] ]aﬁ det(]) ( )
Remarques sur le tenseur fondamental ;P! (x).
1. — On voit immédiatement que la condition det (j~) # 0 impose a ’espace de la
variable x (variable dont dépend H) d’étre de dimension paire. En effet
jaﬁ — _jﬂa
implique
det (j7) = det(—j") = (—=1)* det(5"),
d'ou (—=1)¥ =1 et w = 2f.
2. — Nous pouvons lever et abaisser les indices tensoriels avec les tenseurs fonda-
mentaux j*% et Jlag] -
Fop.. = joordpp - - FOP et FoP = jod' B0 Fg . (3.3.13)

En particulier, il en résulte
8,)5,7/ - (apjm)jﬁv’ + jmapjﬁv’ =0
et
8pj67 — jﬁﬁ G apjﬁ,w,_
L’expression ci-dessus de 0, 797, reportée dans (3.3.11), permet d’obtenir la condition

pour avoir I'identité de Jacobi.

Le tenseur totalement antisymétrique ¢!**! dans 'espace de phase avec le ten-
seur fondamental j* jouent un réle analogue au tenseur de Riemann-Christoffel
R(jag)ys)) dans un espace avec un tenseur métrique g(qg). Si ql*®) s’annule, il existe
un systeme de coordonnnées ot j1* a la forme

0 1
(%5) o o
() = 0 1
0 10 0

0 0

et la propriété det(j) = 1. Ceci est analogue a 'existence d’un systéme de coordon-
nées euclidien ou pseudo-euclidien ‘g3 = £ dans 'espace plat si Rag)ps) = 0.
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Montrons cette existence : pour cela, écrivons
jaﬁ = aaaﬂ - 8ﬁaom
ce qui est toujours possible (cf. formes de Pfaff). Posons maintenant (comme w = 2f)
{xa} = {p17 q17p27 q27 - Dfy qf}
soit
et choisissons
/CLQZ' (/$> = /132171 et /a2i71</.13) =0.
Alors les seules composantes non nulles de % sont

1:2i,2i—1

Ogi—1a9;() = o120 =41 et Y = mineur(%g; 2;-1) = —1.

En introduisant 'H (z) = H(p, ¢) nous avons

| o 9

/.I-,szl _ pz _ /821'/1,—_[(/:5)/]'21,2171 _ _laQilH</Z) = _aqu(p, C])
. . 7 ) 8

B = ¢ =0y 'H(2)% 1 =0y /'H(2) = +3p.H<p’ 9)-

Par conséquent nous voyons que l'identité de Jacobi n’est en aucune fagon nécessaire.

3.4 Espérance mathématique.

Considérons F' = F'(x,t) un scalaire en {x}. On a vu (sect. 3.3) qu’il est possible
d’introduire deux formes de ’équation de continuité :

Of + 0,(vF) =0 ou Jyw + Dy (v*w) = 0. (3.4.1)

On définit alors I’espérance mathématique de ce scalaire par

<F@>:/mumm@n:/ww@wﬂaw (3.4.2)
On a alors en utilisant la premiere forme

d
= < F(t) >= /Fdwl“(fatF+Fatﬂ'

Par conséquent, étant donné que 0,f + 9,(v*f) =0, on a

d
E<Pﬁﬁ»iAWMWJ+F@W%Q

:Lwﬂwm—F@m%MLw
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Par une intégration par partie, nous obtenons

% < F(t) >= /dwxf(atF + 020, F) =< F(t) >
r

qui, avec v® = JgH %, devient

% < F(t) >= /d“’a:f(&tF + 0, F 95H j°°).
r

Finalement, en introduisant le crochet de Poisson généralisé
{H,F} = 03H 0, F j°,

nous obtenons

% < F(t) >=< F(t) >=< 8,F(t) > + < {H, F}(t) >, (3.4.3)

d’ou il résulte ‘
F=0F+{H, F}. (3.4.4)

Dans le cas particulier ot H = H(x), nous avons

d :
7 < H >=< H >=<{H,H}(t) >=0.

3.5 Entropie microscopique

Considérons une densité scalaire w(z, t). La fonctionnelle de cette densité définie
par

S(t) = /F 0, ), (3.5.1)

ou ¢ est une fonction a déterminer, est appelée entropie microscopique. Montrons
qu’en vertu du théoreme de Liouville, elle reste constante au cours du temps :

S(t) = /antqs(w(x,t)) = 0.
En effet, selon ce théoreme, (cf. 3.3.7),

0p(w) = ¢ (w)dyw = —¢' (w) v*Ipw

et on a

0a(v7¢) = (0av)¢ + v70ap = v ¢ Ow
car 9,0 = 0,05 H (1)7°%(z) = 0, 75 étant antisymétrique (cf. section 3.3).
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Il en résulte que
S(t) = —/dQ@a(vagb) =0
r

puisque l'intégrale d’'une divergence se transforme en une intégrale de surface qui
s’anulle a 'infini.

Soit () une portion de 'espace de phase comprenant les points représentatifs
du systéme au temps t. Le théoréme de Liouville implique que son volume |Q(t)| =
|| reste constant au cours du temps.

On définit la distribution stationnaire particuliere

@.8) = 01 six & Q(t) 352
0] siz e Q).

Dans ce cas, I’entropie microscopique vaut

S(t) = /Fqus(wQ,t) = yquj(‘%l). (3.5.3)

En pratique, 2 peut étre une hypersurface dans l’espace de phase définie par
I’ensemble des point x représentant un état d’énergie fixée, H(x) = Ej, ou méme
un domaine encore plus restreint ol r parametres macroscopiques sont maintenus
fixes. On appelle alors €2 la portion de ’espace de phase acccessible au systeme et
|| le volume accessible.

3.6 Entropie macroscopique

Pour obtenir la croissance de I’entropie au cours du temps, il faut introduire une
autre définition de cette quantité qu’on appellera entropie macroscopique. Pour ceci,
nous divisons l’espace de phase en cellules ¢ de volume égal a 2y = h' ol h est la
constante de Planck.

Soit W; la probabilité que le point représentatif du systéme soit dans la i-ieme
cellule :

Wilt) = / at) = Ol 8) (3.6.1)
ou l'intégrale porte sur le volume intérieur a la i-ieme cellule. On a la normalisation
D Wit)=1 et 0<Wi(t) <1 (3.6.2)

qui résulte de celle de w(x,t).

L’idée de cette subdivision vient du principe d’incertitude de la mécanique quan-
tique. En vertu de ce principe, nous pouvons seulement dire quelle cellule et occupée
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sans pouvoir donner des précisions sur les points représentatifs qui sont dans cette
cellule. On définit I’entropie macroscopique par

S(t) = Z F(W(t)), (3.6.3)

ou F est une fonction appropriée.

On peut montrer que si F' satisfait a la condition :

——— est monotone croissante, 3.6.4
W (3.6.4)

alors S(t) est une fonction croissante du temps. On trouvera la démonstration dé-
taillée de ce théoreme dans un article de M. Inagaki, G. Wanders et C. Piron' '. La
définition s’étend au cas quantique ou les W; sont alors les probabilités d’occupation
des divers états du systeme.

3.7 Théoreme du logarithme

Considérons deux systemes X, et X, décrits par les densités scalaires u(x,t)
et v(x,t), de normalisations fru(dQu u)(z,t) = 1 et fFU(dQv v)(x,t) = 1. Soit
w(z,y,t) = u(z,t)v(y,t) la densité scalaire du systéme composé 3, = 3, X ¥, de
mesure normaliée dQ,,(z,y) = dQ,(x) d2,(y).

Avec les définitions de l'entropie microscopique S = [.dQ(z) ¢(w(z,t), et de
I’extensivité de ’entropie

Sw - Su_l'Sva

on obtient

S0 = / 00 (2) plulz, ) + / a0(y) p(v(y, 1))
— [ [ (@) w) (s t) o0 + 0.0 ul.t)
_ / 4z, ) (- v(z, 3, 1)),

On peut donc écrire I'intégrant comme

pu(z, 1) vy, 1) +ulz,t) p(v(y, 1)) = p(u-v(z,y, 1))

et, en divisant cette équation par u - v = w, on obtient

plule,t)  plulpt) _pluv@yt) _ plu@y.t)
u(x,t) v(y,t) u(x,t) v(y,t) w(z,y,t)

(3.7.1)

WM. Inagaki, G. Wanders et C. Piron : Theéoreme H et Unitarité de S, Helv. Phys. Acta, 27,
p. 71-73 (1954).
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La seule possibilité, en toute généralité, est de poser
w

W) frog(wh ),
w

ou k est la constante de Boltzmann. Alors, I'entropie microscopique prend la forme
finale

S = —k:/de(x,t) log(wh™7). (3.7.2)

Dans le cas de la distribution stationnaire wq introduite a la fin de la section
3.5, I'entropie S correspondante se réduit a la formule introduite par Boltzmann

S = klog|Q]. (3.7.3)
On remarque enfin que I'entropie macroscopique s’écrit
S=—k) WlogW;. (3.7.4)

3.8 Ensemble stationnaire

L’espérance mathématique d’une observable F(z) par rapport a 1’état décrit par
w(z,t) est

< Fz)> (£) = / dQw(z, ) F(z).

r
On défini alors un ensemble stationnaire par la condition dyw = 0. Puisque w =
Oyw + v*0pw (théoréme de Liouville), il vient

Ow = —v*0,w = —{H,w} =0
(voir sect. 3.3 et 3.4).

Ainsi, la stationnarité exige {H,w} = 0, condition qui est remplie si w(z) =
w(H (z),r) dépend de x par l'intermédiaire de I'énergie H(x) et éventuellement par
I'intermédiaire de v autres constantes du mouvement r*, a =1, ..., v.

On dit que w(z) satisfait a I’hypothése ergodique si w(x) ne dépend que de H(x).

A cause de la conservation de 1’énergie, l'orbite z = z(¢) d’un point de I’espace
de phase T reste confiné sur 'hypersurface d’énergie fixée H(x) = Ep.

Pour une durée T tres grande, appelée temps de Poincaré, la moyenne temporelle
de F(2(t)) le long de l'orbite est

T
F=1lim [ dtF(z(t)). (3.8.1)
=9 iy
Si 'hypothese ergodique est vérifiée, le théoreme de Poincaré dit que cette
moyenne temporelle I est égale & la moyenne d’ensemble de F prise sur toute la
surface H(z) = Ey. Mais cette derniére moyenne n’est pas rigoureusement définie
car, dans notre espace, il n’existe pas de métrique, donc pas de distance.

L’ensemble de toutes ces considérations conduisent & 'introduction de I’ensemble
micro-canonique.
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3.9 Ensemble microcanonique

Dans le cas de systeémes conservatifs, 'énergie H(z) = FEj est une constante de
mouvement. Ainsi, nous prenons une distribution

w(z) = cte x 6(H(z) — Ep). (3.9.1)

concentrée autour de 'hypersurface d’énergie fixée H(z) = Ey .

Remarquons que § ne peut pas étre strictement la distribution de Dirac sinon

S = —k:/dQ wlogw — —o0.
r

o(z)

AFE

|

|

|

|

T
x! 2

Fig. 3.9.1 Représentation graphique de 6; H(z') = E

5 (x) est une distribution qui ne contribue que pour les valeurs de x telles que H(z) =
Ey, par exemple une bande d’énergie entre £y — AFE et Ey + AFE (fig. 3.9.1).

L’entropie correspondante peut s’écrire, cf. (3.7.2)
S——k / 0 i, ) Loz, ) (3.9.1)
Q

ot [ = [dQuw(x) est le volume accessible au systéme dans 'espace de phase,
c’est-a-dire celui qui correspond aux énergies comprises entre Fy — AFE et Ey+ AFE.

On note enfin que, dans I’ensemble microcanonique, il n’y a pas de fluctuation
d’énergie : < AH? >=< H?> > — < H >?=0.

3.10 Ensemble canonique
Supposons que 'hamiltonien dépende d’un certain nombre de parametres exten-
sifs notés r* : H = H(x,r"). Par définition, la distribution canonique est

(z,r)—F
k

w(z) = e (3.10.1)

(On verra plus tard que 7 = —1/T ou T est la température).



56 Ensemble canonique

On a fr dQ2w = 1; donc, en définissant la fonction de partition par
H(z,r

. )
Z:/th‘fe ko,
I

il vient, puisque F' ne dépend pas de x,

F TH(x,r')
Z[T,r‘]:ek:h_f/dQe [

r
d’ou N
Flr,r| = =log Z[r,1].
T
On a alors
0.7 ko [dOeT R [dQH[z e E
ko, (log Z) = k TZ = — i{[m. = x7THE = =< H >=Ulr,r]
[dQe” "k [dQe &

et

G [d0e " B [dQHs,rPerd

€ r,r|\"e k
k2 T H[.I ,,,,] = ’H[ac 7,,] =< H2 >,

[dQe” % [ dQe’

d’ou
<AH?*>=<(H-<H>?>=<H*>-2<H>*+<H>?

=< H>> - < H>?.

Mais
9 \? 0.7 027 10,7\?
2( 7 1 Z — L ‘rl Z — T( T ) _ 2 Y~ ( T )
k(aT> 0g Z = k0, (k) log Z) = kd, (k=) = k*( = >

=< H? > — < H >*= k0, UJr].
En posant 7 = —1/T, on a
T
o;U[r] = (97-U[7']g— = T?0;U|[T]
T

et ainsi, avec (AH)? =< AH? >=< H?> > — < H >2? on parvient &
(AH)? = kT?*0rU|[T)

En admettant que T est la température et que I'énergie U est donnée par U =
cNET, ou c est la capacité de chaleur par molécule, nous avons donc

@am? _ 1
<H>2 ¢N’

Ainsi, dans ’ensemble canonique, la température est fixée et les fluctuations d’éner-
gie sont permises et elles décroissent en valeur relative en 1/v/N.

(3.10.2)
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3.11 Signification de T et de F.

Ayant posé 7T = —1/T, on a

F—H(z,r) F—H
w(z) = hTe *T donc  log hfw = T

D’autre part

F—H = < 5l = =1
= — U - _ - -
S k/delog(wh) k/de T T T

donc
F=U-TS et O0F=0U-06TS—-T6S.

Mais nous avons vu, a la section 3.10 que
FIT,r]=—kTlog Z[T,r].
La variation donne donc
F
oF = T(ST —kTélog Z] |.

D’autre part

H
07 6 [dQe kT 1 _H /s H 1
dlogZ = — = J e+ - /dQe 7 (50T — —onHor)
[dQe *T [dQe kT
conduit a 5 =
OF = T - =2 25T 4+ Ko,
c’est-a-dire encore a P
OF = —%5T + K\6r.
Mais (F' — U)/T = —S, par conséquent
OF = —S0T + K\or.
Enfin, avec U = F + TS, il vient
U =0F +6TS+THS
— —S6T + K\6r* + 0TS + T6S

=T8S + Kyor.

Ainsi, en ayant posé 6QQ = T'6S et §A9°™ = K,6r*, ou K est la force généralisée,
on voit que T'= —1/7 est bien la température et F' 1'énergie libre.
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3.12 Relation micro- et macro-canonique

L’ensemble microcanonique fournit une méthode statistique générale, mais dans
la pratique elle est souvent ardue a mettre en oeuvre a cause de la difficulté d’éva-
luer I'extension en phase ou le nombre des états accessibles. L’ensemble canonique
proposé par Gibbs évite certains de ces obstacles et conduit facilement au facteur
exp(—E/kT) de Boltzmann bien connu. Nous verrons que cet ensemble canonique
décrit des systemes en contact thermique avec un réservoir de chaleur, tandis que
I’ensemble microcanonique décrit des systemes parfaitement isolés.

Fig. 3.12.1

Soit un ensemble microcanonique représentant un tres vaste systeme. Imaginons
que ce systeme est divisé en un grand nombre de sous-systémes en contact thermique
et échangeant de I’énergie les uns avec les autres. Ces sous-systemes auront la méme
constitution physique que le grand systeme. Portons notre attention sur I'un d’eux,
que nous appelerons s ; le reste du systéme sera noté r et sera parfois baptisé réservoir
de chaleur. Quant au systéme total noté ¢, il a I’énergie E; = E,.+ E, = E' constante,
puisqu’il est isolé; il est décrit par la distribution microcanonique

wy|Ey] = cted(E, — E'), (3.12.1)

Cette distribution ws (non normalisée) du sous-systéme s s’obtient en intégrant sur
tous les degrés de liberté du réservoir

w; = const / dQTS(E,, —(E' — Es)) )
r

Cette quantité n’est rien d’autre (& une constante multiplicative pres) que le volume
accessible |Q2,.| du systéme r lorsque son énergie est fixée a la valeur E' — FEj.

La formule de Boltzmann (sect. 3.7) donne donc

0] = ebsi

?

ou S, est 'entropie du réservoir

Remarquons que dans F, = E' — E, on peut prendre F; trés petit par rapport
a B’ puisque le sous-systéme est supposé petit par rapport au systéme total, et en
déduire un développement en série :

95, (E)

Sr(Br) = S:(E' — B.) = §,(B) - =22

E,+---
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Dige dSr(E")
wy = 5 Ee™oEm P (3.12.2)
Comme E’ est nécessairement voisin de F,, on peut écrire
1 98.(E)
kT oFE"
ou T est la température de toutes les parties du systéme puisqu’on les suppose étre
en contact thermique. Finalement la relation (3.12.1) conduit a

_Es /
ws=Ae kI avec A= Ce5F),

On note que cette derniere quantité peut étre définie comme une constante de nor-

malisation :
/ dQuw, =1 = A/ dQ e Bs/kT

La densité de probabilité pour le sous-systeme, est donnée par I’ensemble canonique
w(E) = Ae B/ (3.12.3)

(I'indice s étant considéré a partir de maintenant comme superflu). Soulignons que
E est 'énergie du sous-systéme tout entier.

Fig. 3.12.2

Remarquons que log w est additif; soient 1 et 2 deux systémes en contact ther-
mique, on a alors

E
logw; = log Ay — Ei
Ey
1 =log Ay — —
0g W2 0g A2 5T

E) + By
KT
de sorte que, si I'on pose w = wy we, A = A; Ay, E = E; + E,, on peut écrire

IOg wiWy = IOg A1A2 —

E
1 =logA — —
ogw = log T

pour le systeme formé par la réunion de 1 et 2. Cette additivité est essentielle dans
I'utilisation de I’ensemble canonique.
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3.13 Gaz parfait monoatomique — Paradoxe de Gibbs

On part de I’hypothese sur I’énergie totale du systeme :

Na

H(pi, pa1,-++ 43N] =Z( 5i1” + 6 ZH Bir @)- (3.13.1)

=1

0 sigeV
(b(@_{oo siqg V-

avec

Introduisons les fonctions de partition

z=1]%

2
=h" /d3 /d3qe 2?4[112%] = h- /d3q/d3pe_2£;cT
/d‘5 (/dpe 2AkT) :
1%
Mais on a

B 2 2 e 2 2 & 2
/ dre™ | = // dady e~ 4@ +y) — 27r/ rdre "
o o 0

avec

T e =L [Tt | -,
a Jo a Jo a a
0
donc N
o 2 1
/_OO dre ™ = % avec a = A
Alors
( dpe 2kTA) (2nkT A)%/2,
La fonction de partititon est donc
Z = (VA= 2r AKT)Y/?) ™. (3.13.2)

On a alors
F[T,V] = —kT log Z = —kTN log (Vh*3(2wAkT)3/2>

— —kN,T(log V + % log T + log((2m Ak) /%)%

Par conséquent :
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« On retrouve I’équation des gaz parfaits :
OF[T,V] 1

= kT N,— = —
oV k AV D,

qui donne

Si 'on exprime la quantité de matiere en molécule-gramme, ou mole, qui est la
grandeur utlisée par les chimistes, nous avons :

1 mole 22 6,022 x 10%* molécules = Ny, (nombre d’Avogadro)
k=1.380 x 107 JK!
R=kNy =8314 J mole™ K.

et
PV = Neot BT (3.13.3)
« On en tire encore une expression de S[T’, V] pour une comparaison avec la théorie
phénomenologique :
oF|T,V 3 5
éT" } = —S[T; V] = —]{JNA (logV =< 5 logT -+ lOg((Qﬂ'Ak/h2)3/2)> - EkNA,
soit ; N
S[T;V]:k}NA<§IOgT—|—10gV_|_IOg( 7Th2 e) )

A partir de I'expression V' = N kT /p on peut exprimer I'entropie en fonction
des variables intensives 1" et p, soit :

S[T,p] = kN4 (g logT — log p + 10g((27rA)3/2k5/263/2h_6)> + ENalog Na.
(3.13.4)

En théorie phénomenologique, nous avions
5
S = Nmol.gmol. = Nmol. <§R10gT - Rlogp + S[Tap]) :

Par comparaison, 'identification est possible sauf pour le dernier terme kN4 log Ny
pour lequel c’est la catastrophe : c¢’est le paradoze de Gibbs. Pour y remédier, il faut
se rendre compte que les particules ne sont pas discernables, contrairement a ce qui
a été supposé.

Notre espace de phase est donc trop grand de N! dimensions qu’il faut soustraire.
Utilisons la formule

—klog N! —kN(logN —1)>1 soit —klogN!~ —kNlogN + kN loge.
Alors

Stirling

ST, p] = NAk(g logT' —logp + log((27rA)3/2(ke)5/2h*6>
ce qui donne

5}
Smol. = R§ logT — Rlogp + 3T, p).
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3.14 Grand ensemble canonique

On définit la probabilité

V—H;+upN;
W, =e kT . (3.14.1)
et on pose
_Hi—pN;
Z[T,pr) =Y e K
Alors

v
ZW} =1=e*T Z[T,p,r]

et nous avons donc

V[T, u,r| = —kTlog Z[T, pu, 7). (3.14.2)

L’entropie macroscopique est, d’apres la définition des W,

S = —kZmlogm: —kZI/V(_k[; +kiTNi+kiT).

U=<H>=)Y WH; et Ny=<N>=) W,

il résulte que
1

=7

(U — uNy — ). (3.14.3)

Par conséquent
U=U-TS— uNy. (3.14.4).

Démontrons que T est la température et que i est le potentiel chimique. Alors,
en effectuant la variation :

5 = %5T — kTélog Z,

on obtient

1 1 v =Hi+uN; (H, — uN; O\H;6r* N;

En multipliant par —&7T', on trouve

—<H>4+p< N >

—kT6(log Z) = T 6T + Kyor*— < N > 6u
et donc U U+ uN
50 % FK\6r — Nadp,
—_——

-5
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c’est-a-dire encore

6W = —S6T + K6 — Nadypu.
Or en phénomenologie, nous avons

U=U—TS — uNy,

et
oU =6V +T65 + S6T + uéN 4 + Nsp.

En reportant dans cette expression de U 'expressinon de 0V, nous obtenons
6U =T8S + K01 + udN4 = 6O + 6 A™™ + 57‘chim_’

ce qui permet de dire que ¥ est le grand potentiel libre, T" est la température et p
est le potentiel chimique par molécule.

3.15 Gaz parfait monoatomique
Statistiques de Bose-Einstein et Fermi-Dirac

Désignons par a = 1, 2,...,00 les divers états atomiques possibles d'un atome
et par E,(r) Pénergie associée. Un état microscopique ¢ du gaz formé d’atomes
indiscernables sera alors défini par les nombres N,; d’atomes du gaz dans 1'état
atomique a.

Par définition :

Ny, = {0, 1,...,00 pour le gaz de Bose-Einstein (3.14.1)

0,1 pour le gaz de Fermi-Dirac.

Pour le gaz dans 'état i, 'énergie H; et le nombre d’atomes N; sont donnés par
(o)
H; =) Eo(r)N,;
a=1

Ni = i_o;Na,i

En introduisant la probabilité W, que le gaz se trouve dans 1’état microscopique

V—H;+pN;
W, =e kT , (3.14.2)
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on a
Wiots,.. ) = kT H 7‘) KN,
avec
l a Ea(r

i Ny N, a=1

Posons 1
———— B.E
Z, —Ze Bel N _ 1—{5{?

1+e kT F.D.

Utilisons £ et F avec la convention que le signe supérieur (inférieur) correspond a
la statistique de Bose-Einstein (Fermi-Dirac). Nous avons alors

\I[:E[TJ Hs T] = —kT Z IOg Zq,

—FEatp

= j:kTZlog(l Fe kT >
Ce résultat permet d’abord le calcul de I'entropie :

W — _§=-= 1 kT— Zlog(l F e_EkaTjLu).

Avec

9 ~EBaty =Bty (—F, + i
_<]-:F6 kT ) :j:e kT <W)’

nous arrivons a

v — E
_ + &g T +u
S = T kTZ —Eotp ( LT? )
a 1 Fe kT
\Ij _Ea+ﬂ _Ea“l‘ﬂ
. + W e e kT
-7 T —_Ea ZE T —Eutu
a 1Fe kT a 1Fe kT

Nous avons ensuite :

ov.|T
MZ—NZ—Z<Na>

o
1 =Eatp
— ikTZ _%Jm <ikT> e kT
a g

d’ou il résulte les distributions de Bose-Einstein et de Fermi-Dirac

_Ea+ﬂ
e kT 1
< N, >= Fir = B (3.15.3)

1¥e kT e kT :Fl
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On constate alors que 1’'on a

VU —pu< N>+U

o= T

Dans I'approximation de Boltzmann, c’est-a-dire lorsque T — oo, nous avons :

_Ea"!‘ll
< Ng>=e I <<K1.

< N, >

B.-E.

oltzmann

b

Eq

Fig. 3.15.1 Nombre d’occupation < N, > pour les trois statistiques dans la
zone des hautes températures.

On remarque que, pour la statistique de Fermi-Dirac, on obtient pour les tres
basses températures le comportement suivant :

si B, <p; e >®=0; <N, >=1 l'état est occupé,
si By > s et™® =o00; < N, >= 0 'état est vide,

< N, > < N, >

fluide

gaz

E, fi E,
Fig. 3.15.2 Nombre d’occupation N, pour les statistiques de Bose-Einstein
et Fermi-Dirac pour les tres basses températures.

Pour I’approximation de Boltzmann, caractérisée par < N, > < 1, on rappelle
que nous avons

—Baty
\If:—kTZe R — kTekT—/d3 /d3qe al

(2 AKT)3/2V

puisque
)
— = p
H =— 4+ U(q).
7] = 57 + U@
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Par conséquent
o
O[T, pu,r] = —kT ekT h=3 (2w AKT)3/?V,

qui permet d’arriver les résultats suivants.

D’abord,
1 n
g—v =-—p= —kTek’%h*3(2wAkT)3/2
U n
g— — N = Rt h 3 (2r AKT)*2V,
o

ce qui implique I’équation d’état des gaz parfaits

pV = NEKT'.

Ensuite
ov L m o3 3/2 3 L3 3/2
Sm=—S=z+k k;(ngh (2 AKT) v) — Sk(eTh= R ART)2V).

=<N>
Finalement, nous arrivons a :
1 3
S:?(—\If—u<N>+§k<N>T>

U:§k<N>T

N = ek h=3(2n AKT)¥?V

d’ou, en comparant avec 1'expression de V[T, u, 7],

U =—-kTN
3
= —kTN.
U 2kz
Alors . _ .
e e S <_ _ i)
S T Nk 5~ 1T
Mais, de

o T
¢ IT — —%h‘?’(ZwAkT)?’/QV = %h—?’(zwAkT)?’/?

et a l'aide de pV = NEKT, il vient

e ]
e i = —(KT)*?h=3(2m A)*/?,
b

d’ou
pu=—kT log <h’3(27rA)3/2(kT)5/2p’1) :
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Finalement nous obtenons
5
S = Nk (5 log T — logp + log<h3(27rA)3/2(k:e)g)>.
Cette derniere équation est a comparer avec I’équation phénoménologique

S = Nmole(éplogp - Rlogp+ g)a

ce qui nous donne pour la chaleur spécifique a pression constante

)
Cp = §R






CHAPITRE 4

Thermostatique des ondes

Présentation

Nous nous limitons a étudier quelques chapitres simples sur les applications de
la thermodynamique statistique qui ne font appel pratiquement qu’a l'oscillateur
harmonique. On introduit tout d’abord l'oscillateur harmonique en théorie semi
classique et en théorie quantique a la section 1. La thermodynamique de 1'oscillateur
est ensuite présentée a la section 2; nous y établissons en particulier la formule de
Dulong et Petit. La formule de Planck fait alors I'objet de la section 3 puis la théorie
de Debye est finalement exposée a la section 4.

4.1 L’oscillateur harmonique

Rappelons le traitement semi classique.

Nous commengons par quelques notations et résultats élémentaires

1,1
H:—(—2 2)
7 Mp + aq
OH
= —— =q
p g q
_O0H 1
42
q = Mq_ g,

ot w? = a/M > 0 (pulsation circulaire). La solution est

q = qo cos(wt —9).
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Introduisons la transformation canonique

1
/
P = p
vVwM
a
q=4/—q
w

qui conduit a
w
H =202 +)
Envisageons maintenant une cellule (anneau) compris entre les rayons R’ et R” et
dont la surface est h; apres remplacement de p, ‘g par p, ¢, on a

R//

/ dpdq = 27r/ dRR=rn(R"” - R?* =h.
Q /

Le plus petit anneau (qui est un disque) est tel que R3 — 0 = R3 = h/m; 'anneau

de rang N est tel que
h

T
Il vient ensuite, de nouveau pour le petit anneau,

R} =(N+1)

1 1 1
<Apt>=o / pldpdg = + / ¢dpdg = — [ (P> + ¢*)dpdq =< Ag® >
Q Q

h 2h Jq
1 Ho TR 1m/h\2 1h 1
- _—9 d 3:__0:__<_> ——_— —_ph
2h”/0 R =37 =1\7) =22 = 3"

olt nous avons posé h = h/2m = 1,054 x 10727 ergsec. Par conséquent
1
< Ap? >< A¢* >= Zh'

On obtient donc la précision maximale pour le plus petit anneau, précision prévue
par le principe d’incertitude de Heisenberg.

L’énergie correspondante aux anneaux est

RN
_Wemo a1l _wl 3
< H>y 2(p +q)h 75 2ndRR

Ryn_1

w1 R}
= MEZL(R?V — R?Vfl) = WZO«N -+ 1)2 — N2>
1 1 1
= wh§(2N+ 1) = hw<N+ 5) = hl/(N+ 5) :
Dans la théorie quantique, on pose
Vh
= (g+af
p ﬁ(a a')
h
q= \/—_’i(a —a')
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On a alors - -
H = Z(Qa(ﬂ +2a'a) = %(aTa—FaaT).

Le crochet de poisson de la mécanique analytique

devient en terme d’opérateurs a et a' le commutateur
51 1 t ot i
{p.a} = b [p,q] = —5(-2ad" + 2d'a) = [a,d'] = 1.

Une représentation possible est

0v1 0 0 00
a=10 0 v2| ;a'=[+v1 0 0
00 0 0 V20
et
000 100
ala=N=[010]| ;aa"=N+1=1[020
002 003
4.2 Thermodynamique de ’oscillateur
En effectuant la somme des états, on obtient
1. — Traitement semi classique

La fonction de partition est donnée par :

. —w(p®+¢*) e —wr?
Z=h" / dpdge 2kT = h" / 2mrdr e 2kT
Q 0

2T [ _wr? 2w 2kT
= h_l — d 2 | — — h_l -
Ly 0 (r)e 2kT Ly
car fooo dze " = 1; donc
w 2kT

Z = et F=—kTlogZ(T).

Chow
L’entropie est donc donnée par

oF F 0 —-F+U
S——a—T——T—FkTa—TlOgZ—T
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avec

—H
/th‘lekT H
9]

0
/ dQh e ®T (/f_T)
Q
c’est-a-dire 5 5
w
U=——=log-— =kT.
a(sz) kT

C’est le théoréme d’équipartition de I’énergie (un degré de liberté pour l'oscillateur).

La capacité de chaleur est

ou
O_a_T_k'

C’est la théorie d’Einstein.

Pour un corps solide, on a N4 atomes a trois degrés de liberté, donc

aU’sol. o
C= 9T = 3Nk
_ ou
Cmol. = 8T — 3NAV]€ 3 R

C’est la loi de Dulong et Petit, elle est valable a haute température.

2. — Traitement quantique
Nous partons encore de la fonction de partition

hw

Fw\N _ hw C2kT
Y = E ekT—E(e_ﬁ)e_er—%
N=0 1—ek&T
On remarque que l'on a la limite
hw
e 2kT 1 kT
lim Z = lim = = .
_hw hw

On a donc ensuite

B o
el = — (1_ kT>
Og 2k‘T Og e

qui conduit a
hw i
F=—kllogZ ==+ leog(l _e kT).
et

— — 7 + BTz log Z = —= + kT
e R g o8 T T\ T RT ~hw

Comme U = F 4+ TS, il vient

_hw
F 0 F <1hw hwekT>
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Dans l'approche semi classique, on a obtenu C' = 0U/O0T = k; dans 'approche
quantique, on trouve maintenant

hw
U=Uy+ hwe kT pour T — +0

et donc —_
=k(—) e kT
C k<kT> e kT — 0 pour T' — +0.
C(T) Cc(T)
k b

T T

Fig. 4.2.1 Capacité de chaleur : approche semiclassique (partie gauche), et
approche quantique (partie droite).

La formulation semiclassique est en contradiction avec le troisieme principe de
la thermodynamiquue : I’entropie tend vers 'infini lorsque 7' tend vers zéro car

—F T-F F
v :k =k— —==k+klogZ — —oo0 pour — 0.

S=—7F T T

Par contre, la formulation quantique est en parfait accord avec le troisieme
principe : 'entropie tend vers zéro quand 7" tend vers zéro :
U-F hw _hw

s B ke # = k(14 ) e S 0 pour T — +0
— —  — ¢ kT kT = — KT
T T e + ke < + kT)e — 0 pour 1" — +0.

4.3 Formule de Planck

Le rayonnement du corps noir peut étre considéré comme un « gaz » composé de
photons. Le point zéro d’énergie hw n’existe pas en électrodynamique. Chaque onde
possede N =0, 1, 2, - -+ co quanta. Dans le réseau réciproque, on a k; = 27i/ L avec
1=—00, --—2,—1,0,1, 2, --- +00. Si 'on suppose que le volume est suffisamment
grand, on peut passer comme d’habitude de la distribution discrete a la distribution
continue des fréquences propres. Le nombre d’oscillations pour lesquelles I'extrémité
du vecteur d’onde k se trouve dans Uintervalle d3k = Ak, AkyAks est par conséquent

v

(2m)?
En introduisant la fréquence w et en prenant les états d’énergie comme Ej = hwy,
la distribution des photons est déterminée par la fonction

1

hwp,
ekl —1

k.
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On obtient alors 1’énergie du corps noir

1 hw
U=<H>=V 2/d3k—
ekT — 1

(27)3 haw
ou le facteur 2 provient du fait qu’il y a deux directions de polarisation indépen-
dantes.

Finalement, la densité d’énergie correspondante est donnée par

U1 2/004 thdw_/ooh w3d
U—V—(27T)363 Ry =), w2 “

ekT — 1 ekT — 1
donc
du 1 Aw?
T 3.2 mw
dw A2

Cette formule, qui donne la distribution spectrale de 1’énergie du rayonnement du
corps noir noir, est appelée formule de Planck (1900).

dU
clas.
11
A
w

dw
Fig. 4.3.1 Distibution spectrale : calcul classique (clas.) et formule de
Planck pour deux valeurs de la température (77 et Th < T7).

En effectuant le changement de variable z = hw/kT la densité u s’écrit
h 1 [* dzxzd

w= —(kT)“—/ T

T ht ), er—1
Pour calculer son expression, on dispose de l'intégrale
o] d 3 o] —x
/ Tr” / 5 e I
0 Bx - 1 0 1 - e_x
:/ dwwg(efx_ke*lpt_i_..._i_e*nx_'_...)
0

1 1 oe t
< Toautmt /0 et =15




Thermostatique des ondes 75

car

1 1 t o0
1 - - 06 o = — t d 3 75 = 3'
(+24+34+ ) T /0 £
Ainsi nous obtenons
kKt w?_,
U=—"—
h3c3 15

C’est-a-dire que la densité d’énergie du corps noir est proportionnelle a la quatrieme
puissance de la fréquence.

4.4 'Théorie de Debye

On considere des ondes de déplacement du continu
F(Z, ) = (k- T — wt).

Dans un solide, de volume V' = L; Ly L3, on impose ou bien des conditions aux
limites ou bien des conditions de périodicité.

1 z1 + L1

Ly Ly
Fig. 4.4.1

L’onde est périodique. Posons L; > d; (d; distance intermoléculaire dans la
direction de L;). Alors

3
(@) = f(F+ La) avec L, = Z[ﬂiaiLi, oll ; = entiers
i=1
et la périodicité impose
) 2m
kiLi=mn;2m soit k; = N7 8VEC My = —Tmin, "' — 2,-1,0,1,2, - Npax
Le vecteur d’onde peut s'écrire k = {ki, ko, ks} = (27 /N {k1, ka, ks} ot X est la
longueur d’onde.

Chaque onde peut étre considérée comme un oscillateur harmonique 77 . de po-
laristion € (il y a 3 directions possibles) :

S o ikdE t
Tre— €xlag =€ +ag._e
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La vitesse de phase de cette onde est ¢; = Av avec v = w/27. En effet, nous avons
déja vu que

1
H=N+§ avec N =ala,
donc
1 ; 1
Hye = hoge (N,g,g—i- 5) = hwig (aE.galZ-€+ 5)
Mais nous savons aussi que
a=htiH, a] = ﬁflz’hw[aTa, al = z’w[aTa, a
et
[GT; a] = a'la —aa’ = -1 donc [aTa, al = —a.

Cela donne
a4 = —iwa

et nous en tirons directement
A i(k-&—wt) T —i(k-d—wt)
F(Z.t) = & (ax el al e .
( ) ) k( k-€ + k-

L’énergie moyenne est donc

hwsz hw;
U=<H>=)Y <Hp.>=3) 2’“+ —*
k
ke E ekT —1

Mais nous avons déja vu que le nombre d’oscillateurs pour lesquels le vecteur d’onde
a son extrémité dans 'élément de volume dszk est (V/(27)3)d®k. Ainsi, en multipliant
par 3 (les oscillateurs ont 3 degrés de liberté, les trois directions de polarisation),
nous avons bien

_ 4 31. 4 2
3%:_3(2%)3/61 k:—3(27r)347r/dkk

V 4 0 ATV
- 3(27r)3 C_Z/o dww® = —<277:C)3w3 = 3N, = nombre degrés de liberté,

ce qui définit wy. On obtient ensuite 1’énergie totale

4 wo
U:<H>:37T—V/ dww2<@+ w )
0

(2mc)? 2

Soit xg = hwo/kT = ©/T, ou O est, par définition, la température de Debye. La
fonction de Debye est définie par

o 3
D(zo) = %/0 dz—>

)
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Donc, en posant Uy = (9/8) N ahwy, il vient

U(T) = Uy + 3N k:TD(%).

1. — Approximation T'> O, g = ©/T — +0
On effectue un développement en série :
3 [ 1 3 [ 2
D(xo)=—3/ de 3 — = dxx2(1—£+x——--->
x5 Jo e —1 x5 Jo 2 12
3 n L,
87 207"
car
2 -1 r x? z  x2\2?
(g ) e (- G ) G D) -
(e ) x +-+ =+ 7 2+ 5 + 2+ 5
2 2 2
St § g o) - (R )
v < 276 1 v > 12
Il vient ainsi
30 1 /0\2
U(T) = Up+ 3NAKT (1- 22 —(—) .
(T) = Uo +3N4 ( 8T T 20\T )
et alors oU(T) 1 Nz
O(T) = = 3Nk 1——(—) ).
@)= =1 g ( 2o\T) T )
2. — Approximation T < 0, g = 0/T —
Dans ce cas, on calcule seulement le terme de plus bas ordre :
3 o 3 xr9—00 n=00
D(zg) = —3/ drzle(l—e ) ' == dz x3 Z e "
Zo Jo Zo Jo —

Donc
7t TN\3 7t s T\4
U(T) = Uy + 3Na kT <6) = Uy + 3N, k®€<6>
U 127 T3
=2 - TNk~
) =55 =—5 M (@)
et
B 1274
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C(T)
3Nk

Tk0O C) T>0 T

Fig. 4.4.2 Coefficient de chaleur : classique (partie gauche) et quantique
(partie droite) ; on remarquera la variation en 7° pour les faibles
températures et la tendance vers la valeur classique pour les hautes
températures.
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Index

formule de Planck,
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gaz diatomique,
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grand ensemble canonique,

H
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identité de Jacobi,
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L
lever les indices,
loi de Dulong et Petit,

M
macro-cellule,
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opérateur de symétrisation,
orbite, 47,
oscillateur harmonique,
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paradoxe de Gibbs, 60,
parenthese de Poisson,
pression partielle,
pseudo-tenseur,

S
statistique de Boltzmann,
statistique de Bose-Einstein,
statistique de Fermi-Dirac,
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T
temps de Poincaré,
tenseur contravariant,
tenseur covariant,
tenseur fondamental,
tenseur invers du tenseur fondamental,
tenseur métrique,

Index

théoréme d’équipartition de I’énergie,
théoreme de Liouville,

théoreme de Poincaré,

théoréme du logarithme,
transformation canonique,
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