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CHAPITRE 1

Le référentiel accéléré

Préambule

Le principe d’équivalence qui exprime que le quotient de la charge gravifique par
la masse inerte est égal a 1 fait 'ojet de la premiere section. La section 2, comme
premiere ébauche a I’étude de la relativité générale, examine le référentiel accéléré
en relativité restreinte et profite de cette occasion pour énoncer le principe d’équiva-
lence. La section 3 étudie la métrique sur une ligne z° = constant et montre que les
référentiels (coordonnées) doivent étre curvilignes. La section 4 définit un tenseur en
coordonnées curvilignes. La section 5 énonce alors un principe de variation, ce qui
permet de trouver les équations de mouvement d’un point matériel placé dans un
champ de gravitation. A la section suivante, on examine la chute libre. La section 7
étudie le retard des horloges, puis la section suivante met en évidence le fait que les
rayons lumineux sont courbés en présence de gravitation.

1.1 Principe d’équivalence

Un corps placé dans un champ gravifique vérifie I’équation de mouvement

. M  : masse inerte
dv

M —
dt

Qgé avec Qg : charge gravifique (1.1.1)
G : champ gravifique.

Ezxpérience de Galilée.

Tous les corps tombent sur la terre avec la méme accélération : dv//dt.

Conséquence.
Par (1.1.1), nous en déduisons que (), doit étre proportionnel a M.

Nous posons donc (par choix de [@ ]) :

Qg et

7S L (1.1.2)
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Ce qui constitue le principe d’équivalence.

Remarque.

En électricité, nous avons

mais Q./M = o est arbitraire.

L’équivalence entre (), et M doit étre considérée comme universelle et non pas
comme purement fortuite; cette interprétation joue un role fondamental dans la
théorie de la gravitation d’Einstein.

La mesure de cette équivalence fut faite par E6tvos en 1890 avec une précision
de 1078,

1.2 Relativité restreinte avec référentiel accéléré

La théorie de la relativité restreinte (r.s.) fournit les lois physiques cov/{L},
c’est-a-dire valable dans tous les référentiels lorentziens. L idée d’une théorie de la
relativité générale (r.g.) est de fournir des lois physiques valables dans n’importe
quel référentiel

L’objet de ce chapitre consiste en une premiere approche d’une théorie générale :
nous allons généraliser les lois données par la relativité restreinte a un référentiel
accéléré {x} par rapport a un référentiel lorentzien {'z}.

I.’L‘2 .%'2

ST
-

Fig. 1.2.1

Exprimons d’abord les lois de transformations {z} — {z}.

En théorie de Newton, si nous supposons une accélération constante a, nous
avons simplement :
Tl =o' + 2a't?

r? = z?
o (1.2.1)

="t=2'=t



Le référentiel accéléré 3

Nous savons bien que la mécanique (de Newton ou d’Einstein) n’est pas valable dans
les référentiels accélérés : pour traiter le mouvement d’un corps dans le référentiel
accéléré, il est nécessaire d’introduire dans les lois des termes supplémentaires conte-
nant I'accélération de ce référentiel par rapport a celui d’inertie (lorentzien); or ce
procédé n’est pas relativiste puisqu’il introduit le concept de mouvement absolu (du
référentiel accéléré). La relativité exige qu'un observateur placé dans le référentiel
accéléré explique le mouvement du corps envisagé sans parler d’accélération.

Le principe d’équivalence (1.1.2) nous permet de sortir de l'impasse : le corps
est soumis dans le référentiel accéléré a un champ de gravitation de valeur —a. En
effet, prenons 'exemple de plusieurs corps animés d’'une vitesse constante dans le
référentiel d’inertie : vus du référentiel accéléré, ils sont tous accélérés de la méme
facon quelque soit leur masse : c’est précisément ce qui se passe dans un champ de
gravitation.

Compte tenu de ceci, le principe d’équivalence peut s’exprimer de la fagon sui-
vante :

Un référentiel accéléré est équivalent a un référentiel d’inertie doué d’un champ
de gravitation.

i@

G i 1'1
,:L‘l

Fig. 1.2.2

Revenons a nos lois de transformations (1.2.1). Dans le référentiel d’inertie {"z}
LOUS avons :

dZ/ZL‘l
ae
et :
d,l‘l_ /) P
77 =at="v — 00 Sl 't — 00.

Ces lois sont donc incompatibles avec une des conséquence essentielles de la relativité
restreinte : v < ¢ (= 1). Considérons alors les nouvelles lois :

2l = /(x1)2 — (z1)2

z? = I’

s (1.2.2)
zt =7

La derniere transformation sera déterminée plus loin.
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S’il fallait justifier ce choix de transformations, nous pourrions dire qu’il a été
fait de fagon a s’écarter le « moins possible » de (1.2.1). En effet, pour t = 2* — 0 :

1 2 11
1 _ 7.1 1 142
o =5 (1= o) =7 - g

x* ='2* (par synchronisation).
Calculons alors les lignes coordonnées x' = cte et 2* = cte dans le référentiel

d’inertie lorentzien L.
Soit ', un point fixe dans le référentiel accéléré :
' = cte = +/(r!)2 — ()2
Par différentiation :
0="tdz! —td't (2t =)
c’est-a-dire :

d'z! "t
e = (1.2.3)

le
ou 'on reconnait ’équation différentielle des hyperboles, dont les propriétés asymp-
totiques nous assurent que

zl=cte

d'z!
d't

='v reste finie (< 1 en fait).

Nos transformations sont donc compatibles avec la condition v < c.

/554 — It

Fig. 1.2.3

L’accélération n’est évidemment plus une constante puisque

b1 todzt 1 (t)?

d2 ~ gl - (’91;1)2 d't Il (%1)3‘
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C’est une fonction de 2! qui n’est d’ailleurs pas définie au point 7' = 0; nous
allons donc éliminer de notre espace, le plan 2! = 0 qui constitue ainsi une frontiére
infranchissable entre les deux mondes z! < 0 et z* > 0.

Pour pouvoir exprimer les lignes ¢t = cte dans le référentiel {2} il est nécessaire
de compléter la définition (1.2.2) de nos lois de transformations. Nous le faisons en
imposant [’orthogonalité entre les lignes o' = cte et t = cte. (Orthogonalité au sens
lorentzien évidemment puisque nous supposons un univers ou les lois de la relativité
restreinte sont valables.)

L’équation (1.2.3) nous indique que, pour les lignes x! = cte,
{d'z", d't} g1—te < {'t, 'z},
La condition d’orthogonalité ci-dessus impose, pour les lignes ¢ = cte, que
{d'z", d't}—ere o< {2, t}.
En effet, en effectuant le produit scalaire de ces deux vecteurs, nous obtenons

(d'7')? — (d't)? o't ie" — 2t = 0

et donc g1 !
7 t:cte: o (1.2.4)
Par intégration, on obtient log ! = log 't + cte(t), ce qui entraine
t
t = f(,x—1> (1.2.5)

ou f(+) est une fonction encore a déterminer.

Les lignes ¢t = cte exprimées dans {z} sont donc des droites passant par 0.
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Les phénomenes de contraction des longueurs et de retard des horloges subsistent
encore. Nous constatons toutefois qu’ils dépendent maintenant de ¢ et de z'; ce a
quoi on devait s’attendre puisque d’une part, la vitesse n’est pas constante et d’autre
part, 'accélération ne pouvant étre choisie constante, la vitesse differe en chaque
point.

Fig. 1.2.5

Evidemment ceci a pour conséquence qu’'un observateur placé dans un référen-
tiel accéléré constate lui aussi ces phénomenes sur des regles et des horloges situées
en des points fizes de son référentiel (qui ne le sont bien entendu pas pour un
observateur placé dans le référentiel {z} ).

Pour expliquer de fagon covariante ces observations, il ne peut qu’en rendre
responsable le champ de gravitation (cf. plus loin).

Toutes ces déductions résultent de nos lois de transformations (1.2.2) et (1.2.4)
qui ne sont pas affines mais « curvilignes ».

1

1.3 Meétrique sur une ligne x* = cte

Pour abréger, nous nous limiterons a une seule dimension spatiale. En relativité
restreinte, le temps propre d'un point matériel de mouvement quelconque s’exprime
dans le référentiel lorentzien {'z,’t} par

d\ = /—(d")? + (d't)2. (%)

Rappelons qu’il est en effet possible de considérer ce mouvement comme uniforme
en chaque instant (sur la longueur d’z ). Cette formule est donc valable pour un
point de la ligne d’univers x = cte.

Par (1.2.2) nous avons

et, par différentiation,
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d’ou d'r = d't('t/’r) et, en substituant dans (), nous obtenons

d\ = d't 1— =dt —xd’t;.
'w >2 (@) + (2)?

Si le point est immobile dans un référentiel lorentzien {z, ¢}, nous avons, par défini-
tion du temps propre en relativité restreinte,

d\ = cte sur x' = cte.

Mais lorsque le référentiel est accéléré, en vertu de ce que nous avons constaté a la
section précédente, nous devons poser :

dt = oz, t) dA,

ou a(x,t) est une fonction encore inconnue ; ainsi, apres substitution :

1
dt = oz, t)rd't———— .
( ) ‘/$2+/t2

Nous allons, pour continuer facilement, utiliser les formules suivantes :

z=uashy, dz=achedp, ch%p—shp=1,

1 Z
— 2 — /a2 2 — —gh~ (2
=ay/1+sh?pdp = va? + 2?dp, dp= a2—|—z2dz7 @ =sh (a).

Alors :

1 t

dt = a(z,t)r———=d't = t=a(z,t)rsh™! <—> = a(z,t)xp
.172 _|_lt2 xT

avec ¢ = sh~!("t/x). Or nous avons

't = zshy et ‘v = zche puisque z = V22 — 't2

et donc

=gh™! t =th! ! t ¢ = t = t)axth 1 !
p=s o —)e =a(z,t)zp = a(z,t)z w):

T

Mais nous avons vu en (1.2.4) que t = f('t/"z) ; il est donc nécessaire que
a(z,t)r = cte = a.

Par conséquent (1.2.5) devient :

/.

= ath_1<,£>
X
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qui constitue la transformation qui nous manquait

Tl = (/551)2 _ (/t)2

72 — 2

3 =3 (1.3.1)
t

zt=t= ath_1</—>.
T

Puisque t = ap et donc ¢ = é, les transformations inverses sont

't} = z'ch (E)

a
2 = 2
1.3.2
3 = o3 ( )
1.4 / 1 t
x* ="t =uxsh (—)
a
De plus :
dt = ild/\ sur ' = cte, (1.3.3)
x
c’est-a-dire en intégrant,
1 a

A est la période propre de I’horloge; c’est par définition la période mesurée en un
point 2! quand ’horloge est en ce point. A ne dépend que de I’horloge. Par exemple,
la fréquence de rayonnement d’un atome de sodium (jaune) est une horloge. Si en
chaque point du référentiel accéléré il y a un tel atome et que placé en n’importe
quel point je regarde 1'atome placé en ce point, je le vois jaune. Si maintenant je
regarde du point z] I'atome situé en z (z1 < z3) je le verrais plutot rouge, voir la
figure 1.3.1.

Fig. 1.3.1

Le temps s’écoule plus lentement en z} qu’en 3 et que, par conséquent, pendant
qu'une période s’écoule en x1, plusieurs s’écoulent en ..

T(x') est le temps coordonnée, c’est le temps que je mesure (que je compare). 11
dépend, comme on vient de le voir de ’endroit ou je fais cette mesure.
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1.4 Tenseurs en coordonnées curvilignes

Soit la transformation biunivoque :
{,I/a =) (1.4.1)

Ecrivons

A%() = Oatp®(w)
A—].Oé/a(/aj) _ /a/aw—l a(/il?).

Les formules de transformations pour les déplacements élémentaires s’écrivent alors :
d'z® = A® (z)dz®
dz® = A7te, (r)d'z®.
Il en découle
A (z) A7 (k) = 65
At (m)ARy(z) = 65.

Définition de tenseurs.

On appelle tenseur au point x un étre géométrique dont les composantes déter-
minées par rapport a un référentiel arbitraire se transforment, lors d’'un changement
de référentiel selon la loi

0P (1) = (A%,AB ) (@)aP s (2) (A7) ().

Ceci est une identité en z (ou en z®). La définition est la méme que celle adoptée
pour les transformations affines, mais ici les grandeurs A" dépendent de 'endroit
x.

Pour les transformations (1.3.2) relatives au référentiel accéléré

( t
2t = zlch <—)
a
52 = g2

‘g3 = 73

t
t = z'sh (—)
\ a

les grandeurs A (z) sont

A—a(l)  a-Za(d)

a (1,1 a
donll) a-Za)

A22 = A33 =1 toutes les autres sont nulles
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Examinons alors comment se transforme le tenseur métrique gop(x), qui dans le
référentiel lorentzien est bien entendu :

)

5

>

|
coow
co—o
o~ oo

coo

Nous devons avoir
oty = Gap(x) (A% AT 5) ()
et donc
Jas() = Gup(A % AY) (),

soit terme par terme
g1 (z) = G11(A4)? + Gaa(AY)?

= (+1)(ch (2))2 + (—1)<sh G))z _1

g22(z) = g33(z) =1
Jop(r) =0 pour o #f

gaa(x) = /911(1414)2 + b44(A44)2
1

= () (Sen (1)) (—1>(%10h @) =-%)

c’est-a-dire

100 0
010 0
gap(x) =100 1 0
1,2
ooo-(‘”-)
a

Les transformations (1.3.2) n’étant pas affines, la métrique g,g(x) n'est plus pseudo-
euclidienne. Par contre la signature spatiale est toujours euclidienne, d’ou I'existence
possible d'une thermodynamique dans ce référentiel.

Nous verrons au paragraphe suivant la signification de cette modification de la
métrique.

1.5 Trajectoires d’un point matériel

Nous avons vu en relativité restreinte que dans un référentiel lorentzien {x}, les
lignes d’univers d’un point matériel libre sont des droites données par

T =22(\) = A% + A Wwe(2(N),
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ol A est le temps propre du point et w® la quadrivitesse :

' o —1 pour un point matériel
W Wy =

0 pour un rayon de lumiere (ot A n’a pas de sens physique).

Nous allons montrer que ces lignes d’univers peuvent étre déduites du principe
de variation suivant :
A d%*(\) d%P(\)

5| A\
&, T T

—0 (1.5.1)

avec
5’Zu()\> = 55,060\) =0pour A= \Net A=)\
En effet, 4up étant constant dans le référentiel lorentzien, (1.5.1) s’écrit

A d %> d%P
A\ g 22—,
jg TP

d’ou, en intégrant par parties,

d=5(\) |
|y

J/

=0

A \ d2%P :
—/ dA6Z%(M) lgu’ﬁd—)\Q + Gap 0%2%(N)

=0 car 82" (N)=62"2(\")=0

o / o o o . 2’ o
et, puisque §2*(\) est une variation arbitraire dans |\, X[, nous avons nécessaire-
ment

d?%B(\)
———— =0 1.5.2
ou l'on reconnait I'équation différentielle des droites.

t
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Ce principe variationnel ne faisant intervenir que des grandeurs tensorielles, il
reste valable quelque soit le référentiel considéré :

¥ z¢ 2P
é/ d)\%gag(z()\))d d)(\)\)d d)(\)\) =0 (1.5.1)

!

avec

62%(\) = 82°(\) = 0 pour A = X et A = ).

En effectuant la variation, nous obtenons :

A 1 o, 427 d2° doz™ dz°
[ [%MWD 02"y ax 90 (2N) ﬁ] -

/

puis, en intégrant par parties le second terme, il vient :

M dZP dz d dzB L dP
/ dA{Qc’?agm(Z()\))(Sz a2 a(gaﬁ(z(/\)) ﬁ)} 02905 "%

/

A
=0

et, 0z%(\) étant arbitraire, nous en déduisons

d dz? 1 dz? dz"
= (9a8(z(0) - ) = 50a98(2(0) = == =0

En effectuant la dérivation sur le premier terme, il vient :

a?z’ 1 dzP dz?
9o (2) 5+ 5(20100p — Bagsn)(2(N)) - —= =0

Mais nous avouns la relation

dz8 dz" dz8 dzY
2 (07 =~ . — (0% (0% o _7
d’ou il résulte
d2z8 1 8

a o =(0 ay T aa 0 ey —~ =20
Enfin, en multipliant par ¢®®(z), nous obtenons

df do7 _
d\ d\

dQZO‘, 1 oo
2 T35 (9 (959ay = Dagpy + avgaﬁ)> (2)

Posons :

1
Gpoy = 5(3ﬁgaw — O0ugpy + 04904p)

/

Gp%y = 9% *Gpor-
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Les équations du point matériel s’écrivent alors :

d?z*(\)
d\?

dzP(N\) dz7()\)

+ Gt ) T B

—0. (1.5.3)

Introduction et définition de la notion de champ gravifique.

Remarquons ’analogie entre ces équations et les équations de mouvement dune
charge électrique placée dans un champ électromagnétique

d?z" o sy d2P
e 0B =

0.

Le principe d’équivalence (1.2.1) nous permet d’interpréter tout naturellement les
équations (1.5.3) comme les équations de mouvement d’un point matériel placé dans
un champ de gravitation. N’y apparaissent ni la masse ni la charge gravifique ainsi
que cela doit étre, le champ gravifique s’identifie aux quantités Gaﬂfy.

Par définition, nous appelons champ gravifique, le champ de composantes :

1

Gapy(2) = 5(0agsy = Dsgya + 0r9ap) (2)- (1.5.4)

et, par analogie avec le potentiel électromagnétique
Bog = 0, A — 03A,,

nous appelons potentiel gravifique le champ métrique g,s(2).

En appliquant la définition des tenseurs, il est aisé de s’assurer que le champ
gravifique n’est pas un tenseur, ce qui est logique puisqu’il doit étre possible de
I’annuler par un changement de référentiel. Il est en effet nul dans un référentiel
d’inertie {’z}! Il se transforme toutefois comme un tenseur lors de transformations
affines, ce qui est normal puisque le transformé affine n’est pas accéléré par rapport
a l'ancien systeme.

Dans les trois derniers paragraphes de ce chapitre, nous appliquerons ces impor-
tants résultats.

Jusqu’ici nous n’avons fait qu’exploiter le principe d’équivalence. Mais il ne
faudrait tout de méme pas oublier qu’en plus des champs gravifiques apparaissant
dans les référentiels accélérés, il existe des champs de gravitation « réels », c¢’est-a-
dire produits par une distribution de matiere. De tels champs ne sont pas nuls dans
les référentiels lorentzien d’inertie!

Il est clair, par le principe de covariance, que les équations (1.5.3) et la définition
(1.5.4) sont encore valables pour les champs gravifiques réels. Par suite, qu’est-ce
qu'un référentiel d’inertie? C’est un référentiel dans lequel 1'équation (1.5.2) est
valable, c¢’est-a-dire un référentiel dans lequel il n’eziste pas de champ de gravitation.

(1.5.4) prend maintenant une importance assez sensationnelle! Les propriétés
physiques déterminent les propriétés géométriques de 'univers. L univers en tant que
forme des phénomeénes n’est qu’un espace amorphe ; c’est le contenu matériel qui le
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remplit qui lui donne sa structure et détermine ses rapports de mesure. Le probleme
consiste alors a déterminer comment la métrique dépend du contenu matériel. Cette
recherche d’une équation du champ gravifique sera entreprise au chapitre 4.

Remarquons pour l'instant que 'univers pseudo-euclidien de la relativité res-
treinte n’est susceptible de décrire qu’'un univers vide. Des qu’apparait une distri-
bution de substance, la métrique se modifie et il est impossible par un choix de
transformation de la réduire partout a sa forme pseudo-euclidienne. La possibilité
d’une géométrie globale disparait.

1.6 Chute libre

Ce qu’'on appelle chute libre, c’est le mouvement d’un corps soumis au seul
champ de gravitation.

Nous allons écrire I'équation de mouvement d’'un point matériel dans un réfé-
rentiel accéléré. Les seules composantes non nulles du champ sont
1 z!
G 1 _ 11~ _a — (_)
44=49 2( 1944) 22
2 o

G144 = 944%(81944) = (_a_> <a—9§) = i

(z1)2 =
En nous restreignant a la seule composante spatiale intéressante, (1.5.3) s’écrit :

d?zt ol <dz4>2.

T
Exprimons-la au point o la vitesse est nulle : dz' /d\ = 0. Dans ce cas :
e dz* dzf ys . dz*\ 2 N2 24\ 2
WeW™ = gag ﬁ H = —1 ¢s’écrit 944(5) = _<E) (ﬁ> =1,
d’ou :

dzt\2 2
(ﬁ) - (%) (= 1 seulement en S — al)
z

et, en substituant,

= — = —— = —= au « point standard » z! = @ ot d\ = dt = dz*.
a

Fig. 1.6.1
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En ce point a (ou dz'/d\ = 0), accélération est constante.

Pour trouver la ligne d’univers de ce point matériel, il suffit d’exprimer 1’équation

de cette ligne ‘2! = a dans le référentiel accéléré. Ceci est évident, un point immobile

dans le référentiel lorentzien se meut dans le référentiel accéléré sous I'unique effet
du champ gravifique.

T
Fig. 1.6.2
Par la loi de transformation (1.3.2) nous avons
Mt = —
ch (—)
a
et donc
h t
dzt a ity 1 S <a>
Al ) e byiie
m(Z) 0 a2(2)
a a
puis
(1 1 t 1
== (1 — 2th2<—>) =—-s51t=0
“ch (—) @
dzzt a

a
dt?

(& cet instant z' = a, donc dt = d\

et on retrouve bien ’équation ci-dessus)
|~ 0 sit— doo.

t |

Fig. 1.6.3
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L’accélération change de signe lorsque d?z'/dt? = 0, donc lorsque th(t/a) =
+1/4 (figure 1.6.3, points 1 et 2). Un objet immobile en a a Uinstant ¢t = 0 est
tout d’abord accéléré puis freiné et n’atteindra jamais le point x = 0 (Voila un
bien curieux référentiel, mais n’oublions pas que la ligne z = 0 est absente de notre
univers!)

Remarquons que, dans le langage vitesses et accélérations, ce sont les dérivées
prises par rapport au temps coordonnées qui ont un sens physique. Par contre le
temps propre présente un caractere invariant.

1.7 Retard des horloges

Les comparaisons entre diverses horloges se faisant par émission de signaux
lumineux, nous voulons ici calculer les lignes d’univers des rayons de lumiere.
De
N dz® dzP
Wa W™ = Jap d\ d\ =Y,
nous tirons (pour notre référentiel et en nous restreignant a la seule dimension
spatiale x!)

911(d21)2 + 944(dt)2 =0

Zl

(d2))? — <—>Q(dt)2 ~0

a
et

Ainsi, par intégration, il vient
t
logzt = £— +cte soit : 2(t) = 2}(t = 0)ett/e.
a

En présence d'un champ gravifique, la vitesse de la lumiere n’est plus égale a 1 et
sa ligne d’univers n’est plus une droite !

t
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Fig. 1.7.1 Cette figure représente I’émission d’un signal lumineux avec
retour.

Nous allons maintenant écrire sous forme covariante le phénomene de retard des
horloges.

Temps propre en un point donné.

Par définition le temps propre au point z, la quantité :

d\ = \/—gag(z) dzodzP (1.7.1)

Cette définition est la généralisation naturelle de celle adoptée en relativité res-
treinte. En effet

1) Pour un point fize dans un référentiel lorentzien :

A\ = \/—gua(dt)? = dt.

2) Pour un point mobile dans un référentiel lorentzien :
d\ = +/(dz)? — (dt)2.

3) Pour notre référentiel accéléré et en un point fize :

i\ = v gu@ @y -
c’est-a-dire, pour une période A :
A =/—gu(Z)T(Z).
Ainsi, pour deux points & et ¥ :

A =/—gu(@) T(Z) = /—914(¥) T(¥),

et donc
T(z) _ /—944(9)
T(?j) —944(5).

En particulier, en se référant au point standard z! = a,
1

T(a) = A = V=gu@T(2) = =T(a")

et on obtient la propriété :
—pour z* >a T(z') < T(a)
—pour z' <a T(z') > T(a).
Les horloges a gauche de a retardent par rapport a celle qui sont a droite.

Le retard d'une horloge est donc lié a 'augmentation de I'accélération.
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1.8 Courbure des rayons lumineux

Comme derniere application, nous allons montrer qu’en présence d’'un champ
gravifique, la trajectoire des rayons lumineux n’est plus rectiligne. Pour simplifier,
nous allons nous restreindre a deux dimensions spatiales.

Dans le référentiel d’inertie, I’équation de ces trajectoires peut s’écrire

T=b+alt
) ,+ avec: o+ p31=1.
y=p1

Fig. 1.8.1

Pour exprimer ces trajectoires dans le référentiel accéléré, nous utilisons les lois
de transformations (1.2.2), soit

/
1’2:1’

y=",

2 _ 42

ce qui donne

et donc
2

z® + (y—b%)2 :b2(1+a—>, (1.8.1)

qui constitue 1’équation d’un cercle d’origine en x = 0.

Pour une trajectoire passant par le point standard z = a, nous posons a = 0
(= [ =1), "équation ci-dessus s’écrit alors

22+ = a® (1.8.2)
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Plagons-nous alors dans le « référentiel local de a », qui est une toute petite

portion d’espace autour de a.

Dans le référentiel (ot y ~ 0 ), (1.8.2) peut s’écrire
/02 — 2

~ 4
y? = a— -y
a

qui est ’équation d’une parabole. Nous avons :

i

Or en a :

h<1

Fig. 1.8.3

d%x
et

dy?

Comparons ceci avec les trajectoires d'un point matériel (a« =0 ; 3 = 1)

Y = 2

v =dy/dt = dy/dt = v et alors :

= —1/av. Comme v < 1,

les trajectoires d'un point matériel sont beaucoup plus courbées que celle d'un rayon
lumineux dans le « référentiel local a ».







CHAPITRE 2

Analyse tensorielle

Préambule

Ce chapitre est de nature purement mathématique. La section 1 étudie la dérivée
ordinaire. On profite pour donner la définition de densité tensorielle de premiere et de
deuxieme espece d’ordre 7 et de poids £ ; la divergence généralisée est ensuite donnée.
La section 2 définit alors ’espace capacitif et le théoreme de Gauss. La section 3
donne ensuite la définition de la dérivée covariante et met en évidence les coefficients
de la connexion affine. On étudie ensuite (section 4) la loi de transformation des
coefficients de la connexion affine. La section 5 étudie les lignes auto-paralleles et
la section 6 le référentiel « géodésique » local. La section suivante définit alors le
transport intégral. La section 8 définit ensuite le transport quasi-fermé, ce qui permet
d’introduire les notions de courbure et de torsion. La section suivante étudie des
identités de Bianchi et la derniére section traite du champ stationnaire.

Avant d’entrer dans le vif du sujet un petit rappel de mathématique s’impose.

On appelle espace amorphe {z}, un espace doué d’aucune structure (un tel espace
est souvent appelé variété différentiable).

Dans cet espace, envisageons les transformations biunivoques

5% = ¢%(a)
75 =

wfla(/aﬁ
et définissons les coefficients

Alaa(x) = aal/}/a(x)
Afla/a(/m) — la/awfla(x).

Un champ tensoriel dans cet espace est toujours défini par la loi de transforma-
tion :

/

WP () = (A%, AP ) (@)a® 5 (@) (A7) ().
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2.1 Dérivée ordinaire 0,

Symboliquement, lors d’un changement de coordonnées, la dérivée 0, se trans-
forme selon la loi

Ia/a = Aila/O{(/x) aa.

Considérons un tenseur covariant ‘ayp. (z) et formons I'expression O,/a,. ('z). La
loi de transformation s’écrit

Ia/aa/ﬁ/»},_”(/x) = aaag,ym(l') (Aila/aAilﬁlﬁAilfy/,y .. )(’l’)
+ ag,...(x) [ (0o A7 P5) A7, ..

+ AT (B, AT, )+ ] (k).

Ceci ne constitue pas la loi de transformation d'un tenseur ; donc si ‘ag,,. (‘z) est un

tenseur, alors Oy 'apg,,. ('r) n'est pas un tenseur.

Par contre la partie antisymétrique de cette expression ’(9[@ ‘g, ] se transforme
comme un tenseur.

En effet :
Ot .1 () = Doty ) () (A7 AT A1, L) (R)
+ gy, (2) | (Bra A7) ATV,

+ A_lﬁ[lﬁ (lalaA_lfy/,y) .. } + Ce (/:B)

Or ’(%A*l% est symétrique, sa partie antisymétrique est donc nulle, de méme pour
tous les termes de cette forme. L’expression ci-dessus se réduit donc a :

otz ) () = Oatpy..1(€) (A AT 05 AT, ) ()

et 'on constate que Jnas,.. ) sont les composantes d'un tenseur antisymétrique.

Définition du rotationnel généralisé
On appelle rotationnel généralisé, I’'expression
blapy..) (%) = Olaapy. ) (%),

ol les composantes bj.g,..](¢) constituent, en vertu de ce que nous venons de voir,
les composantes d’un tenseur antisymétrique.

Ezemple.

L’équation homogene de Maxwell s’écrit
3010 Bpy = a7 0By = qlapy) = 0.

Nous allons maintenant introduire de nouveaux étres géométriques.
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Définition des densité tensorielles

On appelle densité tensorielle de premiere espéce d’ordre r et de poids k, un
ensemble de d" nombres a“',, %" déterminés par rapport a un référentiel, qui lors
d’un changement de référentiel se transforme selon la loi

1

0k Mg (1) = |A(@)|THAYMG, . A%, ) (2)

X a<+k§élo¢2...mar (/:B) (A_1a2’a2 oo )(,.CC),

ot A(z) = det(A" (z)) et k est un entier quelconque. Cette quantité est notée par
une lettre gothique.

Une densité tensorielle de deuxieme espéce d’ordre r et de poids k admet comme
loi de transformation de ses composantes :

/ /

Ay . () = A) TH(ARM,, . A, ) (@)
X A1y, (@) (AT 0%, . ) ().

Les densités de poids avec k négatif sont généralement appelées capacités.

Lorsque le poids est +1 ou —1, nous omettrons cet indice.

Définition de la divergence généralisé

On appelle divergence généralisée, I’expression
b[ﬁ”f"'](m) - 8aa[a5”’"'](x),

ot al*®] est une densité tensorielle de premiére espece, de poids +1 et totalement
antisymétrique. Les composantes bl#7-] (x) sont les composantes d’'une densité ten-
sorielle totalement antisymétrique de poids +1.

Démonstration.

1) Dans la théorie des déterminants, nous établissons que
SA =Y ") Min(A")5A%,
bop

Mais :
> AP Min(AP) = A
P
et, comme

/ )
P A-lp _ SP
A pA lo. i 5/0_’

nous obtenons

Min(AP)) = A7'% A,

que nous reportons ci-dessus pour arriver a

A = AAT'% 6AP,.
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Ainsi :
ON(—A(x)) = (—(A) A1, 0, AP )(x)
si A(z) < 0. On peut donc écrire :
AA(z)| = (|AJAT, 0,AP) (2)
ce qui implique que
OAA()| ™t = (—|A[TT AT, 0, A ) (2).
2) Nous avons (les dépendances en x et ‘x sont omises pour alléger 1’écriture)
lalala[’o/ﬁ...] _ (A—l)\la a)\(|A|_1A/aaAlﬁ/B o a[aﬁ...])
= |A]T AT, AR AT Opal®P

+]AITLATIA (AT 0,AP - A A
+ 9 A -A’%...+A’aaaAA’%-..+---)a[“5'"]

«

et, en se rappelant que A_“,QA'O‘77 = 4;, il vient

0p/al®P-1 = |A|TTAP; . 9yaloP-]
-1 -1 ! 3 -1 o B
+ 0a A B+ .)a[aﬂ-{ = |AITTAP, L Gpalt (e fd)
=0
Ezemples.

1) L’ équation inhomogeéne de Mazwell :
0u$H*?l = =i, (dolt Bgig = 0).

ou $ désigne la densité du champ.

2) Le courant d’entropie :
Oajg =12 0.

En résumé, nous avons montré que les composantes du rotationnel et de la
divergence généralisés sont respectivement les composantes d’un tenseur et celles
d’une densité de poids 1.

blapr..)(T) = Olatpy..;(T)
b[ﬁ’%u] (ZB) — 6@451[&/67"'](1').

De la nous avons déduit la covariance des équations de Maxwell relativement aux
. 4 /
transformations z® = ®(z).
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2.2 Espace capacitif — Théoreme de Gauss

L’espace capacitif est un espace amorphe dans lequel est définie la densité sca-
laire de premiere espece de poids —1 (capacité scalaire) dv(_y(x), constante positive
construite de la facon suivante. Considérons a partir du point x de I’espace amorphe
a d dimensions d déplacements élémentaires dZ,) = {dxz('k)} (k =1,...,d) linéai-
rement indépendants. Nous appelons mesure positive du parallélépipéde élémentaire
formé sur ces déplacements, I'expression

D (=1)Pdafy dafy, .. dal| = |det(da).
P

C’est en effet une densité scalaire de poids —1 : puisque d’z* = A/ii dz', nous avons
do('r) = |det(d'x/')| = |det(A/',dx')| = |A|™do(z).

Par un choiz particulier des déplacements élémentaires, en les prenant le long des

axes z¥, nous obtenons

do(_y(z) = da'da?®- - - da? O iy,
Bien qu’étant une densité, d?z n’est pas écrite en lettres gothiques.
(d%) = |A(z)|d%.
Soit j(x) une densité scalaire, donc telle que :
i(2) = |A@)] ().

Alors
d%ij(z) = dI(x)

est un vrai scalaire associé au parallélépipede. Par suite, la structure capacitive de
I’espace permet d’associer a toute densité scalaire un scalaire pur qui, nous le savons,
reste invariant pour toute transformation.

En particulier, 0,j%(z) étant une densité scalaire, I'intégrale

I= /dd:pﬁajo‘(x)
est un scalaire et le théoréeme de Gauss est valable :
[, = i

avec (d%'y) = +dy' ... dy*tdy*t ... dy?.

Remarque.
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En général, une grandeur du type

Iaﬂ... — / (ddx)a”ﬁ'”(:v)
C(y)=0

n’a aucun caractere tensoriel puisque les transformations dépendent de I’endroit x.
C’est pour cette raison que le théoreme de Gauss n’est valable que si I est un scalaire
(d?z0,j™ étant un scalaire invariant).

Introduisons maintenant dans notre espace capacitif une densité scalaire de pre-
miére espéce positive g(x) > 0

a(7) = |A(z)| " a(2).

Cette densité permet d’associer a tout tenseur, une densité tensorielle de méme ordre
et de poids +1 définie par :

a*7(z) = g(z) a* (z). (2.2.1)
Considérons alors la divergence

9P = plBr-],

En vertu de (2.2.1), elle peut s’écrire
0u(gal®™))  gbi#r-).
Mais
3a(ga[aﬂv...]) _ g(@aa[am'“} + (0q log g) a[cx,@'y...]>‘

Posons alors
da(logg(z)) = Ga()
et
D, =90, +d,.

Nous obtenons ainsi la généralisation de la divergence pour les tenseurs compléetement
antisymétriques :
Daa[aﬁv---] (z) = plB--] (z).

Par exemple :

1) (0,98 = —]g)(x) devient (D H!*Al = —jg)(x),
2) (04)% = i)(x) devient (D,j§ = i)(z).

Pour terminer, nous allons définir 1'élément de volume (scalaire) positif dV (z)
et I'élément de surface (vecteur covariant) do,(y)

dV(x)
doa(y)

g(z) d%z (= 4V (),
9(y) da ' (y).
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I1 est alors possible de généraliser le théoréeme de Gauss pour les tenseurs du premier
ordre (vecteurs contravariants) :

[ @D @ = § dou)i*)

En effet :

/dVDaj“ = /ddngaja = /ddxé‘a(gj“)

= ]{di‘lygja — j[daajo‘-

2.3 Dérivée covariante

Nous commengons par l'introduction d’une notation qui va grandement faciliter
I’écriture :
uy (z) = ut(z).
A

Considérons la grandeur (disons un tenseur) u”(y) attachée au point y et la

grandeur u”(z) attachée au point z.

Comparer, et a fortiori additionner et soustraire, ces deux grandeurs n’a en
général aucun sens dans l'espace amorphe puisqu’elles sont attachées a des points
distincts : u?(y) £ u?(x) n’a aucun caractére tensoriel (ce n’est méme pas une
grandeur géométrique!) puisque les coefficients A” (x) dépendent de l'endroit. La
seule exception est fournie par les scalaires : x(x,y) = ¢(x) + p(y) est encore un
scalaire (bilocal) invariant.

Pour pouvoir effectuer des comparaisons entre deux grandeurs en deux lieux
différents, il est nécessaire, au préalable, d’en transporter une vers ’autre :

u (y)(2)200) u

Nous écrivons :

i

u (y)(2).() : la grandeur u?(y) transportée en x par le chemin z(-).

Reste encore a définir le transport.

Dans l'espace affine, ce transport (tellement habituel qu’on ne le mentionne
méme plus) s’effectue par déplacement parallele; le parallélisme, qui est une no-
tion affine et non métrique, s’exprime par 1'égalité des composantes. Ce procédé
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est covariant du fait que les coefficients A" des transformations affines sont des
constantes. L’utilisation des déplacement infinitésimaux permet, en particulier, de
définir la différentielle (puis la dérivée) d’'une grandeur de fagon covariante :

du(z) = u(z + 67)(z)) — u?(2) © Az + 6x) — u(z).

Dans l'espace amorphe, ou les systemes de coordonnées rectilignes n’existent pas
nécessairement, une telle définition (égalité des composantes) du déplacement n’est
pas covariante. Méme en considérant un déplacement infinitésimal, le parallélisme

u(x + 6x)(x) = u’(z + 62)
ne convient pas puisque
u?(z + 6x) = u(z) + 62%0u(z) + ...

contient des dérivées qui, nous I’avons vu, n’ont aucun caractere tensoriel.

Comme nous voulons établir des regles covariantes de calcul différentiel, il s’avere
donc nécessaire de définir un déplacement infinitésimal convenable. Nous le choisi-
rons le plus simple possible en postulant la linéarité (dans I'infiniment petit).

Postulat 1

La grandeur u”(z + 6x) déplacée en x conserve le méme caractére tensoriel et
dépend linéairement de 6z et de u?, donc

u(z + 02)(2) = ut(z + 0x) + 6z T Ay (z)u? (x + ) (2.3.1)

ou le dx dans uA/(-) va étre supprimé car il y aurait dépendance quadratique.

Nous posons alors :
u?(z 4 6z) (z) — u?(x) o 61°Vaul (1), (2.3.2)

ce qui doit étre considéré comme la définition covariante généralisée de la différen-
tielle de u(x), relativement au déplacement.

Puisque :
ut(z + 0x) = ut(z) + 62°0,u (z) + termes quadratiques,
nouUS avons
u(x + 6z)(z) = ut(z) + 02°[0u’ (x) + LA (2)u (z)]

et alors
022 (Dpu’ (x) + T4 (2)u? (z)) = 62°Vu (z).

Par définition, on appelle dérivée covariante du tenseur u?, le tenseur

Voul(z) = dpu(z) + T A (z)u? ().
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Il est clair que
A def ; A def A
Vou(z) = by () = u’n(x)
est un tenseur puisque sa contraction avec dz® donne un tenseur.

Nous disons que deux points x + dx et x sont en connexion affine lorsquun
tenseur est transporté de z + 0z en z selon (2.3.1). Les fonctions I'y*4 (z) sont
dites coefficient de connexion affine et I’espace amorphe est ainsi doué d’une struc-
ture a connexion affine. (La géométrie affine est valable, sous ces hypotheses, dans
I'infiniment petit.)

Lorsque nous nous arrangeons pour effectuer le déplacement de fagon que :

62T Ay (z)u (z) = 0, (2.3.3)
nous disons que u?(z + 6x) a été transporté par déplacement paralléle.

Il est assez intuitif que les dérivées covariantes sont des généralisations dans
I’espace a connexion affine des dérivées ordinaires. Il est en fait nécessaire de postuler
cette généralisation.

Postulat 2

Pour un scalaire ¢(x) :

Vap(r) = Oatp(x).

Postulat 3

La régle de Leibniz (distributivité des dérivées covariantes) :

Va(a?bPc .. ) (2) o (VaaoPcC .. 4+ at(VbP)cl ...
+a*bB(Voc®) .o+ ...

Regle de la somme

La régle de la somme se déduit de la linéarité en u“ (postulat 1) et s’écrit :

Va(a® +b05 +..) = Vaa + Vb2 4 ...

Ces postulats nous permettent de déduire la dérivée covariante de la grandeur

b, contragrédiente de a? :
Va(aba) = Vap = 00 = 9a(a’ba) = (0aa™) ba + a™ 9uba
= (VaaA — FaAA,aA/)bA +a’0,ba
et, puisque a? est tout a fait quelconque, nous en déduisons que
Vaba(z) = 0uba — ba T a(2).

Un tenseur quelconque d’ordre n : a®¥y  pouvant étre considéré comme formé
d’une somme de produits de n tenseurs d’ordre 1, sa dérivée covariante peut s’écrire
(en vertu du postulat 3) :

Vaa75 . = 0aa® s + TPy a® 7
ol Fa’y,y/ aﬂ7 AL e — aﬁV“‘)\/...FQ)‘A = 5000

Ce sont ces coefficients a trois indices Faﬂv(x) que nous considérerons par la suite.
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2.4 Transformation des Ffv

Le postulat 1, imposant la conservation du caractere tensoriel a la quantité
transportée, impose par la méme des conditions bien précises sur les coefficients
T2 (z).

Formons :

IVIO/U,ﬁ(/J}) = @/a'u,ﬁ('x) + /F/a/ﬂ/,y (,I') ,1/y (,.T)
— 0 (AP5()u (@) + Tals (2) 0 ()
— 4712, (1) ((%A” (2) w7 (2) + AP (2)007 ()
+ T () A", (2)w (z)
— A7 () AP g (z) + (A*la,a(x)aaA 8 () + TuPy () A y(x))w(m).

Or V,uP(z) est un tenseur, donc
Vot () = A7 () APy() (aau%) n raﬁv(;ﬁ)w(x)).
Alors, en identifiant ces deux expressions, on obtient
(A—la,aaaA B+ TP A y) w' = A7 ABT B,

Finalement, en multipliant cette équation par les matrices inverses de A~'%_ et de
A", nous obtenons la loi de transformation des Faﬁy(x) :

Tof, = A0,0,A% + A718,T, P, AR A"

s (2 . N A o
Dans un changement de référentiel affine, ou les A". sont des constantes, le premier
terme du second membre est nul et les composantes des coefficients de connexion
affine Faﬁ7 se transforment comme un tenseur du troisiéme ordre. Nous savons que :

00 A’ (@) = Bary¥”(z) = 8, APa(2)
est symétrique dans ses indices covariants. Donc si nous posons
Faﬁv - G(aﬁv) + Q[aﬁvl

nous voyons que la partie antisymétrique de Faﬁv, c’est-a-dire Q[aﬁﬂ, se transforme
toujours comme un tenseur. Cette partie antisymétrique porte le nom de torsion (cf.

sect. 2.8).

La partie symétrique de Faﬁv, c’est-a-dire G(aﬂy), se transforme comme :

Cly(@) = A1,8, AP + A8, ) AR AN (2.4.1)
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La dérivée covariante peut s’écrire
Vb = D’ + Q[aﬁw]vﬂ

ou
D u? = 9,uf + G(aﬁ,y)lﬂ

est la dérivée covariante pour une connexion symétrique.

Remarques.
On constate que D,u? est un tenseur puisque Vou” et Q[aﬁﬂm sont des tenseurs.

A la section 2.2. nous avons défini dans ’espace amorphe 'opérateur de diver-
gence D, = 0, + G, avec G, = 0,(logg). Dans le cas particulier d'un espace a
connexion affine symétrique, la divergence s’écrit :

Dou® = 0,u” + G “yu”

et donc

2.5 Lignes auto-paralleles

Dans 'espace a connexion affine, considérons la courbe définie en termes d'un
parametre \ :

w*(A+dX)
z+dz
w*(N)
%
Fig. 2.5.1
Posons : 029(\)
Za o R o
Y — () =Wt ()

w*(z(N\)) est le vecteur tangent a la ligne z® = z*(\) au point z. Nous supposons
une correspondance biunivoque entre z et .

Le transport de w®(z + dz) au point z est, d’apres ce qui a été vu,

w*(z + dz2)(2) = w*(z + dz) + d2°(Ts%,W7)(2).

v
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Nous allons maintenant étudier une classe particuliere de lignes : les lignes auto-
paralléles. Nous disons qu’'une ligne est auto-parallele si ses vecteurs tangents sont
paralleles (c’est-a-dire si leurs composantes sont égales, ou moins restrictivement, si
elles sont proportionnelles). Puisque la seule possibilité de comparer deux vecteurs
nécessite le transport de 'un vers l'autre, nous admettrons la définition suivante :

Définition des lignes auto-paralléles.

La ligne z® = 2%(\) est dite auto-paralléle si
w¥(z +dz)(z) = (1 + dAf(A))w(2). (2.5.1)

Dans ce cas nous avons :

~

¥+ dA) + (dzﬁ (0% w?) — Uﬂ) () = dAF(\) ().

Mais
d%2%(\)

d\?

wW¥( A+ dX) = w*(A) +dA +...

et donc

w*(\) + %M +d2?(T5% W) (A) — w*(X) = dX fF(A) w*(N),

soit encore en divisant par d\,

d?z%(\)
d\?

dzP(N\) dz7(\) _

155N =~

Comme (dz”/d\) (dz7/d)\) est symétrique, seule la partie symétrique de ['5%,, soit
G 3"y intervient. L’équation différentielle des lignes auto-paralléles prend la forme
sunvante d?z%(\) dzP(\) dz7(\) dz*(\)

d\? d\ dx ) a\ (252)
Effectuons une transformation de parameétre afin d’éliminer le terme du second
membre.

Soit 7 = 7(\), et écrivons : d7/d\ = 7’ et d*7/d\* = 7", alors

+ Gﬁav(/\)

dz® dz* . d?z dzzo‘( ne dz%
- = e — -
a dr o arr VT ar
En substituant dans (2.5.2), il vient

&=
dr

d?z* N dz® 1" LG dzP dz"
dr? dr (17)? B ar dr

= 270

L’élimination cherchée est réalisée si :

dz® 1" dz* 1

dr (17)? ~dr 7
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c’est-a-dire si

r A

— = f(A), soit encore log7'(A) = / FN)dX.
-

Le changement de parameétre (A — 7) doit donc satisfaire la condition suivante

)\//

() = / X expl [ FOV) X},

Dans ce cas, 1’équation des lignes auto-paralléles est

e dz8 dz"
)&

T T G ((7) (? — ) (1) =0. (2.5.3)

Remarque. On constate que

fir) =0 = dz® (2.5.1)

dr/> + dz

Fig. 2.5.2

Nous voyons apparaitre sur la ligne auto-parallele une connexion métrique rudi-
mentaire (cf. chapitre 3). En effet, en considérant dr comme la mesure de longueur
de I’élément de ligne compris entre z et z + dz, I’égalité (2.5.1)” exprime la conserva-
tion des longueurs par déplacement le long de la ligne auto-parallele. Donc 7 jouit
bien des propriétés d'un temps propre.

2.6 Le référentiel « géodésique » local

On appelle référentiel « géodésique » {'r}, un référentiel dans lequel les égalités
ut(r + d'z) () = v (z + d')
sont valables, c¢’est-a-dire pour lesquelles

‘G () = 0.
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(La terminologie « géodésique » est vicieuse car 1’espace n’est pas supposé métrique ;
nous 'utilisons pour nous conformer a 'usage).

Remarquons que s’il existe un référentiel géodésique, il en existe une infinité qui
/ 0 . A
se déduisent I'un de I'autre par transformation affine (A" = cte).

Nous voulons montrer qu’il est possible de trouver un systeme {z} tel qu’en un
oint quelconque zy — ry donné d’avance, nous avons
0 0 )

’G/al’g/y(’xo) = 0. connexion géodésique. (2.6.1)

Effectuons au voisinage de x( la transformation :

avec : h%(m) =0 et 0zh®(mo) =0, o

ot h'®(z) est une fonction & déterminer eu égard & la connexion géodésique (2.6.1).
Alors :

Ay (w0) = 8a¥(2)| =47

T=x0

et, en tenant compte de (2.4.1),

G (z0) = A71PL8, AP + A7 G, P () A%, AT
= (aaAﬁ,y>(ZEo) + O
Donc nous avons
G’ (o) = a0, (z0). (2.6.3)

La transformation (2.6.2) n’étant supposée valable qu’au voisinage de z,, nous pou-
vons effectuer un développement en série de Taylor et ne conserver que les termes
d’ordre inférieur a trois :

T® = h%(z) = 28 + h®(x0) + Oph* (o) (z — x0)°
T T
1 .
+ 53587h°‘(x0)(x — 20)?(x — x0)" + termes négligés.
Alors, en vertu de (2.6.3), le référentiel géodésique local (voisinage de x) est défini
par les formules de transformations :

v _ o Lo
¢ =1z5 + §G5 (o) (z0) (z — 20)? (z — x0)”. (2.6.4)

Propriétés du référentiel géodésique local.

1) Dans ce systéme, au point 'z, la dérivée covariante s’identifie a la dérivée ordi-

naire :
'Diu (') = 0 u (o).
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2) Reprenons ’équation (2.5.3) des lignes auto-paralléles. Au point zg, pour la ligne
définie par (dz*/dr)(0) = w*(0), I’équation (2.5.3) donne, en supposant 7 = 0
au point xg :

dz® 1 d?z>

Za(T) = Za(O) + ?(0) T+ o1 472

— 2%(0) + W (0) 7 — %Gﬁ%(()) WP(0) W (0) 72 + ...

(0) 7% +

Dans le systeme « géodésique » {"z}, ou 'Gs%,(0) = 0, la ligne auto-paralléle est
une droite au voisinage de x

2%1) ="2%(0) + Ww*(0) T + ...

2.7 Transport intégral

Considérons une courbe

et posons
dz*(\)
d\
(« déf » signifie ici : avec 'hypotheése d’une correspondance biunivoque entre z et
A). Le transport de la grandeur u”(z(A+d\)) le long de cette courbe jusqu’au point
z(A) est défini dans l'espace a connexion affine par (cf. sect. 2.3)

= v2(z(\) L o*(N).

ut(z(A 4 dN)(z(N) = (1 4+ dz*(\) Va) u? (2(N)).

qui, grace a

s’écrit
u(z(A 4+ dN))(z(N) = (1 + dAv*(\) Va)u? (2(N)).

Envisageons maintenant deux transports infinitésimaux successifs. Nous avons

u(2(A 4 2dN)) (2(A + dN)) = (1 + dAv* (A + d)) Va)u? (2(A + dN)),

puis
u? (2N 4 2dN)) (2(N) = u(z(A + dN) u(z(A + dX)) (z(N)).

Il en résulte :

ut(z(A + 2dN)) (z(V)) = (1 4+ dAv* (X + dN) Vo) u? (2(A + dX)) (z(N).

N

-~

¢A(z(A+dN))



36 Transport quasi-fermé

Mais nous avons
¢+ dN))(2(N) = (1 + dX*(NTa) ¢ (2(N)
et
¢H(2(N) = (1 + dAv™(N) Va)u' (2(N),
donc
u?(z(A 4 2dN) (2(V) = (1 + dAv*(A) va)2u? (2(V)).
Pour N transports infinitésimaux successifs, nous obtenons (par itération)

ut(z(A + NdX))(z(N)) = (1 + dAv*(N) V) Yut (2(N)).

Considérons alors le transport a distance finie (transport intégral) de la grandeur
u?(z()\)), le long de la courbe, jusqu’au point z(0); nous pouvons le construire &
I’aide d’une suite de transports infinitésimaux successifs. Par conséquent :

uw? (z(N))(2(0)) = lim (1+dAv*(0) V) Y’ (2(0)),
avec d\ = A/N. En posant P(\) = v*(\)v/, nous avons

lim (1 4+ dA\v®(0)a)Y = lim (1 + %p)N def AP(0)

N—oo N—oo

Par conséquent :

u(2(A)(2(0)) = " ud(2(0)).

Nous voyons que :

d , _ pyA
U (2(0)(2(0)) = Pu(2(X))(2(0)).

La grandeur transportée dépend donc en général du chemin parcouru.

2.8 Transport quasi-fermé

Etant donné deux fonctions vectorielles v*(-) et w®(-), considérons le réseau de
courbes définies par les systemes d’équations

dz®(A) _ 4
oUW
dy*(p) _ W ().

dp
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Construisons, dans un domaine suffisamment petit pour que ces courbes ne se re-
coupent pas, un quasi-parallélogramme comme indiqué dans la figure 2.8.1 :

Notons qu’en général z" = x.

Envisageons alors le transport de la grandeur u (z”") le long du quasi-parallélogramme
jusqu’au point x. En vertu de la section 2.7 nous aurons :

uA (x////> (x) — eAPe,uQef)\Pef,uQuA (l‘),

ol nous avons posé
(6 o
P=v'vy, et Q=w"v,.

Le quasi-parallélogramme étant infiniment petit, nous pouvons écrire en deuxieme
approximation

u(2") = <1 + AP + ;—?PQ) (1 + 5@ + §Q2>
X (1 AP+ ;—Tzﬂ) (1 _ 0+ g—j@2)u‘4(x).

On note que la premiére approximation donne u?(z"")(z) = u?(x) : l'effet du trans-
port quasi-fermé est du deuxieme ordre!

Ce produit d’opérateurs donne tout calcul fait

u(a™)(x) = (1 + AulP, Q)u ().

Explicitons le commutateur [P, Q)] :

[P, Q] = v* Va v’ 75 —w’ 5 v*Va
= v” (Vawﬁ) AV/é; —H}awﬂ Va /B — wB(VB’Ua) Va _'anﬂ Vi Va-

Pour simplifier, posons

M o wP(z)

0
pw’ 75 0% (x) = 0
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Ceci signifie que w’(z + \v)(x) = wP(z) et v*(z + pw)(x) = v*(z). Signalons que ce
choix rend notre contour quasi-fermé, aussi proche que possible d’un contour fermé
(d’un parallélogramme). D’autre part, utilisons la notation différentielle (pour A et
 infinitésimaux) :

M (z) =dz® et pw’(z) = dy’.

{dz"}

{dy~}
Fig. 2.8.2
Nous aurons par conséquent :
[P, Q] = v*w’[Va, V5]

et donc
uA(a:'"’)(a:) = UA(.CE) + dxadyﬁ[va,Vﬂ]uA(z).
Posons :
d?o°8 = dzdyP® — dzPdy®

et alors il vient
1
wHa")(e) = wh(@) + 5%V, Talu(2).

Evaluons le commutateur [/.,%g]; en utilisant \7,u? = dyu?t + I, 5u® nous obte-
nons successivement

VaVsut = 0o Vst + Topvgu® — (Vau) T
= 8a85u’4 + (8aFgAB)uB -+ FgAB 8auB
+ FaAB 85uB + FaAchCB UB = (VWUA)Fa’Yg,

puis

Vi3 Va ut = 8ﬁ8auA I (8gFaAB)uB I FaABc“?guB
+ FBAB(‘?guB + FgAcFaCBuB — (V,YUA)FQ’YO”

et enfin

Vo, Valu? = (0. 55 — 95T + To T3 — T30 T “)u”
— (Vyu™)(Ta5 — Tg).

Définition des tenseurs de courbure et de torsion.
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On appelle tenseur de courbure, le tenseur K aﬁAB défini par

K[aﬁ]AB = 0al5"5 — 050" + I 5% — FﬁAC L.
On appelle tenseur de torsion (cf. sect. 2.4) le tenseur Q[,"g défini par

1

Ces quantités ou n’apparaissent pas les parametres A et p sont indépendantes du
réseau, elles caractérisent des propriétés de l’espace a connexion affine.

Avec ces définitions, le commutateur s’écrit :

[VavVﬁ]uA = K[aﬁ]ABuB _ (V’YUA)QQ[aWﬁ]'
D’otu I'expression du transport :
1
ut(@")(z) = (ut + 5421 K pu® + 4% 7,0t ) (@),
oll NOUS avons posé
d%2) = —Q[awﬁ]dQ@[aﬁ]-

Pour expliquer la différence entre u”(z) et la grandeur transportée u”(z"")(x), nous
voyons qu’il y a lieu de considérer deux sources distinctes :

1) une transformation linéaire locale due a la courbure,

2) un transport infinitésimal de u” du point (x + d?z) au point x (fermeture du
quasi-parallélogramme) due a la torsion.

dz

Fig. 2.8.3
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Regle de Leibniz.

En évaluant le transport de u4® au lieu de u?, le réle de T'y?'5 est joué par
[0 gy = D507 + T0% 07 et alors :

K o5, = (0al5' 5 — 05Ta"B)05 + 67 (0aT5% — 9La%
+ (oo 68 + 68T0%) (Ds%p 05 + 05 T5%)
+ (=1)(Dc6s + 06T 5%) TaB65 + 65T05%).

En effectuant les calculs :
A A A
K, 5" = K550y + 05K,z
Par conséquent :

Ap... Nop... Mol
[VCV’Vﬂ]u p oT... — KOLBA)\/IU/ p e Kaﬁpp/u r Fies A 0 0 ¢

- u/\pmo"T...Kaﬂao- e T 2@0476 V’y u)\pma‘r... .

Dans ce cours, nous ne donnerons aucune signification physique a la torsion
pour cette raison nous n’envisagerons désormais que des espaces a torsion nulle,
c’est-a-dire a connexion affine symétrique :

Q=0 =T1"=G". = v.=D.

Le quasi-parallélogramme est alors fermé (d2z7 = 0). Les d2pl®? sont alors les
composantes de 1’élément de surface défini par ce parallélogramme.

"
€T

Fig. 2.8.4
La courbure (géodésique) devient
KaBAB « RaﬂAB = O GBAB — 953G, 5 + [Ga, GB]AB>

avec [Ga,Gg]AB = G, G’ch — GgAC G5, et le commutateur peut se calculer
comme suit :

[Da, DB]U)\'“U_“(I) = Raﬁ/\)\/u)\/mgm P ooo = UAMU’...RO(BU; — 500 (281)
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2.9 Identités de Bianchi

Si A, B et C sont trois opérateurs linéaires, nous avons l'identité
ABCIA,[B,C]] =0
La dérivée covariante D, est un opérateur linéaire. Par conséquent
Nav[Ds, (D, D,]) = 0.

Appliquons cet opérateur nul sur un tenseur quelconque u* et explicitons le résultat.
Nous avons

[D,,, D, Ju® R/w LB

et ensuite
Dy[Dy, D,Ju* = (D\R,,s)u” + R, " Dyu®.

D’autre part (en utilisant la régle de Leibniz) :

[D,, D,]Dyu® = R, “sDyu” — (D,u)R,,”

2PN

Alors : B
Niv|Dx, [Dy, Dl = (DyR,, “5)u® + (Dyut) R, = 0.

ut étant choisi arbitrairement, u? et D, u” étant indépendants, ’annulation (= 0)
ne peut étre réalisée que si leurs coefficients sont nuls. Ceci constitue les identités
de Bianchi :

)\/WD,\R S 5=0
)\;U/R)\u L, =0.

2.10 Le champ stationnaire

Définition d’un champ stationnaire.

Un champ u?(z) est dit stationnaire si
Doul(z) =0, V.
Pour un tel champ, le transport est indépendant du chemin suivi. En effet :

u?(z + dz)(z) = (1 + dz® Dy )u? () = u?(x).

Cas particuliers de champs stationnaires.

1) champ scalaire : Oyp(x) = 0, Va. Le champ scalaire stationnaire est constant :

(x) = cte.
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2) champ vectoriel : Dyuq(x) = 0, Yz, c’est-a-dire :
D,\ua = EAua - G)\ﬁaUg =0

et donc
8)\Ua = G)\’gaUg.

La condition d’existence d’un tel champ s’exprime, comme nous le savons, par
la symétrie des dérivées mixtes (conditions d’intégrabilité) :

(af“ — 85,\) uq(z) = 0.

Nous avons

00t = O\t = G\ a(Dus) + (0,Ga )

= G;ﬂ/g G,\ﬂauv I (aMG)\’Ga)Ug

OOyl = 8,\2#11& = G,\VgGuﬁau7 + ((%\Guﬁa)uﬁ

d’ou il résulte
(8& — 8,\2M)ua = (OMGQQ - a)\G,ﬂa Sl GN’YQG)\ﬁa - GﬂgG,ﬁa)uﬂ,
= R#A'yau,y = O

Un champ stationnaire u (x) est normal @ la courbure Ry, (z), VA, p, a et x.

Si 'on a n champs stationnaires u(f ) (x) indépendants (n : dimension de l'espace;
numérotant ces vecteurs : f = 1...,n), ils sont tous normaux a la courbure et par
conséquent

Ry, o(x) =0, VA 7, aeta.

Propriété : dans un espace a courbure nulle, il existe des référentiels affines.

En effet : d’apres ce qui vient d’étre vu, la nullité de la courbure est équivalente a
I’existence de n champs stationnaires :

8au$ﬁ)(x) :Gapvugﬁ)(x) B=1,...,n.

Posons alors ot ot
/ e !y e !y
ufP(x) & 9,98 (2) & AP (),

\ /, . / . . .
ou les A" (z) sont les transformations définissant une transformation. L’expression
ci-dessus s’écrit alors

0. AP () = AP (2) Gty (2).
Rappelons la loi de transformation (2.4.1) des coefficients GoﬁY :

Goy(x) = A7 P5() 0, AP ()
+ A7 (2) G P () A% (2) A" ().
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Par simple comparaison de ces deux expressions, nous voyons que pour cette trans-
formation

/G/alﬂ’,y(lx> =0.

De plus, dans ce nouveau systéme,

(B) _ -1 3 _ p-1 é _ &8
w, () = A 7 ()P (z) = A7, () AP (2) = 67 .

ol v y
’u,(;ﬁ ) (‘x) = 5,/5 est un champ de vecteurs constants, or u(f ) & Alﬁw donc il existe

au moins une transformation affine, mais s’il en existe une, il en existe une infinité.
L’espace est donc un espace affine.

La réciproque, c’est-a-dire : dans un espace affine la courbure est nulle, est
évidente du fait que R .. est un tenseur (étant nul dans un référentiel affine, il reste
nul quel que soit le référentiel).






CHAPITRE 3

L’espace a métrique stationnaire

Espace de Riemann

Préambule

Ce chapitre constitue un rappel purement mathématique. Apres avoir rappelé
la définition du champ métrique (section 1), la section 2 est consacrée a I'espace de
Riemann. La section 3 étudie ensuite les symétries du tenseur de courbure.

3.1 Le champ métrique

Nous postulons I'existence d’un champ tensoriel symétrique deux fois covariant :

9ap(T) = g(ap)(x)
tel que
det(g.)(@) £0, ¥z ot g*(a)gs(2) = 5,

ol Nous avons posé
() — Min0o)(@)
det(g.)(z)
Il s’en suit que g*’(z) est un tenseur symétrique deux fois contravariant.

Comme tout tenseur symétrique, la métrique g,g(x) peut, en tout point xy donné
d’avance, étre ramené a la forme :

1...0 0 .0

0

0O...10 ... 0

gap(®o) =Fdas = | o g 1 g
oo 0

0000 0 -1
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par une transformation du type : xy = 9(z).

Définition de la signature de la metrique.

On appelle signature de la métrique, la signature du tenseur g,g(x), c’est-a-dire,

signat(g_)(zo) = (11...1—1...—1) avec p+gq=n.
pfOiS qfois

Si signat(g.)(zo) = £(11...1), elle est dite respectivement définie positive ou
définie négative. Dans les autres cas elle est dite indéfinie.

Elévation et abaissement des indices.

Soit : a, = gagbﬁ , alors : b% = ¢*Pa, et par conséquent a, et b® doivent étre
considérés comme deux représentations différentes du méme vecteur. Nous écrivons
alors

(60 = gopa®)(@) et (a” = g%an)(@).

Ceci se généralise sans difficulté a tout tenseur et densité tensorielle.

Définition de la longueur d’un vecteur.

On appelle longueur d’un vecteur u*(z) au point & (ou norme), la grandeur
N*(u)(z) = gap(@)u (2)u’(2). (3.1.1)

Suivant la signature de la métrique, la longueur d’un vecteur peut étre positive,
négative ou nulle. En effet, en un point xy, et pour un vecteur quelconque n*(z),
nous pouvons écrire :

P(zo) =Y ()2 = > 1*)? 20

Enfin, g.5(z) étant symétrique, il peut étre représenté géométriquement par des
surfaces centrées :

+1 ellipsoide
gaﬂ(l’o)nanﬁ =cte X ¢ 0 cone
—1 hyperboloide a plus d’une nappe.

3.2 L’espace de Riemann

La détermination métrique en chaque point z (3.1.1) permet de comparer,
quant a leurs longueurs, des vecteurs tous attachés aux mémes points. Un tel espace
n’est toutefois pas encore un espace métrique car nous n’avons pas encore défini de
connexion métrique permettant de comparer la longueur des vecteurs attachés a des
points distincts.
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L’espace de Riemann est un espace métrique défini par la stationnarité de la
métrique :
Dagﬂ7<x> =0 Vuz. (3.2.1)
Le transport de la métrique est donc indépendant du chemin : la métrique transpor-
tée de y en x coincide avec la métrique en x. Ceci découle en effet immédiatement
de (3.2.1) :
ap(z + dz)(x) = (1 + dz"Dy)gas(2) = gas(z)

et de méme pour un transport intégral :

_ (@) Dy(@)

ga,@(y) (z) Jap(T) = gaﬂ(x)'

Interprétation « pédestrienne ».

La métrique est I'instrument de mesure, un vecteur est une regle d’une certaine
longueur.

a) Partant du point y avec une régle mesurée préalablement en ce point, je me
dirige par un chemin quelconque au point x ou je mesure la longueur de ma
regle avec l'instrument du lieu : j’obtiens le méme résultat.

b) Je suis en x ou je mesure ma régle : ensuite je fais venir I'instrument de mesure
attaché au point y au point x et avec lui je mesure ma regle : le résultat est le

Mathématiquement :
a)  GapW)n* W)’ (y) = gas(x)n* (v)n" (y)
b)  gap()n* (@) () = gas(y)(@)n*(x)n" (z).

en développant ces équations et en tenant compte du caractére scalaire de la lon-
gueur, nous déduisons facilement de a) et de b) I’équation (3.2.1).

instrument

Fig. 3.3.1

Physiquement : (3.2.1) constitue le principe de relativité générale : la physique
strictement locale est partout la méme (c’est en effet le moins que I’on puisse exiger!)
Connexion affine.

Un espace métrique a par sa nature méme une connexion affine. En fait nous
allons établir que les coefficients Gcﬂy sont définis univoquement dans l'espace de
Riemann par la condition (3.2.1). En effet :

Dagsy = 0agsy — 9oy Ga Bﬁ — 98y Ga'y =0, Vuz
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et donc
009y = Garp + Gapys

ce qui donne par permutation

—089ya = —Gpoy — Gpra
Ovgap = Gopa + Grap-

En additionnant, nous obtenons

1
Gapy(7) = 5(0agsy = Fsgya + 09as) () (3.2.2)
et

Go"(2) = §°P(2) Gapy ().

Remarques.
1) Dog%g,, = Da&? = 0= (Dug®) gy, +9°°D0g,, ce qui conduit a
N~ ——
#0 =0
Dog”(z)=0 Vaz.
2) gpp Do’ = Do(gp,u°) — uPDogs, = Dau, et donc :
=0

D, commute avec la montée et la descente des indices.

Retour sur la densité g(x).

Dans 'espace capacitif nous avons écrit les équations de Maxwell inhomogenes
sous la forme

0uf N = —°.
En posant

,ﬁaﬁ ::g}{aB,
nous avions alors

D H = —j°

avec

D,=0,+G, et G,=0,(logg(x)).
Dans I'espace de Riemann, nous avons :
Do H® = 9, HP 4+ Qo H*P 4 G, Py HIP
N————’

=0

= 0,H*® + G, H*’
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et par conséquent :
G, o = 0ylogg.

Mais nous avons aussi

1 1
Gplo= §gpp (9p9pra = Op Gap + Oadpy) = §gpp OoGpp'
1 1 .
~ 2det(g.) ; ; Min{gsp) 0u,
1 0,|det(g.)] 1
=0 — 9, log | det /2

et done
g(z) = |det(g.(z))]"/* > 0.

On vérifie ainsi immédiatement qu’il s’agit d’une densité tensorielle.

3.3 Symétries du tenseur R,g.s

Nous appliquons ’équation (2.8.1) au tenseur métrique :
[Dyis Do)gap = —Garg Ry % — GaprRo5 =0, Va
ou 'on a pris en compte (3.2.1). Donc
Rpa + Ryvap = 0.
Comme R,,qp était déja antisymétrique en p et v, on a
Ryvap = Rjw)(pa)-

Ceci étant, formons les premieres identités de Bianchi : nous avons successive-
ment

fivor Ruvap = Rwaﬁ + Rvauﬁ + ROéWﬁ =0
_/;V),B Ruvpa = —Ryuvpa — Rupgua — Rguwa =0
@Bv Rapuy = Ragun + Rovay + Ruapu =0
—aﬁ,u Rapuy = —Rapuw — Rgpav — Ruapy = 0.
En additionnant il vient
2(Rywap — Rapuw) = 0,

ce qui montre que la courbure est symétrique dans ses couples d’indices (p,v) et

(o, B) :
Rivap = R(ju]jag)-
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A partir du tenseur de courbure dans ’espace de Riemann, nous ne pouvons
former par contraction qu'un seul tenseur du second rang appelé tenseur de Ricci :

Rpapﬁ = Raﬁ = R(aﬁ)'

Le tenseur R,* g est en effet identiquement nul par 'antisymétrie.

Par double contraction, nous obtenons le scalaire de la courbure :
Ry” = Ry" = R.
Formons maintenant la deuxieme identité de Bianchi pour g,z ; nous avons :
)\MV D)\Ruyaﬂ = D/\RMVQB + D;LRVAQ,B + DVRA;,LQB = 0

Cecl entraine
D)\Ryﬂ + DpRV)\p/B - DVR)\/Q = O,

puis, en contractant avec g*? :
Dy\R — D,R)’ — D,R," = 0.

En posant DyR = D,Rd? il vient

D, (ka’ - %5§R> (z) = 0. (3.3.1)

Le tenseur S = S = RS _ %gaﬁR, qui est symétrique et de divergence
nulle, ne dépend que de la métrique et de ses dérivées du premier et du second
ordre, linéairement de ces dernieres.

L’équation (3.3.1) est une conséquence directe de 1'équation (3.2.1), c’est-a-dire
physiquement une conséquence du principe de relativité générale une fois donné une
signification physique a la métrique. Cette équation joue un réle fondamental dans
la théorie de la gravitation (cf. chapitre 4).



CHAPITRE 4

Théorie de la gravitation

Préambule

Apres avoir rappelé la notion de champ gravifique, on poursuit par quelques in-
dications purement inductives sur les équations de la gravitation d’Einstein (section
1). La section 2 donne les équations de la matiere poudreuse. La section suivante
traite de 'approximation linéaire gravistatique des équations du champ (section 3).
Enfin, la section 4 étudie le retard des horloges

4.1 Les équations du champ

Les chapitres 2 et 3 étaient destinés a nous fournir les outils mathématiques
nécessaires a 1’établissement des équations du champ gravifique.

L’étude du référentiel accéléré nous avait conduit a identifier le tenseur fonda-
mental g.g(x) avec les potentiels gravifiques. Les équations de mouvement d’une
particule dans un champ de gravitation nous ont permis d’exprimer les composantes
du champ gravifique en fonction des potentiels :

1

Gapy(2) = 5(0agsy = Osgra + 019ap) (). (4.1.1)

Le principe de covariance généralisé (ou principe de relativité générale) exige que
cette forme soit conservée pour les champs gravifiques « réels ». (Remarquons que
cette qualification de « réel » n’est pas covariante! Aucune mesure faite dans un
référentiel ne permet de distinguer entre champs « réels » et champs « fictifs ».)

L’expression mathématique du principe de relativité, c’est-a-dire

Dagﬂ'Y(x) =0,

nous fournit précisemment (4.1.1) en identifiant les composantes du champ gravifique
avec les coefficients de la connexion métrique (3.2.2). L’univers est donc un espace
de Riemann a n dimensions.
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Il s’agit maintenant d’exprimer les équations du champ, c¢’est-a-dire, comme nous
I’avons déja mentionné au chapitre 1, de trouver un systeme d’équations reliant les
gap(x) a la distribution de matiere. Si pour déterminer les n(n + 1)/2 potentiels
gap(2), nous nous donnons un systeme de n(n + 1)/2 équations, le systeme de co-
ordonnées est du méme coup imposé. Or ceci est trop restrictif car il doit toujours
étre possible de choisir librement son référentiel : c’est la condition de covariance !
(Physiquement, cela revient a passer d'un référentiel a ’autre en créant ou en annu-
lant un champ gravifique « fictif ».) Par conséquent, les équations du champ doivent
étre au nombre de n(n + 1)/2 —n et non de n(n + 1)/2.

Un systeme du type
F(aﬁ)[. o ] — KZEQ(QB)
D FCO[.. ] =0

satisfait ces exigences. Pour satisfaire au principe de covariance, les grandeurs F*8
et 027 doivent étre des tenseurs (symétriques du deuxiéme ordre).

028 (x) représente le tenseur densité de source du champ; il doit donc dépendre
de la distribution de matiere. Or, nous le savons par la relativité restreinte, la ma-
tiere c’est de I’énergie, §%° devra donc dépendre de la densité d’énergie du systéme
envisagé ; plus précisemment méme, en vertu des équations D,F*® = 0, ce tenseur
doit étre le tenseur énergie du systéme :

6°8(z) = (@A) ()
D,0%(x) = 0.

Le tenseur F“%)(z), lui, doit dépendre des potentiels gos3(x). Par analogie avec les
équations de Newton, (ou de I’électromagnétisme), nous voulons que nos équations
dépendent outre des potentiels, de leurs dérivées jusqu’au deuxieme ordre inclus.

D’autre part, nous savons maintenant que ce qui distingue un univers plat (donc
vide de substance) d'un autre est la courbure (et ses tenseurs contractés). F*% devra
donc nécessairement étre une fonction de ce (ou de ces) tenseurs.

Or nous connaissons un tenseur satisfaisant a toutes les conditions fixées ci-
dessus; c’est le tenseur

§9(2) = R (z) ~ 2g°(z) R(x).

Par suite, les équations du champ de gravitation doivent s’écrire

(R“ﬁ - %gaﬂR) (z) = kp 6% (z)

D8%(z) =0 ot 6§*F =gld)

(4.1.2)

ol kg est la constante gravifique d’Einstein.

Il est possible de donner une deuxieme forme a ces équations. Par contraction,

nous obtenons |
Rpp — §TLR = nE9pp
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dong, si (n # 2)

R=—kp—o0  (0=07). (4.1.3)

n— 2
Alors, en introduisant ceci dans les équations du champ, il vient

R = g0 — nH_E2g°‘59. (4.1.4)

Remarque.

Les arguments essentiellement inductifs ci-dessus valent par I'intérét qu’on veut
bien leur donner. Ils sont naturellement équivalents au lapidaire « posons (4.1.2) ». ..
Nous constatons que les équations du champ ne sont pas linéaires; le principe de
superposition n’est donc pas valable, ce qui complique bien les choses. .. La théorie
de la gravitation est beaucoup plus satisfaisante que la théorie électromagnétique de
Maxwell. En effet, nos équations du champ contiennent comme conséquence les équa-
tions de conservation, nous I’avons écrit explicitement dans (4.1.2), ce qui revient a
dire qu’elles contiennent les équations de mouvement du systeme. Au contraire, nous
savons que les équations de Maxwell ne contiennent que I’équation de conservation
des charges; le tenseur 021571  bermettant d’établir les équations de mouvement des
charges doit étre donné séparément.

Si dans une portion D de l'univers, #*° = 0, nos équations se réduisent a
R = 0 dans D; cela ne signifie pas que ['univers soit plat (auquel cas nous aurions
Rwﬂ,j(m) =0 Vz € D). Il peut donc exister un champ « réel » (exemple : le champ
gravifique du Soleil a I’eztérieur du Soleil).

Signalons encore que le tenseur §%°(z) figurant dans nos équations doit contenir
toutes les formes d’énergies caractérisant le systeme. En particulier s’il y a des
propriétés électriques :

af _ pof af
0% = e(subst.) + e(em.)
car seulement alors
D,6% = 0.

4.2 Equations de mouvement de la matiere poudreuse

Dans cette section, nous allons donner un exemple d’application tres simple
des résultats ci-dessus. Mais tout d’abord, donnons une définition qui généralise la
notion de dérivée substantielle :

Définition généralisée de la dérivée substantielle.
Soit 2 = z*(\) une ligne solution de I’équation : (dz®/d\)(\) = w*(z(\)). Nous
appelons dérivée substantielle de la grandeur f4(x) le long de la ligne ® = z%(\),

la grandeur :

P2 i) | =eDurte) (4.2.1)
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Ceci dit, nous allons considérer le cas de la matiére poudreuse qui, nous I'avons vu
dans le cours de relativité restreinte, est définie par le tenseur :

6°°(z) = (mw*w?) (). (4.2.2)
Nous choisissons :
wew®(z) = —1.
Déterminons les équations de mouvement. Par (4.1.2), nous avons :
Do6%% = 0 = Dy(mw®)w? + mw*Dyw?.
En multipliant par wg, il vient :

Do(mw?®) wPwg +mw*(Daw?)wg = 0.
—— —_————
-1 -0
Par conséquent D, (mw®) = 0.

En définissant comme en relativité restreinte le courant de la masse par
Jar(@) = (mw®)(x), (4.2.3)
nous obtenons
D.j5(z) =0, (4.2.4)
ce qui constitue I’ équation de conservation de la masse :

M) = [ dousiyt) = M-

Compte tenu de (4.2.3) et de (4.2.1), il vient :
D8 = 0 = mw® Do’ = mai?,

c’est-a~dire (m #0 ) :
WP (z) = 0.
Mais, en vertu de la définition de D,, (sect. 2.4.) :

WP = w*Dw? = w*0,w? + w“Gaﬂuw“

dz® OwP 5 dzP dz

- = X (@ e
d\ 0z% BV AN d)
—
dwPB _ d22P
d\ T X2

Finalement, les équations de mouvement de la matiére poudreuse s’écrivent :

d?z8 dz* dz"
)+ GA) () =0, (4.25)

ou l'on reconnait I’équation des géodésiques dans un espace de Riemann. Les parti-
cules libres (matiere poudreuse) soumises au seul champ de gravitation suivent des
trajectoires qui sont des géodésiques (ce ne serait plus le cas si, par exemple, ces
particules étaient chargées électriquement!)

Nous allons maintenant faire deux hypothéses simplificatrices :
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1) Le champ est gravistatique.
2) Le champ gravistatique est faible.

Définition d’un champ gravistatique.

Le champ est dit gravistatique lorsqu’il est possible de ne faire dépendre les g,z
que des coordonnées spatiales; x* = ¢ est alors appelé temps universel. Donc :

Jap = Jap(T).

Définition d’un champ faible.

Cette hypothese revient a admettre que les g,3 ne s’éloignent guere des valeurs
qu’ils ont dans un univers vide ; donc il est possible d’écrire

— O —
9as(@) = 90 + pap(@) avec |pas| < 1,

et ou :
100 O
oy (010 0
{gaﬁ}_ 001 O )
000 —1

qui est bien la métrique de Lorentz. Si le champ est faible, les particules ne peuvent
pas acquérir de grandes vitesses (aucune autre force n’agissant sur elles dans le cas
de la matiere poudreuse) ; par conséquent

Wkl
wt1

AN = —dzodz® 2 —gu(7)(dz")?
= — g2 (dt)? — pua(Z)(dt)?
N’

négligeable

et

et donc : d\ = £dt.

Compte tenu de ceci et de la définition (1.5.4) de Gaﬁv, les équations de mouve-
ment (4.2.5) se réduisent a

de2 - 44\2 = T50Puzl),
c’est-a-dire :
°Z 5 . —
d;gt) = —G(2(t)) avec G(&) = —gradepu(d), (4.2.6)

ot 'on reconnait les lois de la gravitation de Newton. Ceci montre que la théorie de
la relativité générale donne comme premiére approximation (approximation linéaire)
les équations de mouvement de Newton.
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Les équations du champ serons calculées a la section suivante, mais déja nous
retrouvons la propriété bien connue que le champ G = {G,"4} dérive d’un potentiel
scalaire (44(%), donc que :

4.3 Approximation linéaire gravistatique
des équations du champ

Nous allons maintenant calculer les équations du champ pour la matiere pou-
dreuse. Pour cela, nous partons des équations (4.1.2) :

1
Rop = kg (Bap — mgaﬁe)a

et nous faisons ’hypothese n = 4.

Tout d’abord, il faut se convaincre que les premieres 10 équations (4.1.2) suffisent
a déterminer complétement l’état de la matiére poudreuse. En effet, 4 équations
arbitraires de changement de coordonnées nous autorisent a fixer arbitrairement 4
potentiels g,3(z); les 6 autres seront fournis par les 6 équations (4.1.2) restantes.
Des 4 derniéres équations dans (4.1.2), nous pourrons tirer les 3 composantes w()
et la densité m(z); la derniére composante w® se déduisant alors de la condition de
normalisation ww. = —1.

Remarquons que dans le cas d’'un fluide plus « réaliste », ces 10 équations ne
suffisent plus a se donner 'état, d’autres grandeurs intervenant (pression, viscosité,
capacité de chaleur ..., cf. chapitre 5).

Notre but dans cette section n’est pas de résoudre compléetement le probleme,
méme compte tenu des deux hypotheses simplificatrices, mais simplement de montrer
que sous ces conditions, nous retrouvons les lois classiques de Newton. Nous avons
donc

0o = Mwows avec w; K letws =1

et alors

6’44:mw4w4%m
Oop=0siac#4oupf#4

0 = mww* = —m.
D’autre part :
Rog = 0,Go"s — 0o,G, 3+ (termes quadratiques en ¢ ).

Le champ étant faible et ses variations également, les termes quadratiques en ¢ et
0. peuvent étre négligés devant les termes linéaires.
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En particulier :
Ry = 0,G4"s — 04G 0y
=0
puisque le champ est gravistatique (0y... = 0). Il vient donc :
R44 = 8iG4i4 = diVé,
soit encore par (4.1.2)

1 1
Ryq = HE(”’L 59 (—m)) = kg g™ car  gu = =1l
Les équations du champ sont donc
o S KE -
divG(7) = — m(Z)
2 (4.3.1)
—_— = —
rotG(Z) = 0,
ou l'on reconnait les équations gravifiques de Newton.

Remarque. Par (4.3.1), on se rend bien compte que les hypotheses d’un champ gra-
vistatique et de vitesses faibles des particules ne sont pas tout a fait indépendantes ;
en effet, si les vitesses sont élevées, la densité m peut dépendre du temps.

Pour terminer, déterminons la constante kg. Newton a écrit :
divG = (—A¢) = 4mrym avec Ky = 6,68-107% cm?/sec? ‘g

dans un systeme d’unités ou [t] = sec. L'équation (4.3.1) est écrite dans un systéme
ol [t] = cm, c’est-a-dire ¢ = 1; en changeant d’unités : ¢ = 3 - 10'%cm /sec.

L’équation de mouvement (4.2.6) nous permet de conclure que

N 1,87 - 10727g - cm.

ST &

4.4 Retardement des horloges

Nous nous limiterons au cas du champ gravistatique :

Jap = ap(T).

Reprenons notre définition (1.7.1) du temps propre : en un point fixe Z, nous avons

d\ = \/—gu(Z)dt avec z*=t.

L’hypothese d’un champ gravistatique nous permet de considérer des temps propres
de durée finies, obtenus par intégration de I’expression ci-dessus. Soit Ay la « période
atomique » de deux horloges identiques, I'une placée en &, 'autre en 3. Nous avons :

Ay = vV —944(9?) AT@) =V —944(?]) AT(?])-
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t
AT@)
21 7
Fig. 4.4.1
Donc :
e "

Restreignons-nous maintenant au cas ou le point T est situé a une distance R
du soleil (considéré comme une boule homogene de masse M) et le point ¥ rejeté
a 'infini.

Alors :

gu(y) = -1

car, a U'infini, 'univers est Lorentzien. Par (4.3.1) et (4.2.6), nous avons

= L., — 1
divG = —=divgrad gy = ——Agys = L.

2 2 2
et donc

NGy (Z) = —kpm(Z).
La solution avec g44(0c0) = —1 est par conséquent

av m(z’
01a() = Z—i/oo % _1 ot R=|i-2|

Mais grace a notre hypothese sur le Soleil, nous obtenons (pour R > Rg) :

RE M@

wu®=3p !

En remplagant dans (4.4.1), nous obtenons finalement

AT(R) 1 m My
- ~p4 R0
AT(oo) \1-2ia T8 R

L’approximation linéaire ci-dessus est satisfaisante puisque :
kp=1,87-10"*"cm/g

Mg =2-10%g
2Ro =1,39-10°%m (R, : rayon du Soleil).
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Par suite, le rapport des temps coordonnées de deux horloges, I'une placée sur le
Soleil, I'autre sur la Terre (considérée comme étant a l'infini) est
AT(Rp) — AT(o0) kg Mg

= =2 -912.107%,
AT (00) 8T Rg ’

Par conséquent, une raie d'un systéme atomique de fréquence propre vy émise sur
le Soleil et observée sur la Terre sera décalée de

v(o0) = v(Re)
v(o0)

=212-107% > 0.

Comme ce rapport est positif, on doit constater un décalage des raies spectrales vers
le rouge.

Remarques.
1) I est possible d’expliquer au moyen de 'effet Doppler ce décalage observé. Dans

ce cas, le Soleil devrait s’éloigner de la Terre avec une vitesse de 0,6 km/sec.

2) On aboutit bien entendu aux mémes conclusions que dans le chapitre 1 : une
horloge placée dans un champ gravifique est observée aller plus lentement qu’une
autre placée dans un champ plus faible.






CHAPITRE 5

Thermodynamique

Préambule

Apres avoir généralisé a la relativité générale la thermodynamique étudiée dans
le cours de relativité restreinte, nous énongons a la section 1 les deux principes. Les
sections suivantes (sect. 2 a 6) traitent du fluide parfait, des viscosités transversale
et longitudinale puis de la conduction de chaleur. La section 7 étudie alors 1’équilibre
gravistatique.

5.1 Les deux principes

Ce chapitre doit étre considéré comme un complément du chapitre 3 du cours
de relativité restreinte.

La thermodynamique généralisée, examinée ci-dessous, est construite formelle-
ment en remplacant d, par D, dans les lois et les définitions de la thermodynamique
étudiée en relativité restreinte.

Il est clair que celle-ci englobe celle-1a (D, — 0, si G.. — 0 ). Il nous reste par
conséquent a examiner les modifications (hélas pratiquement invérifiables!) qu’ap-
porte la présence du champ gravifique.

D’apres notre hypothese, les deux principes généralisés s’écrivent :

Deuxieme principe :

D,js(x) =1i(z) > 0. (5.1.1)

Premier principe :
D0 (x) =0 (5.1.20)
D,j%(x) =0 (5.1.2N)
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U
Sous forme intégrale, le deuxieme principe s’écrit toujours, si S|[1] = fT(dg-a 7$)(y),

)] @] T
S - S[r] = / (dVi)(x) >0 si7” est postéreur a 7/

7-l

a condition de se restreindre aux seules transformations de coordonnées qui ne ren-
versent pas le sens du temps (sinon une quantité pseudo-chrone n’a plus de sens).

(5.1.26) ne permet pas de formulation intégrale puisque [ do,0*° n’est pas un
tenseur. Par contre, (5.1.2N) n’est pas soumis a cette interdiction car

S U .o /
N[T]—/daa]N—N

T

est un pseudo-scalaire, ce qui exprime clairement la conservation de la substance
(du nombre d’atomes).

L’identité de compatibilité entre équations de mouvement et variables d’état se
généralise en
6wﬁ<Da‘9aﬁ> + T(Dajg - Z) + M(Dajj%) =15

et I’hypotheése de phénomenes de transfert permet toujours d’écrire

a : _ poBy, - ap ap af
6°Clw, T, p, Dw, 0T = 00y [w', T, u] + Oy + 006y + 0oy

5.2 Fluide parfait

Le tenseur énergie-impulsion du fluide parfait est encore de la forme
658 (2) = (mw°w + eg®®p)(x)

avec w,w® = —€e et € = 1.

Il n’y a rien de nouveau; écrivons tout de méme les équations de mouvement.
A partir de

maf = —epi,
nous obtenons, en explicitant &,
d?28 g dz* dz" 18
= iy T e T @y
dN? d\ dA

5.3 Viscosité transversale

Rien ne change :
« aB(0
0(5(@ = —2enw| ( )(:c)

avec maintenant

Qwaﬁj_ = Dau)5 + Dgwa + E(wadjﬁ + wﬁdja).
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5.4 Viscosité longitudinale

De méme nous avons :

65 (@) = —egéw,f(x).

5.5 Conduction de chaleur

Nous avons toujours :
025(2) = (Wg° +w’q?)(x)

avec
¢*(z) = —ke(TT + ewT)(x).

5.6 Preuve que 'univers est a 4 dimensions

Nous avons démontré en thermodynamique de la relativité restreinte qu’une
thermodynamique ne peut exister que s’il existe au maximum une dimension tem-
porelle (sign(g.)=(111...1 =1) ou (=1 —1...—1 1); ne pas admettre I'existence

de temps est par trop éléatique!)

Par conséquent, si nous admettons I'existence d’'un temps, des solutions du type :

240 000 0

0 ()70 0 0 0

o o 1000
s} =10 0 0.0 0
0 0 0010

0 0 00 0-—1

sont acceptable en relativité générale ; elles vérifient partout la condition

det(g.) # 0

et sont solution des équations de gravitation avec constante gravifique nulle!

Si nous exigeons que la surface de singularité de la métrique : 2! = 0 sépare
deux domaines dans lesquels existe une thermodynamique, nous avons un théoreme
sur le nombre de dimension de 'univers. En effet, examinons la signature de cette
métrique pour x! > 0 et 2! <0 :

n=5 (1111 -1) — (—1 —111—1) : deux temps,

n=4 (111 -1) — (=1 =11 — 1) : un temps,

n=3 (11 =1) — (=1 —1 —1): pas de temps,
(

n=2 (1 -1) — (=1 —1) : un temps.
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Nous voyons qu'une thermodynamique ne peut exister que pour n = 2 ou n = 4.
Pour que tout ceci soit convaincant, il faudrait étudier de treés pres ce genre de
singularité de la métrique, en particulier si de telles surfaces ont des propriétés
thermodynamiques ...

5.7 Equilibre gravistatique

Nous allons a nouveau nous occuper du champ gravistatique

Jap = gaﬁ<f)

et considérer, plus restrictivement encore, le cas ou le fluide est en équilibre statique,
donc lorsque :
w'(z) = 0.

* = w4 (7). En effet, de g,pww” = —1, nous tirons

(W4)2 = (—944(5))_1-

L’équilibre exige que i(x) = 0, ce qui implique en particulier

Remarquons qu’alors w

Wopl () =0 et (Thr +w,T)(&) =0.

La condition w'(Z) = 0 satisfait la premiére condition. Reste la deuxiéme. Nous
avons

W' = wtDyw' = W (0" + WG4y = (WH)2GLY,
et donc

1 1 -
i = (") 2Gis = =5 (@) Drga = 5 (~9ua(2)) 9.

D’autre part nous avons

Ty = DT+ w, T
qui, avec T = w*D,T = w*d,T = 0, donne
T = 0.T.
Par conséquent, T, | + w,T = 0 se réduit a

10;
aZT _|_ - g44
2 g

T =0.
La solution de cette équation différentielle est

» 1 -
log T(7) = = log(—g44(Z)) + cte.
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En faisant les calculs, nous obtiendrons une distribution analogue pour le potentiel
(). Donc :

T(Z) _ p(@) _ AT _ | —gu(@)
T(y) (Y At(Y) —g14(Z) '

Notons 'analogie de comportement des températures et des périodes d’horloges !

(5.7.1)

Nous constatons que la température d’un fluide au repos est plus élevée (T' > 0)
la ot le champ de gravitation est plus intense. Ceci est en parfait accord avec 'effet
centrifuge de la chaleur du cas de d’équilibre cinétique étudié en relativité restreinte ;
la distribution de température était alors

T(Z) = To(1 — v?)71/2.

Il semble que (5.7.1) soit en contradiction pour un fluide constitué d’oscillateurs...






CHAPITRE 6

Principe de Hamilton

Préambule

On forme un invariant intégral et qui dépend en principe des 14 invariants in-
dépendants construits a partir des g, et de leurs dérivées, malheureusement il n’en
n’existe aucun qui ne dépende que de la métrique (du potentiel gravifique) et du
champ de gravitation; on construit alors a la section 1 un principe de variation
permettant de trouver les équations du champ gravifique. Le lagrangien du champ
gravifique et celui de la matiere sont ensuite construits aux sections 2 et 3.

6.1 L’action

A la section 7.1, lors de I’établissement des équations du champ, nous avons choisi
comme tenseur symétrique, du deuxieme ordre, de divergence nulle et dépendant des
g., 0.g. et 9*g. le tenseur

©8) () = (Re® _ L o8 )
SR (x) (R 59 R)(x).
Il existe une démonstration prouvant que c’est le seul et qu’il satisfait a toutes ces
exigences (en fait ¢; (R*® — (1/2)g*’(R — ¢3)), mais physiquement nous devons poser
ca — 0, ¢; étant mis dans kg !). Nous ne voulons pas donner ici cette démonstration ;
nous voulons simplement montrer qu’il est possible de retrouver ce résultat par le
principe de Hamilton. Il s’agit donc au préalable de définir ’action.

Dans I'espace de Riemann a quatre dimensions, il existe 14 invariants indépen-
dants construits a partir des gng et de leurs dérivées :

R(l) = R
Ry = R, R"™

Rsy = Ropu R**.
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Formons alors [“invariant intégral :

F[ . ] = / dV(ZL") f[R(l), ce ,R(M)],

v
ou V est un volume fini limité par la surface fermée C'(y) = 0. Dire que FJ...] est
un invariant revient a dire que pour un changement de coordonnées

7 = (),

nous avons

B = E[
c¢’est-a-dire encore

dF[...]=0.

Nous allons choisir un changement de coordonnées infinitésimal de la fagon sui-
vante :

{’xa = p*(z) = £ + §p* dans V

= 2® ailleurs (en particulier sur la surface limitant V.

Fig. 6.1.1

Pour ne pas alourdir I’écriture, posons :
¢ (x) = 0p°%(x)

en se rappelant que p®(x) est une fonction infinitésimale du premier ordre. Les
matrices de cette transformation sont donc (A%, (z) = 0a1)®(x))

A® (2) = 62 + Bap(z)
A% () = 55, — Dap™ ().
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La matrice inverse A~'%_ a cette forme simple du fait que nous négligeons les termes
infinitésimaux d’ordre plus grand que un. En effet, si nous écrivons

:L’a _ w_la(lﬂj) _ liL‘a + SDoz(ix)
A% (%) = 0uy™ (%) = 03 — Dy (),
alors, puisque
A A% — 8 — (88 — 0, (2)) (55 — o™ (@),
nous avons bien ‘Dp®('r) = —dp*(x). Par conséquent, nous aurons
s () = 9ap(2) A% (£) A~ ()

(
= 9ap(2)(85 — Dap™(2)) (63 — D" (2))
= 9a(2) = 9ap(7) Bap™(7) — gus(x) 05 ().

Exprimons cette égalité comme une identité en 2. Nous pouvons développer :

9058(2) = go(T — ©) = () — ©* (%) 0, gup(T) + ...

Alors, en remplagant (et en supprimant les ’ inutiles), nous obtenons, aux infiniment
petits du deuxieme ordre pres,

905(%) = gop(x) = ¢°(2)0pgap() = 905(2)0a’(¥) = gap(7)0pp" (7).

Mais D,gas(x) = 0, donc

apgocﬁ( ) (Gpﬂa + Gﬂaﬁ)( )

et, en substituant,

3905(%) E Gap(@) — gap(x) = — (0" Copa + P*Cpap + 9op0at® + Gapdpy?) ()
— —p8(2) (Pat” + G @) (%) = Gap (@) (83" + Gau?™) ()
= —,8(2) Do’ (2) — gap(x) D’ (),

soit encore finalement

09ap(z) = —(Daps + Dgpa)(). (6.1.1)

Ce résultat constitue une transformation de jauge. Les lois de la relativité doivent
donc étre invariantes pour les transformations (6.1.1), comme les lois de ’électro-
magnétisme sont invariantes pour les transformations de jauge dA, = J,A(x). Re-
marquons que I’électromagnétisme est également invariant pour les transformations
de Lorentz qui traduisent les changements de coordonnées; par contre en relativité
générale, les transformations de coordonnées sont identiques auz transformations de
jauge (6.1.1).
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Exprimons alors la variation

pour notre changement de coordonnées, donc finalement pour notre transformation
de jauge.

Tout d’abord, il faut signaler que les 14 invariants considérés dépendent des
903(), 0pgap(z) et Biagag(:v) au maximum. Ensuite il faut se rappeler que dans
I’espace de Riemann, I’élément de volume est une fonction de la métrique

dV(z) = d'zg(z) avec g(x)=|det(g. (2)["/*.

Nous devons donc en tenir compte dans notre variation : nous écrirons donc

Fl..]= /V V(@) flg.,0.q.,0%9.] = /V Lol ]

avec f[...] = g(z)f[...]. V étant un volume fixe, nous avons
4 _ 4
é/vd:cf[...]_/vdxéf[...],
" il ]:ié + of 60 +i562
Sl 1= 5y 89+ g4y 909+ 5ragy 9079

En effectuant une intégration par parties sur le deuxieme terme et deux sur le
troisieme, nous obtenons :

OF[...]=0= / d'z & 0% g ]8g(s) () + j{ d3y (.. )*(y).
Vv C(y)=0
La présence des dérivées du quatrieme ordre de g,s(x) dans &*P[.. ] provient de la

double intégration par parties. Notre choix particulier de transformations ¢*(y) = 0
ainsi que ses dérivées nous conduit a :

0905(Y) = 0p9ap(y) = 02 gap(y) = ... =0, Vye{C(y) =0}

et, par suite, I'intégrale de surface est nulle.
Mais, d’apres (6.1.1), dgag(x) = —2D(opp)(x) et donc

SF[..]= —/Vd4x(’5(aﬁ)[...]Dag0ﬁ(x) = 0.

Enfin, par une derniére intégration par parties (dont I'intégrale de surface s’annule
aussi pour la méme raison) nous obtenons

dF[.. ] :/VdV(x)DaG("‘ﬂ)[...]@ﬁ(x)EO,
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ot GO ] =g Y (z)BEA]. . ].
La condition d’invariance (c’est-a-dire I'arbitraire des fonctions ¢*(z)) nous four-
nit les conditions

DG (z) =0
G (z) = G1P)(x).
Les tenseurs G*’(z) dépendent donc des go5(x) et de leurs dérivées jusqu’a la qua-

trieme incluse. C’est la théorie la plus générale qu’il est possible d’inventer a partir
des invariants considérés.

(6.1.2)

Dans le cadre de la théorie de la gravitation examinée au chapitre 4, nous avons
imposé que les équations du champ ne fassent intervenir que les potentiels et leurs
dérivées jusqu’au deuxieme ordre. En vertu du calcul qui vient d’étre fait, I'invariant
ne doit, par conséquent, dépendre que des gng(x) et de leurs dérivées premieres (ou
ce qui revient au méme, des gop(z) et des G,”3). Malheureusement, parmi les 14
invariants R4, il n’existe aucun qui jouisse de ces propriétés. Par contre, I'invariant
R dépend des gop(x) et des Go5(x) et linéairement des dérivées secondes 05, gap().
Il suit que la double intégration par parties n’augmente pas l'ordre des dérivations,
donc :

é/v dV(z) (—R)(x) = / dV (x) G*[...0%9.]0gas(x).

|4

Calculons ce tenseur G*°[.. ] ; nous avons
é/ dV (—R) = Q/ d*zg(—R) = / d*z (—0gR — giR).
14 14 1%

Mais g = |det(g.)|"/? donc, d’aprés ce qui a été vu a la section 2.1, il vient

1

D’autre part : R = g*’R,; (il s’avére plus astucieux de prendre cette expression
plutdt que gns R*° ), et donc

SR = 69 Rop + g*P 0 Rup.
Mais
gagzgﬁlﬁ = 5§ et donc 5(ga5/gﬁlﬁ) =0

et

5ga,3 — _goza gﬂﬁ 59&’,@’-

Par conséquent, nous avons

1
g/ dV (—R) = / dv (Raﬂ - —gaﬁR) Sgas + / dV g (—6Rup).
v v 2 v
Occupons-nous de la seconde intégrale ; d’abord rappelons que :

5RO¢,6 - 5Rp04pﬁ
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ou

0R "5 = 0,0Gaipha’’s — 0a0G !5 + [0G ), Golt's + (G, 0Ga)
= DpéGauﬁ - Dadeuﬁ - 5G7H5G(pva) + 5G'YMBG(pVO<)
= D,0G "3 — Do0G "3

De plus, on s’assure immédiatement que les cSGOZB7 sont des tenseurs (il suffit d’appli-
quer la loi de transformation des G’Oéﬂ7 a GO/G7 + 5Gaﬁy pour le voir!) ; nous arrivons
a

dR.3 = 5Rpapﬁ = D,0G. 3 — D,6G /3

et
gaﬂéRag = DpéGapa — DaéGp”a,

soit par intégration
/fwyM%RM::/}WXD@GJW—JLﬁGJ%,
1% v
soit encore, en appliquant le théoreme de Gauss,

[ avesRg = ¢ doy(66.0" - 36,7 w)
|4

C(y)=0

Mais comme 0G.". est construit avec les dg. et 00 g . qui s’annulent sur la surface,
cette intégrale est nulle.

Nous avons donc bien montré qu’il est possible de retrouver le tenseur S*% des
équations du champ (4.1.1) au moyen d’un invariant intégral :

Q/dexx)(—fa(x)::/Zdvxx)<3aﬁ-%ifﬁR)agwxx) (6.1.3)

L’utilité de ce calcul apparaitra a la section suivante !

6.2 Lagrangien du champ gravifique
Le principe de Hamilton est, nous le savons, ’affirmation de la stationnarité du

lagrangien total du systeme (X¢g) considéré.

Rappelons l’exemple de [’électromagnétisme :

L:K@vmdn]

ftot.[- . ] = E(em.)[. . ] + f(subst.)[~ . ]

avec
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Dans le cas de I'électromagnétisme linéaire dans la matiere poudreuse (théorie élec-
tronique de Lorentz), nous savons que

1 g4 (0%
Etot.[- . ] = ZBMVBMV — (Aaj + m(—waw )1/2).

Le principe de stationnarité nous permet, lorsque nous varions les potentiels A, de
déduire les équations du champ. En effet :

AL =0= / AV S 4lser .. ] = / dv(lgw(SBW—(SAajuo)
\% \4 2
1. o
= | v (5B (@64, — 0,64,) — 54,5%)
174
1
= | dV (=B .28 64, — 6A,;"
/V <2 (n ] )

_ / AV (—9,B"™ — *)5A, + jf doaB™5A,,
14 C(y)=0

—
=0

ol la derniere ligne est obtenue par intégration par parties du premier terme. Comme

0 A, est une variation arbitraire, nous obtenons les équations du champ

9,B" = —j".

Si maintenant nous variions les lignes de courant : §,L = 0, nous obtiendrions les
équations de mouvement des charges.

Il est nécessaire de remarquer que la lagrangienne dépend en particulier des
potentiels A, et de leurs dérivées du premier ordre dsA, (ou du champ B, ce qui
revient au méme) :

Etot. = E(em.)[A.a B] + é(subst.)[AJ X ]

Lors de la variation 04 , la contribution de £(4s.) est de fournir le terme donnant
les sources du champ.

Ce sont la des propriétés tout a fait générales du principe de Hamilton et pas
uniquement propres au systeme électromagnétique. Elles doivent par conséquent
étre encore valables pour le systeme gravifique s’il existe pour lui un principe de
Hamilton, ce que nous admettrons (& posteriori!).

Dans la fin de cette section, nous allons chercher le lagrangien du champ gravi-
fique, et dans la prochaine section nous donnerons deux exemples de lagrangiens de
la matiere.

Les équations du champ gravifique devant contenir au maximum les dérivées
secondes des potentiels (comme en électromagnétisme), la densité lagrangienne du
champ ne doit étre fonction que des g, et des dérivées premieres 0,9, (ou du
champ Gaﬁw, ce qui revient au méme) :

by =Lglg.., G-
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Or nous avons vu qu’il n’existe pas d’invariants de ce type (ce qui est assez évident
puisque G.. n’est pas un tenseur). Mais puisque l'invariant R ne contient les dé-
rivées secondes que linéairement, il est possible par une transformation d’intégrale
d’obtenir

/VdV(—R[...,a?_m] dzef/vdw(g)[g_,,a.:wf dog (...

C(y)=0

En effet

[avier) = [ doa-h = [ doag?Ro)

_ / 042 g g™ (=0,Ga’s + 8aG,Ps — Gofr GaTs + Gas GyTs).
v
Intégrons par parties les deux premiers termes; nous obtenons

/ d*z g g% (—8,Gos + 0,G,%5) = }1{ 3y (—g*°Ga s+ 97" G ,%5) (y)
\%

C(y)=0

- / dV (=Go’58,(8 9%°) + G, 50a(8 9*°)).
1%

Mais
1

1
0p8 = 59 9°%0,005 = 39 9%(Gap + Gopa) = 9G\

et
ngo‘ﬁ =0 = @g”‘ﬁ = —Gp‘"ﬂ — Gpﬁa.

L’intégrale de volume s’écrit alors
- / d'z <_Gap,8 (9 GPAAQM -9 (Gpaﬁ + Gpﬁa))
1%
+ G, (9 Ga/\Agaﬁ — 9 (Gaaﬂ + Gaﬁa))>
= / d*x (g 9P (GG — G%5G, o — G, 7%G,7,
1%
— GG 0™ + GG ) + G, Gag)).

Ainsi

/ dV (-R) = / dV g°P(GofsG M — GaP. G, 5) + ]{ do, (=Ga" + Go™).
\% \% C

(y)=0

Par conséquent :
Uplg... G = g°%(2) (Gaf3 G\ — GaPa Gy ) (2). (6.2.1)

La densité de lagrangienne {4 n’est donc pas un scalaire.
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Si nous avons choisi cette définition de la lagrangienne, c¢’est simplement parce
que :

é/VdV(—R) :é/ dv L[ ], (6.2.2)

v
I'intégrale de surface s’annulant par les conditions G. .(y) < 0 g. (y) = 0. Le membre
de droite est alors un scalaire puisque le membre de gauche l'est. Et, au fond, pour
le principe de Hamilton, c¢’est bien la variation seule qui importe.

Par (6.1.3) nous aurons donc

1
b / AV .. ] = / v <Raﬁ—§gaﬂR)5gag. (6.2.3)
14 \%4

6.3 Lagrangien de la matiere

Ce que nous appelons ici « matiere » est « substance + électromagnétisme » ;
donc
lrat. = g(subst.) + E(em.)-

Lagrangien du champ électromagnétique

Dans le cours d’électromagnétisme nous avons défini la densité lagrangienne du

cas linéaire par :

of 1
Ciemy | BB & 1 BB,

le champ B* étant en toute généralité défini par

lBMV _ 8g(em).
2 0B,
Nous avons donc : "
Uemlg™, B.] = 7(9™"9" BuBag) (x). (6.3.1)

Examinons l'effet des variations dg.3 sur Lep,.). Nous avons
8gL(em) =0 /V AV liemy =6 /V d*z (69 Liem.) + 804l (em.))-
Mais, d’une part, ég = %g gaﬁégag et 6g*P = —gao"gﬁﬂléga/gl et, d’autre part,
ey = 5GBWBQ5 g™ ) = —%BQ“B/&H(;gag.

Ainsi

1, 1.
5gL(em.) = /Vdv (59 Bg(em.) - §B “Bﬁu)égag.

Or, par définition,
Q?efl.) = BauBﬁu - gaﬁg(em)?
donc

1 «
5y Liem) = /V AV (2) (=500, 9905 (@). (6.3.2)
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Lagrangien du fluide parfait
La densité lagrangienne du fluide parfait (o) est
lLoylg.,w,m,p| = m(—gapgw®®)'/? —p. (6.3.3)

Elle est formée de la densité lagrangienne de la matiere poudreuse a laquelle s’ajoute
la pression scalaire. Pour le cas qui nous occupe (recherche des équations du champ
gravifique) nous avons laissé de coté le terme « électromagnétique » A, j°.

Examinons l'effet des variations dg,s3 sur L. Nous avons

5gL(0) = /Vd433 ((59 5(0) +9 (595(0)).

Or : 6g = 39 9*0gas et m = mg™" (avec m la densité scalaire) ; il vient donc

} . 1 o X
090y = mO(8~")(—gap W w)* + 1 = (= gap ww?) T2 (—ww G gap).

Mais nous avons

. . 1. . X
67 = —07700 = —507 9"00ap ot —gapww’ = —waw = 1.
Il en résulte donc 1 1
596(0) = <__ mgaﬁ _ _mwawﬁ> 590{5
2 2
et . .
dgLi0) = / av <_§gaﬁp - §mwawﬁ) 09ap
v
qui, avec Qa)ﬁ) = mw®w? + pg*®, devient
1 (e
69L(0) = /VdV(ZL‘) <_§0(0ﬁ) 59@5) (ZL’) (634)

Equations du champ

Le principe de Hamilton

5thot. = 5/ dV (f(g) + g(mat.)> =0
|4

doit nous fournir les équations du champ gravifique.
Par (6.2.3), (6.3.2) et (6.3.4) nous obtenons

Q 1 « 1 af
89 Luot. = /V av (q (727 = 39°R) - §9<mat.>)5gaﬁ

avec : ¢; = 1/2kp. Les variations dg,g étant arbitraires, nous en déduisons

1 a
(B — 59" R)(x) = Kpiy (). (412)

Le tenseur 0?‘15 at) = 6’&[;') + Q(O;ibst.) constitue le tenseur densité de source du champ.
Comme il se doit, la divergence de ce tenseur doit s’annuler, ce qui exprime la

conservation, non de [’énergie du systéme, mais des sources du champ.

Le probleme de la conservation de ’énergie du systeme total, qui est susceptible
de recevoir plusieurs réponses, ne sera pas traité ici.



CHAPITRE 7

Champ gravistatique

a symétrie sphérique

Préambule

A la section 1, on construit le ds? d'un champ gravistatique. La section 2 écrit
le champ gravistatique directement a partir du principe de Hamilton. La section 3
est consacrée au calcul du ds? de Schwarzschild.

7.1 Les potentiels g,3

Notations et rappels.

Nous reprenons la notation :
= {Z,t} avec t =z*et ¥ = {a'}.

Rappelons que le champ est dit gravistatique lorsqu’il est possible de ne faire
dépendre les g, que des coordonnées spatiales; z* = t est alors appelé le temps
universel. L'expression du ds? est alors (en explicitant les termes temporels)

ds® = gik(f)dxidxk - 29i4(f)dxidt -+ 944(5)(dt)2.

Il est toujours possible par un changement de coordonnées d’annuler les trois quan-
tités gi4 (d'une infinité de fagon puisque nous disposons de quatre lois de transfor-
mations pour trois contraintes seulement).

Dans le cas du champ gravistatique, cette élimination peut se faire en effectuant
la transformation :
Iz
=
{ ="t + f(Z)

-~ 5
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f(&) étant une fonction que nous préciserons par la suite. Par cette transformation
les g3 ne dépendent encore que de 7'; en fait cette transformation traduit ’arbitraire
du choix de lorigine (et de I'unité) du temps en chaque point de I’espace. Donc

dt = d't + fidx" avec f; = 0;f(7)
et
ds® = g (%)da'dz® + 2,4 (2)d2’ (d't + frda®)
+ gaa(T)(d't + fida")(d't + frda®)
= (gir, + 2Giafr + guafifr)(@)dx'da”
+ 2(gia + gaafi) (D) da’d't + gaa(T)(d't)?.

(7.1.1)

Les 4;4(Z) s’annulent si

8

_9@'4( )

(gia + gaafi)(Z) =0, donc si 0;f(%) = (@)’

ce qui fixe des conditions sur f(Z). Nous voyons ainsi qu'un choix judicieux de
I'origine des temps en chaque point de ’espace nous permet d’éliminer les termes
mixtes (dz'dt). Le temps étant alors partout orthogonal a I’espace il est possible de
synchroniser toutes les horloges de I'univers.

En vue d’étudier le systeme solaire, nous allons maintenant nous restreindre au
cas du champ gravistatique a symétrie sphérique. Nous disons qu'un champ est a
symétrie sphérique si pour un choix approprié de coordonnées, le ds? est invariant
pour toutes les transformations orthogonales linéaires. Par conséquent, le ds® (7.1.1)
doit étre de la forme

ds®* = a(r)|dZ]® + b(r)(F, dT)* — (r)(dt)? (7.1.2)

ou
3 3

3
. . L 1
2 i\ 2 =2 i\ 2 = 7= 7 7 2
re = T dz|* = dz T, dx) = z'dxt = =d(r?).
S =D ) (dD) = D attst = )
Remarquons que 'espace n’étant pas euclidien, r n’est en général ni la distance du
point 0 au point Z, ni le quotient par 27 de la circonférence d’un cercle passant par
ce point ! (cf. plus loin).

Dans le cas a symétrie sphérique les termes mixtes g;4(Z), déja éliminés dans
(7.1.2), sont de la forme

9ia(T) = 'g(r)
et f(Z) = f(r), ce qui donne
¢ d
fi==F) ot fi(r)=—f),
la condition sur f devenant alors
f%n:_rﬁﬂ
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Revenons a (7.1.2) ; la métrique est

Sans restreindre la généralité, il est possible par une transformation du type 7 =
h(r)@ d’avoir ‘a(’r) = 1. Le ds® sera alors

ds® = (da')* + b(r) Y (2", da’)* — *(r)(dt)

7

— Z(ézk + b(r)a'a®)da'dx® — ¢ (r)(dt)?

et la métrique :
gir(T) = 0, + b(r)ziz*
9ia(Z) =0 (7.1.3)
guul@) = (1),
Par la symétrie sphérique, le déterminant det(g_) ne doit dépendre que de r. Il est
alors tres simple de le calculer :

—det(g.)(r) = (1 +b(r)r*)c(r).
Par conséquent, si nous posons

y(r) =1+ b(r)r? (7.1.4)

1/2

la densité scalaire g(r) = | det(g.)|"/* est

g(r) = 7"2(r)e(r). (7.1.5)
Effectuons encore un dernier changement de coordonnées en posant

z' = rsinfcosy

22 = rsinfsin @

2> =rcosf
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ce qui conduit a

—

dZ = [F]dr + [0]r df + [Z]rsin 0 dyp

Z=[rr
et
|dZ|? = dr® + r?(d6? + (sin §)? dp?)
b(r)(Z,dx)* = b(r)ridr?,
d’ott I’expression du ds?

ds® = y(r) dr* + r?(d6* + (sin 0)2dy?) — A(r) (dt)>. (7.1.6)

Signification de r .

Que représente r dans (7.1.6) 7 Sur une ligne dr = 0 et dp = 0, la partie spatiale
du ds? est do? = r? df?, donc :

2
j{da = / rdf = 2mr,
0

donc r représente le quotient par 2w de la circonférence d’un cercle.

Mais, sur une ligne (rayon-vecteur) df = dp = 0, do? = ~(r) dr?* et alors :

o ro
/ do = / YY2(r) dr = dist.(rg — 1) # o — 71!

1 1

7.2 Calcul du lagrangien

Nous avons établi au chapitre précédent la forme de la densité lagrangienne du

champ gravifique :
Uig) = 97 (Ga’8Gy"\ — G, o Gr%p). (7.2.1)

Nous voulons maintenant ’écrire pour notre champ gravistatique a symétrie sphé-
rique en vue d’établir les équations de ce champ a partir du principe de Hamilton.
Il s’avere en effet que ce procédé est plus court et moins lourd que celui consistant a
partir de I’équation fondamentale (4.1.1). Il s’agit tout d’abord d’exprimer les g**.
Pour cela, nous partons de la relation

9% gpp = 5.

L’identité ¢**gas = g** g = 1 donne par (7.1.3) que g** = —c~2(r). Ensuite nous
avons g gy, = 0F ; essayons la forme g% = §% + k(r)aia® :

9% gre = 5@ + b+ k(r)+ bk(r)rQ)ximE = 5};,
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qui conduit a

—b
M= Trm =
En résumé :
Gl =G — <é> (r)xzxk
4 —0 ! (7.2.2)
gt =—c(r)

Ensuite nous devons calculer les G,,”,. Par (7.1.3) nous obtenons

1 .
Digre = 0;(bax®z®) = b =aiaFx + boya’® + b ot
r

Alors :
1 1 / 1 ik L k
Gikg = 5(81'9]% — 8kgm -+ agg]ﬂ') = §b (T‘);l‘ EE 2b (5MJI
et
b 10
Gik[ = —5ikxk + ——ZUZZL'kZEE,
29r

Les G4%, G, G,*, sont évidemment nuls puisque g;4 = 0 et g4y est indépendant de

xt.

On calcule immédiatement :

1 11 c
Gi4 _ 44 ~ al _ _az 2 _ =
+1=9 2< 914) 022< <) cr
. 1 . b . xF cc '
Gis= glk§(—8k944) = <5lk - —x2$k> <CC/_> =
Y r v
et donc
/i /i
Gi44 = C_l’_ et G4Z4 = EZE_
cr YT

En vertu de la symétrie sphérique, la densité lagrangienne ¢4 est une fonction de
r seulement ; il est donc possible comme au paragraphe précédent lors du calcul de
g(r), de I'écrire pour o' =r, 2?2 =0, 2* = 0. Alors

gll — 1 _ 27"2 =
Y g
g22 _ 933 =1
944 = ¢ 2 ; tous les autres sont nuls.
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De méme :
b 10 1 !
Gili=—r+=—r3= —(2br + b'r?) 7
v 29r 2y g
Gila=Gi'3=0
br
Goly = Gyly = —
cc
Gi'a=0 Gily=—
f‘)/
Ga%g =0 Vo,
Ga35 =50 VO&, ﬁ

/

c
Gi% =0 Gy = " Gy'y = G344 = 0.

Par conséquent :
g(g) = gll(Glp1 Gp)\)\ - Gp/\1 G\
+ 297 (G Gp/\/\ - Gp/\2 Gy2) + g*(GoPs Gp/\)\ — Gp)\4 G2\’4)
= 911(G111 G141 - G441 G441)
+297(G2h2 Gl — G219 Gh') + g™ (G44 Gy — G4l4Gh'Yy)
1v'¢d 1% b b 1+ ¢ 1c?
_17y'c c r,+2_rc_+< 70) c

Ive ye @ Ty T T2
b / /
(2459
T\y ¢

I1 vient alors

Liy) Z/d4V€<g) Z/d%gﬁ(g)

Posons

To—xr) et M= g(r).

Nous constatons que x(r) et ¢(r) sont indépendants puisque l'un dépend de ¢(r) et
I’autre non.

Le principe de Hamilton s’écrit alors

5/ drxgo':/ dr&xgpl—l—/ dr x §¢'

= / dr SOI(SX — / dr XQSQO =0
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apres intégration du second terme par parties (* signifie : rayon du Soleil < ¢).

Nous posons la variation égale a zéro car nous cherchons le champ dans le vide,
en dehors de la masse située au centre de symétrie. Comme dx et dp sont arbitraires,
nous avons nécessairement

a)x' =0,
b) ¢’ =0,

c’est-a-dire :

a) x est une constante que nous désignons par R, :

T v—1
x(r) = br?— = (r)r =Ry

et donc

y(r) = : (7.2.3)

Nous constatons que

(r) 1 sir — +oo
r) —
! +oo sir— R, +0.

b) ¢ = ¥'/%c est une constante laquelle doit valoir +1 car pour r — oo, y(r) — 1
et également c¢(r) — 1 (I'espace devient lorentzien loin de la masse). Donc

(v"2e)(r) =1=4g.

La densité scalaire g est donc une constante, et

C = —=1——= —(0u. (724)

Interprétation de R,.

Tres loin des masses, l'approximation linéaire vue au chapitre 4 est valable ; nous
avions trouvé

KEM
Amr

gaa(r) = =1+

M étant la masse source de champ.

Pour r suffisamment grand, 1’égalité suivante est valable :

R
gua(r) = —c2(r) = -1+ 79.

Ainsi I
RE
R, = >0 7.2.5
g 47T ( )

ou Ry, qui est positif et a la dimension d’une longueur, est appelé le rayon de
gravitation de la masse M.
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Ezxemples :
@:Soleil:Rg:2,98-105 cm T : Terre : Ry = 0,8 cm
By =4-107* By =1,3.10°8
o) RIT
Remarque.
1 in. ~
_§ﬁg44 lin, _gr?{ngewton -G
et donc

2¢Newton _ &

7.3 Elément ds? de Schwarzschild

Le principe de Hamilton, en nous fournissant les équations du champ (¢’ =
0 et X' = 0), nous a permis de déterminer les deux fonctions v(r) et ¢(r) qui
interviennent dans ’expression du ds?.

Par (7.1.6), (7.2.3) et (7.2.4), cet élément devient

r

i = Ji,

B

r

ds® =

(dr)2 + r2((d6)? + (sin 0)(dy)?) — (1 )(dt)2 (7.3.1)

et est appelé métrique de Schwarzschild (1916).

Le ds? définissant complétement l'espace de Riemann, la recherche du champ
gravistatique a symétrie sphérique est donc achevée. Il sera utilisé au chapitre suivant
pour la recherche des orbites planétaires. Le déterminant |det(g. )| = g est égal a 1;
il n’y a donc pas de singularité exepté en I, ou la métrique présente la singularité
suivante :

r | 0|p| t

sign(g )sir>R,| 1 |1|1]—1

sign(g.)sir<R, | -1|1|1] 1

On remarque que 7 et t permutent leur signification lors du passage a r =
R,. Les solutions intérieures a R, ont-elles un sens? Rappelons que notre domaine
d’intégration était [e, 00|, avec € > Rg >> R,
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Fig. 7.3.1

Si I’on souhaite une discussion moins superficielle, on pourra consulter les articles
suivants :
« Einstein et Rosen : Phys. Rev. 48, 73 (1935),
« Kruskal : Phys. Rev. 119, 1743 (1960).






CHAPITRE &

Orbites planétaires
et déflexion de la lumiere

(Newton, Einstein, Schwarzschild)

Préambule

La section 1 rappelle les résultats connus sur les orbites planétaires de Newton.
La section 2 étudie les orbites d’Einstein et la derniere section est consacrée a la
déflexion de la lumieére.

8.1 Orbites selon Newton

Sans trop insister, nous voulons rappeler ici les principaux résultats obtenus par
la mécanique de Newton. L’équation fondamentale s’écrit pour une planete ponc-
tuelle placée dans un champ gravifique (cf. sect. 4.1)

Z(t) = —G(z(t)). (8.1.1)

Le champ gravifique dii au Soleil (& I'exclusion de ceux des autres planetes que nous
négligeons) est
= — 1— .

G(Z) = —grad ¢(Z) = —Egradg44(x)

avec 7 |
- K
gu() = =1+ 722 = —1 4+ ZEpr,
r 47 r

ce qui conduit a
kpMo _1p 1

¢(f) = = 5 g@;

81 or
(la constante —1 étant inutile pour l'expression du champ). (8.1.1) implique
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donc (avec R, = R,0)
512 — 12 Rg
|Z|* — 2¢(Z) = |U|* — — = const. = 2F < 0, (8.1.2)
r

ou l'on reconnait le théoreme de [’énergie.

L’accélération étant centrale, le mouvement est plan ; nous choisissons en vue de
simplification le plan défini par

T
0=— 8.1.3
] (513
et (8.1.2) s’écrit alors

(8.1.2)

Fig. 8.1.1

La conservation du moment cinétique nous fournit la loi des aires :

r’p=F. (8.1.4)

En vue de calculer les trajectoires (les orbites), nous allons éliminer ¢ entre (8.1.2)’
et (8.1.4); pour cela posons

= t =7/
r=rly) @ v
et alors (8.1.4) permet d’obtenir
F F?
i=r'¢g=1r'—= etdonc *=r?—.
r r
Ainsi, (8.1.2)" peut s’écrire
F? F? R
"2 9
Z M 9p—y,
() T r
soit enfin, aprés multiplication par 1/F?
")? 1 R 2F
GOSN ) (8.1.5)
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Posons : r = 1/p, alors p'(¢) = (1/r*)r" et nous obtenons

2 RQ
CF2

—2F
= =0. (8.1.6)

(P +p p+

Pour intégrer, nous écrivons (8.1.6) sous la forme

(P2 +(p—p1)p—p2) =0

avec
—2F . R
PLp2 =y 2 0 (p2 > p1 par hypotheése) et p; + py = F—g_
Nous avons ainsi :
1 de(p) 1
Poodp /=(p—p)(p—p2)
Rappelons que :
i dx 1
=sing — — = ————.
Y dy 1— 2
Cela nous conduit ici a
1
. (P—3(p2t+ )
©(p) — o = sin 1< —= > (8.1.7)
5(02 — p1)
Par conséquent en inversant
1 1 '
p(e) = 5(p2 + p1) + 5 (p2 = pr) sin(p — o), (8.1.8)
ce qui correspond a :
1
(%) avec A>DB>0, (8.1.9)

~ A+ Bsin(p — ¢0)
ou l'on reconnait [’équation d’une ellipse.
Par (8.1.7) il vient :

1) périhélie : p = ps > p1 (r = 1y < r1) est atteint pour (p — o) = 7/2, /2 +
2w, /2 +2(27),. ..

2) aphélie : p = py < pa (r =11 > r9) est atteint pour (p — ¢o) = 37/2, 37/2 +
27, 31/2 +2(27),. ..

Posons :

1 1, _ _
a=§(7"1+7“2)=—(ﬂ11+/)21)

2
1 1
b= 5(7”1 —19) = §(Pf1 —p3t)

e2=a%>—b> e excentricité linéaire

2 =¢e%/a® € : excentricité numérique
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et alors .
rm=p; =(14+¢€a
L (1+¢) (8.1.10)
ro=py = (1—¢€)a.
b
A a e F P
1 T2
Fig. 8.1.2 A : aphélie, F : foyer (Soleil), P : périhélie.
La loi des aires (8.1.4) peut alors s’écrire
200 2mab
F=rlp=== : 8.1.11
Y= T ( )

avec o aire de Dellipse et T période de révolution. De (8.1.10), nous tirons : p; +ps =
2a/b*; mais p; + ps = R,/ F? et donc :
2a 4% a? b? _ 87r2a—3

(P1+P2)F2:b—2T Tz

— R,.

Cela donne la troisieme loi de Kepler :

CL3

Ry, = 87T2T2.

(8.1.12)

8.2 Orbites selon Einstein

Pour établir les équations des orbites planétaires (planete ponctuelle) dans un
champ gravifique en théorie d’Einstein, nous utilisons le principe des géodésiques
(principe de variation vu a la sect. 1.5) :

P dz
é/ dAL(d—’i,z) —0
1 dz® dzP
L(...)= §gaﬁ(2(>\)> FIN

(8.2.1)
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qui fournit, comme nous le savons, les équations eulériennes

e dz8 dz?
« /\ It
Mais nous avons aussi :
1 dz® dzP _ 1ds?

980 N) - = s e

Le champ gravifique considéré étant statique et & symétrie sphérique, le ds? est celui
de Schwarzschild (7.3.1) ; par conséquent :

L(...)=L(# 0, ¢, 1, 6, p)

= %<7~ —TRg (7 +7%((0)° + (sin8)*(4)*) —

r — Rg N2
=)
o)
avec la convention que le point en dessus d'une grandeur g signifie dg/dA.

Les équations eulériennes correspondantes seront alors

50 g—g - (%) ~0 (8.2.26)
5o g—i . (%) —0 (8.2.2.¢0)
5t %—f - (%—?) ~0. (8.2.2t)

L’équation pour r étant assez compliquée, elle est avantageusement remplacée par
I'équation supplémentaire w,(2(A)) w*(z(N)) = —A < 0, c’est-a-dire :

dz* d2P
or : ga,@<z()\)) ﬁ ﬁ = —A. (8227")

Nous ne posons pas directement A = 1 (auquel cas A est le temps propre) car nous
avons également en vue I'examen des trajectoires de lumiere.

L’équation (8.2.20) donne :
/'/.\_
20 =0

r?sinf cosf —

qui est satisfaite pour

0= (8.2.3)

Comme en théorie de Newton, les orbites sont planes.
L’équation (8.2.2 ¢) donne :
—_—
—7?(sin#)%p =0
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qui devient grace a (8.2.3)
d 2 .
——(r =0
()
et donc par intégration :
r? ¢ =cte=F. (8.2.4)
Nous retrouvons ainsi la [oi des aires en temps propre \.

L’équation (8.2.2t) donne :

)

qui donne par intégration
r— R,
r
Nous avons posé cette constante égale a I'unité de fagon que tres loin du Soleil, nous
retrouvions :

t=cte=1.

_ g
- ==

comme en relativité restreinte. On a donc :

t 1

(8.2.5)

Par simple comparaison, nous voyons que (8.2.2r) n’est rien d’autre que :
1
L(..)=—2A
( ) 2 ?

c’est-a-dire

r

-2 2 /2 2 -2_T_Rg
T—RQT + 72 (0)° + (sin6)*(¢) —

() +A=0.
En tenant compte de (8.2.3), (8.2.4) et (8.2.5) nous obtenons

—(7)? +r(9)? -

r— R,

r
r— R,

+A=0. (8.2.6)

Nous pouvons éliminer le parametre \ entre (8.2.4) et (8.2.6) ; pour cela posons :

r=rlp) et 1) =22

ce qui, avec (8.2.4), conduit &

En substituant dans (8.2.6), il vient

r (r')2F—42 F_; r
r— R, T T r— R,
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qui, apres multiplication par ((r — Ry)/r)(1/F?), devient
"% 1 R AR, 1 A-1
(r') Lo T_gg 94 _

+3 — = st =0 (8.2.7)
En posant p = 1/r, (8.2.7) devient
AR A-1
(P 40" =5 p = B’ + —5— =0 (8.2.8)

Comparons I’équation (8.2.7) avec I’équation « équivalente » (8.1.6) de la théorie
de Newton. Nous constatons tout d’abord la présence d'un terme supplémentaire
—R,/r?. Comme R, est trés petit, cette modification ne se fait pas sentir pour des
planétes tres éloignées du Soleil (r grand). Ensuite, nous pouvons voir que F a la
méme signification dans les deux théories. Quant au terme constant, nous devons
avoir

A-1=-2E>0 (voisin de 01).
Ecrivons maintenant (8.2.8) dans la forme suivante :

(1) = Ry(p — p1)(p — p2)(p — p3) = 0, (8.2.9)

ce qui mene a
dy 1

@ B

Nous arrivons ainsi a une intégrale elliptique de premicre espéce.

(8.2.10)

Pour l'intégrer avec une bonne approximation par des méthodes élémentaires,
procédons comme suit.

Le coefficient de p? dans (8.2.9) s’écrit
Ry(pr+p2+p3) =1  (par hypothese : p3 > ps > p1).
Ainsi
Ry(p = ps) = =1+ (p+ pa + p1) Ry,
d’ou, en substituant dans (8.2.10),
dp 1
& =) o= P = Rylp+ p2 + 1)

On peut voir que p; < p < py et que pour notre systeme planétaire

Ry(p+p2+p1) < 1.

Ceci justifie d’effectuer un développement limité de la racine; nous obtenons au
premier ordre

de _ 1 1
_ 1+ A/2) Ry(pr+p2) | By p .
Vie—p)p—p1) 2 /(p2—p)(p—p)
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Si R, — 0, nous retrouvons la solution de Newton.

En intégrant nous obtenons

. = 1/2) (o2 + p1)
0 — o= (1+ iRg(pz +p1)) sin { (1/2)(p2 — p1) }

Ry [* dp p
+2/\/(P2—P)(P—P1).

Mais

’ dpp 1 sin~* = = =
/‘¢( T {u} N T

p2—p)(p—p1) 2

donc

p—umxm+pn}

3 i1
0 — Qo= (1 + ZRg(pz + Pl)) S { (1/2)(p2 — p1)

(8.2.11)

— %V(pz —p)(p— p1).

La trajectoire d’une planéte n’est plus fermée.

Dans la théorie de Newton, nous avions :

pips — p1 —  p
= — = — =
L g 7 g T

donc une trajectoire fermée. Dans la théorie d’Einstein nous avons, avec K =
(3/4)Ry(p1 + p2) :

P2 i P1 = P2
T 0 ™
i(l+ K2 — (1+K)(§+7r) S (1+K)<§+27r)
A chaque révolution, nous constatons une avance du périhélie par un angle Ay

donné comme suit : 3
Ay = §7ng(p1 + p2) > 0.

Par la théorie de Newton, nous avons

8r2a? 2a
RQZ T?2 et Pl+P2:§7
d’ou, en substituant,
4 2
NPV B Y

b2T? 1-e)T?
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Fig. 8.2.1 Simulation numérique du déplacement du périhélie d’une
planéte; S : Soleil, Py : périhélie 'année n, P5 : périhélie 'année n + 4 ; la
valeur du déplacement est volontairement trés exagérée pour pouvoir
visualiser le phénomeéne sur la figure.

Applications.

Pour la planete Mercure :

a=5,786-10" cm
T = 87,97 jours
e = 0,2056

Par siecle, la précession est alors :
Ay = 42,89".

Le Verrier a observé 41,22”. Pour les autres planetes proches du Soleil, on a les
précessions suivantes : Venus 8,6”, Terre : 3,6” et Mars : 1,35” (les plus faibles sont
trop petites pour étre observées).

8.3 Déflexion de la lumiere

Pour les trajectoires de la lumiére nous savons que
wow® = —A=0.

(Le parametre A n’a plus du tout de signification physique!)
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L’équation (8.2.8) se réduit alors a
1
(,0/>2 T p2 - Rg p3 - ﬁ =0. (83].)

En théorie de Newton o le terme R, p* = 0 est absent, nous avons :

(pl)Z +p2 ~ T T 07
donc
dgp 1 o =il 9
- = — g =sin” (F = Fp=sin(p — .
i T ® — %o (£p) p (¢ — o)
Par conséquent
rsin(p — @) = F,

ou l'on reconnait ’équation d’une droite en coordonnées polaires : en théorie de
Newton, la lumiere n’est pas perturbée par la présence des masses.

|

rsing = F = ryp,.
: J

Fig. 8.3.1

Dans la théorie d’Einstein, nous avons :
de 1
B~ U7 R

d’ou B Fdp de
A _/ V1-F5 + PR, / VI=F25(1— Ryp)
Posons :
o= Fpﬁ;
alors
Fp=—2 = 0(1 T lep) = a(l + 1Rgg> (car: Rgp < 1) ()
1 — Ryp 2 2 °F
et

Fd,ozda(l QRF )—1—%%0(10—0[0( %a).

L’intégrale devient :

(Ry/F)o)

1—02

/ (&2)
/

O'

R
1—02 \/1—02F'
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Approximativement, on a ¢ = Fpet,en 0 = 1, . = F'; la déflexion Ay du rayon
lumineux est donc

1 1

2R 2R
Ap=2(plc=1)—p(c=0)) —m=2sin""o| ——2ZV1—02| —m =2
F F
0 0
c’est-a-dire R
Np= =9
Tmin
e p=0
sans Soleil 7 \ 2Ry/F ©(0)

Fig. 8.3.2

Le calcul donne pour la déflexion par le Soleil (avec rmim = Re) @ A = 1,74".

T

Fig. 8.3.3 A un endroit, au moment d’une éclipse totale de Soleil,
I'observateur ne devrait pas voir 1’étoile ; en réalité, il peut la voir comme si
elle « fuyait » le Soleil.

Cette observation a été effectuée lors d’éclipses du Soleil, et on a trouvé :

1,90” 2,74"
en 1919 {1’67” en 1929 {1’75// en 1947 : 2,04”.
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