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CHAPITRE 1

Electromagnétisme

et groupe affine

Présentation

Apres avoir rappelé ’équation de continuité a la section 1, nous montrons a la
section 2 la covariance des équations de Maxwell par rapport au groupe affine. Les
tenseurs de Maxwell et la force de Lorentz sont ensuite définis a la section 3.

1.1 Equation de continuité

Considérons le volume V' limité par la surface fermée C(y) = 0 fize dans le
temps. Définissons la fonctionnelle F(t) de densité f(Z,t)

F(t) = /V dV (Z)f(Z,1).

Nous avons établi dans le cours de thermodynamique (livre I, section 2.1) 1’équation
de continuité pour f(Z,t) :

(Ouf + Ous) (&,1) = pr(&, ). (1.1.1)
La surface étant fixe, il n’apparait pas de termes de convection. Cette équation

n’impliquant donc pas l'existence d’un champ de vitesse, pourra étre utilisée en
électromagnétisme.



2 Covariance par rapport au groupe affine des équations de Maxwell

1.2 Covariance par rapport au groupe affine
des équations de Maxwell

Dans le systeme de Heaviside, les deux groupes d’équations de Maxwell s’écrivent
(cf. livre II) :
a) groupe inhomogene

N

{H =—(8,D +j
o 0D +3) (1.2.1)
divD = gq,

b) groupe homogéne

s = 1 s
rot B = ——0,B

@ (1.2.2)
divB = 0.

Nous allons montrer qu’en utilisant un formalisme quadri-dimensionnel, il est
possible de les écrire sous forme tensorielle; ce qui revient a montrer qu’elles sont
covariantes par rapport au groupe affine (en abrégé : cov/{A}).

Nous posons a cet effet

1 0
4
=ct, donc =0y = 0y = —
x Ct, n e t 4 81'4’
ounc=1et[v]=1.
Occupons-nous d’abord du groupe inhomogene ; nous avons
(tot H)! = 0, H, — 0, Hy, = 0,D" + j'.
Or H ¢ = H™ ot les indices i, k, ¢ prennent une des trois permutations cycliques de
la suite {1, 2, 3}, donc
s.s.(OpH™* — 0,H" — 0,D") = 0, H* — 9,D" = j"
(s.s. est une abréviation de sans sommation).
On pose par définition :

DI gu Ll _pgu (1.2.3)

et donc
OpH™ — 8,D" = 0, H'™ = j'.
D’autre part on a ' ‘
divD = §;D' = §;H* = ¢.
On pose maintenant par définition :

g% 44 (1.2.4)
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et alors . '
divD = 9;H* = j*.

Les quatre équations du groupe inhomogene peuvent donc s’écrire sous la forme
tensorielle :
0,H = —4°P, (1.2.5)

Nous en déduisons immédiatement 1’ équation tensorielle de continuité de la charge :
OapyH'"" = 0 = —055"

et done
935° = 0. (1.2.6)

Pour le groupe homogene nous avons d’abord :
oy — ”
(rotE)Z-k = 8,E]€ - 8kEZ = —84BZ o

On pose encore par définition :

E, < By ® —By (1.2.7)

et alors :

D’autre part
divB = 8;B' = 8,y + 8By + 8By, = ikl 8; By = 0.
Les quatre équations du groupe homogene s’écrivent donc sous la forme tensorielle :

afy 8, Bs, = 0. (1.2.8)

Remarque.
On peut écrire B
@3y 0o By (= 300 Bpy)) = Jlapr)s
ol japy est la densité de pdles magnétiques isolés.

Si Jlagy # 0, il n’est plus possible de définir un potentiel :
Bag = 8,1A5 - 83Aa ou A4 = ¢

Jusqu’ici jamais de tels poles n’ont éte mis en évidence.

Par (1.2.5) et (1.2.8), nous avons donc bien montré que les équations de Maxwell
sont cov/{A}. Insistons sur le fait que les définitions (1.2.3), (1.2.4) et (1.2.7) sont
les seules qui permettent une transcription tensorielle.

Le fait que les équations de Maxwell soient cov/{A} dans le 4-espace défini plus
haut n’apporte aucun contenu physique nouveau. Ce ne sera que par I'introduction
des postulats de covariance et de constance de la vitesse de la lumiere dans le vide
que nous pourrons physiquement interpréter ce fait.
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1.3 Tenseurs de Maxwell

Dans le cours d’électrodynamique (cf. livre II) nous avions défini les tenseurs de
Maxwell :

7 = DiE, — §i¢[E]

™) = H* By, + 6u[B]
Le principe de superposition étant valable du fait de la linéarité des équations de
Maxwell, le tenseur de Maxwell électromagnétique sera

i def

- Tik(el.)_i_TikSm-)' (1.3.1)

Dans le formalisme quadridimensionnel défini au paragraphe précédent, nous avons
i(el. 7 i
7 — HY By, — 6.4]B.4)

et done ‘ ' ' .
7Y% = H" B, — 0. ([ B.4] — u[B]).

Par définition, la densité lagrangienne électromagnétique est

([B,) = ([E] — u[B). (1.3.2)
Elle a la propriété suivante
e _188[3..]
2 0B,
Grace a cette définition, on a
T = H? By — 6, ([ Bou).
Nous définissons alors le tenseur
7% = H* Bys — 05¢[B,,]. (1.3.3)

Dans la suite de cette section, nous allons chercher a donner une signification phy-
sique aux composantes 7%, ;7% et 74, contenues dans cette définition.

Rappelons que les équations de conservation pour le systéme électromagnétique
»(em) sont (cf. livre 1) :

a}fﬂ_[(ﬁem.) . 8i7-ik _ klgext.)

atu(em.) + aksk _ pglerxt.)
lorsque

E(subst.) + E(em.) _ 2007
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ce que nous admettrons toujours dans ce cours (I'introduction du champ gravifique
se faisant que dans le livre IV). L'« extérieur » est alors le systéme substantiel %505
et nous avons

k(subst + k’ —0
p(subst) + pg{ m.) _ O,
donc
8t7r(6m — Ol = —k,(:m‘) = —k,f

em. > =
dul™) + 9 5* = —ps™) = — (7, E),

ot kF est la densité de force de Lorentz

- .

Ecrivons cette densité sous forme quadridimensionnelle :
ki = 4B+ [j A Bly = j* By — j‘Bu,

soit encore
L e
kk = —J Bak

Nous définissons alors le tenseur
ki = —j*Bag (1.3.4)

et nous essaierons d’interpréter plus loin le terme k%

Ceci dit, en utilisant la définition (1.3.1) de 7%, et les équations de Maxwell, nous
obtenons lorsque I'espace est homogéne c’est-a-dire lorsque ¢ = ([B,,, x|,

8;7%, = qBy, — [0,B A D + [j A Bl + [0,D A Bl
:qu+[ A§]k+8t[5 E]k:k£+atﬂk
Mais
[DABJy = D'B — D'B' = —D'By,
—H"By, = —H"By,
donc
7™ = [DA Bl = -4 (1.3.5)
et

c’est-a-dire
Ba7% = ki (1.3.6)
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Examinons maintenant I’équation de conservation de I’énergie
(em.) k > =
Q'™ + O S" = —(4, F).
Avec
—(J, B) = —j'Bi = —j'Bis = —j*Baa
et par (1.3.4) on obtient
O
—ptm™) = —(§, B) = ki
D’autre part
S* = O E A Hx = 0x(EH; — E;Hy) = 0(E:HY)
= On(H" Byy) = O1(H" B,,)
et donc
k_ 1’57 A k
Nous posons alors pour la densité d’énergie électromagnétique
u(eml) _ ,7_44
et alors I’équation pour I’énergie s’écrit
847—44 + ak-Tk4 = kf,
c’est-a-dire,
8a7-a4 = kf

Vérifions si la définition (1.3.9) de 7%, est cohérente :

.

u(em.) = 7'44 = H4iBi4 - K[B;w} = DZE’L - f[g] + U[B]
— ’U,(el') + ’U,(m)

(1.3.7)

(1.3.8)

(1.3.9)

(1.3.10)

En résumé, nous avons construit le tenseur 7% dans le formalisme quadridimension-

nel (1.3.3); il jouit des propriétés suivantes :

) : tenseur de Mazwell

T = —W,gem') . quantité de mouvement (em.)
= & : courant d’énergie (em.)

74, = ulem) . densité d’énergie (em.).

Nous I'appelons tenseur de la densité d’énergie électromagnétique.

Les équations cov/{A}
&ﬂ aﬁ = k‘é’

(1.3.11)

expriment, lorsque L(ust) 4 si(em) — 3300 les équations de conservation du systéme

électromagnétique sous forme cov/{A} (cf. sect. 2.5).

Le tenseur de Lorentz kE est formé de

{kf : densité de force de Lorentz

kE . densité de source (travail).
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Electromagnétisme linéaire dans le vide

Si le 4-espace est homogene et isotrope (ce qui est rigoureusement vrai pour le
vide) la lagrangienne /[...] ne dépend que du champ B, ; de plus, puisque c’est un
scalaire, elle doit étre une fonction de la forme :

q.]=¢ EBWBW} |

Or nous connaissons la relation phénoménologique

or. . ] 1
— _ZH,
0B, 2
Par conséquent, si nous écrivons £[...] = {(z) et ¢'(z) = dl/dz, nous avons
1 or. . 1
_ZHoB — — {'(2)=B"
2 9B, LGB

ou ¢'(z) peut étre une fonction assez compliquée (cas de électromagnétisme de Born-
Infeld). Par contre dans le cas de 1’électromagnétisme linéaire dans le vide pour
lequel :

1
{..]= _ZBWBW’ (1.3.12),
nous avons simplement
HP = B°F. (1.3.13)
Remarque.
Pour éviter d’avoir le signe — dans la relation phénoménologique (et dans I'ex-
pression de £]...] ), on préfére définir le tenseur densité d’énergie par
T°% = —71% = H*Bg, — ol . ] (1.3.14)
avec (1[...] = —/¢[...]; ainsi :
oly]. . ] _ EHW
0B, 2
et
Tik — _Tik
Ti4 — _Sz
T4i _ 7T(em.)
T44 _ _u(em.).

et (1.3.11) devient alors
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Lorsque nous considérons le tenseur densité d’énergie comme un tenseur contrava-
riant du deuziéme ordre, c’est-a-dire (cf. sect. 2.1 pour la définition de g*%)

T = H*Bf, — ¢**4].. ], (1.3.15)
nous avons
Tik _ ik
T = 45
T4 _ +7Ti(em.)
T4 _ _’_u(em.).

Cette forme est assez utile car d’une part 7% a le méme signe que u(®™) et
d’autre part, son caractére contravariant permet ’étude des symétries tensorielles.

Par exemple dans le cas linéaire, nous avons
T*% = H**BPog,, — g*P(]. . ]
et nous constatons qu’alors 7% est symétrique 7% = T(P) 1f gos ; ainsi :

T =.5"



CHAPITRE 2

Groupe de Lorentz

Présentation.

Nous montrons a la section 1 que les relations phénoménologiques de 1’électroma-
gnétisme imposent une métrique pseudo-euclidienne ; les lois de 1’électromagnétisme
sont donc covariantes par rapport aux transformations qui conservent la métrique,
c’est-a-dire au groupe de Poincaré. On étudie ensuite a la section 2 le sous-groupe
continu de Lorentz engendré par le groupe infinitésimal, en particulier les transfor-
mations de Lorentz spéciales qui permettent de mettre en évidence la vitesse d’un
référentiel par rapport a un autre. On donne ensuite deux postulats fondamentaux
qui donnent naissance a la relativité restreinte ; la transformation de Galiée est alors
étudiée et on montre son lien avec la transformation de Lorentz. La section 3 établit
une classification des vecteurs puis étudie le groupe complet. La contraction des
longueurs, le ralentissement des horloges puis 'effet Doppler sont alors étudiés a la
section 4. La quantité de mouvement-énergie et le moment cinétique-centre d’éner-
gie sont alors introduits comme quantités pseudo-chrones aux sections 5 et 6. Les
exemples particulierement simples de la matiere poudreuse et de la particule sont
discutés a la section 7.

2.1 La métrique.

Nous allons maintenant déterminer pour le 4-espace introduit au chapitre 1 une
métrique qui soit compatible avec les lois de I’électromagnétisme.

Nous savons (cf. livre I) que la thermodynamique impose une métrique spatiale
{gir} définie positive, soit pour simplifier : g;, = i, soit

*

gi = 9" = 1 et gip = 0.

Une autre conséquence de la thermodynamique est le signe positif de € et de pu.
Si nous nous restreignons a 1’électromagnétisme dans le vide pour lequel ¢g = 1 et
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1o = 1 dans le systeme de Heaviside, les relations phénoménologiques s’écrivent

En vertu de (1.2.3) et (1.2.7), la premiere relation devient

mais puisque

il vient

(2.1.1)

qui constitue la métrique d'un espace pseudo-euclidien de signature : signat(g. ) =
(1,1,1,-1).

Remarquons que la restriction (*) a une métrique d’espace {g;} cartésienne ne
limite nullement la généralité du résultat ci-dessus.

Nous avons établi au chapitre 1 que les équations de Maxwell et les équations
de conservation sont cov/{A}, mais d’autre part nous venons de voir que les re-
lations phénoménologiques imposent une métrique de signature (1,1,1,—1). Par
conséquent, les lois de [’électromagnétisme sont covariantes par rapport auzx trans-
formations affines qui conservent la métrique; ce sont

/x’oz _ L’aa<xa +La>

10 / / Y (212)
lgaﬁ — LaaLﬁﬁgaﬁ — gocﬁ.

Il est facile de voir qu’elles constituent un groupe : le groupe de Poincaré qui est le
groupe des transformations pseudo-orthogonales.

On appelle groupe de Lorentz { L}, le sous-groupe des transformations homogenes

(L*=0):
T = [* z°

Y / / 17 (213)
lgaﬁ _ LaaLﬁﬁgaﬁ _ gaﬁ.
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2.2 Le groupe continu

Le groupe de Lorentz qui est le groupe des transformations pseudo-orthogonales
homogenes contient le sous-groupe continu {L*'} (pour les notations cf. sect. 2.3).
Ce sous-groupe peut étre engendré par le groupe infinitésimal

% = L2 (6w )z® = (62 + dw®)z. (2.2.1)
Les parametres dw’. étant infinitésimaux, nous avons au premier ordre :

G0 = (58 + 0w®,) (8] + dw”s)
= 9°P 4 6P 4 P = g=b,
Les parameétres dw . sont donc antisymétriques. Ainsi le groupe infinitésimal dépend
de (1/2)n(n — 1) parametres dw® = 6wl®¥ (n =d+1=3+1=4).

Pour obtenir une représentation matricielle de la transformation infinitésimale,
nous introduisons les (1/2)n(n — 1) = 6 matrices ¥, = {X,,%,} (antisymétriques
en p et v) par :

o def oy o
% = 0,000 — 0y Gua (2.2.2)

La transformation infinitésimale s’écrit alors
Y o 1 yn%z ‘o «a
%= (05 + §5w DI i (2.2.3)

Le sous-groupe continu {L*1} s’obtient alors par intégration de cette relation : si
nous posons

i 1
oWt = lim —wh,

N—oo
alors on a
/! 1 /7 1 1 N
IZUa = Laoj_T ((,U ) = ]\ll_l,noo (53 -+ Wu)‘“’zwaa) ZCa
b (2.2.4)
= exp{—w”l’zwl"‘a}xa,

2

ou :
—~ def = 1 —n,
exp{Z} = ; =

Nous allons donner deux exemples de ces transformations.
1. Rotation dans le plan (1 2)
Cette rotation est définie par

ewl?= - =w#0.

e w* = 0 pour toutes les autres valeurs des indices.
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Pour n =4, on a

0 100 -1 0 00
|[-1000 2_| 0 -100
Ee=19 000 + 2|0 000l
0 000 0 000
d’ott (propriété valable pour m > 3) {X12}™ = (—1){X12}™ 2 et donc
1
{LT(w)} = exp{§w’“’2w} = exp{wXis}

d’ou
1000 -1 0 00 0 100
0100 0 =100 —-1000
+1 - _ i
{LT(w)} = 0010 + 0 0 00 (1 —cosw) + 0 000 |5me
0001 0 0 0O 0 000
c’est-a-dire
cosw sinw 0 0
1 | —sinw cosw 0 0
0 0 01
Il en résulte que x = L s’écrit
- (cosw)z' + (sinw)x?
22 = (—sinw)z! + (cosw)z?
S "+ (cosw) (2.2.5)
T° =1z
/lL"4 :[E4
1.2 .5[72

Fig. 2.2.1 Rotation dans la plan (1 2).

Nous reconnaissons la les formules de transformations dune rotation d’angle w
dans le plan (1 2).
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« Rotation » dans le plan (3 4)

Cette rotation est caractérisée par :

ewh=—wB=w#£0,

e w = 0 pour toutes les autres valeurs des indices.

Pour n =4 on a :

000 0 0000
_ |00 0 0 ,_[0000
Eaf=1g9 0 1| + B =lgp10f

00 -1 0 0001

d’ott (pour m > 3) {X34}™ = {X34}™ 2 et alors

L) = W+ P (G + G+ ) (B4 54 )

Or on a

w2 w4 w (,(JS

g‘i‘z—i- =chw—-1 et ﬂ+§+ -:shw,

d’ou il résulte

10 0 0
01 O 0
+1
1L (W)} 00 chw —-shw
0 0 —shw chw

et donc 'z = Lx s’écrit

I
8
»

I
&
)

/ 2.2.6
t3 = (chw)z® — (shw)z* ( )

r* = —(shw)z® + (chw)z*
4 =t I —"

R 5
N 7
4
N
7,
N
Q 7,
”
N
7
N
Q -
s
\
N s
s
’
s

N
N
N2
N

Fig. 2.2.2 Rotation dans la plan (3 4).
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Cette transformation représente une rotation spatio-temporelle dans le plan (3 4)
(« temporelle » puisque z* = ¢yt). Le vecteur unité dans le plan (3 4) se transforme
suivant les hyperboles d’équations

(a%)" — ()" = 1,

ce qui résulte de la métrique et de 'invariant z,xz% = +1.

En introduisant :

et en posant : 2! =t (co = 1) on peut écrire :

%3 = chw - (z° — Bt)
T4 = chw - (—fz° + t).

Puisque : —1 < thw < 41, |8] < 1; § s’interpréete alors facilement lorsque 1'on
considere la formule de transformation (2.2.6) dans I’espace usuel a trois dimensions
spatiales : l'origine (7! = 22 = 2 = 0) du référentiel {v} se transforme selon les
formules

Tl =0=2z
2 =0=g?

8 = chw - (2% — Bt).

H\
[\

o

En posant 2® = 0 on voit que 2 = ft, 2%/t = B et que [ représente la vitesse du
référentiel {'r} par rapport au référentiel {x}; de plus, cette vitesse est constante
puisque 5 = thw (w a une valeur donnée) et || < 1. En posant vy = ¢y, on a donc
lvo| < ¢ : La vitesse vy du référentiel {z} par rapport a {x} est toujours inférieure
a la vitesse de la lumiére ¢y mesurée dans {x}.

Sachant que : ch?w — sh?w = 1, il vient

h? h2w — 1
A T e ot B2 ch%w = ch?w — 1,
ch?w ch2w

et donce |
chw = ———

Viop®

Ainsi la transformation (2.2.6) s’écrit comme suit (¢ = 1) :

1= !

2 = ?
/ 1

s 1—52(1;3 _ Bt) (2.2.7)
/ 1

rt = (—Bz% +1)

et porte le nom de transformation spéciale de Lorentz.
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C’est la loi de transformation de deux référentiels en translation rectiligne et
uniforme le long de laze 2° (ou's®) d la vitesse relative 3 (ou —3).

Il est possible de montrer que toute transformation appartenant au sous-groupe
continu peut étre décomposée en une rotation spatiale et une transformation spéciale
de Lorentz.

Nous avons maintenant suffisamment explicité les transformations qui laissent
invariantes les lois de 'électromagnétisme pour essayer d’en tirer les conséquences
physiques.

Tout d’abord nous savons qu’il existe au moins un référentiel dans lequel les
lois de I’électromagnétisme sont vraies! Par conséquent en vertu de la covariance
de ces lois par rapport au groupe de Poincaré (donc a fortiori de Lorentz), elles
sont aussi vraies dans tout référentiel déduit du premier par une transformation du
groupe. Il n’y a donc pas de référentiel privilégié mais une famille de référentiels
permis. Pratiquement cela signifie qu'un phénomene d’électromagnétisme observé
depuis deux référentiels obéit aux mémes lois. Il est donc impossible de mettre en
evidence le mouvement de ['un des référentiels par rapport a 'autre.

En particulier, I’équation des ondes électromagnétiques (déduites des équations
de Maxwell) implique 'isotropie de la propagation de la lumiére dans tout référentiel
de la famille. De plus, cette vitesse de propagation doit étre la méme dans tous ces
référentiels, sinon il serait possible au moyen d’une expérience faite dans I'un des
référentiels de déduire son mouvement par rapport a un autre.

C C

M
Fig. 2.3.3

Nous savons que les lois de la mécanique sont covariantes par rapport au groupe
de Galilée {G'}. Plus précisemment, les lois de la mécanique sont les mémes dans
deux référentiels d’inertie en translation rectiligne et uniforme 1'un par rapport a
Iautre.

Or pour deux tels référentiels, les résultats relatifs a la vitesse de propagation
de la lumieére que nous venons de trouver comme conséquence de la cov/{L} sont
en contradiction avec les lois de la mécanique puisque le théoreme d’addition des
vitesses est incompatible avec la constance de la vitesse de la lumiere. Nous sommes
donc placé devant ’alternative : ou bien I'électromagnétisme est faux, ou bien la
mécanique est fausse! (ou les deux ensembles!).

Ce fut le résultat négatif de I'expérience de Michelson et Morley (et d’autres
encore) qui permit de trancher en faveur de I’électromagnétisme : la vitesse de la
lumiére est la méme dans tous les référentiels d’inertie.

Il devenait alors nécessaire de modifier la mécanique de fagon qu’elle soit compa-
tible avec ce résultat : en d’autres termes, il fallait construire une nouvelle mécanique
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dont les lois fussent cov/{L} et non plus cov/{G} : les transformations de deuz ré-
férentiels d’inertie en translation rectiligne et uniforme l’un par rapport a l’autre ne
sont plus celles de Galilée mais celles de Lorentz.

La théorie de la relativité d’Einstein ou théorie de la cov/{L} se fonde donc sur

les deux postulats suivants :

Postulat 1

La vitesse de la lumiere dans le vide est une constante universelle ¢y dans tous
les référentiels d’inertie.

Postulat 2

Les lois de la physique (mécanique et électromagnétisme) sont covariantes par
rapport au groupe de Lorentz.

De ces postulats résulte en particulier que les lois de 1’électromagnétisme sont
considérées comme rigoureuses. D’autre part, du postulat de covariance résulte
qu’aucune expérience de physique faite dans un référentiel d’inertie permet de mettre
en évidence le mouvement de celui-ci par rapport a un autre référentiel d’inertie (ceci
est une autre formulation du postulat 2).

La mécanique cov/{G} a fourni suffisamment de preuve de sa validité pour qu’il
vaille la peine d’examiner l'ordre de grandeur des modifications qu’elle va subir.
Comparons pour ceci la transformation de Galilée

3 = g3 — ugt
t=t

avec la transformation spéciale de Lorentz. On constate que cette derniere (dans
laquelle t = 2% /cy) tend vers celle de Galilée si ¢y — oo, donc

lim L =d.

cp—00

Mais nous savons bien que ¢y # 0o, par conséquent, pour des vitesses tres petites
devant celle de la lumiere : v/cy — 0 et la transformation spéciale de Lorentz devient

/e .
‘3 =23 — ygt
1 _ Y0 .3
b= P +t,

lim L # G,

vo—0

et donc

ce que l'on oublie trop souvent! Toutefois le terme wvg/cy étant trés petit, la mé-
canique cov/{G} est exacte avec une bonne approximation tant que les vitesses
considérées sont faibles devant celle de la lumiére : ¢’est la son domaine de validité.
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Théoréme d’addition des vitesses

Une transformation spéciale de Lorentz est définie par un seul parameétre : nous
pouvons donc écrire symboliquement :

avec 'w = w + w.

Nous en déduisons immédiatement la loi d’addition des vitesses. En effet :

thw; + thws
=thw =th =
ﬁ “ (W1 * WQ) 1+ thwltth’

d’otl : -
— TP 2.2.8
b 1+ (106, (228)

B
— [
Q Q — 5
X
Fig. 2.2.4

On vérifie aisément que |5| < 1. Donc ¢y est en toute circonstance une vitesse
limate. Cette loi de composition des vitesses modifie donc considérablement la ciné-
matique.

2.3 Classification des vecteurs
et groupe de Lorentz complet

La classification des vecteurs se fait suivant le signe du carré de leur norme :

> (0 : vecteur spatial
gopa®a® =a*>{ =0 : vecteur nul (2.3.1)

<0 :vecteur temporel.
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1. Vecteur spatial

Fig. 2.3.1

Pour tout vecteur de type spatial, il est possible de trouver un référentiel {'z}
tel que ce vecteur s’écrit :

a=(0,42,0,0) ou a®=gn(a?)?=(a%%>0.

Conséquence : Si l'intervalle x1 — x5 de deux événements x; et x5 est un vecteur
spatial, il existe un référentiel {x} dans lequel ces deux événements ont lieu si-
multanément : v} — vy = 0. Remarquons que si x{ — z3 > 0, il n’existe pas de
transformation pour laquelle z] — 25 < 0 (cf. figure 2.3.1) : la causalité est sauvée!

2. Vecteur temporel

Fig. 2.3.2
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Pour tout vecteur de type temporel, il est possible de trouver un référentiel {"z}
tel que ce vecteur s’écrit :
a=(0,0,0,a"),

ot a® = gu(a*)? = —(a*)? < 0.
Conséquence :

Si l'intervalle de deux événements x; et x5 est un vecteur temporel, il existe un
référentiel {’z} dans lequel ces deux événements ont lieu au méme point 'ty = 7.
(cf. figure 2.3.2)

3. Vecteur nul

a® = |d?* — (a*)* = 0.

Ces vecteurs sont situés sur la nappe du « cone de lumiére » d’équation |7]? — (z4)? =
0; cette dénomination provient du fait que tout rayon lumineux issu du sommet se
« déplace » sur le cone supérieur (puisqu’en effet z* = cot).

Groupe de Lorentz complet

A la section 2.2. nous n’avons considéré que le sous-groupe continu des trans-
formations de Lorentz. Or le groupe de Lorentz {L} (groupe des transformations
pseudo-orthogonales homogenes) contient, en plus des transformations continues, les
opérations discrétes de réflexions par rapport a un point de ’espace a trois dimen-
sions P (ce qui change le sens du triedre d’espace) et de renversement du temps
T.

Une transformation L qui conserve le sens des vecteurs temporel (c’est-a-dire
qui conserve le signe de la composante temps de ces vecteurs) est dite ortho-chrone;
si elle en change le signe, elle est dite pseudo-chrone.

Une transformation L qui conserve le sens du triedre des trois axes d’espace est
dite ortho-chore; si elle en change le sens, elle est dite pseudo-chore.

Conséquence :
L, z 0 : transformation { gggll((){o_ chrone
det (L") z 0 : transformation { ng&(gl_o- chore.

Notations : Le signe + (—) caractérise une transformation ortho-(pseudo-)chore. Le
signe T () caractérise une transformation ortho-(pseudo-)chrone.

Classification

Il est pratique de décomposer le groupe {L} complet suivant le signe de L%, et
de det(L"). Nous aurons ainsi & considérer le sous-groupe conneze d lunité et trois
complezes associés (qui ne sont pas des sous-groupes !)

1. Le sous-groupe connexe a l'unité.
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Transformations ortho-chrones, ortho-chores
{L*1}: L% > 0; det(L%) > 0.

C’est le sous-groupe continu étudié a la section précédente; on I'appelle aussi le
groupe propre de Lorentz.

2. Les complexes associés.
A) Transformations pseudo-chrones, ortho-chores.
[LH]): L% <0; det(L%) > 0.
Ce complexe est formé des transformations :
Lt = TL'H,

ou
i

1.0

' =
=Tz : . .

xr =

~

—x*.
B) Transformations ortho-chrones, pseudo-chores
[L71]: L% >0; det(L?) <0.
Ce complexe est formé des transformations :
L' =pPL*T,

1.3

' = —x
' = Px : . .

it = x2.

ou :
i

~

C) Transformations pseudo-chrones, pseudo-chores
[L7Y: L™ <0; det(L%) < 0.
Ce complexe est formé des transformations :
I = P,
ou :
‘e = PTx =TPx: %= —z°.
Remarque. (2.1.2) implique que det(g.) = det(g..) (det(L".)* = det(g..), par consé-
quent (det(L".))? =1 et donc :
det(L®,) = +1.
La classification est résumée dans le tableau suivant :

sign(L4,) | sign(det(L")) | sign(det(L®,))

Lt +1 +1 +1
Lt -1 +1 -1
L7 +1 —1 -1

i — 1l ! +1
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Quelques définitions supplémentaires

Pour le cours de relativité restreinte, il est inutile de pousser plus loin I’'étude des
propriétés du groupe de Lorentz. Par la suite, nous aurons besoin, outre des tenseurs,
des quantités suivantes que nous définissons par leurs lois de transformations.

1. Quantité pseudo-chrone.
/CLlJla/ﬁ"'l)\m = SigH(LI44)Llaa Lﬁﬁ aoc 50{5...)\“. Lil)\/)\ .

Ezxemples :

Pour la transformation 7" :

@] U
a= — a /CL =a
@] U,
/az CLZ /&z — az
@] U
/CL4 — CL4 /a4 — _a4

2. Quantité pseudo-chore.
@B =sign(det(L)) Lo, L5 . a%Py L7

Ezxemples :

Pour la transformation P :

n
/
a

Pseudo-quantité D =0

@By = sign(det(L®,)) L, L5 . @By LT L

Les tenseurs habituels sont souvent appelés par opposition des quantités ortho-
chrones ou ortho-chores.

2.4 Contraction de Lorentz, ralentissement des horloges
et effet Doppler

Nous allons examiner quelques-unes des conséquences de la transformation spé-

ciale de Lorentz : )
!

'l — gl
/:17/2 — 2
58 = —L (43— gt)
L 11 B 62_ 3
= \/1_752( Bz’ +1)
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La transformation inverse étant :

1 - 1
5 = ——l_ﬁQ(x:S—f—ﬁt)
t=—21 (873 +4).

vV1— 32
1. Contraction de Lorentz

Dans le référentiel {’z}, nous supposons qu’il y a une barre immobile ayant pour
extrémités x; = 0 et vy = L ; la différence : ‘o — 'z = L représente la longueur de
cette barre mesurée par un observateur situé dans ce référentiel.

Par définition, on appelle longueur propre de la barre, la longueur L mesurée
dans le référentiel ou elle est en repos.

Pour mesurer la longueur de la barre depuis le référentiel {z}, un observateur
qui la voit se déplacer a la vitesse 3 doit relever a un instant ¢ (soit par exemple :
t =0) les coordonnées des deux extrémités dont la différence lui donnera la longueur
cherchée. Pour simplifier, choisissons 'origine 23 = 0 de telle facon qu’elle coincide
en t = 0 avec une des deux extrémités de la barre (cf. figure 2.4.1).

=0 ‘g3 =L 38
1 | ——
23 =0 z3 z3
Oi=0 =
Fig. 2.4.1

et donc
= -84 (2.4.1)
Par choix de lorigine, 3 = 0 coincide en ¢ = 0 avec U'extrémité z3 = 0. La coor-

donnée z3 de I'autre extrémité en ¢ = 0 est donnée par

Bl (L= (1-B)L =1L

V1—=p32 V1= 32
La longueur cherchée est donc
T3 — 0 = Lopparent = V1 — B2L. (2.4.2)

Nous constatons que tout objet semble raccourci dans le sens du mouvement.

Représentons ceci dans un diagramme d’univers (23, t). Soit :
)

%
2%, =12 —t? = L2
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( * signifie : cas d’une seule dimension spatiale). Le lieu des vecteurs spatiaux x®,
centrés en 0, de longueur propre L est une hyperbole. Soit alors notre barre de
longueur L dans son référentiel de repos {"z}; les intersections des lignes d’univers
't =0 et v = L avec 'axe x nous donne Lapparent-

t 7,

=0/ "vr=1L/,
V2 _ 12 — [2
) 7 /:L,
, L
“Lapp-q a:
L
Fig. 2.4.2

2. Ralentissement des horloges

Considérons une horloge fixe, placée a l'origine dans un référentiel {’xr} et don-
nant pour un observateur placé dans ce référentiel une période 7.

Par définition on appelle temps propre de I'horloge, le temps mesuré par un
observateur fixe par rapport a elle.

On aimerait mesurer cette période a partir du référentiel {x}; pour ce faire,
I'observateur dispose de deux horloges synchronisées et comparera leurs résultats
avec ceux de I’horloge qui se meut par rapport a elles avec la vitesse 3. Choisissons
nos coordonnées de telle facon qu’au temps 4 = 0, nous ayons : t = 0 et 2> = 0; en
conséquence, pour t = 0, t = 0 (choix de l'origine) et pourt =T, ¢t = (1/+/1 — )T,
d’ou :

T
=0 = Ty = — (2.4.3)

S

LN

X

3

O@O i : . O@O
® o G €
Fig. 2.4.3

Nous constatons qu'une horloge semble retarder lorsqu’elle est en mouvement.

Pour représenter ce phénoméne dans un diagramme d’univers, introduisons
*
2, = 22 —t? = —T>.

qui représente le lieu des vecteurs temporels de période propre T'. Ensuite nous
opérons de facon analogue au paragraphe 1 ci-dessus :
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Fig. 2.4.4

Nous arrivons a la conclusion particulierement importante que, en théorie cov/{L},
le temps perd son caractere absolu.

3. Relativité de la simultanéité

Lorsque deux (ou plusieurs) événements ont lieu simultanément dans un réfé-
rentiel {z}, ils ne sont en général pas simultanés dans un référentiel {’z} de vitesse
(3 par rapport au premier.

Q D D @

Fig. 2.4.5

Soit t = 0, 'instant de la simultanéité dans {z}. Alors

1
t=0=——(B8%*+%) etdonc t=-8'

Vi

Mais

et alors on a :

—B

b= 2 4320

Vi-®

Dans un diagramme d’univers, figure 2.4.6 en page suivante, ce phénomene est im-
médiatement visible.
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Fig. 2.4.6

4. Effet Doppler

25

Rappelons qu’on appelle effet Doppler la variation de la fréquence d’une onde
¢électromagnétique émise par une source qui se déplace par rapport a l’observateur,
relativement a la fréquence dite fréquence propre wy (par définition), et qui est me-

surée dans le référentiel ou la source est immobile.

Etablissons d’abord ’équation d’onde électromagnétique sous forme cov/{L}.

Nous partons des équations de Maxwell :

aaBm + 8537(1 + a,yBa/@ = (0
0B = —j°  (dans le vide : H*® = B*P)

On pose par définition :
9 = gaﬁaﬂ

et on appelle d’alembertien, 'opérateur [ suivant :

&
0°0, = 9" 0,0, = > _(9)* - 4 = .

1
En appliquant I'opérateur 0 a la premiere équation de Maxwell il vient
OBy + 05(0“ Bya) 4 05(9” Bag) = 0,
Iy —JB

d’ou I’ équation d’onde :
UBgy = —03jy + 04

et, s'il n’y a pas de sources (jo, = 0),
OBg,(z) = 0.
L’équation (2.4.6) admet pour solution, les ondes planes périodiques :

Bpy (@) = ey cos(k, ).

(2.4.5)

(2.4.6)



26 Contraction de Lorentz, ralentissement des horloges et effet Doppler

En substituant dans (2.4.6), nous obtenons
—k%q Bgy(x) = 0,
——
#0

et donc .

k%ko = || — (E*)2 = 0. (2.4.7)
On remarque que k“ est un vecteur nul dont la partie spatiale k est le vecteur d’onde
et la partie temporelle k* = w est la fréquence cyclique. Nous avons en effet :

cos(k, z) = cos((k, T) — wt)

et (2.4.7) donne w = .

Supposons maintenant que dans un référentiel {x}, une source immobile (an-
tenne) émette une onde plane

Bg,(x) = €y cos(k, z).

Dans le référentiel {z} en translation [ par rapport au premier, cette onde sera
décrite par

‘Bgy () = €y cos(k, ).
On se propose d’examiner la variation de la fréquence qui se produit lorsqu’on passe
d’un référentiel a ’autre. Nous ne traiterons pas le cas général, mais les deux cas
extrémes suivants.

a) Effet Doppler longitudinal : la source de fréquence propre w = wy est fixée a
l'origine du repere {'r} et se déplace donc, cf. (2.2.7), a la vitesse 3 par rapport a
I'observateur situé par exemple a l'origine du repere {x}.

Si la source est dans la région des x positifs, alors
k=1(0,0k3 = —w,w).

Il en résulte

1 1 1+
Kalw=w=— (P +tw)=——— B+ 1w=4/— L w.
La fréquence observé wq,s = w est donc
1-p
obs — = . 248
Wobs =W =11 50 (248)

On constate qu’elle est plus faible que la fréquence émise si 5 > 0 (éloignemeent) et
plus grande si § < 0 (rapprochement).

b) Effet Doppler transversal : toujours avec les mémes notations, 1’observateur re-
)
¢oit 'onde en provenance d’une direction perpendiculaire a la vitesse de la source.
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Par exemple, la source se trouve au point (0, 2% > 0,0) et alors
k=(0,ky =—-w,0,w).

Dans ce cas 1

1
=it = e
Wobs = w = v/1 — B2 wy. (2.4.9)

Si 'on considere la période observée (T = 27 /w), il vient alors

et alors

1
Tops = ———=1.

-

Dans ce cas particulier, 'effet Doppler est uniquement di au ralentissement des
horloges, cf. (2.4.3). Rajoutons que cet effet Doppler transversal n’est pas prévu par
la théorie classique.

étoile x — 3
wo

(uﬂ détecteur

Fig. 2.4.7

2.5 Tenseur quantité de mouvement-énergie

Ainsi que nous 'avons déja dit, nous sommes arrivés a la conclusion qu’il était
nécessaire de construire une physique cov/{L}. Nous connaissons déja 1’électroma-
gnétisme, reste donc la mécanique et plus généralement la thermodynamique que
nous étudierons au chapitre suivant. A la section 1.3 nous avons établi la forme
cov/{A} (donc & fortiori cov/{L} ) des équations de conservation pour le systeme
électromagnétique. Nous avions trouvé, lorsque B(5u0st) 4 y3(em) — 530

aaTaﬁ = ké

Si le systeme électromagnétique est fermé : (™) = 3. c’est-a-dire sil n’y a pas
de source de champ, alors :

j*=0 et kj=—j*Bas=0
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et donc
aaTaﬁ = O

Une telle équation de conservation n’est pas caractéristique de 1’électromagnétisme;
il doit en exister une pour tout systeme fermé. En particulier cela doit étre vrai pour

le systeme :
Z(()tOOt~) _ E(subst.) + Z(em.).

Il est donc possible de construire un tenseur densité d’énergie totale T(t"t')"‘ﬂ tel que
aaT(tot.) aﬁ -0

avec
T(tot.) aﬁ déf Taﬁ L T(SUb5t~) a,@' (251)

En effet, la fermeture du systeme s’exprime par
(em.) (subst.)

subst.

1l suffit donc de construire 7'¢ )0‘5 de telle sorte que

subst.) o subst.
Qo Tt g = bt

, 0 0 tot. o .y 0 o ,
pour que I’équation de conservation pour E(()OO ) soit vérifiée. De ceci il résulte que

BTt g = kL. (2.5.2)
Ce sont les équations de conservation pour le systéme substantiel L(540st) ké est ici
la densité de force extérieure. Par conséquent, une fois choisies les variables d’état,
les équations (2.5.2) fournissent les équations de mouvement du systéme substantiel :

ce sont les équations fondamentales de la mécanique cov/{L}.

Le probléme est maintenant de construire le tenseur 7(sust)

rons cecl a la section suivante.

%g; nous examine-

Il est encore nécessaire de définir les quantités exprimant [’état mécanique des
systemes de dimension finie. Une fois ces quantités définies, il s’agira encore d’ex-
primer leurs lois de conservation, ce qui nous fournira une formulation cov/{L} du
premier principe de la thermodynamique.

En mécanique prérelativiste (cov/{G} ), ces quantités sont I’énergie H, la quan-
tité de mouvement II; et le moment cinétique M;;.. Elles sont définies comme des
fonctionnelles de grandeurs (volume V() occupé par le systéme, densité caractéris-
tique, etc.) qui sont des fonctions du parameétre ¢ (le temps).

De telles définitions sont inacceptables en théorie cov/{L}, principalement du
fait de la relativité de la simultanéité. 11 n’est plus possible de faire jouer au temps le
role d’un parametre privilégié. En effet, si nous définissons une telle quantité dans un
référentiel, cette remarquable propriété de simultanéité de tous les points du systéme
disparait des que l'on effectue une transformation de Lorentz, donc deés que nous
changeons de référentiel. Pour disposer d'une véritable définition cov/{L}, il faut



Groupe de Lorentz 29

introduire des grandeurs non pas fonctions du temps mais fonctionnelles de surfaces
7(y) = 0 a normales do,(y) temporelles dans l'univers (le 4-espace (z', 2% 23, cot)).

4
v =t (doado®)(y) < 0

Fig. 2.5.1 Le tube a cloison spatiale représente le systéeme fini dans
I'univers

Si nous utilisons dans nos définitions le vecteur do,(y), nous introduisons une
dissymétrie inadmissible relativement au renversement du temps 7' € {L}. En effet,
si deux référentiels se déduisent I'un de 'autre par la transformation 7', dans I'un le
coté (+) de do, serait dirigé vers x* = +00, tandis que dans l'autre, il serait dirigé
vers ot = —o00. Tous les référentiels devant étre équivalents, cette dyssymétrie doit

étre ¢éliminée. On y parvient en utilisant le vecteur temporel pseudo-chrone d ga(y).
En effet :
si t=Tr = ,dg'4: d5'4

¥ T(y) =0

Fig. 2.5.2

De plus d ga étant temporel, il existe un référentiel tel qu’en un point y au moins
nous ayons :

do, = (0,0,0,doy = d*V)
d®V étant I’élément de volume tridimensionnel usuel & condition que doy, > 0, ce

que nous supposerons. Nous utiliserons donc I’élément de surface d ga(y), tel que :

(dGu,do®)(y) <0 avec doa(y) > 0.

Pour terminer ces généralités, ajoutons qu’un systeme quelconque devant étre com-
pletement défini par son tenseur 7%(x), les quantités que nous allons définir pour
le systeme fini ne devront dépendre que de la surface 7(y) = 0 et de T%(x).
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Définition de la quantité de mouvement-énergie

On appelle quantité de mouvement-énergie d’'un systeéme, le vecteur pseudo-
chrone

Y def U e
W / (d5.T%) (). (2.5.3)
7(y)=0
@]
Vérifions d’abord que I3 est bien un vecteur pseudo-chrone :
/ﬁ _ dU /T’oz LY g L/4 du L—la L—lﬁ T’a /
B = (do'T")(y) = sign(L*)doa L% L™ "3 T"% ) (y)
'r('y)=0 'r("y)=0
: 4\ ;Y 7-18 a : 4NT-18 T4
= <81gn(L 4)doo L™ P T 5) (y) =sign(L*,) L™ Pl .
7(y)=0

Loi de conservation

U
Etablissons la loi de conservation de Ilz. Soient 7'(y) = 0 et 7”(y) = 0 deux
surfaces ; formons la différence

I ] - o) = |

™' (y)=0

wéaT%xw—i/ (@5 T%)(v).

7' (y)=0

Fig. 2.5.3

Nous pouvons relier ces deux surfaces au moyen d’un « cylindre » extérieur au
tube (ce qui est possible vu la dimension finie du systéme). Pour cette surface fermée,

nous choisissons I’élément de surface do&™*(y) tel que (cf. figure 2.5.3)

U
1" . Tt
sur T c ot =do,

U

/ : ext. _
sur T cdolt = —do,

sur le cylindre  : do®* : c¢oté (—) dirigé vers le tube.

Alors, puisque par construction, 7% = 0 sur le « cylindre », nous avons

ﬁﬁhﬂ——ﬁﬂhﬂziﬁ (dos™ T%) (1)

rext.
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et, par le théoreme de Gauss,

Iy (] — Ty [7] = / (dV,T%) (x).

:EEText'

Si le systeme est fermé, soit ¥ = ¥y, nous savons que :
8aTaB(w) = 0,

par conséquent pour un tel systéme on a bien

I, [r()] = IT,. (2.5.4)

On a ainsi prouvé que la quantité de mouvement-énergie d’un systéme fermé est une
grandeur conservée ; cette propriété de conservation sera par la suite représentée par
I’adjonction d’une prime.

Sa valeur est alors indépendante de la surface 7(y) = 0; il devient alors possible
sans sacrifier la généralité de choisir une surface particuliere 7(y) = (y*)* — 2 = 0
sur laquelle :

*

do, = (0,0,0,dV)
et alors .
M, — / (V T%)(@).
Puisque par définition de T :

T4i = T
T44 = ha

nous retrouvons les définitions prérelativistes de la quantité de mouvement et de
I’énergie :

U

I, = / (V) (@)

T

H=1l, = /(d3Vh)(x)

Donc, (2.5.4) est la formulation cov/{L} du premier principe de la thermodynamique
pour la quantité de mouvement et [’énergie. Nous avons donc
U &
Il = (II,H). (2.5.5)
u
On constate que IIz est un vecteur temporel ; en effet, la condition imposée de signe
positif (strictement) de la densité d’énergie implique h > 0 et donc H > 0, et il
existe un référentiel pour lequel :

@]

@]}
My = (0,'H).
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Lors du renversement du temps (‘z = T'x) nous avons :

p=1
0=-
'H = .

u
H
II

U
Ainsi on constate que le caractere pseudo-chrone de Il est nécessaire si I'on veut
conserver une définition positive pour 1’énergie.

Remarque.

Nous devons bien écrire (par exemple) :
U

et non (bien que x = (Z,t)) :

I, — / (@v@mn),

comme en description prérelativiste d’Euler. Ceci est dii aux équations de conser-
vation 0,17 = 0, qui ne contiennent pas de termes de convection. En effet, dans
I'univers, la description est purement « statique ».

2.6 Moment cinétique-centre d’énergie

Définition
On appelle moment cinétique-centre d’énergie d'un systeme fini, le tenseur pseudo-

chrone :
)]

w@ﬁﬂﬂqﬁ/}F;wa@wa%@»—%Tn@». (2.6.1)

Loi de conservation
U @]
Etablissons la loi de conservation de M ,,. Nous opérons comme pour Il :

J\ULW (7] — JL\JLW [7'] = ]{ Ao (y) (v, T — 4. T%,) (v)

CEid / d4V(x)8a (qua,, — a:',,Tau) ().
:EETEIt‘

Or, d'une part, 0,2, = gou et, d’autre part, pour un systeme fermé ¥ = 3¢, on a
0,1 = 0. Donc

Mol = Ml = [ V@) (50T = 90 T%) (@)

IETezt‘

N /e ext. d4v<x) (T’“’ B TVM) (m) = 0.
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Ainsi nous constatons que la conservation du moment cinétique-centre d’énergie d’un
systeme fermé

@} @} p
My, [r()] =M, (2.6.2)
exige la symétrie du tenseur T, :
def
IRt n)) = Tl = ) an)) (2.6.3)

U
Si (2.6.3) est vérifiée, alors M .4 est indépendant de la surface 7(y) = 0. Comme pour
la quantité de mouvement-énergie, nous choisissons alors une surface particuliere
telle que

J\U4,w = / &PV (y)(y.b*, — 0" ().

Alors
U 3 4 4
Mm:/demwk—memw

= /d?’V(y)(yﬂTk — yemi) (Y),

.
et nous retrouvons la définition prérelativiste du moment cinétique. Ensuite

Mmz/fV@MWi—mﬁXw

T

- /d?’V(y)yih(y) L.

T

Puisque I'énergie H est conservée, nous pouvons introduire la définition suivante :

@]
on appelle centre d’énergie d’un systéme le point Z (t) défini par

O % (BVER)(E, 1) (2.6.4)

et alors :
U

U @) @] ,
& U
Donc, en posant M = {M 4}, nous avons

U ]
U T M
Z)= —t+ —. 2.6.5
z (t) it g (2.6.5)

@]
° v 2, .
La vitesse v du centre d’énergie est une constante valant :

U
b
(%

(2.6.6)

=) =i
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Nous avons donc la décomposition :

U u

U — —
M. = (M,C). (2.6.7)

U
H
Le vecteur C' apparait comme une généralisation cov/{L} du moment cinétique du
premier ordre prérelativiste.

Lors d’un renversement du temps, nous avons :

U U
= «—
M=-M

U U
R —

C=-C

Donc si la condition de symétrie T}, = T{,,) est remplie, les équations 0,7 (x) = 0
constituent une formulation cov/{L} du premier principe de la thermodynamique

pour le moment cinétique.
@]

«—
Par les formules ci-dessus, nous constatons que la conservation de C' n’apporte
U
rien de plus qui ne soit déja contenu dans les lois de conservation de I1g. Nous allons

U
maintenant apporter quelques compléments a 1’étude du tenseur M ,g3.

Les trajectoires du centre d’énergie sont, en vertu de (2.6.6), des droites. De
méme, puisque la vitesse est constante, voir (2.6.7), leurs lignes d’univers sont éga-

lement des droites. Le centre de masse (CM) décrit une droite toujours inclinée a
plus de 45°.

X
/.T4 )
y 7=0t+ 03
) ’ /$Z
/ 2!
Fig. 2.6.1

Dans un autre référentiel,
e I W74 T4 rraB . Trik
si M =0 alors 'M** =sign(L*)L", L5 M* #0 si M™ #0

et donc la trajectoire du (CM) dépend du référentiel : les droites Z = ¥t + § sont
paralleles a la droite 4 du référentiel.

2.7 La matiere poudreuse

La matiere poudreuse est le fluide le plus simple qu’on puisse imaginer, plus
simple que le fluide parfait car il n’y régne aucune tension.
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1. Cas prérelativiste

La matiere poudreuse est définie de la fagon suivante :

T, = T,
el
p 5m|v|2 (2.7.1)

i def

et done :

k k

a" = —7*9" = 0 : pas de courant de travail

¢" =0 : pas de courant de chaleur

Les seules variables d’état sont par conséquent la densité de masse m(7,t) et la
vitesse v; (T, t) et les équations de mouvement se réduisent a :

2.7.2

Postulons encore pour cette matiére une densité de charge électrique ¢(,t) et
restreignons-nous au cas ou la densité de force extérieure k; est celle de Lorentz
uniquement, soit :

=
@

Une maniere simple de réaliser I’équation de conservation de la charge
est de postuler :
q=am,

ou o est la charge spécifique (charge par unité de masse). La conservation de la
charge découle alors de celle de la masse.

Le mouvement de la matiere poudreuse est alors donné par la famille de trajec-
toires Z = Z(t), solutions de 1'équation de mouvement

d*Z(t) = rdZ <
—o( E [—AB] 2(t), 1). 2.7.3
—2 =o(E+[Z A B]) w0 (273
Si le second membre est nul (par exemple si o = 0), alors les trajectoires sont des
droites.

Il est possible de transposer ce résultat au mouvement d’une particule définie
par ¥(Z,t) = cte 1la ou m(#,t) = cte. Nous n’insisterons pas sur ces choses bien
connues.
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2. Cas relativiste (cov/{L})

Dans 'espace-temps, nous commencons par définir le champ vectoriel temporel

et normé
(wew®)(x) = —1. (2.7.4)

Définition. Toute ligne d’univers d’un point matériel d’équation
¢ = 2z%\)
appartient a la famille de solutions de I’équation différentielle

dz*(A) .
—— =w(z(N)). 2.7.5
A _ ) (2.75)
Donc w*(z(A)) est le vecteur tangent en chaque point de la ligne d’univers z® =
2%(A)). Une telle ligne est temporelle, c’est-a-dire qu’elle est située a U'intérieur de
tout cone de lumiere dont le sommet est situé sur elle. Ceci traduit simplement le
fait que la vitesse d’un point matériel est inférieure a celle de la lumiere.

Apres avoir posé cette définition, nous allons maintenant chercher a interpréter
w® et le parametre .

Dans ’espace physique a trois dimensions spatiales, la trajectoire z° = 2°(t) est
solution de I’équation différentielle

dz'(t) _
= v(et),

olt v¥(2(t)) est la vitesse du point matériel et ¢ le temps.

Donc, puisque t = z#,

dzt  dz* d2 / dz* Wt

)

At dr dx/) dn ot
c’est-a-dire
& = w'i. (2.7.6)
D’autre part, puisque :
W we = |G — (W2 = -1
on a
(W)? =1+]@)* =1+ ()7
et donc ]
(wh)? = Tz avec v? = |v]2
Par conséquent :
U 1
S R S (2.7.7)

V1—0?’ V1—0?

Le vecteur w*(z) est alors appellé quadrivitesse (pour abréger, nous 'appellerons
souvent vitesse).
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Futur, passé et ailleurs

Pour pouvoir donner une signification aux signes + dans (2.7.7) il est nécessaire
d’introduire les notions de passé et de futur d’un point-événement xy = (x}, z3)

4
€T ,.774

futur de xg

o
ailleurs de xg ailleurs de xg

passé de xg x

Fig. 2.7.1

Nous définissons le futur de xo comme 'ensemble des points-événements z tels
qu’'un signal émis de xg puisse leur parvenir. Comme la vitesse limite est celle de la
lumiere, ce domaine est constitué du cone de lumiere d’angle d’ouverture dirigé vers
2t = +00; le passé de o sera défini comme étant I'ensemble des points-événements
tels qu'un signal émis par I'un quelconque d’entre eux atteigne xg; ce domaine est
donc constitué du cone de lumiere d’angle d’ouverture dirigé vers z* = —oo (cf.
figure 2.7.1).

Ces définitions de futur et de passé d’'un point-événement sont absolues (pour
le groupe de Lorentz propre). Il est en effet impossible par une transformation de
Lorentz propre d’amener un point-événement x du passé au futur et inversément
(cf. figure 2.7.1). Le domaine des points-événements extérieurs aux cones de lumiere
est alors appelé I'ailleurs absolu.

Revenons maintenant a la quadrivitesse.
Quadrivitesse et temps propre

Référentiel de repos en un point.
On appelle référentiel de repos en o un référentiel {z} tel que :
Ww? (o) = (0,0,0,w™).
Puisque w*w, = —1, on a
W £ +1.
Les deux possibilités () définissent les référentiels ortho-chrones ou pseudo-chrones.

De fagon plus générale, nous introduisons la classification suivante selon que w® est
pointé vers le futur ou vers le passé de z :

wi(z) = { z 0 dans un référentiel { gléglll(()i_o— chrone,

ce qui peut encore s’écrire en introduisant la fonction sign :

sign(w(z)) = { _% dans un référentiel { ggg%%‘o_ chrone.
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Fig. 2.7.2 Fig. 2.7.3

Les deux référentiels se déduisent 1'un de 'autre par la transformation 7' € {L}
suivante
W' =Tw' = W'
o = T = =,

Nous verrons au chapitre suivant qu’il existe une définition thermodynamique pour
ces deux types de référentiels.

Remarque.

Certains choisissent une métrique de signature signat(g. ) = (—1,—1,—1,1);
alors le vecteur temporel normé w® est ici : w*w, = +1. Au chapitre 3, nous consi-
dérerons le cas ou

W, = —€; =1,

et nous en déduirons la signature de la métrique par des considérations thermody-
namiques.

Temps propre

Reste a interpréter le parametre A. Pour ceci, commencgons par nous placer dans
un référentiel local de repos, pour lequel, par définition, on a

o % = / * o /.
W=0; Ww*=41=sign(w).

~

x .
Ipe4 .
S w
/// /:L,’L
7
Fig. 2.7.4
Par conséquent :
1,4 /
d=, _dt _ Ww* = sign (W)
d\ d\
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et donc
dz* = d't = dX - sign(Ww™). (2.7.10)

On interprete A comme étant le temps propre au point matériel.

Etablissons maintenant la relation qu’il existe entre temps propre et temps co-
ordonnée dans un référentiel ou le point matériel est en mouvement. (Par temps
coordonnée z* = t, nous entendons le temps propre de toute horloge fixe dans ce
systeme de coordonnées). Nous avons :

Wwe = —1 = (W2 (v* — 1)
et donc it |
4_ at . 4
wh= o = sign(w )m
et

dA
ce qui constitue la généralisation pour le groupe de Lorentz complet de ce qui a été
établi a la section 2.4 pour le sous-groupe continu.

dt = sign (w?) (2.7.11)

Les périodes de temps finies s’obtiennent par intégration de (2.7.11).

1,‘4

T .~ To<T

Fig. 2.7.5

Propriétés de la matiére poudreuse

Nous pouvons maintenant passer a I’étude de la matiére poudreuse. Par induction
du cas prérelativiste, son tenseur densité d’énergie est défini par

6°%(z) = (mw*wP)(x). (2.7.12)

Un tel systéme substantiel est donc décrit par cing variables d’état dont quatre sont
indépendantes (puisque nous avons la relation de normalisation w*w, = —1 et une
d’elles toujours supposée non négative : m > 0 (cf. chapitre 3).

La fluzion substantielle est la grandeur f(z) définie par :

e def d o
f@) S S pe0) | = @), (2.7.13)
dA x=2z(X)
Comme w®w, = —1, on a w*w, = 0 et, par conséquent, w* étant un vecteur tempo-

rel, la quadriaccélération w® est un vecteur spatial.
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A) Cas de la matiére poudreuse libre

Par « libre » nous voulons dire que le systéme X(54¥st) est fermé, par conséquent :
0a0°%(2) = 0.
Montrons que dans ce cas, le champ scalaire m(x) est conservatif.

08" = 0y(mw*)wP + muw*0uw”
= Op(mw®) WP + mdP =0

et done
wg 0,0°° = —p(mw®) +0 = 0.

On définit le courant qui sera interprété par la suite :
7% mwe. (2.7.14)
Nous obtenons donc I’équation de continuité
Bajpr =0 (2.7.15)

et par suite
9,08 =0+ muwP =0,

ce qui nous fournit les équations de mouvement (des w®) pour la matieére poudreuse :

_d22P(N)

WP (z(X) = — o =0 (2.7.16)

Ce sont les équations de la famille de droites d’univers z® = 2z*(\) = a®\ + b™.

@]}
A T'aide de j§; nous définissons la grandeur M suivante :

@]
M{r] & /dgajjg. (2.7.17)
U
Gréace a I’équation (2.7.15) nous constatons que M]...] est conservée. En effet :

- " o / U g S ext ra
M[T ]_ M[T] = daa]M - daa]M = dO’a Jm

T

= / d*V daj5; = 0.
rETERE ~—~

=0

U
Comme M. ..] est indépendant de la surface 7(y) = 0, nous savons qu’il est possible
de choisir sans perte de généralité une surface 7(y) = (y*)? — A2 = 0 telle que :

@]
M= /d3Vj3‘4 = /d3vmw4
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et, puisque en vertu de (2.7.16) w* est constant Yy € 7, il vient :

U
M = w4/d3Vm . wiM,
et donc, dans le référentiel de repos, il vient

U " p

M = sign('w*) M. (2.7.18)

U

Donc, m(x) > 0 s’'interprete donc comme la densité de masse au repos et M comme
la masse du systéme L“st) En conséquence, j§; est le courant de la masse et
I'équation (2.7.15) est I'équation de conservation de la masse.

Nous allons déduire de ces résultats une conséquence capitale. Par définition du
tenseur densité d’énergie, nous avons :

oL h=m (W >0 (2.7.19)
et dans le référentiel de repos :
h=u=m (2.7.20)

ce qui constitue une égalité (co = 1) universelle entre la masse et l’énergie de repos.
L’inertie est donc une propriété de ’énergie ; ¢’est la un résultat nouveau totalement
inconnu de la mécanique prérelativiste. (2.7.20) est la formule d’Einstein (E = Mc3).
Nous allons maintenant déduire de ces équations la dynamique de la particule (libre).
Celle-ci est définie dans une portion d’espace dans laquelle w®(z) = cte. Alors :

U U U U
" = /doaea“ - /daamwﬂ = Muwh.

T

@]
ou M est la masse de la particule. Nous avons donc

U u U U Y ) ) U,
m* = Mw*; TI*1I,= |I1|* — H* = — M~, (2.7.21)
Y
ou Il est la quantité de mouvement et H 1’énergie de la particule.
U

IT et H peuvent donc s’écrire :

U

— U '17
I=M— 2.7.22
T ( )
H—H4—]UWW4—]UW—_1_—<]UW+1]U\4U2+ )>0 (2.7.23)
—II¢ = - — = ; : 7.

Pour des vitesses |U] tres petites devant celle de la lumiére, nous retrouvons le terme
(1/2)Mv? de I'énergie cinétique prérelativiste (ajoutée a 'énergie de repos).
Les équations de mouvement de la particule libre sont encore les équations
(2.7.16) '
WP =0; Cclest-a-dire: 7(.) = 0.
Les trajectoires de la particule libre sont des droites et la vitesse est constante. Nous
retrouvons bien un résultat trivial de la mécanique prérelativiste.
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B) Cas de la matiére poudreuse dans un champ électromagnétique

Nous examinerons maintenant le cas ou le systeme total, fermé, est constitué du
systéme substantiel (matiere poudreuse) et du systéme électromagnétique :

Z(tot.) — E(subst.) + Z(em.).

Il existe donc un tenseur densité d’énergie totale )8 tel que :

aae(tot.)aﬂ — aa<9(subst.)aﬁ + 9(6m.)aﬂ> -0

et donc
aag(subst.)oaﬂ _ _aae(em.)aﬂ.
Mais
_aag(em-)aﬁ — kﬁ
et
ky = —j&B.".
Donc :

aae(subst.)aﬂ _ aa(mwoz)wﬂ + mdjﬁ — —j(agBaﬁ

et, en contractant avec wg, nous obtenons
wﬁﬁaﬁ(sub“')o‘ﬁ = —u}/ngaBaﬁ = —wﬁngaﬁ.

Il s’agit maintenant de préciser la nature des propriétés électromagnétiques de la
matiere poudreuse ; nous postulons pour ceci 'existence d’une densité de charge au
repos q(z) et admettons (hypotheése électronique de Lorentz) que [’électricité est
attachée a la substance. Par conséquent nous avons :

Jg = qw™. (2.7.24)
Remarque. Au chapitre 1, nous avions posé (1.2.4)
i6 =4,
tandis que, par (2.7.24), nous avons
Jg = aw".

Il y a un risque de confusion du fait que nous avons négligé de changer de notation.
Peut-étre eussions-nous dii écrire (2.7.24) comme :

Jo = Qow?,

ou l'indice 0 spécifierait que la densité est celle de repos.
Gréce a la définition (2.7.24), il vient

jgwﬁBag = qw(o‘w’g)B[am =0
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et donc
wﬁaae(subst.)aﬂ — _aa(mwa) —0.
La conservation de la masse est encore réalisée.

Une maniere simple de réaliser la conservation de la charge électrique

= U .o
Q= [ dssg,
7=0
qui s’exprime par ’équation (1.2.6) :
aozjg = 07

est de poser :
q(z) = om(z), (2.7.25)

ou o est la charge spécifique, supposée constante. Alors
Jg = 9Jnm
et
Oajg =0 découle de  Dnjy = 0.
L’équation de conservation 0,0(ubst)ef — k‘g devient alors
ma® = —qwaBaﬁ

c’est-a-dire

WP (x) = —0(waB*?)(z). (2.7.26)
Ce sont les équations de mouvement de la matiére poudreuse dans un champ élec-
tromagnétrique.

Nous allons les transcrire sous forme tridimensionnelle :

i 4 g dwiﬂ
YT T dt an
Mais : , .
dw® d sign (w) v*
dt @\ A 2
et, par (2.7.11),
dt A 1

= w* = sign(w?)

d\ V1—02

On arrive donc a

1 i(sign(w‘l)vi)
V1I—02dt\ 1—02 /)

W' = sign(w?)
D’autre part :

—owy,B* = —O'<W4B4i + kaki) = —gw? (Bgf + kaki).
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Mais
By = By =—By=—E;
et
v B* = —[7 A B,
donc
, 1
—ow,BY = gsign(w?)——(E; + [¢ A B]*

et Iéquation w' = —ow,B* devient

4 (g (W) d (E +[¢ A B)) (2.7.27)

— [ sign(w*)— ) =0¢ U : .

dt & /1 — 2

De I’équation (2.7.27), nous allons déduire 1’équation de mouvement d’une par-
ticule dans un champ électromagnétique. Il suffit d’introduire :

U U
ou @) et M sont la charge électrique et la masse de la particule. En vertu des équations

de conservation : 0,59 = Oajir = 0, ce sont des grandeurs constantes au cours du
mouvement.

L’équation s’écrit alors

%(l\% sign(w4)\/%v2> = é(ﬁ + [ A B])

mais, par (2.7.22), elle devient

—

11 = sign(w") Q (B + [ 7 B). (2.7.28)

Remarque. Pour conserver la forme prérelativiste de la quantité de mouvement,
certains ont introduit la « masse relativiste » M, = Mw?*; alors Il = M,y ¥. Ceci
n’a pas beaucoup d’intérét dans une théorie strictement cov/{L}.

Pour terminer, nous allons rapidement examiner l'effet du renversement du
temps T sur les quantités figurant dans (2.7.28) (équation qui est bien entendu

cov/{L}).
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Nous avons :

4 = gt
5 o
m=-1I
T=7
/U U
Q=-Q
'E=E : le champ électrique ne change pas de signe

~

= B : le champ magnétique ne change pas de signe
R = sign (1) Q' = B

1F(m.) o ) NI A R _ 17(m)

K'™) =sign(w®)Q[UA'B] = K'™.

Les forces ne changent pas de signe (donc l'accélération de la particule non plus).
La trajectoire reste donc la méme.

En conclusion, nous pouvons dire que la matiére poudreuse, aussi peu physique
qu’elle soit, nous a permi d’obtenir facilement des résultats importants. Tout d’abord
elle nous a permi de déduire toute la mécanique cov{L} de la particule.

En particulier, nous pouvons constater que I’équation de mouvement (2.7.28)

cov/{L} s’éloigne beaucoup de I’équation (2.7.3) prérelativiste pour les grandes vi-
tesses (a cause du terme 1/4/1 — v?).

Ensuite nous avons pu mettre en évidence [’inertie de l’énergie, qui est un résul-
tat capital pour la compréhension de la physique nucléaire. En revanche, la conser-
vation de la masse est accidentelle a la matiere poudreuse et ne présente pas un
caractere primordial (cf. chapitre 3).

Signalons que le modele de la matiere poudreuse donne de bons résultats lors-
qu’on considere un fluide trés peu dense (par exemple la densité des étoiles dans le
ciel).






CHAPITRE 3

Thermodynamique

du fluide relativiste

Présentation

Le deuxieme et le premier principe sont tout d’abord énoncés aux sections 1
et 2. Le fluide parfait est ensuite étudié a la section 3. Les viscosités transversales
et longitudinales font 'objet des sections 4 et 5. On montre en particulier que la
métrique de l'espace-temps possede une dimension privilégiée. La conduction de
chaleur est alors examinée a la section 6. Un résumé de thermodynamique du fluide
fait ’objet de la section 7. On étudie ensuite a la section 8 les conditions d’extremum,
et la vérification des équations de mouvement est faite a la section 9. Les conditions
de maximum sont étudiées a la section 10 et le chapitre se termine (section 11) par
I’étude de 'approximation linéaire.

3.1 Deuxieme principe

Tout d’abord précisons que la définition d'un systeme reste celle de la section
2.5; sl est de dimension finie (ce que nous supposerons), il est donc caractérisé dans
I'univers par un tube du genre temps.

La thermodynamique cov/{L} se heurte des le départ a une difficulté sérieuse :
Iimpossibilité de séparer sans équivoque le travail et la chaleur (cf. section 3.6). La
notion de systeme adiabatique > = ¥y devient quelque chose d’assez peu précis, et
il est impossible de 1'utiliser dans 1’énoncé du deuxieme principe. Nous sommes pour
cela dans I'obligation de nous limiter au systéme fermé ¥ = Y (c’est d’ailleurs une
condition nécessaire pour I’énoncé du principe d’équilibre!).
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Deuxiéme principe

Pour tout systeme X, il existe une fonctionnelle extensive pseudo-chrone :
Y % def U .
SIr(),5s()] = " (doajs)(y) (3.1.1)
7(y)=0

appelée entropie, qui, s’il est fermé : 3 = ¥y, satisfait aux conditions suivantes :
a) Principe d’évolution :

U
S1...] est une fonction monotone et croissante du temps pour tout observateur :

Sl ] = S0 ] 2 08 P = 0 e pesvitems & 7)) = 0

b) Principe d’équilibre :
U
S]...] tend vers un maximum pour le futur absolu lointain.

c) Commentaires :

xt=t
7'(y) =0
U
S =5
m(y) =0
U
S =3
Lk
! Id — i - - =

Fig. 3.1.1

La nécessité de définir I'entropie du systeme par un scalaire pseudo-chrone ap-
parait dans ’énoncé du principe d’évolution. Prenons en effet ’exemple de la figure
3.1.1.

Dans le référentiel ortho-chrone, 7" (y) = 0 est postérieur a 7/(y) = 0; le principe
d’évolution s’écrit :

@]} U
S - S[F]=5-3=2>0.

Dans le référentiel pseudo-chrone défini par

‘e =Tx
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nous avons
U U . U
Str= [ (@.58)) = - St
'("y)=0
et, puisque dans ce référentiel 7'("y) = 0 est postérieur a 7”(y) = 0, il vient :
U J
‘ST —='S[ =(-3) - (-5) =2 > 0.

Or si 'entropie avait été définie comme un scalaire pur, nous aurions obtenu dans
ce cas —2 < 0, ce qui elit été en contradiction avec le principe d’évolution.

Nous allons maintenant introduire une nouvelle grandeur : la densité de source
d’entropie (ou densité d’irréversibilité). Le principe d’évolution peut s’écrire :

EWFEMZ/

7" (y)=0

(@%aig)w) - [

7/(y)=0

<ﬁﬂmw:f (doS™ j2)(w),

rext. (y)zo

ot la surface fermée 7°**(y) = 0 est formée des intersections du tube avec les surfaces

7"(y) = 0 et 7/(y) = 0 et de la surface du tube situé entre elles.

Fig. 3.1.2

La face (+) du do* (y) est dirigée vers I'extérieur. En appliquant le théoréme
de Gauss, nous obtenons :

U @]
SP-SEI=$,  @FR6= [ @Ve.neE
rext. y =0 J?E’Tezt'

g/ (d*Vi)(z) > 0.
zeTest:

Cette définition est tout a fait 1égitime du fait que X = ¥gg (aucune ligne de champ
de jg¢(x) ne traverse la cloison du tube, sinon il y aurait des échange d’énergie).

Il est possible de donner un énoncé local du principe d’évolution puisque 7" et
7/ sont quelconques :
O0ujs(x) =i(z) > 0. (3.1.2)

ou i(x) est la densité de source d’entropie et j&(x) est le vecteur densité d’entropie.
En conséquence de (3.1.1) et du principe d’évolution, le vecteur jg(x) est du genre
temps.

Nous discuterons du principe d’équilibre a la section 3.8, notamment du concept
de futur absolu.
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u

Signalons toutefois que dans 'exemple de la figure 3.1.1 le maximum de S.. ]
ne peut étre atteint que dans le référentiel ortho-chrone, puisque seulement dans
celui-ci nous avons pour t suffisamment grand

S[.]>0.

Le futur absolu est donc dans ce cas celui du référentiel ortho-chrone.

Nous verrons a la section 3.9 que le principe d’équilibre nous laisse le choix des
deux types de référentiels, et que nous choisissons arbitrairement le futur absolu
dans les référentiels ortho-chrones.

3.2 Premier principe

En fait, nous avons déja étudié le premier principe a la section 2.5. Dans cette
nouvelle section, nous allons énoncer le premier principe pour le systeme dont nous
allons nous occuper : le fluide a une seule composante chimique.

Enoncé

Si un tel systeme est fermé : 3 = ¥, les grandeurs suivantes sont conservées :

1. — Quantité de mouvement-énergie :
iC g U pap 1/
M°[r(.),07(.)] = (daaﬁ )(y) =1I1". (3.2.1)
7(y)=0
2. — Moment cinétique-centre d’énergie :
- puv oo U ylyaleiZ voou - uv
0,00 = [ (@ =y o)) = A (3.2.2)
7(y)=0
3. — Quantité de substance :
Y . U .o g
OOl = [ (@5 55) ) =N 3:23)
T(y)=

Comme nous I’avons vu a la section 2.5, les principes (3.2.1) et (3.2.2) fournissent

I’énoncé local :
0°%(z) = 0P (z) ;  0,0*%(x) = 0. (3.2.4)

Ensuite, (3.2.3) seule donne
0u78(x) = 0, (3.2.5)

ou {j§ Hx) est le vecteur densité de substance.
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En thermodynamique non relativiste du fluide a une seule composante chimique
(cf. livre I, chapitre 2), le premier principe contenait également la conservation de
la substance. Toutefois, la condition de cov/{G} des équations de conservation et
I'introduction de ’axiome de Newton avaient pour conséquence la conservation de
la masse ; ainsi, masse et quantité de substance étant simplement proportionnelles,
I’équation de conservation de la substance devenait superflue. (Attention! cela ne
signifiait pas qu’elles se déduisait des autres équations de conservation : la conser-
vation de la masse permettait seulement de déduire la proportionnalité mentionnée
ci-dessus!)

Nous verrons qu’en thermodynamique cov/{L}, la conservation de la masse dis-
parait des que l'on étudie un fluide plus réaliste que la matiere poudreuse, (3.2.3)
ou (3.2.5) est donc nécessaire.

Les équations (3.1.2), (3.2.4) et (3.2.5) sont les équations de conservation d’un
systéme fermé (X = g ). Est-ce a dire que nous laissons traiter, a titre d’exercice,
le cas du systeme ouvert 7 En réalité, pour un tel systeme, I’éventuelle perte de sy-
métrie de la densité d’énergie §*° pose certains problémes que nous ne voulons pas
traiter ici. Remarquons d’ailleurs que I’étude du systéme fermé n’est pas nécessai-
rement restrictive : il est généralement possible d’englober un systeme ouvert dans
un systeme plus vaste qui lui est fermé. La seule différence étant qu’alors, toutes les
grandeurs qui interviennent sont des fonctions d’état du systeme total.

Mis a part cette question de fermeture, nous ferons sur le systeme les mémes
hypotheses que celles faites dans le cas non relativiste (cf. livre I, chapitre 2).

Hypotheéses de validité

1) L’état du systeme est completement décrit par les n+ 1 variables d’état (n = 4)
indépendantes.

Or (3.1.2), (3.2.4) et (3.2.5) fournissent 1 + n + 1 équations; elles ne sont pas
toutes indépendantes, et, si {wa}a=1. n, T et u sont des coefficients indépendants
non tous nuls, la condition :

wp0ab® + T(Dajg — 1) + HOaly = 0 (3.2.6)

doit étre vérifiée quel que soit 1'état du systeme. Les coefficients {w,}, T et p sont
donc des fonctions d’état indépendantes et il s’avere judicieux de les choisir comme
les variables d’état du systéme. La condition (3.2.6) qui est homogene pour ces coeffi-
cients est définie a une constante pres. Nous éliminons cet arbitraire en normalisant
les wy, :

wWaw®(x) = —€ e =1. (3.2.7)
Cette condition de normalisation réduit le nombre des variables d’état a n + 1, ce
qui doit étre, par hypothese.

On remarque que (3.2.6) est 'application du théoreme d’algebre linéaire suivant :
A X; = 0 et les X; indépendants non nuls implique \* = 0, V.

Il aurait été tres maladroit de choisir, comme en thermodynamique non relati-
viste, des variables d’état directement a partir des équations de conservation.
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2. — Les grandeurs thermodynamiques 67, j& et j¢ ne dépendent, outre des
variables d’état, que linéairement de leurs dérivées premieres.

Ceci est une traduction différente de la condition imposée aux coefficents d’On-
sager en thermodynamique non relativiste et qui servait a exprimer que les échanges
se font par des phénomenes de transfert.

La densité d’énergie °°(x) est par conséquent une fonctionnelle quasi-locale des
variables d’état. L’hypothese de linéarité des dérivées premieres nous permet de la
décomposer en plusieurs termes :

of _ pap af af af
0% () = b5y + Oy + 0y + by

ou le premier terme, 92?) , est le terme local et les autres n’étant en principe quasi-
locaux que par la dérivée d'un seul type de variable. (Nous disons « en principe » car
nous verrons que 'indexage ((0), (1), (£), (k)) de séparation qui a son correspondant
en thermodynamique non relativiste n’est pas tout a fait compatible avec cette
hypothese.)

Il s’agira maintenant d’examiner quelles conditions doivent remplir ces différents
termes pour que (3.2.6) soit vérifiée. Mais tout d’abord, remarquons que la condition
de normalisation (3.2.7) nous permet d’identifier le champ {w,} avec le le champ de
la quadrivitesse.

D’autre part, dans un référentiel ortho-chrone local de repos, la densité d’énergie

de repos :
0*(z) = u

peut étre identifiée a la densité d’energie interne
u = u[s,n],

ou s est la densité d’entropie de repos et n la densité de quantité de substance au
TePOS.

Ces deux grandeurs d’état sont reliées a nos variables d’état par les définitions :
(3.2.8)

ou par exemple us = Ou/ds. Les variables d’état T' et p sont choisies comme la
température et le potentiel chimique.

3.3 Fluide parfait

Le terme le plus général de la densité §%°(z) est de la forme

023 (x) = (mIT, g &’ + eg™p[T, 1) (). (3.3.1)
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Nous verrons qu'il doit étre considéré comme une définition cov/{L} du fluide par-
fait. En effet, si le systeme n’est constitué que de ce fluide, c’est-a-dire si on a

6 () = 63 (x),
alors les équations de mouvement de la quadrivitesse sont données par
0,0°%(z) = 0 = (Ba(mw*)w’ + m &P + €8°p)(x) = 0.

Posons :
jor (@) € (mw®)(@). (3.3.2)

En contractant avec wg, nous obtenons
w00 (z) = (—€8,55 + 0+ ep)(z) = 0

et donc
(Oajny = P)(@). (3.3.3)

En écrivant 9°p = p” et en définissant
pﬁ oo P’ + ewPp, (3.3.4)
les équations de mouvement s’écrivent
0,0°%(x) = 0 = (WPp + mi® + epP)(z) = 0,

c’est-a-dire
(mw® + epf) (z) = 0. (3.3.5)
Dans un référentiel local de repos, ces équations se réduisent a :
mat +ep| =mit+ep' =0

. * .
ma* + pl = mu* = 0.

Oron a By B2
;g]ﬁi(dz4)2 =dN = dN = df’ et o' = =5 = —5
Les équations (spatiales) se récrivent alors
d?z  —
(m el + egradp) (Z(t),t) = 0. (3.3.6)

En comparant cette équation avec celle obtenue en thermodynamique non relati-
viste pour les fluides parfaits, nous constatons qu’elles sont identiques a condition
d’identifier dans (3.3.6) m avec la densité de masse au repos et p avec la pression
scalaire.
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Par suite, (3.3.2) est la définition du courant de masse et (3.3.3) exprime la
non-conservation de la masse. La définition (3.3.4) est celle de la dérivée normale
(L) de la pression (ou projection spatiale du gradient de pression); en effet on a

wgp’i = wgp? + ewswPp = p+ e(—€) p = 0.
1
Retournons maintenant au systéme général pour lequel 9?0[; () n’est plus que le
terme local de la densité 6°°(x) et examinons quelles conditions doivent remplir les

fonctions d’état j§[. -] et ji gl - -] pour que (3.2.6), c’est-a-dire
Wﬁaa%f = —T@aj?(o) — i) — uc‘?ajj‘\‘,(o),

soit identiquement vérifiée.

Tout d’abord, remarquons que si nous renversons le mouvement (w® — —w?,

alors 6’?8? ne change pas : le fluide parfait est donc invariant sous une inversion du
temps. Il en résulte que la densité d’irréversibilité doit étre nulle :

io)(x) = 0. (3.3.7)

Ensuite, nous constatons que, dans un référentiel local de repos,

614 (x) = uls,n] = m[T, u] — p[T, 1.

Par conséquent
m=u+p=w, (3.3.8)

ce qui montre que la densité de masse au repos est également la densité d’enthalpie
au Tepos.

En vue d’exprimer facilement les courants J5(0) €t Jn() comme fonctions d’état,
il est habile de considérer le changement provisoire de variables d’état défini par

T p — s,n.

Il s’agit donc maintenant d’exprimer dans (3.3.8) que m devient ainsi une fonction
d’état des variables d’état s et n

m[s,n] = u[s,n] + p[T[s,n], p[s,n]].
I1 vient alors

ms = Us + pTTs + Pults

def def , .
Or us = T et u, = p et donc nécessairement

ml[s,n] = sT'[s,n| + nu[s, n]. (3.3.9)
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Ceci établi, nous avons :
ewﬂaaﬁ(%ﬁ) = —0u(mw®) + p = —mIw® — m + p.
Or —m +p = —u et U[s,n] = uss + u,n = TS+ pn et donc

of @ . . (3.2.6) -y el
Ewﬁaag(o) = —mOyw®*—Ts—pun = _Taajs(()) - NanN(o)‘
Mais on a aussi

—T$— pun = —-Tw0ys — pw*0yn
= —T(Oa(w*s) — $8aw®) — p(Ba(w®n) — ndw®)

et donc 'expression considérée devient

ew@(?aea)ﬁ) = —(m —=Ts — pn) Oow" — Ta(w"s) — pOa(w™n).

~
=0 d’apres (3.3.9)

L’identification donne enfin
Sy (®) = (w*s)(z)
Jn(z) = (wn)(z),

o, dans la deuxieme équation, I'indice (0) n’est pas nécessaire car nous verrons qu’il
n’y a pas d’autre contribution a j§.

(3.3.10)

Q

Dans un référentiel local de repos (w* = £1 = sign(w?)), nous avons

50 = sign(w?)s

ol sign (w?) = %1 suivant que le référentiel est ortho-chrone ou pseudo-chrone. Par
conséquent, en vertu de (3.2.8), T'[s,n| et u[s,n] n’ont leurs vraies significations que
dans les référentiels ortho-chrones (nous reviendrons sur cette question a la section

3.8).

3.4 Viscosité transversale

On donne d’abord quelques définitions.

1. — Gradient symétrique de la quadrivitesse :

of 1
<%m@¥§%%+@M@y (3.4.1)

Propriété : 2w%w.g = wg.
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2. — Projection spatiale de wapg(x) :

def

wags (z) (waﬁ + %(wawﬁ +wawg))<x). (3.4.2)

Propriété : w®wqg; = 0.
3. — Projection spatiale de la métrique :

def
9apL () = (gap + ewawp)(T) (3.4.3)
Propriété : w®g,z1 = 0.
4. — Réduction de wap(z) :

_ oo, 1 .
WaBl = Wap) T o qJesLW
waﬁ(f) . tenseur de trace nulle

(3.4.4)

wP, = O w® = g“ﬁwam : trace.

Nous devons maintenant nous occuper des termes quasi-locaux. Par hypothese de
linéarité il est impossible de construire dix de ces termes, ne contenant chacun qu’un
seul type de dérivée. Toutefois, le fluide considéré n’ayant qu'une seule substance
chimique, il n’y a pas de transfert de substance : les dérivées du potentiel chimique
1 n’interviennent donc pas et le nombre de termes est réduit a sept.

Si nous écrivons : 99 = 0?6[; + 9(0;[)3 , alors en toute généralité (avec la notation
T =0°T) :
005 = —2en[T, plw*” + p[T, p) (@0’ + wo)
- 6£[T7 M]gaﬁwpp - E[T? :u]wawﬁwpp
— er[T, p)(w*T? + wWPT*) — eA[T, u]g*°T
— x[T, plw®PT.

Il est déja possible de tirer quelques conclusions en nous placant dans un référentiel
local de repos (ortho-chrone) ot :

6*(z) = 82161) = uls, n]
et donc H?f) = 0. Mais on a :
wi=1; w'Z20; WZ=ot; Wt=0; — wP, =l

= —€; — Ju = —€; W4 = €W

T = wP0,T = w,T* = T = €T,
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Par conséquent on a
088 = (€ — v — (2w + A — )T 20,
ce qui entraine B
E=¢; 26+ X =x. (3.4.5)

II vient alors
628 = —2en[T, j)uw™® + pIT, 1)(&°w® + w0?)

— €T, ,u]giﬁwpp — es[T, p](w*T? + WPT*) (3.4.6)
— eMT, p]g®*T — (26 + N)[T, plw*wPT.

Remarquons que 'on peut écrire
€ wg0a0°P = € 0y (wph*P) — €0*Pwyp.

Le premier terme est la divergence de 6 projetée sur la quadrivitesse. Or il est
toujours possible de décomposer un tenseur u*? de la maniére suivante

u? = uiﬁ + uﬁ‘ﬁ de telle sorte que wauiﬁ =0et wauﬁ‘ﬁ = waub.

Nous allons opérer cette décomposition sur notre tenseur 9% et nous occuper en
premier lieu des termes normaux a wg (pour lesquels la divergence ci-dessus est
nulle).

On peut transformer (d’apres (3.4.2)) le premier terme de (3.4.6) :

— 2en[T, plw®® + p[T, p)(0°w” + w*ef) =
— 2en[T, plw$’ + (p + [T, ) (@°w” + w0f).

Le premier terme est de cette espece (orthogonalité & wg); nous allons poser :

H?f) = —2en[T, pws’ (3.4.7)
et alors
ewﬁaaegf) = 04 20[T, p]wSPwag,
ou

wWPas = WPlng) .
En effet, par (3.4.2) :
€. . :
Wi wap = Wi (Wapt — 5(Wawp + wawp)) = Wi wapL — € Wiy
—————

=0

Par (3.2.6) nous devons avoir

ewgaaﬁ?nﬁ) = 2n].. .]wj‘_ﬁwaﬁl = —T(0ajs) = im) — HOaiN(n)-
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Si wiﬁ Wapt est une forme définie, nous devons avoir

o2

38m =03 dvm =0; Tigy = 2n[T, plw’was. .

Il s’agit donc d’examiner sous quelles conditions cette forme est définie. La métrique
pouvant toujours étre supposée diagonale :

gn 0 0 O
[ 0 g2 0 O
s} =10 "0 gy 0
0 0 0 gu
nous pouvons écrire
WP a1 = gaadps(w’)?.
D’autre part, puisque wawiﬁ =0, wiﬁ est dans un référentiel local de repos :
0
tj
af * w 0
wi” = - 0
00 00

puisqu’en effet : w* = (0,0, 0,w*). Par conséquent :

* kN2
wiﬂwam = GiiGkk (wi)

et nous constatons que cette forme est définie si la métrique spatiale {g;;} est définie;
de plus, si wiﬁ wap est définie, alors elle est définie non négative.

Par ailleurs :

Wow® = wywt = o (<,u4)2 = —¢,
-1
et donc g4y = —e. Ainsi il y a quatre cas a considérer :

100 O -1 0 0 O
i1 fgio 0100 fo =100
- 985 = {001 0 0 0 —1 0

000 —1 0O 0 0 -1

1000 -1 0 0 0

0100 0 —-1 0 0
e=—1 Wast=|g010[° |0 0 10

0001 0O 0 01

La métrique est donc soit définie, soit indéfinie avec une seule dimension privilégiée
qui est le temps. Malheureusement la thermodynamique ne parvient pas a exclure
les deux cas d’inexistence du temps (statique pure).

De ceci résulte :

T7 (07
(n) = 2%“46”04& > 0,

>0
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et donc
[T,y
T
Par analogie avec ce qui a été fait en thermodynamique non relativiste, nous préfé-
rons utiliser I'expression irréductible :

> 0. (3.4.8)

005 (z) = —2en|T, plw?™ (). (3.4.9)

Alors en vertu de (3.4.4), le terme —e[T, y]giﬁwz dans (3.4.6) doit étre remplacé
ar —e&'[T, ,u]giﬁw;j ol :

21
M= (6~ 2 )Tl (3.4.10)
Avec la définition (3.4.9), l'irréversibilité s’écrit :
: [T, 1] o) | (©
i) = Tu}f( )wag(l). (3.4.11)

En effet on a

1
aB(0 aB(0 0
Wlﬁ( )Waﬂi = WLB( )( ( : 19%&” )
1
afB(0 0 a
_ 0, O PO wh,
(0)
wppJ_ =0

Pour interpréter les grandeurs que nous avons introduites, placons-nous dans un
référentiel local de repos. Nous avons alors

— 2™+ edf® +ewwk——(g + ew'w)wr. .

ik(0)
2wy —3 p

Nous avons aussi
ik * ik

p X
w v" et wf, = vy

et, en posant €e =1, n =4 = d + 1, nous obtenons

ih(0) % o ik _ 2

2wy yi g"“vfZ = 2 ()

et

ik * ik (0)
9(77 - 7—(77) 277[ ]

« 2n Lk (0),(0)
i) = TY ()kzo'

Par comparaison, nous voyons que n[T’, u| doit étre identifié au coefficient de viscosité
transversale ; Q?nﬁ) décrit donc les phénomenes de viscosité transversale.
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3.5 Viscosité longitudinale

Le prochain terme que nous allons examiner est

00 (x) E ', u]g%Pwr, ().
Nous devons avoir
Ecdﬁaoﬁ(og = Eaa <WQ9&€> — Ee(og 8aw/3

=0+ &[T, plw’, g7’ 0aws
——

Oaw® = wP)p

= ¢'[T, ] (pr)Z = _T(aajg(g) — i) — Naajjc\yf(g)

Nous obtenons, &'(w”,)? étant une forme définie,

Js@) =05 Jne =0

et
fI[T7 HJ] 2
l(g) - T (wpp) > 07
ce qui conduit a
!
T 2

Pour l'interprétation, plagons-nous dans un référentiel local de repos :

bty = —7(8 = —¢'[T, ulg™ v’y

ie) = fT( )?>0.

(3.5.1)

(3.5.2)

(3.5.3)

Ainsi, ¢'[T, u] doit étre identifié au coefficient de viscosité longitudinale et 0?“5 au

tenseur di a cette viscosité.

Nous pouvons grouper les termes de viscosités en un tenseur 6’
ment :

0 = O + 006 = =20, et = 1T, plg o

Ce tenseur a les propriétés :
_ pid
6 = 05 =0

du au frotte-

Le frottement ne contribue donc ni a la densité d’énergie interne, ni au courant

d’énergie.
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3.6 La conduction de chaleur

Soustraction faite des termes (3.4.9) et (3.5.1) dans I'expression générale (3.4.6),
il reste a examiner :

0 = (0 T p)(@"w” + w°67) = enlT, pl (" T° + W)
— e[T, ug*PT — (25 + N [T, pJw®PT

Extrayons comme auparavant le terme normal a la quadrivitesse; nous avons par
(3.4.3) : . . . _
—eAgPT — (2K + NwWPT = —eXg®*T — 250w*WPT.

D’autre part il est possible de grouper les termes en &|.. .| :
k(W T? + WPT®) — 2kWw*WPT = —er (WOT? + WPTY)

avec

@ def

T¢ € T + ew®T (3.6.1)

qui constitue la dérivée normale de T (ou la projection spatiale du gradient de
température) :
wWeI =T+ e(—e)T = 0.

Donc :
90‘6 (p+ D) (W% + w¥P) — er(WT? + WPTY) — eAg?PT.

En posant
—ek[...]C[.. ] T = (p+n)l . (3.6.2)

il est possible de grouper les deux premier termes; pour ceci nous définissons
o def @ -
¢* = —erl.. (T} + €[ . .]Tw®). (3.6.3)
Cette grandeur est normale a la quadrivitesse :
waq® =0; donc ¢%=qT. (3.6.4)

Alors :
Ho‘ﬁ 0 q? + WPg® — eXg? T

Introduisons ceci dans 'identité (3.2.6) :
ew/gﬁaeg"f) = 0, (ewﬁezg) — eé’zgwaﬁ
= —0a4" — €q°Wa + ATW, = —T(0ajd () — i) — LOafi (r)-
Une identification n’est possible qu’a la condition de poser :
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Alors :

ewplalpn = —T0nj§(my — 3800y Te — €38 () T0a + ATw?,

o q* 1 . )
= —T@ajs(,{) T (enTa + kTw, + /ﬁCTwa>

T .
— ¢%ews(1—=0¢) + ?eqawa +ATw?,
—0

e 1 fo a,_ - r
= _Taajs(n) + T_Iieq Qo — 4 ewa(l - C) + )‘Twpp‘

Les deux derniers termes ne pouvant en aucun cas étre des formes définies, ils doivent
disparaitre. Il est facile (en développant ¢*), d’écrire ces deux derniers termes sous

la forme
(k(1 = ¢)wa — )\w"pwa)Ta — ((1 = Q)erwwa)T = 0.

Le fait que T" et T* sont indépendants implique ( =1 et A = 0.

Le terme d’irréversibilité est donc :

) = g% > 6.
i) TonT, M]eq Ga >0 (3.6.6)

avec
¢ =q7 = —€er[T, u](TY + eTw®). (3.6.7)

Puisque ¢* est normal a la quadrivitesse dans un référentiel local de repos nous
avons

w® = (0,0,0,w?)
¢* = (¢", 4% ¢*,0)
et alors
€q%qa = €i'q; = €gii(q")?,

qui est une forme définie si la métrique spatiale {g;;} est définie (ceci est une condi-
tion déja rencontrée a la setion 3.4 pour la viscosité transversale).

De plus €q®q, > 0 a condition que

100 0
010 O
a)e:—H et {g“:—l—l} {gaﬁ}: 001 0
000 —1
-1 0 0 0
0 -1 0 O
b)e=—-1et {gu=-1} : {gas} = 0 0 —10
0 0 0 1

et elle est définie négative dans les cas contraires (statique pure).
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Par conséquent, en vertu de la condition i,y > 0, l’existence du temps implique
nécessairement que
k[T, u] > 0. (3.6.8)

Remarquons que la thermodynamique relativiste ne démontre pas l'existence du
temps ; elle affirme simplement qu’il existe au mazimum une dimension temporelle.

Il est surtout important de voir que I'inégalité (3.6.6) est indépendante du signe
de la température.

Puisque A = 0, 6’85) s’écrit
0% def a o
605(0) € (¢ + %) (@). (3.6.9)

Interprétons ces grandeurs en passant dans un référentiel local de repos : le courant
d’énergie Qéi) y devient :

4 x4 i i i
0y = i ¢ = —er(T" + €T c_uo +eTw')

et donc
— — 53 — —\ [ =
q(Z,t) = (—er[T, plgrad T + k[T, p)0y0)(Z, t).

Malgré le deuxieme terme supplémentaire, ceci doit s’identifier au courant de cha-
leur. Ce deuxieme terme, qui n’existe pas en thermodynamique non relativiste, peut
s'interpréter comme une inertie de la chaleur; c’est ce terme, proportionnel a la
grandeur géométrique 0;v, qui est responsable de I'impossibilité d’une décomposi-
tion univoque d’un transfert d’énergie en travail et en chaleur.

La fonction &[T, u| est alors la conduction de chaleur ; elle est reliée a celle (k)
définie en thermodynamique non relativiste par x,, . = €k.

3.7 Résumé

Nous avons montré que (3.6.6) est identiquement vérifié si :

af _ pap af af af
0% (2) = Oy + Oy + 0y + 01

avec

0 = m[T, p)w’w’ + eg**p[T, 1]

« afB(0
63y = —2en[T, o’

O = —€€'[T, ulg 7w,
O = we” +we®

o

q® = qf = —er[T, p)(TY + eTw®).
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Les propriétés suivantes des fonctions d’état ont été déduites :
m[s,n] =u+p=Ts+ un

(p=m—u="Ts+ pun —u = uss + u,n — u et nous retrouvons la définition non
relativiste).
5/

7
50 $>0: x>0
T =y e

Les courants sont :

Js =Js) tIsw) =JstIsL =W S— ?(TJ_ + eTw®).

L’irréversibilité est :

1 aB(0 0 IS
=7 (2770% Owasl? + &(wr,)? + el qa)Z 0.

Les équations de mouvement sont :

00" =0
Oujn =0
Oujg =1>0
avec wow® = —e. Elles sont ainsi exprimables en fonction des variables d’état {w®},

T et p (ou {w*}, s et n). Nous renongons a les écrire explicitement.
Dans un référentiel local de repos, nous obtenons (w? = 1 : référentiel ortho-
chrone) :
g = 92151) =uls,n]=m—p
gt £ i
Qik ol T(z.l;) _ _277U2k(0) . é&/gikvfz'

3.8 Equilibre — Conditions d’extremum

Nous voulons maintenant étudier les conditions d’équilibre de notre systeme. En
vertu du deuxiéme principe b), cet état est réalisé lorsque

U

U

S[...] = Smax -
Mais puisque le systéme est fermé, les conditions de fermeture (la prime exprime la
conservation de la grandeur)

U

U U U u U
meL.]=1*; M*[..]=M"; N[..]=N’
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U
forment un ensemble de contraintes auxquelles est soumis le maximum de S|...].
Nous utiliserons donc, pour ce calcul de maximum, la méthode des multiplicateurs
de Lagrange (cf. livre I).

Lorsque le systéme est en équilibre on a :

[ — S| = / (d'Vi)(z) = 0

xe.[-ezt.
et donc, puisque ¢ n’est jamais négatif,
i(z) = 0. (3.8.1)

A cause du caractere défini positif de chacun des termes contenus dans i, nous devons
avoir, en vertu de (3.6.3) :

WP (@) =0; wh(x)=0; ¢*(z) =0

et par conséquent
0o(x) =0; 635(x) =0; 605 (z) =0.

A [’équilibre, nous avons donc simplement

6% () = 6y (x). (3.8.2)
U
D’autre part, puisqu’a 1’équilibre (i = 0), entropie S|...] est indépendante de la

surface 7(y) = 0, il est possible, et méme recommandable pour la simplification des
calculs, de choisir une surface particuliére T(y) = 0, telle que :

{doa(y)} = (0,0,0,d%V).

Alors :
Std= [ @hpw=[ @vide

7(y)=0

et, comme 9,0°°(z) = 0 et 9,j%(x) = 0, nous aurons de méme

ﬁa[. )= / ( ):0(d3v04a)(a:)
M. ] = / ( ):O(d3V(xae4ﬂ — 2091 (x)
N | Vi)

Il est évident que I’état d’équilibre (comme n’importe quel état d’ailleurs) doit étre
indépendant du choix de l'origine du référentiel. En particulier, le centre d’énergie

U . . U,
M#™[..] = 2'H — ¢II!
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dépend explicitement du temps et du choix de son origine et ne saurait étre pris
comme contrainte pour la recherche de 1’équilibre (cf. la remarque ci-dessus).

Par (3.8.2), nous avons
0% =h=(muwHw* —p
0% = 7' = (mw*) W’

et donc

Ni..] = [ (@Vik)(a).

.
ol, pour la derniére ligne, on a utlisé j&, = j;lV(o) (= win).

U
Nous savons que les conditions d’extremum de S|...] soumise aux contraintes
ci-dessus sont, dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange, celles de la fonc-
tionnelle auxiliaire :

U

O[] =S[.]+0H]. ]—(C,0[.]) — (@ M[..]) = vN[. .,

=ic

U «—
ouf, ¢, & et v sont les multiplicateurs de Lagrange.

U
Etant donné les expressions de S|.. .| et des contraintes, le calcul des conditions
d’extremum (puis de maximum) se trouve grandement simplifié si ’on choisit comme
variables d’état les grandeurs &, j& et ji,.

@]
Les conditions d’extremum sont données par la variation : §(Y W = 0, variation
qu’il s’agit d’exprimer en fonction de 0, dja et 055

De I’équation de normalisation w,w® = —1 (nous posons € = 1) nous tirons :
S(wew®) = (W, 60) — w*w* =0

et donc

Mais & = vw? et il vient enfin

swt = (v, 0d). (3.8.3)
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D’autre part, puisque : j§ = sw* et ji = nw?, les fonctions d’état m[s, n] et p[s, n]
s’expriment a ’aide de nos nouvelles fonctions d’état comme :

4 4 4 jfé jﬁr
m[]S?]Naw ] ZW[F;J]
4 ;4
4 4 41 |Js IN
p[]S)]Naw ] —pL?7J}

(Dans les équations précédentes w? = w*[&] n’est pas une variable, mais une fonction
d’état ; nous gardons w* pour des raisons de simplification d’écriture).

Leur variation sera

0js _ Js oy Jn

djs  Js oy Jn
et donc

§(mw?) = dmw* + mow?
= dw*(m — sm, — nmy,) + mybje + Mudjn.
Mais
m[s,n] = sT|...] + nul...] = sus + nu,

et alors

Ms[. .| = Us + Suss + Nps

Myl .| = Stgn + Ny + Uy

En analogie avec la thermodynamique non relativiste, nous définissons le module de
compressibilité isentrope par :

als,n| &f (s8> + 2Ugn 5N + Uppn?)][. . .]. (3.8.4)

Par conséquent, en vertu de cette définition :

m— sms — nm, = —a
et donc
S(mw?) = —a(0,0D) + mjs + mudn. (3.8.5)
Récrivons la variation de p|...] sous la forme
4
_ Psc.q | Pngoy

Mais —p[s,n] = u — sus; — nu, ; il vient donc

Dsl- -] = (us — Suss — Us — NUps)S

(Up, — SUgp, — MUy — Uy )N
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En faisant la somme, nous obtenons

Sps + npn, = a.
Par conséquent :
__"_a < — Ps -4 Pn -4
U
La fonctionnelle W[...] peut s’écrire

avec

T =C+TAd, (3.8.7)

nous obtenons

La variation

qui s’écrit
U
SB[ ] = / (PV (03 + ;1854 + ;1 5%)) (@) = 0,

fournit les conditions d’extremum :

Alors,

@]
5 = 65§+ 0(0(mw*) w* + (mw?) dw* — dp) — (?’, §(mwh) @ + (mw*)dd) — vijy

donne, en vertu de (3.8.3), (3.8.4) et (3.8.6) :

)]
S0 = 654+ 9 ((—a(?, 53) + maljh + madjl)
= m= a — . s ¢ Pn .
+ (mw')(7, 68) + = (7, 88) - %5;; . Fsﬁv)

— (T, (=@, 83) + mydjt + madjh) & + (mes*) 65) — .
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En groupant les termes, nous obtenons :

S = <(5 (—a(w* - %) + maw?) + a(?’,w))W —mw(’, 55)
n <1+ 5(m3w4 _ %) _ ms(?/’w))(;jg{ (3.8.8)

+ (5 (mnw* — %) — mn(?',ﬁ) — V)(Sj;lv =

Occupons-nous d’abord du coefficient de 6 :

Yo = (5 (—a(w4 — i) + mw4> —i—a(?’,u‘i))ﬁ— mw'’ = 0.

wh

Nous constatons que ¢’ doit avoir la méme direction que @ : ¥ || {’. D’autre part on
a

<w4 . i4> _ (w4)24_ 1 _ (<a>4(’3) _ (T,(I}’)
w w w
et done

Or & = w7 et, puisque 7 || 5’, il vient :
Vg = (— 9@+C><—(U,v)—1)mw = (0
m
La solution (a/m)|0]> = 1 est inacceptable car elle conduit & une absurdité dans un
référentiel local de repos (|7]> = 0, (a/m) — oc!). Donc nous devons avoir

-

) =
—0v+( =0,
c’est-a-dire : .
7(Z) = 07+ [@ A ). (3.8.9)

A ’équilibre, le mouvement du fluide se compose :

U —
o d'une translation 0=1C a laquelle se superpose

—

U
o une rotation 07 A 7]

Le terme de rotation suppose naturellement que le systeme est de dimension finie,
sinon en certains points, la vitesse ¥(Z) pourrait étre supérieure a 1 (= ¢y).

Le coefficient ;1 de 6j& est

Par (3.8.9) on a
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et donc :
o —2 4 o Ds
Y =1+ 0(1— |0 )m,w” — 0— =0.

w

Mais 1 — |0]*> = 1/(w*)? et alors

]
0
Yjs =14+ —(ms —ps) =0.
w
Mais avec my — ps = U & T, il vient
U
0 . _
Vg =1+ 1L=0,
d’ou
U] . 4
T — 5—1w4 — T 5—1 | _9 sign(w*)
Vi JI?
Posons : .
Ty = 0~ 'sign (w?) (3.8.10)
et alors -
T(Z) = —— (3.8.11)

V1—v2

Grace a sign(w?*), nous constatons a l'aide de (3.8.10) que la température ne change
pas de signe lorsqu’on passe d’un référentiel ortho-chrone a un référentiel pseudo-
chrone : c’est donc un scalaire pur. |

Cette propriété est diie au fait que S est pseudo-chrone mais non H, donc 0 doit
I’étre.

Par (3.8.9) et (3.8.11), nous voyons que dans un fluide en rotation, la température
(si To > 0) est d’autant plus élevée que 'on s’éloigne du centre de rotation. Ceci est
di a I'inertie de la chaleur : la chaleur est centrifugée dans un référentiel en rotation.

Le coefficient ;1 de 053 est

U «—

Pn =
iy, = Omat = 22—, (T3 —v =0,
: SrooN g 42 2 42 def
Puisque ( (’,J) = Qw*v® et 1—v* = 1/(w*)? et que, d’autre part, m, —p, = u, = y,

on a

0
wj;l\]:ﬁun_yz(h
ou :
R 4
= gflywél _ 0 v sign (w )
V1 — 2
Posons :

@]
o = v~ 'sign (w?). (3.8.12)
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et alors le potentiel chimique prend la forme

Ho

() = ﬁ

On peut faire les mémes remarques que pour la température. En thermodynamique
non relativiste nous avions obtenu pour le potentiel chimique yu = po(1 + (1/2)v?).
Ces deux résultats sont donc compatibles pour des petites vitesses.

(3.8.13)

3.9 Vérification des équations de mouvement

Il s’agit maintenant de vérifier si les conditions de 1’équilibre cinétique (7(Z) # 0)
établies au paragraphe précédent sont compatibles avec les équations de mouvement.

a) Vérifions d’abord si la condition i = 0, qui est équivalente a

Wi =0; wp,=0; ¢*=0,

est réalisée pour les champs stationnaires de vitesse v(Z) (3.8.9), de température
T(Z) (3.8.11) et de potentiel chimique u(Z) (3.8.13).
1. — Nous avons

1 64004 =0

Wwr=4+———  donc 1

1— 'Uz(f) akw4 = imviaﬂ}i = (w4)3v"8kvl-.

D’autre part

205 = Oy, + Oxv; = O;(wex; — wiy) + Ok (wWrTe — wexy)
= WeGs; — WiGie T WrGke — Wegkk = 0
et v% = g*vy, = 0, conduisent a
wP, = Opw’ = O’ = Gk(uflvk) = WP v” +0F oW
~

=0
= vF (W) 0" = (w30 vty = 0

et nous avons bien a [’équilibre :

wP (%) = 0.
2. — Calculons encore les quantités suivantes :

Wt = WFowt = (w4)4vkviﬁkvi = (w4)4vkvivik =0

W' = (W) = Wkt = (W) VPOt
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2wk = Oy, + Ow; = O;(wvg) + Op(wvy)
= Wi + VOt + WoLy; + V0w
= 2w* vy + (W) (Vv O + v Oy
~—
=0
2wk = 2wk + wiWwk + Wiwy,

= (w*)3 <vk(v€8ivg + 0P 0p;) + vy (v Oy + vzagvk)>

= 2(w4)3 (vkve Vi +U¢’U€ Ve ) =0
~— ~—
=0 =0
2w} = 2w + wiw* + d'w;
=0
= Qw4 Oyw; +oiw? = (W3 (W Ok + vF ;)
=0
= 2(w)3v vy = 0

On a aussi was; = 0. Par conséquent : w,3, = 0 et, puisque wggL = WeBl —

(1/3)gaprw?,, on a alors a l’équilibre

Avec (3.8.11) il vient T = Tpsign(w*)w*; donc T = Tysign(w?)@?* = 0 et par
conséquent
T;, =T, = 8;T = Tysign(w?) Ow* = Tj sign (w*)(w*)3v*O;u,
= T(w*)*v* 00,
et .
W'T = (w*)*v* 0T,

Il en résulte donc

¢ =T +wT = T(w4)2(ve@-ve i vfam)
= T(w")*2v" vy =0
-0
qq = 84T —+ W4T =0.

Donc, a l’équilibre, on a bien
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Ainsi, la condition ¢ = 0 apparait bien comme une conséquence des conditions
d’équilibre.

b) Vérifions ensuite les équations de mouvement :
1. — 0,6 =0.
A T’équilibre nous avons
98 = 9%5) = mw®*w® + ¢*Pp, (e = +1).
Il s’agit donc de vérifier que
Ou(mw®) WP +ma® + 0°p Z0.

: af _ poB
Puisque 6% = 0(0),

nous avons la relation (3.3.3) :
Oo(mw®) = p.
Mais nous avons aussi :
p=sT+nu—u dot p=sT+nj.

Mais 7' = 0 et {1 =0 (puisque p = pow*) ce qui donne p = 0 et alors, a [’équilibre,
on a bien
0u(mw®)(T) € 0ajis(T) = 0.
La masse est conservée dans 1’état d’équilibre.
L’équation a vérifier se réduit donc a :
mw? 4+ 0Pp = 0.
Mais d*p = *p[T, u] = 0 et w* = 0, donc mw* + &*p = 0 . D’autre part
Wi = (WH20w;, m=sT+nu et Op=sT"+ny'
Or T = (w*)?Tv 0%y et it = (w*)2pv*div,. L'équation de mouvement s’écrit alors
ST + np) (w0 g™ ( vee + v = 0.
( 1) (w*)*v'y (:ﬁo{/ :gofg,)
Les équations 9,0 = 0 sont donc vérifiées a [’équilibre.
2. — 0,52 =0.
Comme jg = sw?,
o o : o ?
0unJs = Oq(sw®) = S+S§2_%’: 0.

Mais : $§[T, p] = sp T +s, o =0, 'équation est donc bien vérifiée.
=0 -0

3. — d% =0.
Comme 7% = nw®, le raisonnement est le méme ; I’équation est également véri-

fiée.
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3.10 Equilibre — Conditions de maximum

Les conditions de maximum sont données par
@]
ST (.. ] = / (V8@ (z) <0

avec

0P = higdw’Sw® + ;854 (055)% + Wy 1. (F5%)?
+ 2(¢ijgdwléj§ + Q/Jij;*\,(;wzéjﬁ/ + ¢j§ j;lvfsjéfsj?{f)
(tous les coefficients de cette forme bilinéaire étant symétriques dans leurs indices,
cf. livre I).

Mais nous avons :
Rdw® = Py dwiow® + wjzxskéjééwk + wj;xvmjj{,éwk,
ou, cf. (3.8.8),

Py, = («; (—a(cu4 — %) + mw4> +a(, we) Vg — mwC.

Donc :
oYy, = 5(—5a(w4 — i) - a(l + L )(5w4 + 5(mw4)>
ol (w2
+daw’ +a() (5w£) U,

+ (5 <—a(w4 - u%) + mw4) +a( w£> Svy, — d(mw*)¢,.

U
Mais (w* — (1/w?)) = vw® et, a Uéquilibre, {;, = Ov,; par conséquent les termes
contenant da(w* — (1/w?)) disparaissent et

U @] U
Sa(— Ovew® + G uwb) = da(— vt + fuwt) = 0.

Il en est de méme pour les termes contenant §(m w?) et a(w* —1/w?*). Par suite nous
avons

0y = (5 (—a(l + L >5w4> + a(, &uﬁ) Vg + 5mw4évk.

(wt)?
Les relations
1

_ 2
1 + W =2—v
dw* = vow’

W 1 Vi )

oV, = 5(;) = E&uk - Jw&u
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conduisent a ,
St = 0(m(gre — vrve) — a(1 — v?)vpvy)dw’,
Mais a 1’équilibre, cf. (3.8.11),

5 _ —sign(w?)
TV1— 02
Donc ' .
VYik ==%%%?%2§¥%§;(”1(9M:-—1%Uk)'—'a(l — v*)vuk) (3.10.1)
et
Considérons maintenant :
04075 = Vj3:0550w" + a0 (55)% + V854 05507 x-

Nous avons (cf. (3.8.8))

U

P =1+ 9<msw4 — %) — mCwt.
Alors :
s = 5<5msw4 + mydw* — ops + L(Suﬁ‘) — dmCowt — myChowt.
Jg wh (w4)2 ¢ ¢

@]
Mais a ’équilibre (; = 6vy, donc

U U U Ul
dms(Qw* — Gub) = dm, 0 (w* — vew®) + om, Bw (1 — v?) = dm, QE'

D’autre part, puisque p = m — u et ps = mys — ug, nous avons

1

U 1 U 1 U

Nous arrivons ainsi a

Y ous  Ds
51/% = 0<m55w4 +— + W5W4 — msvg(Swg).

w

Mais nous avons aussi

0 75 OJa I
Ous|s,n| = Uy (—S — S 5w4> Ugp, (—N S 5w4>
[ ] w4 (w4)2 + w4 (w4)2
4 1 4 :
- ussw46.]5 + usnw45]N - (usss + usnn) oA
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qui, avec ps = UgsS + Ugpyn, conduit a

ou u u D
s _ 58 _ 54 4+ "5 4 5 Swt.
(A)4 (w4>2 Js w IN W

Comme d’autre part dw? = v,0w’ entraine mydw* — mgvdw’ = 0, il vient finalement

U
0 . )
0js = W(ussd]g' + Usnjy)-

Par (3.8.11), nous avons a [’équilibre

U
0  —sign(w?) 3
W2 T !
et donc ' A
Y = %(”)\/1 0P, (3.10.3)
et . A
Yt = %(”)\/1 2y, (3.10.4)

Pour calculer le dernier coefficient wﬁv it de la forme bilinéaire qui nous manque,
nous utilisons

0105 = Yjai0w" + Y4 54055 + ya51 (67n)°
avec (cf. (3.8.8))

U
= 0 (mydw* — upTZ) — mp G’ —v.

Les calculs de d¢;4 sont identiques & ceux de d¢);4. Nous ne les répéterons donc pas;
N S
nous obtenons

—sign (w?)
Vigit, = VT = Pty (3.10.5)
La matrice {¢u}, a,b =1,2,3, j&, j3 est donc
Y11 Y12 Y13 O 0
o1 Yoz ha3 0 0
{Yap} = | Y31 32 Y33 0 0

@]
La deuxiéme variation 6@ WU s’écrit

g 1
ST = —gi & /(d?"/ -
i) g <Tm

1 — : 4. : _

(m(gar — viv) — a(l — v*)vvy) dw'dw”
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U
La condition de maximum est 6?¥ < 0. Si nous renversons le temps z = Tz, la

@]
variation 0¥ étant pseudo-chrone change de signe.

@]
v
11,4 — /t
zt=t
@]
"o
Fig. 3.10.1
U
Donc la condition de maximum de S [...] n’est pas covariante pour le renverse-

ment du temps; c’est cette condition qui donne le sens de la fleche du temps.

Il reste encore a savoir dans quels référentiels : ortho- ou pseudo-chrones le
maximum est atteint. Nous avons la situation suivante : si

U . : 4
5@ < 0 {ortho chrone :  w* >0

pseudo-chrone :  w* <0
alors la transformation z = T'x meéne a

5@ >0 pseudo-chrone :  ‘w* < 0
ortho-chrone :  w* > 0.

Nous choisissons arbitrairement que

@] J
S|[...] = Smax sisign(w*) >0, (3.10.6)

nous choisissons donc les référentiels ortho-chrones.

Examinons maintenant les conditions de maximum (cf. livre I) :

{wab} Z 0.

1. — Condition : —t¢).4:a = (1/T)V1 — v?uss > 0.

Jsds

Comme /1 —v? > 0, il faut ug /T > 0. Mais, par définition de la capacité de
chaleur

la condition devient
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soit encore

¢>0. (3.10.7)

La capacité de chaleur a son signe indépendant de celui de la température. (Nous
retrouvons la un résultat de la thermodynamique non relativiste.)

2. — Conditions : —jage >0

—Yjagt 20
—thjaze —Pjage

> (.
—thjaja —WPja g0

De ces conditions, nous tirons le signe de la forme bilinéaire

1
— (8% Uss + 25NUgy + NPUUpy) > 0.

T

Le module de compressibilité isentrope a le signe de la température :
a(s)
— > 0. 3.10.8
9 > (3103)
(Ceci est également un résultat de la thermodynamique non relativiste.)

3. — Condition {—;} > 0.

Plagons-nous dans un référentiel local ou : v = (v,0,0) alors par (3.10.1) nous
avons

-1 0 0
{in} = 0 —t 0 >0
0 0  —s3
avec
1
—1 = T(m —av’)V1 -2 >0
m
—gg = —P33 = ——— > 0.

TV1—v2 —

De cette derniere condition, nous déduisons que la densité de masse a le signe de la
température :

m
— >0. 3.10.9
T 2 ( )
De la condition —t;; > 0, nous tirons

1
?(m — av?) > 0.

Apres multiplication avec la grandeur non-négative T'/mwv? nous obtenons

1 a
— — — >0
v2  om
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et donc

1

0< <,

m ~ v?

D’aprés la section 3.11, a/m = ¢ est la vélocité des ondes élastiques (en particulier
[

la vitesse du son).

vitesse limite, nous avons v? =1 —¢ et e — 0 et alors 1/v? = 1 + ¢,
d’ou il résulte
a

0<c=—<1 (3.10.10)

m

Par la thermodynamique, nous avons ainsi prouvé que la vitesse des ondes ¢élastiques
est inférieure a celle de la lumiere.

De l'inégalité (3.10.9), nous obtenons

Comme s et n sont des variables d’état indépendantes, nous avons
s>0 ; jé(o)(x) = sw(z) > 0. (3.10.11)

Le quadrivecteur jg(o) > 0 (* signifiant dans un référentiel ortho-chrone) est la fléche
du temps. Le futur d’un référentiel ortho-chrone est ainsi le futur absolu et c’est dans

U
ce futur lointain que le maximum de S est atteint.

La premiére inégalité de (3.10.11), s > 0, est une forme rudimentaire du principe
de Nernst (troisieme principe) : I'entropie est une quantité définie positive dans un
référentiel ortho-chrone (nous ne pouvons pas démontrer que s > 0si 7 =0 : le
troisiéme principe n’est pas encore un théoreme...).

Remarque. Si au lieu de (3.10.6), nous avions choisi

u oy
1) S = Spax si sign(w*) < 0 nous aurions obtenu :

c<O0 ; <0 ;

I

<0 ; mais: cﬁgl.

Nl
N3

@] U
2) S = Spnae si sign(w?)/T > 0 nous aurions :

ortho-chrone : T'>0; ¢>0; a>0; m>0; cﬁ<0

pseudo-chrone : T'<0; ¢<0; a<0; mg();cﬁgl,

U
et donc T' =T, ce qui est impossible.
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3.11 Approximation linéaire

Considérons un systeme constitué d’un fluide au repos :
(7, 1) w(
s(7,1) n(

L’approximation linéaire consiste a considérer un fluide dont I’état ne s’éloigne qu’in-
finitésimalement de I’état de repos, c’est-a-dire pour lequel nous pouvons écrire

==+l

Hi

bl

t
,t)z

)

&1 Hl
Il

o

HL

CJ O >

Nous allons écrire les équations de mouvement pour ce systéme
1. — L’équation 0,0% = 0, dont I'expression générale est

On(Mw®)w; + mw; + 0;p — 0a(2nw®; (0)) 8a(§(5§1w"p)
—aa(m (Ti1 + wiT) + kwi (T + &® T)) =0
devient, puisque w; = wiv; — 0,
mw; + Oip — 8a(277wai(f)) — 04(§6;'w?,) — Oa (/ﬁwa(Ti + wlT)) =0.
Mais nous disposons des relations suivantes :
d)l' ; w4(94wi = (u)4)28ﬂ)i
O = (w30 0,0, = 0 (— 0)
O’ = O’ = G;(whv') = whdivd
2wk = 2wl
Qwiu ; 8iw4 —1—84% + d)iW4 + Wi d)4
=~ ——
=0 =0
= Wwo,v; + wawtw?ow; =0
=1
2W44i ; 0.

Nous avons donc

2
20,w" 7, = 20, ugw* — gw 19,div .

Or, d’une part,
28;“1)]“ = ak(?kvz -+ &ﬁzvk = AUZ‘ —+ 8Z div v

et, d’autre part,
— s —
A = —rotrot + graddiv.
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Cela conduit a
s 4 7
28aw"‘z(f =w (—r?t)rotﬁ—ir ggraddivﬁ)i
P p 4 Vi
dobfw?, = Ow?, = w"(grad divv);.
Le terme du courant de chaleur est un peu plus ennuyeux a calculer :
Oo(W(Ti + wiT)) = (T; + wiT)0aw® + w*(04T; + 04(wT)).
Le premier terme est :
S 4 3 - 43 .o
grad;T w*divy + (w*)°T Oyv; divy.
— ~— \/2
1 1

Il est formé de produits de deux termes infinitésimaux et donc, comme expression
linéaire, il est nul. Le second terme est

w?(grad6,T + T(w* )*0;0 + (w*)* 8,78 T)
t < i t Ot o

Par conséquent 1’équation Gaﬁaﬁ = 0 devient
' )o(—T0t10t7)

—(
- (w4 (f + %7)) r—ad>dlvv — (w*K)o grad@t (3.11.1)

Nous pouvons expliciter la partie longitudinale (]|) et la partie transverse (L) de la
vitesse :

—

— — - —>;>
U =10+ v, = —gradyp +rota.

Alors (3.11.1) donne les deux équations

((—W%T)O 02 + mod; — (Wm))m =0 (3.11.2)
et
4 2 4 4 ~ 4. P 3
—(W*KT)g0; + MmO — (w &+ 5”))0 A ) — (w*k)o grad 6,1 + gradp = 0,
—_—
dont la seconde s’écrit aussi, puisque 7 = —gradp,

—

gmad { (T e? + mod, — (1(6+ 3n)), &) (~0) = (W BT +p} =0

Exprimons les grandeurs p et T" a I'aide des variables d’état s et n. Par définition
p = p|s, n|, nous avons donc

—_—
gradp = sgradu, + ngrad u,,
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mais, d’autre part,

gradus = gradT' = ugsgrad s + ug, gradn

— —_— —
gradu,, = u,sgrad s + u,, gradn

et done
— — —

gradp = (Suss + nugy)grad s + (Sups + Ny, ) gradn.

Ainsi I’équation s’écrit

grad { ((—wtn)od? +modi = (w6 + 51)), &) (=)
— (WKss)oS — (W KU )0 + (SUss + Npn )0 (3.11.3)

+ (Stps + num)on} 0.

— —
C’est donc une équation du type grad f(Z,t) = 0. f(Z,t) est donc une fonction de
—_—

gradient nul. Comme ceci est 1'’équation de la vitesse ¢ = —grad, nous pouvons
sans inconvénient poser f(&,t) = 0 par une transformation de jauge.

2. — L7équation 30(‘71% = 0 devient
0af% = Oa(nw®) = woyn + now*Gw® =0

et done

oxn + nodive = 0.

En utilisant

—
divt’ = div (7} + ¥L) = —divgradp + 0 = —Agp

nous avons

o —ngAp = 0. (3.11.4)

3. — Considérons maintenant 1’équation

0ajd = Oa((sw™) + %(—/@)(Tf +w®T)) = .

L’irréversibilité ¢ est une forme quadratique, elle est donc nulle dans une approxi-
mation linéaire.
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Transformons les termes du deuxiéme membre de 1’équation précédente :
On(5w®) = w*(O5 — 59 Ap)
T 1 T

Doy —= = —0,T¢ —0,T
T Tl (T)2( )
—0
0T = 0T + Taawa +w* 84T = &TZ = 84T4 S 84T
0
= 9,T" + 0*04T + ww, 8*0,T = O,T"
=-1

) —
O;T" = divgradT = (uss)oAs + (ugy)oAn
1

Doy 0T = Datd” = (w*)?0,div = —(w*)2Adyp.

Puisque ugs/T = 1/¢, I'équation s’écrit

1 4
018 — oA + (whk)o Adsp — (%)()AS — (w l;usn>0An =0. (3.11.5)

Nous allons examiner maintenant quelques cas particulierement intéressants.

a) Ondes thermiques

Cette équation est obtenue en posant ¢ = 0 et n = ny dans ’équation (3.11.5);
nous avons ainsi

(3, — wboA)s(F,t) =0 b= g > 0. (3.11.6)

Pour l'intégration, on se reportera au livre I. La solution générale existe seulement
pour le futur absolu : w* > 1 (= +1), w't > 0.

b) Ondes élastiques
En posant o = 0, (3.11.3) devient

S 4
J— 4 — J—
grad{ <m08t (W (f + 377>>0A)( ©)
+ (SUss + NUen )08 + (SUns + nunn)on} =0.
En faisant 0,{...} =0, il vient :
4
{ (moﬁf — <w4 (g + 577)>0A0t)<,0
— (Suss + Mgy )0 O + (Stps + nunn)oatn} = 0.

Mais, si ko = 0, (3.11.5) devient

Ois — soAp =0,
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8,53 = 5o AQD

De (3.11.4) nous tirons
an = ngAy

alors en substituant dans I’équation 9;{...} = 0 et, en se rappelant que
2 2 _
S Ugs + 25Ny, + N Uy, = a,

nous obtenons
4
(moaf —apA — (w4 &+ §77)>0A8t> o(Z,t) = 0. (3.11.7)

Cette équation est exactement celle obtenue en thermodynamique non relativiste
pour les ondes élastiques; leurs célérités sont données par

i),

(Pour la discussion, cf. livre 1.)
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