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Avant-propos

La théorie quantique des champs, qui integre relativité restreinte et mécanique
quantique, est a la base de la description des interactions des particules élémen-
taires. Son développement, dont 1'origine remonte a la fin des années 1920, s’est
longtemps concentré sur la physique des photons et des électrons, sur ’électrody-
namique quantique. Apres de nombreux détours et plusieurs crises, les interac-
tions faibles et fortes des quarks et des leptons y ont trouvé aujourd’hui leur place.
Seule subsiste I'aversion de la force de gravitation pour la théorie quantique des
champs. ..

Ce texte d’introduction a la théorie quantique des champs est une synthese du
contenu de plusieurs cours de deuxieme cycle ou postgrades donnés a 1I’Université
de Neuchatel, a ’Ecole Polytechnique Fédérale de Ziirich et dans le cadre de
'enseignement postgrade commun aux universités suisses francophones (“Troi-
sieme cycle de la physique en Suisse romande”). Il est destiné en priorité aux
étudiants doctorants en physique expérimentale des hautes énergies et aux étu-
diants du deuxieme cycle avec une orientation en physique des particules ou en
théorie. Il est admis que le lecteur dispose d’une bonne maitrise de la mécanique
quantique non relativiste. Dans une moindre mesure, des connaissances de base
de la physique des particules peuvent aider a suivre certains exemples ou discus-
sions. L’objectif est de développer les bases du formalisme de la théorie quan-
tique des champs, le “minimum vital” permettant d’apprécier la structure de
théories telles que 1’électrodynamique quantique ou le Modele standard et de les
utiliser pour décrire des systemes physiques simples. En revanche, les fonde-
ments phénoménologiques et historiques ou les tests expérimentaux des théories
décrivant les interactions fondamentales ne sont pas abordés.

Dans l'optique d’une introduction au sujet, le texte a deux limitations princi-
pales. Premierement, 'intégrale de chemin n’est pas utilisée, ’approche canoni-
que est suivie. Cette option permet une progression plus rapide et plus adaptée
aux connaissances de la majorité des étudiants. Deuxiemement, la quantification
des théories de jauge non abéliennes n’est pas discutée, et ne sont envisagées que
des applications perturbatives, dans le domaine relativiste.

La littérature traitant de la théorie quantique des champs est considérable,
de haute qualité, avec un bon nombre d’ouvrages a la fois récents et complets.
La bibliographie donne une liste étendue d’ouvrages de référence. Quelques lec-
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X AVANT-PROPOS

tures d’approfondissement ou de complément sont en général suggérées a la fin
des chapitres, ainsi que quelques exercices. Le lecteur désireux de perfectionner
ses connaissances et sa dextérité saura se reporter a 'abondante littérature qui
propose nombre de problemes et d’exemples autres que ceux traités ici.

L’organisation de I'exposé est relativement traditionnelle. Le chapitre 1 passe
en revue les aspects classiques utiles a la construction de la théorie quantique,
y compris la dérivation de la densité lagrangienne d’une théorie invariante de
jauge. Le chapitre 2 est consacré a la quantification canonique des champs libres,
a la description des espaces d’états et des propagateurs causals. L’expansion
perturbative (diagrammes de Feynman) de la théorie interactive fait I'objet du
chapitre 3, I'accent étant mis sur le champ scalaire pour sa simplicité et sur
I’électrodynamique quantique pour son importance. Ce chapitre fait également
le lien avec les grandeurs mesurées (section efficace, largeur de désintégration,
...). Le chapitre 4 le complete par une discussion de quelques points absents de
I’électrodynamique quantique mais requis par les interactions faibles ou fortes:
champs massifs libres de spin un, interactions dérivatives; il rassemble aussi di-
verses notions plus proches de la phénoménologie et utiles a la formulation de
modeles physiques: C, P, T, couleur et chromodynamique quantique, interac-
tions faibles des fermions. Le chapitre 5 propose un choix d’exemples; il aborde
aussi a un niveau élémentaire quelques notions marginales a la théorie des champs
mais utiles en physique des particules (partons, facteurs de forme, fonctions de
structure). La renormalisation est étudiée dans le chapitre 6, qui ne prétend
cependant pas donner une présentation complete de cet important sujet. La
discussion se concentre sur ’électrodynamique quantique a ’ordre d’une boucle
et en régularisation dimensionnelle, avec une section consacrée au groupe de
renormalisation. La brisure spontanée de la symétrie est le sujet du chapitre 7,
presque uniquement au niveau classique puisque la quantification des théories non
abéliennes n’a pas été traitée. La construction du Modele standard des interac-
tions fortes, faibles et électromagnétiques est présentée dans le dernier chapitre.
Enfin, deux appendices contiennent les notations et conventions utilisées ainsi que
quelques formules, et une breve discussion de ’anomalie chirale. Les chapitres
1, 2, 3, 5 et peut-étre 6 forment ainsi l'ossature d’un cours d’introduction a la
théorie quantique des champs.

L’aide de Philippe Page a été précieuse lors de 1’élaboration de la premiere
version des notes de cours. J’aimerais I’en remercier, ainsi que les collegues et
étudiants qui ont contribué a I’amélioration du texte par leurs remarques et cor-
rections. J’ai bénéficié des compétences de Liliane Deppierraz et Christophe Bor-
lat lors de la réalisation finale de 'ouvrage. Je remercie enfin Nicole Derendinger
pour son soutien, sa patience et ’aide apportée a la mise en informatique du
manuscrit.



Chapitre 1

Théorie des champs classiques

Dans 'approche traditionnelle que nous suivrons, I’étude d’une théorie quantique
des champs comprend deux phases. Il s’agit d’abord de construire la théorie,
ce qui revient a formuler la fonctionnelle d’action S qui la définit. Un certain
nombre de regles qui découlent du formalisme de la théorie des champs limitent les
formes admissibles de I'action. Violer ces regles vide la deuxieme phase, I’étude du
contenu physique de la théorie, de toute signification. Le formalisme de la théorie
quantique des champs permet avant tout d’extraire de l'action, traitée dans le
cadre de la mécanique quantique relativiste, les quantités physiques observables,
en général par le biais de la théorie des perturbations. Le but principal de ce cours
est d’étudier ce formalisme, de développer les outils de la théorie des perturbations
et de discuter les fonctionnelles d’action utiles a la description des interactions
des particules élémentaires.

En fait, le contenu physique de la théorie est entierement déterminé par le
choix des champs et des symétries. La forme de la fonctionnelle d’action en
découle!. L’action elle-méme n’a pas de signification physique propre. L’infor-
mation physique se trouve dans la classification des champs et le contenu en
symétries, qu’elles soient exactes ou spontanément brisées.

Dans le contexte de la théorie relativiste des champs qui nous intéresse ici,
un champ est une fonction de I'espace-temps. Par exemple, dans la théorie de
Maxwell, le champ électromagnétique F,, (Z,t) est un champ classique. Sa dy-
namique, fixée par les équations de Maxwell, est conforme au principe de relativité
restreinte (les équations de Maxwell sont qualifiées de “covariantes relativistes”).
La théorie de Maxwell est donc une théorie relativiste de champs classiques. La
théorie quantique des champs considere des champs a valeurs opératorielles. Ce
passage du champ classique a “l'opérateur de champ” est souvent qualifié de
deuxieme quantification.

Ce premier chapitre décrit brievement les notions classiques a la base de la

1Ce n’est que partiellement vrai si la théorie est supersymétrique.



2 THEORIE DES CHAMPS CLASSIQUES

théorie quantique des champs: la fonctionnelle d’action et le formalisme lagran-
gien, les symétries de ’action et les lois de conservation déduites du théoreme de
Noether, ainsi que les champs scalaires, vectoriels et spinoriels et les équations
cinématiques de Klein-Gordon et Dirac. Le but est d’obtenir la fonctionnelle
d’action la plus générale décrivant des champs de spins 0, 1/2 et 1 qui pourra
étre traitée dans le cadre de la théorie quantique des champs.

1.1 Action, densité lagrangienne, équations du
mouvement

Les théories quantiques des champs utilisées pour décrire les interactions des par-
ticules élémentaires peuvent étre formulées a partir d’un principe d’action qui est
une simple généralisation de la situation rencontrée en mécanique classique. On
pourrait également se donner les équations dynamiques qui découlent de ’action
(les équations d’Euler-Lagrange) comme point de départ du formalisme. Mais il
s’avere que l'utilisation de ’action simplifie la quantification de la théorie.

En mécanique classique, les équations du mouvement d’un systeme de parti-
cules ponctuelles sont obtenues a partir d’une action

Sl = [ dt Lig(t). (), ). (11)

t1

ou L est la fonction de Lagrange. L’action S est une fonctionnelle de I’ensemble
des coordonnées ¢(t) = {qi(t),...,qsn(t)} des N particules du systéme (tri-
dimensionnel) et de leurs vitesses ¢(t) = {¢i(t),...,q4sn(t)}, au temps t. Le
principe de moindre action postule que les trajectoires physiques sont celles
pour lesquelles la fonctionnelle d’action S a un extremum, en général un mini-
mum. Il en découle un ensemble d’équations différentielles, les équations d’Euler-
Lagrange, qui sont les équations du mouvement du systeme: elles déterminent
son évolution temporelle.

Pour les obtenir, supposons que la fonctionnelle S est stationnaire pour ¢(t) =
Q(t), et considérons des trajectoires différant peu de Q(t) de la forme ¢.(t) =
Q(t) + edq(t). La quantité e est un parametre et on peut supposer que dq(t)
s’annule aux temps ¢ et to; Q(t) et ¢.(t) coincident donc aux temps ¢; et t5. La
valeur de 'action pour les trajectoires ¢. est une fonction du parametre ¢, et la
stationnarité de I'action pour ¢(t) = Q(t) s’exprime par la condition

stal] o (12



ACTION, DENSITE LAGRANGIENNE, EQUATIONS DU MOUVEMENT 3

d t2 oL oL .
&S[qg] = / dt Z <8qi(t)5%(t) + ) 5qi(t)>
tr 3N /L d OL
% (ot ~ ) 0
en intégrant par parties avec dq;(t1) = 0¢;(t2) = 0. Puisque dq(t) est arbitraire

pour t; < t < t9, la condition de stationnarité implique les équations différentielles

oL  d OL ,
OO 0, i=1,...,3N, (1.3)

qui sont les équations d’Euler-Lagrange du systeme décrit par l'action S. Elles
forment un systeme de 3N équations différentielles du deuxieme ordre (au plus),
en général couplées et non linéaires.

L’extension de ce formalisme a la dynamique de champs est immédiate. Con-
sidérons le cas le plus simple de champ classique: une fonction de I’espace-temps
¢(x) a valeur dans les nombres réels ou complexes. Nous utilisons la notation
suivante: x dénote le quadrivecteur de composantes z*, avec 2° = ct et le choix
d'unités ¢ = 1 2. Le systéme physique a maintenant un nombre infini de degrés
de libertés: au lieu des 3N coordonnées ¢;(t), on considére a chaque temps t les
valeurs du champ en chaque point de I’espace. Comme auparavant, une action
et une fonction de Lagrange sont introduites,

S[g] = /dtL (1.4)

mais il convient d’utiliser également une densité lagrangienne L(¢,d,¢) avec?

L= /d39; L(6,0,0). (1.5)

Le volume d’intégration ne sera pas spécifié plus précisément. Il dépend du
systeme physique considéré et peut étre fini ou infini. Donc

So] = [ d'e £(6,0,0). (1.6)

Le principe de moindre action stipule que les champs physiques du systeme
(;E(x) correspondent aux extrema de l'action S. Par analogie avec le cas discret
étudié plus haut, on considere 'action S[¢.], avec ¢, = qg—i— €d, o étant un champ
quelconque s’annulant aux bords du volume d’intégration. Alors, puisque S est
stationnaire en gz;,

d
stel] —o.

e=0

2L’ensemble des notations utilisées est défini dans I’appendice A.
3La densité lagrangienne peut en principe dépendre explicitement de z, £(¢, Ou¢,x). Nous
omettrons cette possibilité.



4 THEORIE DES CHAMPS CLASSIQUES

Apres une intégration partielle utilisant 'annulation de § aux bords du volume
d’intégration, la dérivée est

L(¢,0,0) 6. (1.7)

d 0 0
25lod = [ d' | 7-0(6.0,0) -0 .

"

00,0
Sauf mention contraire, la répétition d’un indice (ici l'indice p) implique par
convention une somme sur toutes ses valeurs. Comme le champ ¢ est arbitraire,
la condition de stationnarité conduit a I’équation

0 0

35510 0u0) = 0 (19

dont les champs physiques q~5 sont solutions. Par rapport au cas de la mécanique
classique de particules ponctuelles, on a en fait une infinité d’équations d’Euler-
Lagrange (vues comme des équations différentielles dans le temps), en chaque
point spatial du volume du systeme physique considéré. Elles déterminent la
dynamique spatio-temporelle du champ ¢(x) puisque leurs solutions sont précisé-
ment les champs physiques é(m) Lorsque la densité lagrangienne est fonction du
champ et de ses premieres dérivées uniquement, les équations d’Euler-Lagrange
sont au plus du deuxieme ordre. Ceci est suffisant pour décrire les interactions
de champs relativistes quantifiés.

La généralisation au cas d'une action dépendant de plusieurs champs, notés
collectivement ¢'(x), i = 1,..., M, est simple. A nouveau, puisque l'action est
stationnaire pour les champs physiques ¢’(z), on aura

d o
[deS[@]LO =0, (1.9)
ol ¢i(z) = ¢'(z) + ed(x). Cette équation est vraie pour des variations ed’(z)
indépendantes et arbitraires de chaque champ, s’annulant au bord du volume
d’intégration. On aura donc une équation d’Euler-Lagrange pour chaque champ
¢;(r) apparaissant dans la densité lagrangienne:

O (. 0,07) — 0,2

0 umﬁ(qﬁj,@m’) =0, i=1,...,M. (1.10)

1.2 Symétries internes et courants de Noether

L’action S posséde une symétrie s’il existe un ensemble de transformations des
champs ¢; et des coordonnées d’espace-temps laissant S invariante. L’ensemble
de toutes les symétries de I’action forme nécessairement un groupe de symétrie.

Considérons une théorie de champs classiques définie par 1’action

swﬂ:/d%cwa@wy (1.11)



SYMETRIES INTERNES ET COURANTS DE NOETHER )

Les équations d’Euler-Lagrange

0 , ; 0
-L(¢?,0,¢") — 0 .
oJog (¢, 0u") 00,0
déterminent la dynamique des M champs ¢/, j = 1,..., M. Supposons ensuite
que cette action possede une symétrie interne, c’est-a-dire qu’il existe une (ou
plusieurs) transformation agissant sur les champs selon

¢ (x) — ¢/ () = Ul¢*(x) (1.13)

(on somme, de 1 a M, sur les indices répétés). En général, la matrice U de dimen-
sion (M x M) n’est pas unique. L’ensemble des matrices U forme un groupe, G.
Cette symétrie est qualifiée d’interne puisqu’elle transforme les champs sans agir
sur 'espace-temps: les coordonnées ne sont pas affectées par la transformation.
C’est une symétrie qui commute avec les symétries d’espace-temps du groupe de
Poincaré qui seront considérées dans la section suivante.

L(¢7,0,¢7) =0, (1.12)

Une symétrie est une transformation qui laisse ’action invariante. Les symé-
tries apparaissant dans les théories de champs décrivant les interactions des par-
ticules élémentaires sont de plusieurs types. Certaines sont discretes, le groupe
G possédant un nombre fini d’éléments. Les symétries continues correspondent a
un groupe dont les éléments (les matrices U) sont des fonctions d’un nombre fini
de parametres continus «;. Nous allons considérer des transformations qui sont
des fonctions analytiques des parametres a;. Le groupe G est alors un groupe de
Lie. On peut se restreindre a des transformations infinitésimales et poser

Ul =6, +iar(TD], &' =¢ +d¢', 8¢ =ia(T")e", (1.14)
les parametres oy étant infinitésimaux (on somme sur 7). L’ensemble de matrices
linéairement indépendantes 77 forme un ensemble de générateurs de l’algébre
de Lie du groupe G. Les symétries continues sont de deux types. Lorsque les
parametres a; sont indépendants du point de l'espace-temps, la symétrie est
dite globale. Elle transforme les champs de la méme facon dans tout ’espace-
temps. Par exemple, le nombre baryonique et les nombres leptoniques sont des
symétries globales du Modele standard dans sa version minimale. Par contre,

on peut envisager des transformations laissant ’action invariante et qui agissent
différemment selon le point dans I’espace-temps:

() — ¢ () = Ul(2)¢" (). (1.15)

Dans ce cas, les parametres sont des fonctions a;(x) et la transformation est une
symétrie de jauge. Les théories de champs classiques invariantes de jauge seront
étudiées dans la derniere section de ce chapitre.

Le lien entre groupe de Lie et algebre de Lie peut se résumer comme suit. La
transformation infinitésimale (1.14) peut étre vue comme l’expansion au premier
ordre dans les parametres infinitésimaux «a; de I’élément du groupe G

, 1 .
Uay) = ™ = > a(@aITI) . (1.16)
n>0 """
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Comme G est un groupe, la loi de groupe indique que

Ulan)U(Br) =U(y1) € G.

D’autre part, pour deux matrices A et B, on a
etef = e, C=A+B+ = [AB]+(5C’

ol la matrice 6C contient une infinité de termes d’ordres plus élevés que A?, AB
ou B? s’écrivant uniquement a partir de commutateurs. Pour des éléments du
groupe de la forme (1.16), la loi de groupe devient

1
iT! = i(ar + BT — §aIﬁJ[TI, T7] + commutateurs d’ordres plus élevés.

Elle est donc équivalente a la donnée des relations de commutations
[Tlv TJ] = 7:fIJijK7 (117>

qui définit P’algebre de Lie du groupe G. Les nombres fI/ ;- sont les constantes
de structure de 1'algebre de Lie. Ces notions joueront un role important dans la
construction des théories de jauge non abéliennes (ou théories de Yang-Mills) qui
sont a la base du Modele standard des interactions fortes et électrofaibles.

Pour étudier certaines conséquences de I'invariance de ’action sous une trans-
formation infinitésimale (1.14), il convient d’abord de remarquer que si S est
invariante sous une transformation locale dont les parametres a! dépendent de
x, S sera également invariante sous les transformations globales, pour lesquelles
d,a’ = 0. L’invariance de 'action sous une transformation infinitésimale (1.14)
globale s’exprime par les égalités suivantes:

oL

50,5005

0= 0S¢l = /d4:z:5£ - /d4 [ S+

_ 4 J
_ /da:@ [aaﬂ(ww]

Le dernier pas utilise le fait que les champs physiques sont solutions des équations
d’Euler-Lagrange et n’est donc vrai que pour ces solutions. L’invariance de
Paction, 65 = 0, implique que la variation de la densité lagrangienne est au plus
une dérivée totale d'une quantité qui s’annule au bord du volume d’intégration:

(1.18)

5L =09, VH, (1.19)

V# étant une fonction des champs ¢/ et 9,¢7, et des parametres oy, qui sont
arbitraires. Par conséquent,

oL

o"J, =0, Jy = 01

5 —V, (1.20)



SYMETRIES D’ESPACE-TEMPS ET THEOREME DE NOETHER 7

Le courant conservé .J,, dépend de I’ensemble des parametres de la transformation
de symétrie. Pour une transformation continue infinitésimale, au premier ordre
en oy, on a 0¢’ = iaI(TI)iék et V# = a;V!# si bien que l'invariance de I’action
implique

. oL
orJ=0,  J=i
QOr ¢,
On a donc construit un courant conservé pour chacun des parametres de la
symétrie continue interne: c’est le théoréme de Noether pour les symétries in-
ternes.

(T — V1. (1.21)

Par la suite, nous considérerons uniquement des symétries internes qui laissent
la densité lagrangienne invariante. Le courant de Noether est alors donné par
Pexpression (1.21) avec V] = 0.

L’équation de conservation des courants J,f s’écrit

%Jﬂwﬁ-ﬁ:o.

En prenant I'intégrale de cette équation sur un volume spatial V', on obtient

d = —
%/ d%JfO:—/ BT =— [ ds-Jt. (1.22)
14 14

oV

Si le volume est choisi tel que le courant J! s’annule sur son bord 9V, on aura

i@%a:o, cy@y:Ad%szQﬁ (1.23)

A chaque symétrie continue de l'action correspond un courant conservé et une
charge totale Q' indépendante du temps. La composante temporelle du courant
joue le role de densité de charge.

1.3 Symétries d’espace-temps et théoreme de
Noether

1.3.1 Relativité restreinte: le groupe de Poincaré

Le principe de relativité restreinte impose que l'action soit invariante sous les
transformations du groupe de Poincaré, qui comprend les translations d’espace-
temps et les transformations de Lorentz. Sur les coordonnées d’espace-temps,
I’action du groupe de Poincaré est

ot — gH =AMV + at, (1.24)

ou A*, est une transformation de Lorentz. Chaque élément g est donc carac-
térisé par ¢ = (A,a). Il s’agit de transformations globales (A*, et a* sont
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indépendants de x*) qui peuvent étre continues (translations, transformations
de Lorentz propres) ou discretes (parité, renversement du temps). Les transfor-
mations de Poincaré laissent invariant 1’élément d’intervalle entre deux points
proches z# et x* 4 dx*, qui s’écrit

ds® = n,,drtdx, (1.25)

N ¢tant la métrique de Minkowski?. Les quantités dz* forment un vecteur
contravariant par rapport aux transformations de Lorentz,

w!
dat! = %da:” = A*,dx", (1.26)

d’apres (1.24). La condition d’invariance de l'intervalle, ds? = ds'?, exige
AﬂpAyan,uV = Tpos (127)

qui caractérise completement les transformations de Lorentz. Elle contient dix
conditions indépendantes qui réduisent a six le nombre de parametres (conti-
nus) de la transformation de Lorentz. La transformation de Lorentz du vecteur
covariant des dérivées partielles s’écrira

9 9 D

B ot Qzm! Qv

= A0, (1.28)

la derniere égalité définissant A", qui est l'inverse de A*,: A,"A?, = o7 1l suit
de (1.27) que
Auy = 77#,077”0/\’)0, (1'29)

ou n* est l'inverse de 7,,,
[, . SK
77 nl/p - 5p .
Les matrices 0" et 7,, sont numériquement identiques. On les utilisera pour
modifier la nature covariante ou contravariante d’un indice vectoriel puisque

Ay e = NN
Les indices seront donc “montés” en utilisant n*” et “abaissés” grace a 1, .
Il suit de (1.27) que toute matrice A peut se décomposer en un produit
A = ApAg (1.30)

avec Ap = 1, P, T, PT alors que Ay a déterminant unité et A% > 1. L’ensemble
LL des matrices Ay forme le sous-groupe des transformations de Lorentz propres
et orthochrones. Les éléments discrets apparaissant dans Ap sont la parité

P: (2% %) — (2°,-7), (1.31)

4Les conventions utilisées sont définies dans ’appendice A.
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et le renversement du temps

T: (2% %) — (—2° ), (1.32)

Plutot que de considérer directement 1’équation de définition (1.27), il est
souvent plus simple de se restreindre a une transformation infinitésimale,

AF, = 68 4 0P, (1.33)

les quantités w,, étant supposées petites face a I'unité. Ceci n’est possible que
pour une transformation de Ll, mais la décomposition (1.30) permet de discuter
I'ensemble du groupe de Lorentz a partir de (1.33) et (1.30). Au premier ordre
en w, la condition (1.27) devient simplement

w,ul/ + wl/,LL - 07 (134)

et w est une matrice antisymétrique quelconque. Comme mentionné plus haut, le
groupe de Lorentz a six parametres continus, correspondant a trois angles de ro-
tation et aux trois parametres ¢//c apparaissant dans un “boost” (ou “glissement”)
de Lorentz vers un référentiel inertiel de vitesse relative .

Nous allons par la suite utiliser la notion de générateurs de l'algebre de Lie
du groupe de Lorentz. Pour l'introduire, on pose

1
dzt = nwya” = §iwpg(Mp")“Vx”, (1.35)

ou les MP? = —M?? sont des opérateurs agissant dans 1’espace-temps, choisis
indépendamment des parametres w,,. D’apres (1.35), il faut que

(MW a” = nhPa® —ntal.

La solution est de remplacer les M*? par des opérateurs différentiels de la forme
(MPo) = (LP7)ok, avec

L7 =i (2P0° — x°07). (1.36)
On vérifie que ces opérateurs satisfont ’algebre de commutateurs
[M*, M) = —i (n"? M"Y + 0" M*° — gt M¥? — n"? M*7) . (1.37)

Les relations de commutation (1.37) définissent [’algébre de Lie du groupe de
Lorentz dont les M* sont les générateurs (qui forment une base de 'algebre
de Lie). Chaque réalisation des regles de commutation (1.37) correspond a une
représentation particuliere de ’algebre de Lie. Par exemple, le choix (1.36) utilise
des opérateurs differentiels agissant sur les coordonnées d’espace-temps. Un autre
choix consisterait a représenter tous les générateurs par le nombre zéro. C’est
une réalisation triviale de I’algebre, en une dimension puisqu'un nombre réel
représente chaque élément.
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Par la suite, nous considérerons des représentations de ’algebre de Lie (1.37)
de la forme
M" = [* + SH. (1.38)

les opérateurs L*” étant définis par (1.36) alors que les S*” forment une représen-
tation matricielle de 'algebre (1.37) qui commute avec L*”. Nous aurons en effet
a agir a la fois sur les coordonnées et sur les champs.

Il est facile d’étendre cette discussion aux translations
ot — ot =t + o' =2t + a" 0t (1.39)
Les générateurs P, des translations sont introduits en posant
ot =t + ozt dr* =i(a"P,)z", (1.40)
par analogie avec (1.35). D’apres (1.39), les opérateurs différentiels
P, = —i0, (1.41)

génerent les translations. En utilisant les générateurs de Lorentz (1.36), on vérifie
facilement que

M., P) = in,P,—in,,P,,

[ 2 p] Nup Nvpdp (1.42)

[P wy P, 1/] = 0.

Ces relations, associées a l'algebre de Lorentz (1.37), forment ’algebre de Lie du
groupe de Poincaré, dont les dix générateurs sont M, et P,. Par la suite, une
représentation générale de 'algebre de Poincaré sera donnée par les opérateurs
(1.38), (1.36) et (1.41). Ces équations sont essentielles pour caractériser le com-
portement des champs sous les transformations du groupe de Poincaré. Nous
verrons plus loin que ce comportement est directement lié aux spins des champs
en question.

Pour une théorie de champs classiques invariante relativiste, décrivant un
ensemble de champs ¢'(x), il sera nécessaire de connaitre I’action sur les champs
des transformations du groupe de Poincaré:

¢'(x) — ¢"'(2').

11 doit étre possible de reconstruire le champ ¢*/, dans les coordonnées x#', & partir
des valeurs du champ ¢‘(x). Nous n’utiliserons que des champs pour lesquels une
relation linéaire

¢"'(z') = S(9)";¢' (v) (1.43)
existe. La matrice S(g) dépend de I’élément (abstrait) g = (A, a) du groupe de
Poincaré utilisé pour transformer les coordonnées. Il s’agit d’une représentation
linéaire du groupe de Poincaré. L’équation (1.43) donne la relation fonctionnelle

définissant ¢'. Le changement de coordonnées inverse exprime x* comme fonction
de 2"’ et donc

¢"'(z') = S(9)";¢’ (x(a")). (1.44)
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Par exemple, pour une transformation de Lorentz z#’ = A, x¥, ou matricielle-
ment ' = Az, on a

¢"'(a") = S(g)';¢" (A~ a"), (1.45)

ou encore ' o
¢''(Az) = S(9)";¢ (2). (1.46)
Pour une transformation infinitésimale,
ot =t + St S(g)ij =5§+5S(g)ij,
on aura, au premier ordre en dx* et §5(g),
Flat) = U+ B = 6(a) + (0,07 ())0n" = ¢7(2) + [0, ()] 6"
= ¢'(x) +05(9)";¢ (2),

d’apres (1.43). 11y a donc une relation linéaire entre les fonction ¢'/ et ¢ au
point x:

§'(x) — ¢i(x) = BS(9) ;¢ () — Oud (x)0a" = [5S(g)', — 6270,51] & (1)

= 0S(9)";¢ (@)
(1.47)
La version infinitésimale de (1.43) s’écrit donc
¢"'(2') — ¢'(x) = 05(g9)";¢ (x) = 650(g)";¢’ () + 62" 0’ (2). (1.48)

Le choix de §5y(g) caractérise completement la transformation des champs. Pour
élaborer ce point, nous allons considérer séparément les translations et les trans-
formations de Lorentz.

Translations

Pour une translation 2’ = x + a, il est naturel de définir la valeur des champs ¢’
en '’ comme étant simplement la valeur de ¢' en x = 2/ — a. On aura donc

¢''(z") = ¢'(x), (1.49)

c’est-a-dire

§S(g)", = 0. (1.50)

D’autre part,

§'(0) = (o —a) = ¥ (a0 F @) = @), (151)

n>0 """

D’apres (1.47) et pour a¢* infinitésimal, on obtient

5S0(9)' ¢/ () = —ia" Py (), (1.52)
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en utilisant les générateurs (1.41) des translations. Le méme résultat découle de
(1.50) inséré dans (1.48).

Transformations de Lorentz

Le traitement des transformations de Lorentz est plus compliqué puisqu’il fait
en général intervenir des opérateurs 05(g) non nuls. Une transformation in-
finitésimale s’écrit

1.
ot = ' + St ot = wx, = §MWL”"$“.

D’apres (1.36), les opérateurs différentiels L sont donnés par L = i(z10" —
xz’0"). On observe ensuite que le dernier terme dans la transformation (1.48)
peut s’écrire

i I v i
d2"0,¢'(z) = §szL“ @' ().
Nous allons alors poser
55(9) = —5iwe (7)., (1.53)

si bien que

1 . L1 |
5509V, = —iwam [(S°7)7 ) + LP76L] = =i (MP7),. (1.54)

C’est le choix des S*7 [ou de 0.5(g)] qui caractérise les transformations de Lorentz
propres orthochrones des champs. Nous verrons plus loin que ce choix détermine
également le spin (intrinseque) des champs en question.

1.3.2 Le champ scalaire

Il s’agit du cas le plus simple pour lequel
3S(g) =0 «—— S =0.

C’est la représentation triviale, de dimension 1, de ’algebre de Lie. Elle agit donc
sur un champ unique ¢(x) pour lequel

' (2') = p(), (1.55)

comme dans le cas des translations. Nous verrons que le champ scalaire, qui peut
étre réel ou complexe, est sans spin.
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1.3.3 Le champ vectoriel

Un champ vectoriel est un quadrivecteur de champs V#(z) dont la transformation
de Lorentz utilise des générateurs S* de la forme

(510, =i (5 = "5). (1.56)
On aura donc
Vi () = Vi(z) = 65(g)", V¥ (x)
= iy [i"°07 — i S V¥ (x) (1.57)

= WV, (x),

ou les indices sont abaissés ou élevés avec 7, ou n*”, comme d’habitude. La
transformation ci-dessus est identique a celle d’'un quadrivecteur (contravariant
ou covariant), d’out le nom de champ vectoriel.

Un champ vectoriel V,(x) se transforme de la méme facon que le gradient d’'un
champ scalaire 9,¢(z), qui est donc un champ vectoriel particulier. En effet,

dup() — 9,9 (2") = A O,0().

Pour une transformation infinitésimale,
a;lhol(l'/) - 8#90(517) = WuuaVSO(‘T)-

Nous verrons que V,,(z) est utilisé dans la description d’une particule de spin
unité.

1.3.4 Le champ spinoriel

Les champs spinoriels permettent de décrire la physique de particules de spin
1/2. 1l en existe une généralisation pour les spins demi-entiers plus élevés qui
ne sera pas discutée ici. La construction des spineurs est plus sophistiquée que
celle des champs tensoriels, tels que les champs scalaire et vectoriel. Nous nous
bornerons a construire leurs transformations infinitésimales, c’est-a-dire a obtenir
les générateurs S*. Ceux-ci utilisent les matrices de Dirac, qui satisfont ’algebre
d’anticommutateurs (algébre de Dirac)

{ "} =21 (1.58)

Cette algebre peut étre représentée par des matrices (4 x 4) et [ est la matrice
identité en quatre dimensions. Un exemple de réalisation est le suivant:

0 I ' 0 o
0 2 i A .
— ( L 0 ) ’ v = < I > , 1=1,2,3, (1.59)
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ou les matrices de Pauli sont notées o; et I5 est la matrice unité en deux dimen-
sions. Il s’agit de la représentation chirale, ou de Weyl.

En utilisant 1’algebre de Dirac (1.58), on vérifie facilement que les matrices

?

4

14

v, (1.60)

ok

vérifient 1'algebre de Lie du groupe de Lorentz (1.37). Elles forment donc les
générateurs d'une représentation de l'algebre (1.37) agissant sur un champ a
quatre composantes

()
() = %Ex; : (1.61)
Ya(x)

qui est un spineur de Dirac. Nous allons donc identifier les générateurs S*”
apparaissant dans (1.53) avec les o et la transformation de Lorentz du spineur
de Dirac est donc

(@) — (@) = (z) + 0S(w)i(),
(1.62)
0S(w) = —Liw,, oM.

Le champ de Dirac porte en fait une représentation réductible de I’algebre de Lie
du groupe de Lorentz. Pour le montrer, introduisons la matrice

75 =~V (1.63)
qui satisfait
= A=k {w=0 (1.64)
Par conséquent,
[, 0] = 0. (1.65)
Il est alors possible de construire un ensemble complet de projecteurs orthogonaux
1 1
P = 5(14—1-’75), Pr = 5(14—’75), (1.66)
pour lesquels
P} =P, Pi=Pr, P,Pr=PrP,=0, PL+Pgr=1, (1.67)
Les projecteurs commutent avec les générateurs:
[P, 0" = [Pgr, "] = 0. (1.68)

Puisque les quatre valeurs propres de 5 sont 1,1, —1, —1, les projecteurs permet-
tent de définir deux spineurs a deux composantes

Y, = Py = Py, Yr = Pryp = PRyg, (1.69)
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qui se transforment séparément sous le groupe de Lorentz:
(MZ)L = _%iwuVO-MVPLw = _%iwuVPLo-uuw = PLéwa

Wp = —3iwuo™ Ppp = —3iw, Protp = Proi.

(1.70)

Les spineurs a deux composantes ¥, et ¥g peuvent étre considérés comme des
entités indépendantes puisqu’ils ont des transformations de Lorentz bien définies.
Ce sont des spineurs de Weyl.

Les projecteurs P, et Pr sont les projecteurs de chiralité; 1y, et 1Y sont les
spineurs de chiralités gauche et droite. Dans la représentation chirale (1.59), la

matrice 5 est diagonale:
(I 0

_ (X _( 0
¢L—<OL>7 ZDR—(XR),

en termes de spineurs a deux composantes xr, et xg.

On aura donc

1.3.5 Masse et spin

Les champs scalaires, vectoriels et spinoriels possedent des transformations de
Poincaré bien définies, qui les caractérisent. Ils portent des représentations du
groupe de Poincaré et de son algebre de Lie. Ces représentations peuvent elles-
meémes étre caractérisées au moyen des opérateurs de Casimir, au nombre de deux
pour le groupe de Poincaré. Les opérateurs de Casimir commutent avec les dix
générateurs P, et M, de l'algebre de Poincaré. Ils ont donc une valeur propre
unique pour chaque représentation irréductible. De plus, ces valeurs propres sont
des invariants (sous translations, rotations et “boosts” de Lorentz): ce sont des
nombres quantiques intrinseques (indépendants d’un choix de coordonnées) qui
suffisent a caractériser la représentation du champ. Ces deux nombres quantiques
sont la masse et le spin du champ (ou, plus généralement, de la représentation).

L’opérateur de Casimir dont la valeur propre est la masse est facile a construi-
re. Comme le carré d’'un quadrivecteur est un invariant, on choisit simplement
I'opérateur

P? = P'P, =1, P"P". (1.72)

L’annulation du commutateur [P?, P#| est triviale alors que
(P2, M*] = 1) PP[P?, M"] 4 15[ P?, M"]P7 = 0,

en utilisant I'algebre de Poincaré (1.42). La valeur propre de P? pour chaque
champ irréductible sera
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m étant la masse du champ. Du point de vue du groupe de Poincaré, la valeur
propre m?c? peut étre un nombre réel quelconque, positif, nul ou négatif. Seules
les valeurs propres nulles et positives sont observées dans la nature®.

Le deuxieme opérateur de Casimir est plus subtil. Il est nécessaire d’introduire
quatre opérateurs formant le vecteur de Pauli-Lubanski:

1
Wi = QP M, (173

ol €0 st completement antisymétrique avec

€o123 = 1.

Les opérateurs W, ont les propriétés suivantes:

[Wm PV] = 0,
[Wua Ml/p] = —1 (anWp - nupwy) (174)
W W, = —ieup PP

Ces relations se démontrent en utilisant les régles de commutation (1.37) et (1.42)
de l'algebre de Lie du groupe de Poincaré. La deuxieme indique que W, se
transforme comme un quadrivecteur. Puisque le carré d’'un quadrivecteur est un
invariant, on définit ensuite
W? = WHW,. (1.75)
I1 suit des relations (1.74) que
W2, PH] = [W?2, P?] = [W? M*] = 0.

En prenant garde aux commutateurs (et a I’aide des identités de 'appendice A),
Iopérateur W? s’écrit aussi

1
w?= - (P2M™ My, + 2P P,M* M,,) . (1.76)

Le second opérateur de Casimir de I’algeébre de Poincaré est donc W2. A nouveau,
chaque champ portant une représentation irréductible de 'algebre de Poincaré
sera caractérisé par un nombre quantique correspondant a la valeur propre de
W? dans cette représentation.

Finalement, 'algebre de Poincaré admet six opérateurs mutuellement com-
mutants: P*, P? et W2. On peut les diagonaliser simultanément et leur associer
leurs valeurs propres respectives, p*, p* = ptp, et Ap-=.

Pour comprendre la signification du nombre quantique associé¢ a W?2, con-
sidérons un champ massif, c¢’est-a-dire une représentation irréductible pour laquel-
le la valeur propre de P? est p?> = m?, m? > 0, avec ¢ = 1. Par transformation
de Lorentz, on peut toujours choisir des coordonnées dans lesquelles

p* = (m,0,0,0) (1.77)

5Une valeur négative signalerait un tachyon.
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(référentiel “au repos”). Ce choix est invariant sous rotation d’espace, c¢’est-a-dire
sous l’action des opérateurs M12, M?3 et M3!. On a alors

Wi = —LmePikpr, i, k=1,23
2 IR »J ) Sy
e — o (1.78)
Explicitement, W1 = mM?*, W? = mM3', W3 = mM' (puisque €"'* =
—€p123 = —1). De plus, en utilisant la derniere équation (1.74), il vient
(Wi Wi = iel*mWk —
[Wi,WO] — 0 Za]ak_ 172a37
oll €k = —¢ltk = ki 123 — 1 et on somme sur les indices répétés. En posant
M= Ly Ly (1.79)
= —¢ g = — .
2 T
il vient
(M, M) = ie* M*, (1.80)

qui montre que les opérateurs M = (M*, M2, M?) forment un moment cinétique
quantique. Ensuite, comme

3
W? =WHW, = WW° =Y W'W* = —m*M? (1.81)
i=1
dans les coordonnées choisies, et que les valeurs propres d’'un moment cinétique
quantique sont (h = 1)
s(s+1),

s étant un nombre entier ou demi-entier positif ou nul, on obtient finalement que
la valeur propre de W?2 est

—m?s(s +1) = Ay (m #0) S @ spin. (1.82)

Ce résultat est vrai dans n’importe quelles coordonnées puisque W? est un inva-
riant du groupe de Poincaré. Par contre, la relation entre les opérateurs de
moment cinétique M® et les générateurs de Poincaré P* et M* dépend des
coordonnées.

Nous allons ensuite montrer que s est le spin intrinseque du champ. Pour
cela, il suffit de considérer la forme générale des opérateurs P* et M* agissant
sur les champs, qui est donnée par (1.41) et (1.54). Avec M,, = L., + S,
L, =i(z,0, —x,0,) et P, = —id,, il est clair que

1 1
WH = 56’“’”"PVMW = Ee“VpUP,,SpU.
La partie orbitale L,, ne contribue pas au vecteur de Pauli-Lubanski. Seule la
partie S, qui est de ce fait qualifiée de partie de spin, intervient. Le nombre
s dans la valeur propre de W? est donc entierement déterminé par le choix de
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la transformation du champ (1.43), c’est le spin (intrinseque) du champ. Et les
trois opérateurs de moment cinétique apparaissant dans I’expression (1.81) sont
en fait les opérateurs de spin

S = (5,52 5% = (52,83, 512). (1.83)

Le cas de masse nulle demande quelques précautions. Lorsque p? = 0, on peut
choisir des coordonnées telles que

p* = (E,E,0,0). (1.84)

Il suit de sa définition (1.73) que le vecteur W* est orthogonal a P*: W*P, = 0.
Avec le choix ci-dessus, on peut alors poser

W,u = )\p# + (0, O, WQ, Wg), W‘MWN = —(W2)2 — (Wg)z.

Comme de plus (1.84) conduit a [Wy, W3] = 0, il n’y a pas de contrainte quanti-
fiant la valeur propre de W#W,, (“spin continu”). Les états de masse nulle ob-
servés dans la nature sont cependant ceux pour lesquels Wy et W3 s’annulent
et

W, = A\p,, W2 =0 (m = 0). (1.85)

La constante de proportionnalité est en général (lorsque W* agit sur plusieurs
champs) une matrice dont les valeurs propres donnent I’hélicité des composantes
du champ. Dans le référentiel (1.84), il vient

W =w'=ES*, (1.86)

et les valeurs de I’hélicité sont simplement les valeurs propres de S?3. Notez que
S est Popérateur qui génere les rotations dans le plan (22, z3), qui laissent le
vecteur (1.84) invariant. Dans un référentiel quelconque, I'hélicité est donnée par
la projection du spin S le long de I'impulsion p; c¢’est-a-dire par p - §|ﬁ1_1. Dans
le référentiel choisi, p'= (F,0,0) et I'hélicité se réduit a ST = 523.

Nous pouvons maintenant justifier les assertions sur les spins des champs
scalaire, vectoriel et spinoriel faites dans la section précédente. Pour le champ
scalaire, S, = 0, W* = 0, et le spin est donc nul (de méme que I'hélicité si la
masse est nulle). Pour le champ vectoriel, les opérateurs S, sont donnés par
(1.56). En insérant S, dans 'expression (1.76), on obtient la matrice

(W?)* 5 = =2[p?65 — p°pg] (1.87)

qui agit sur les composantes du champ vectoriel V7(x). Notez que p est un
vecteur propre de W? avec valeur propre nulle: (Wz)aﬁpﬁ = (0. Dans le cas
massif, P2 = p?> = m? > 0, les valeurs propres de W?2 s’obtiennent de la maniére

suivante. Définissons
Vi(x) = Vi'(x) + Vi(2),

VE(z) =Vr — Epr

p2

Vi (x) = Baep.
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La partie transverse Vf (x) est orthogonale au vecteur p*, Vi (x)pu = 0, alors que
la partie longitudinale V}'(z) est parallele a 'impulsion p*. Il vient

(W) Vi () = —2m?Vi(x),
(1.88)
(W?)sVi (@) = 0.

On obtient donc que les quatre composantes du champ vectoriel V,,(x) correspon-
dent aux trois composantes V}'(x) transverses d'un champ de spin 1 ajoutées a
un champ de spin nul, la partie longitudinale V/(x).

Pour un champ vectoriel sans masse, les valeurs propres de l'opérateur S?3
[donné dans (1.56)] sont 0,0, 1, —1: ce sont respectivement les hélicités des com-
posantes VO, V1 V2 +iV3 et V2 — V3 du champ vectoriel, dans le référentiel ol
P = (B, E,0,0).

Finalement, un spineur de Dirac se transforme avec

1

1 Vi, 1]

S =0 =

Avec P, = —i0,, ces générateurs permettent de calculer 'opérateur W2, qui

prend la forme d’'une matrice (4 x 4) agissant sur les composantes du spineur. A
partir de la forme (1.76), on obtient facilement
3 9

W? = - (1.89)

qui indique que le champ spinoriel a bien spin 1/2.

Si on utilise la représentation des matrice v* (1.59) dans les coordonnées
définies par (1.77), les opérateurs de spin (1.79) deviennent simplement

4 Ly
T 2%
-l )

Chaque spineur de Weyl 11, et ¢r correspond donc & un spin 1/2. Cette derniére
égalité indique aussi que les valeurs de I’hélicité pour chaque spineur de Weyl de
masse nulle sont +1/2 et —1/2.

1.3.6 Le tenseur énergie-impulsion

Nous avons vu que le théoreme de Noether implique 'existence d’un courant con-
servé pour chaque symétrie interne continue de 1’action. Ce théoreme s’applique
également aux symétries agissant sur 1’espace-temps, et donc a I'invariance sous
les transformations de Poincaré. La forme des courants conservés est cependant
différente de celle donnée en (1.21), pour les symétries internes.
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Dans cette section, nous allons construire les courants conservés associés a
I'invariance sous translations. Ces courants jouent un role particulier puisqu’ils
expriment la conservation de I’énergie et de 'impulsion. Ils fournissent également
I’hamiltonien de la théorie de champs, qui sera utile par la suite.

L’invariance sous les transformations de Lorentz mene également a des lois de
conservation que nous ne discuterons pas en détail ici. Alors que l'invariance sous
rotations d’espace conduit simplement a la conservation du moment cinétique
total des champs, les transformations de Lorentz qui mélangent temps et espace
sont nécessairement plus subtiles: on ne peut discuter leurs lois de conservation
en termes de charges indépendantes du temps et l'interprétation de ces lois perd
son caractere intuitif. Elles correspondent a une généralisation a l’espace-temps
quadri-dimensionnel de la conservation du moment cinétique total des champs,
qui est une conséquence de l'invariance sous les rotations spatiales.

Considérons la quantité

oc .
T = G008 = (T # o) (1.90)

Nous devons supposer que la densité lagrangienne ne dépend pas explicitement
de z: £ = L(¢",0,¢"). Elle est donc invariante (de forme) sous les translations.
Nous voulons calculer la divergence 0*7),,. Tout d’abord,

oL , oL .
au[n/w['] = @ay(bz + W&,aqul.
0

D’autre part,

oL , oL . oL ,
o 7 _ o % u 7
0 liﬁéﬂqbia”(b] (8 88%") 0, 0" + 88%10 0y

oLC .
= @&@ +

en utilisant les équations du mouvement. Il vient donc

oL
§on i

040, 6' = d,L,

O"T,, = 0, (1.91)

et le tenseur énergie-impulsion T, est conservé®.

Nous avons donc construit quatre (les valeurs de v = 0,1, 2, 3) courants con-
servés. Nous allons maintenant montrer que les 7}, sont les courants de Noether
associés aux translations d’espace-temps

/
ot — ot = 2" + a¥,

611 s’agit du tenseur énergie-impulsion canonique, en général non symétrique (voir I’exercice
1.1).
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qui forment un groupe de transformations continues a quatre parametres. Nous
nous placerons dans un cadre légerement plus général en considérant des trans-
formations infinitésimales des coordonnées de la forme

ot — ot =t + dat, (1.92)

ou dz* peut dépendre de la position x. La transformation des champs associée
est

¢'(x) — ¢"(2") = ¢""(x) + 620, (1.93)
et donc ‘ ' ' . . '
0¢" = ¢"'(2') — ¢'(x) = ¢"'(x) — ¢'(x) + 020, 0" (1.94)
La variation fonctionnelle du champ sera notée
do¢' = ¢ (x) — ¢' (), 09" = 609" + 0210, ¢". (1.95)

En regardant la densité lagrangienne comme un champ local, sa variation sera
donc

0L = 6oL + 0270, L, (1.96)
o oc oc
L = 5000 + 000
Ensuite, ' ‘
5Oau¢l - auéoqbzv
si bien que
oL oL oL ,
=t ’ - — 00— . 1.
0L = o2"0,L+ 0, l@@ ¢Z§0¢] [3(]51 6“08#(#] do (1.97)

Le dernier terme s’annule pour des champs vérifiant les équations du mouvement.
Finalement:

oL
00,6

Il s’agit ensuite de considérer la variation de l'action. La transformation in-
finitésimale de d*z est

5L = 62"0,L + 0, l 0(/52] (1.98)

dz — d's’ = Jd'z

ou le jacobien .J est

oz’
au premier ordre. Donc
od'x = d'z 9,6x". (1.99)
La variation de 'action s’écrit finalement
oL
_ 4 4 _ 4
59 = / (Lod'x + d*wsL) = /d 29, lﬁdax“ - ¢150¢> (1.100)
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avec 6y’ = d¢" — 02+9,¢". L'invariance de laction, S = 0, implique donc & nou-
veau la conservation d’un ou plusieurs courants, selon le nombre de parametres
apparaissant dans la transformation de symétrie.

Notez que le résultat (1.100) généralise le théoréeme de Noether pour les symé-
tries internes discuté dans la section précédente. Celui-ci s’obtient avec dx* = 0
pour une symétrie interne.

Une translation est caractérisée par l'absence de transformation du champ:
Translation :  dz* = a”, 5¢' =0 S0’ = —a”@ugzﬁi.

Il vient alors

oL ,
55:/d4a Ly — 2= il a, =0 1.101
co e - 2o (1.101)
pour des valeurs arbitraires des parametres a”. Le tenseur énergie-impulsion
oL ,
™ = —Ln"" + ——0"¢" 1.102
"t o ¢ (1.102)

est donc conservé, 9,7"" = 0. Les quantités
pr :/ &3z T, (1.103)
v

qui sont les charges associées aux courants TH” sont indépendantes du temps
si le volume spatial V' est choisi de fagon telle que le tenseur énergie-impulsion
s’annule a son bord. Le quadrivecteur P* donne 1'impulsion totale du systeme
de champs contenu dans le volume V. Sa composante temporelle P est ’énergie
totale du systeme (c’est I’hamiltonien du systéeme de champs) et

T = =% —

RN

est la densité d’énergie des champs.

1.4 Equations du champ libre

Dans la section précédente, nous avons construit des champs locaux de spin 0,

1/2 et 1. Il s’agit maintenant d’obtenir les équations décrivant leur propagation
libre.

La propagation libre est évidemment controlée par 'impulsion du champ, p*,
qui est obtenue en agissant sur le champ avec l'opérateur différentiel P, = —id,,.
Les équations du mouvement sont donc des équations différentielles. La quantité
de mouvement n’est pas arbitraire. La condition de “couche de masse”,

p® =p'p, =m?
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ol m est la masse, doit étre satisfaite. Pour un champ libre, on s’attend a obtenir
des solutions sous la forme de superpositions d’ondes planes, de la forme e*%?.

Deux équations différentes sont utiles a la description des bosons et des
fermions. Nous allons les discuter successivement. Elles peuvent étre obtenues
comme équations d’Euler-Lagrange des actions de Klein-Gordon et de Dirac.

1.4.1 Le champ de Klein-Gordon

L’équation relativiste la plus simple décrivant un champ libre est ’équation de
Klein-Gordon. Son contenu physique est simplement d’imposer que le champ soit
une superposition linéaire d’ondes planes (un paquet d’ondes) dont la propagation
est conforme a la condition de couche de masse de la cinématique relativiste,
p? = m?. L'opérateur P2 — m? étant représenté par

2 2 2
P?—m*=—(04m"), D:@#@M:C—QW—V-V,
I’équation de Klein-Gordon est simplement
(O +m?*)é(z) = 0. (1.104)

Comme lopérateur O 4 m? est invariant de Lorentz, on peut en principe I'appli-
quer a un champ de spin arbitraire. Elle s’applique en particulier au champ
scalaire, sans spin, ¢(z).

L’onde plane
pFikr _ eii(k%—ﬁf)
est une fonction propre de I'opérateur d’alembertien O avec valeur propre —k?2.
Elle sera donc une solution de I’équation de Klein-Gordon pour autant que le
quadrivecteur d’onde k* satisfasse la condition k% = m?. La solution de I’équation
(1.104) peut alors s’écrire

1 4 ikx 2 2
6) = oy / d'k (k)™ 5 (k2 — m2). (1.105)

La fonction c¢(k) détermine la composition en ondes planes du paquet d’ondes
scalaire ¢(x). Le caractere scalaire du champ ¢ est respecté par cette expression
qui est manifestement invariante relativiste. La distribution de Dirac permet
d’intégrer sur k°. En définissant

)
wr, = Vk +m2,

il vient

1

N ka

S(k?* —m?) =0 ((k°)? = w}) [0(K® — wi) + 6(K® + wy)| (1.106)
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et
Bk L L
(/b(l’) = / (27(_)—32% {c(wk, k)el(LUkt*k"I) + c(—wk, k>efz(wkt+k-z)} ‘

Avec le changement de variable k — —k dans le second terme et en définissant

a(k) = c(—wp, —k), b(k) = c(wy, k),
on obtient finalement
d(z) = / _ Lk la(k)e ™ + b(k)e ] k= (wy, k)
(27)32wy, o

- (1.107)
_ alk 67i(wkt4§~‘f) +b s eJri(wktfl_c‘i) :
/(27r)32wk { (F) (%) }
qui est la forme de la solution que nous utiliserons par la suite. Il est a noter
que malgré les apparences, la mesure d’intégration g%: est invariante de Lorentz:
c’est une conséquence des égalités (1.106). Pour différencier les deux termes, on
utilise couramment la terminologie suivante:

e onde d’énergie positive: e~** avec k = (wk, E) Comme l'onde est de la

forme e_i<°"’“t_k'5), le vecteur k est I'impulsion spatiale de 'onde.

e onde d’énergie négative: e™** avec k = (wk, E) également. L’onde est de
la forme e*i(*“}’“t%'f) et on dira que —k est I'impulsion (spatiale) de I'onde
d’énergie négative —wy.

L’intéret et la signification de cette convention peu intuitive apparaitront lors de
la quantification du champ.

La solution générale de 1’équation de Klein-Gordon pour un champ scalaire

réel est donnée par équation (1.107), avec b(k) = a(k)*.

L’équation de Klein-Gordon pour le champ complexe ¢(z) est 1’équation
d’Euler-Lagrange de la densité lagrangienne

£ = (0"6°)(0,0) — m*"0. (1.108)

Cette densité lagrangienne possede une symétrie: elle est invariante sous les ro-
tations de la phase du champ complexe

$(x) — ¢(z) = e“¢(x), (1.109)

a étant un nombre réel. Comme il s’agit d’'une symétrie globale continue, le
théoreme de Noether implique I'existence d’un courant conservé et d’une charge
indépendante du temps. Le courant s’écrit

oL 5. 0L
00,6°" " 90,0

ajh =

09" = (0"¢")iag — (9"¢)iag’”.
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En introduisant la notation

" Op 6 = 6" (0,0) — (0,69, (1.110)

on obtient -~

Ju=—1¢" 0, ¢. (1.111)
Il est facile de vérifier que si ¢ vérifie I’'équation de Klein-Gordon, alors le courant
est conservé, 9"j, = 0. Il faut remarquer que la composante temporelle, j° =
—i[¢*(0op) — (Dpd*)¢] n'est pas une quantité positive. On ne peut donc pas
identifier 7% & une densité de probabilité comme on le fait en mécanique quantique
basée sur ’équation de Schrodinger. L’équation de Klein-Gordon n’est donc pas

appropriée a la description quantique d’une particule ayant ¢(z) comme fonction
d’onde.

Il faudra de plus prendre garde a I'existence d’énergies négatives. La solution
de I’équation de Klein-Gordon ne possede apparemment pas d’état fondamental
d’énergie minimum. Ce probleme recevra une solution en termes d’antiparticules
dans le cadre de la théorie quantique des champs.

Le champ complexe ¢(x) peut se décomposer en deux champs réels:

olz) = jﬁ[w(x) +iga(a)].

La densité lagrangienne (1.108) est alors la somme de deux densités lagrangiennes
du champ scalaire réel

£=y @)@ — 5m?t]. (1.112)

La transformation de symétrie (1.109) agit comme une rotation du vecteur bi-
dimensionnel de composantes (1 et ps:

] _ [ cosa —sina V1
0y sina cosa Yy )’
et le courant conservé (1.111) s’obtient aussi par

, LAY
aj, = Z aau%&pi.

=1

1.4.2 Le champ de Dirac

L’équation de Dirac est une équation différentielle linéaire, du premier ordre en
0y, pour le champ spinoriel ¢(x). On pourra donc écrire en général

(A", — B)y(z) = 0, (1.113)
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ou A* et B sont des matrices (4x4). Ces matrices sont déterminées en demandant
que le spineur v soit aussi solution de

(0 +m2)(a) = 0,
c’est-a-dire de I’équation de Klein-Gordon qui impose la condition de couche de
masse p> = m?. L’équation (1.113) implique
(iA”0, + B)(iA*0, — B)y(z) =0,
c’est-a-dire 1
(5047 A)0,0, + (A%, BYo, + B ) v(a) = 0,

ou {A* AV} = AFAY + AVAF = {AY, A*} est Danticommutateur de A" et AY.
Demander que 1 vérifie 'équation de Klein-Gordon (99, + m?)y) = 0 revient a

demander
{AF AV} =29 ], [A* B] = 0, B? = m?I (1.114)

(I est la matrice unité). On peut donc choisir B = m/, alors que les matrices A*,
qui vérifient 1’algebre de Dirac (1.58), peuvent étre remplacées par les matrices
~v#. L’ équation de Dirac est donc

(iv"0, — m)yY(x) = 0. (1.115)

Elle peut étre reformulée en utilisant les spineurs de Weyl a deux composantes
définis par (1.69):

Y =1L + Vg,
Py =1y, Prip = g,
les projecteurs étant donnés par (1.66). Comme
PLFYM = VNPRa PR’)/M = ,)/MPLJ

il vient ' .
Pp (iv*0, —m)vY = iy"Obp —mypy = 0,

Pr (iv"0, — m)y = "0, —myr = 0.
Les deux spineurs a deux composantes satisfont des équations différentielles cou-
plées sauf si la masse est nulle. Un champ spinoriel de masse nulle pourra donc
en principe étre décrit par un seul spineur de Weyl. Un champ spinoriel massif
utilisera un spineur de Dirac entier’.

(1.116)

Covariance relativiste

L’équation de Dirac satisfait au principe de relativité restreinte. Nous connaissons
les transformations de Lorentz du champ spinoriel [éq. (1.62)] et des dérivées
partielles 0, [éq. (1.28)]:

0, — 9 =M\,"0,,
(z) — (@) = SA)P(x).

"Ou un “spineur de Majorana” (sect. 4.1.2) qui a deux composantes.
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La forme de la matrice S(A) a été construite dans la section précédente. Pour
une transformation infinitésimale

Aul/ — 5Z -+ wupan7

(1.117)
S(A)=T1+3dS(A),  65(A) = qwulr™ "]

Sans utiliser immédiatement ce résultat, supposons que t¥(z) est solution de
I’équation de Dirac dans les coordonnées x*. On cherche alors a construire
(x') = S(A)Y(z) qui vérifie 'équation de Dirac dans les coordonnées trans-
formées 2’ comme conséquence de (iy*d, —m)y(xz) = 0. On observe que

(z"y“@; —m)Y'(2') = (iv"A,)"0, — m)S(A)Y(x)

= S(A) {iS(A) A S(M)D, —m} ().
Si on exige que

A = S(AS(A) (1.118)
il vient

(iv"0), — m)y'(2') = S(A)(iv" 0y — m)(z) =0, (1.119)

et le champ transformé ¢/'(z') est solution de I’équation de Dirac dans les nouvelles
coordonnées x*’. La condition de covariance relativiste de 1’équation de Dirac est

donc ’équation (1.118), qui peut étre vue comme une équation pour S(A). Pour
une transformation infinitésimale, elle devient

Y™ = [05(A),7"].

La forme (1.117) est solution de cette derniere équation. Nous avons donc montré
que I’équation de Dirac est covariante relativiste si ¢(z) est un spineur de Lorentz.

Densité lagrangienne, courant de Noether

L’équation de Dirac découle de la densité lagrangienne
£ = i — me, (1.120)

ot 1 et 1, qui est un spineur “ligne”, ¥ = (¢, 1, V3 1,), doivent étre considérés
comme des champs indépendants. En fait, nous allons fixer la relation entre v et
1) en exigeant que leurs deux équations du mouvement soient ’équation de Dirac.
La variation de ?) donne simplement

oL .
0= @ = (Zf)/ua}t - m>1/}7
qui est I’équation de Dirac. Celle de v conduit a
oL oL — _
0=——-0" = — — 0"
8’(/} 88”1# mw rgblfy,u

= [(ir"8, — m)yY |t
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qui est, & un facteur 4Y pres, le conjugué hermitique de ’équation de Dirac si on
définit le spineur conjugué de Dirac

P = 1pTA0. (1.121)
L’équation de Dirac pour le spineur conjugué est donc

i(O*))y, + map = 0. (1.122)

Nous avons vu [éq. (1.119)] que (iv*0, — m)y acquiert un facteur S(A) sous
transformation de Lorentz. On peut également définir ¢ en exigeant 'invariance
de Lorentz de quantités telles que ¥ ou L. Il faut donc que

v = PS()T

ou, pour une transformation infinitésimale,

_ _ 1 _
55 = —BOS(A) = ~ Bl 7] (1123)
Comme S(A) n’est pas unitaire, S(A)~! # S(A) et on ne peut pas identifier
A
1 1
0t = cwnt [V, 7] = = 2wt ", " 1" # —p1aS(A).
Par contre, ¢ = 1)14° vérifie bien la transformation (1.123).

Il est peut-étre utile de mentionner que la densité lagrangienne (1.120) peut
étre remplacée par

i — _ _
=3 [07(0u) — (00| — mipy,
qui traite plus symétriquement ¢ et 1. £’ differe de £ [éq. (1.120)] par une
dérivée 0,(...) qui ne contribue pas aux équations du mouvement.

En termes des spineurs de Weyl,

L =ity 01 + ippy Oubr — mrhbr — MRy, (1.124)

ou
U =iy’ =Py, Y =VYPp. (1.125)

Ainsi que mentionné lors de la discussion de I’équation de Dirac, le couplage entre
Yy, et Yr est uniquement du au terme de masse.

La densité lagrangienne de Dirac est invariante sous les transformations glo-
bales continues [symétrie U(1)]

b — e, b — e,
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et le théoreme de Noether implique que le courant

oL oL — oL _
—ait. =1 =1 — 7 = — H .
Y] Dirac Zaaa/ﬂ/J¢ Zaaau¢¢ Zal/}aauw O[’L/}’y w (1 126)

est conservé: 9,jph; . = 0. La composante temporelle du courant,
TDirac = P70 = Pl (1.127)

est clairement positive, contrairement au courant obtenu dans le cas du champ
de Klein-Gordon complexe.

Le cas de masse nulle correspond a une extension de la symétrie au groupe
U(1)xU(1), et donc a 'apparition d'un second courant conservé. Les transfor-
mations indépendantes de v, et ¥R,

¢L — eiawLa % — %6_2’&7
7/)R — eiﬁqvav % — %6_7;57

qui sont appelées transformations chirales, sont des invariances et leurs courants
conservés (courants chiraux) sont

(1.128)

—alJp = (&5% = —a Y = —;Oz%*‘(l + 75)9,
7t =5 hn = TR = — LB — e
R 88M¢R R RV YR 5 Y V5)P.

Autrement dit, le courant axial

i = Py sy, (1.129)

qui, du fait de I’équation de Dirac, vérifie

a,ujféli = QZm@fYSwa

est conservé lorsque la masse m est nulle.

Solutions de I’équation de Dirac

Comme dans le cas du champ de Klein-Gordon, nous allons considérer des ondes
planes de la forme:
@) = e k),
‘ (1.130)
B (@) = e k),

avec k0 = w, = \/m?2 + 2 puisque les solutions de 1’équation de Dirac vérifient
la condition de couche de masse k* = m?. Les spineurs u (k) et v (k) ont quatre

composantes. Comme
: Fikx) __ Fikx
i0,, (e ) = +k, e,
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I’équation de Dirac devient
(Yky —m)u(k) = (J —m)u(k)
(Yku +m)u(k) = (K+m)v(k)

Y

0
(1.131)
0

Y

en utilisant le “Feynman slash”
K="k,

Comme pour le champ de Klein-Gordon, nous dirons qu’une solution de la forme
w,(j) () a une énergie positive et 1#,2_) () une énergie négative.

Pour construire les solutions des équations (1.131), il est utile d’introduire
les projecteurs sur les énergies positive et négative. On remarque d’abord que si
/{2 — 7,n27

% % - %kﬂkV {r)/l"/’ry’/} = k2[47

(K+m)(f—m) = (F—m)(k+m) = (K —m?) L, =0,
(f+m)* = (K +m?) Li+2m } = 2m(J+m),
(K—m)® = (+m®)L—2m = 2m(— f+m).
En conséquence,
K+ m ¥ —m
Ay ="—— A_=— 1.132
+ m ) om ) ( 3 )
forment un ensemble complet de projecteurs orthogonaux:
A=Ay, A2 =A_, AA=A A, =0, A +A_ =1, (1.133)
Comme Tr[A;] = Tr[A_] = 2, chaque projecteur a deux valeurs propres +1 et

deux valeurs propres 0. A partir d'un spineur constant w, des solutions aux
équations (1.131) peuvent alors simplement étre obtenues en posant

u(k) = Ajw, v(k) = A_w.

A, et A_ projettent respectivement sur les solutions d’énergie positive u(k) et
négative v(k), d’ou leur nom. Comme chaque projecteur sélectionne deux des
quatre composantes de w, on trouvera deux solutions indépendantes de type
u(k) ainsi que deux de type v(k).

Pour étre plus concret, choisissons des matrices v* avec 7° diagonale:

1. 0 ; 0 o 0 I
0 __ 2 T 1 o 2

Pour une particule massive au repos, k* = (m, 6), ¥ =m"" et

_ K+m

(L 0O k-m (00
Ay om _<0 0)’ A= 2m _<0 [2>'
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Un ensemble de solutions dans ce référentiel est alors donné par

w'®(m,0) = u®, v (m,0) = (@, a=12 (1.135)
avec
1 0 0 0
0 1 0 0
m — @ — 1) — 2 —
Y ol U ol " T 0
0 0 0 1
(1.136)
Pour k quelconque, les spineurs
() S S (@)
u' (k) \/m(k +m)u',
" ) " (1.137)
v (k) = m(— K+ mv',

sont des solutions des équations de Dirac (1.131) qui se réduisent & u(®) et v(®)

lorsque k = (wy, k) = (m,0). On a alors:
() S S 71 CY
u' (k) \/mu (f+m),
o L (1.138)
v (k) = Jomtmron) (= k+m),
et
a = (1000), a® = (0100),
) = (00 —10), 7@ = (000 —1).

Les normalisations choisies sont les suivantes:
(k) uP (k) = 0%,
(k) vP(k) = —§%F, (1.139)
d@ (k) oD (k) = @R (k) = 0,

De plus,

W) D (k) = 0@t (k) 0@ (k) = “E5os, (1.140)
m

Finalement, nous écrirons I’expansion en ondes planes d une solution de I’équation
de Dirac sous la forme

b= [ ikgﬂfj [ba (k) v + di, (k) 7] (1.141)
(27T) Wk a=1
avec
O @) = e ®u@ k), DO (@) =@ (k). (1142)

Les nombres b, (k) et df (k) sont les coefficients de la superposition linéaire
d’ondes planes, et le facteur m est conventionnel.
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La signification de l'indice a peut étre élucidée en se souvenant que les

opérateurs de spin sont®
= 1o 0
=3 < 0 & ) '

Les spineurs u(® et v(®) sont clairement des états propres de S, qui est diagonal,
avec les valeurs propres +1/2 lorsque o« = 1, et —1/2 lorsque @ = 2. Comme
£ ¥+ m commute avec S3 lorsque k= (0,0, |/2|), cette remarque reste vraie dans
ce cas pour u'® (k) et v(® (k). L'indice o distingue donc les valeurs propres de Ss
pour les solutions d’énergie positive ou négative.

Deux remarques devraient encore étre faites avant de clore cette section.
Le choix (1.134) des matrices de Dirac est commode lorsqu’on s’intéresse au
référentiel au repos d’une particule massive. Il est cependant souvent plus utile
d’adopter un choix avec 5 diagonal, comme par exemple dans (1.59). Dans ce
cas, les solutions sont obtenues en remplagant (1.136) par

1 0 -1 0
IR B C/ N L I L IO R
AR AR el o1 a2l oo
0 1 0 1
(1.143)

Les remarques ci-dessus concernant la signification de « restent évidemment va-
lables.

Ensuite, on vérifie facilement que

2 1 2
Z (I+9°), 2@ =—(1-19")
a=1 2 a=1 2
(quel que soit le choix de 7Y). Avec I'identité

(K £ m)y*(J £ m) = 2w (J £m),

qui est vérifiée lorsque k? = m?, il vient

i k) (k) = Ay, Zv )@ (k) = —A_. (1.144)

Ces derniers résultats seront utiles lorsqu’il s’agira de sommer sur les orientations
du spin d’une particule (ou antiparticule) de spin 1/2.

Hélicité, masse nulle et chiralité

L’hélicité est la projection du spin dans la direction de 'impulsion p. Elle est
mesurée par 'opérateur

8Voir le paragraphe 1.3.4.
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1L = = 1
PSS =(0%0%aR) oM = Lt

dont les valeurs propres sur un spineur sont +1/2 (hélicité droite) et —1/2 (hélicité
gauche).

Pour un spineur de masse nulle, I’équation de Dirac devient iy*0,¢(x) = 0,
c’est-a-dire, pour une onde plane d’énergie positive ¥ (z) = e~ u(p),

pu(p) =0, P’ = pl.
La relation
¥ =750’ + 25 S (1.145)
implique B
27719 Su(p) = = ulp). (1.146)

Un état propre de la chiralité (y5u(p) = £1) est donc un état propre de I'hélicité
de valeur propre F1/2 pour une solution d’énergie positive, et £1/2 si I’énergie

est négative, p® = —|p]. Sur les spineurs de Weyl de masse nulle?
7S 1 7S 1
—= YL = —5 Yr, ——Vr = 5 ¥r. 1.147
B 2 CRE 40

Ces résultats s’appliquent également dans la limite ultrarelativiste [p] > m, p’ =
VP2 +m? ~ |p] qui est souvent valable en physique des hautes énergies.

Les projecteurs A4 distinguent les solutions d’énergie positive et négative. Il
existe de méme un projecteur qui sélectionne la solution pour laquelle le spin est
dans une direction donnée quelconque. On définit cette direction au moyen d’un

quadrivecteur n de genre espace, avec n? = —1. Alors
1
Pln) = 5 (I +95 ) (1.148)

est un projecteur, P(n)?> = P(n) puisque yisp = —I. Un ensemble complet est
obtenu en lui ajoutant le projecteur P(—n) = [ — P(n). Si par exemple, pour
une particule massive, on se place dans le référentiel du centre de masse et on
choisit n = (0,0,0, 1),

1 0a3
P(n)—5(1—2’y S)
sélectionne les solutions ayant la méme valeur propre de 7° et de 253, c’est-a-dire

celle d’énergie positive avec le spin “en haut” (spineur u")) et celle d’énergie
négative avec le spin “en bas” (spineur v(?).

Pour un spineur de masse non nulle, un choix particulier de n conduit au
projecteur sur les états propres de I'hélicité!?:

e (225

9C’est origine de la notation L, R = left, right.
19Dans la limite non relativiste, |p] < m, [p] — 0, n, — (0, |p]~'p).
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Comme pn, =0, i, p = —pp, et
[P(np), Ae] = 0.

On montre avec 'aide de 'identité (1.145) que

P(n,)As =+ ([ 2?{”) Y (1¢2§'ﬁ> . (1.149)

Pour une solution d’énergie positive (particule), P(ny)AL sélectionne I’état d’héli-
cité gauche. Pour une solution d’énergie négative (antiparticule), P(n)A+ retient
I’hélicité droite.

Il est parfois utile d’utiliser une base des solutions de 1’équation de Dirac
construite & partir d’états propres de I'hélicité, au lieu des spineurs u(® et v(®
qui sont des états propres de S®. Dans la représentation (1.134) des matrices de
Dirac,

Définissons alors

W@ (p) = [2m(m+w,)] 2+ m) ( wéa) )
a=1,2, (1.150)
0(p) = —[2m(m+w,)] 7 (p—m) ( x?"“) > |

oll les quatre spineurs & deux composantes p® et y(® sont solutions de

PG e = o, A7HE D) = = (1.151)
G = A, @I = .
Clairement,
171745 - pa@(p) = Ao ®(p), A = 1 Ay = 1
A IO = At @), 2 2

Dans la représentation chirale (1.59) des matrices de Dirac, les quatre solutions
(1.150) deviennent

(@)
mwm::BMm+%ﬂWW+m%£@>’
(1.152)

@@@>=—pMm+%www—m(‘§3), =12
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1.5 Invariance de jauge et théories de jauge

Le concept d’invariance de jauge est a la base de la construction du Modele stan-
dard des interactions fortes, faibles et électromagnétiques des particules élémen-
taires. Il détermine, conjointement avec les restrictions imposées par la cohérence
de la théorie quantique des champs, la forme possible des interactions des quarks
et des leptons, impose 'existence de bosons de jauge (photon, gluons, W= et Z°)
et la structure de leurs interactions.

Pour formaliser le principe d’invariance de jauge, nous allons considérer tout
d’abord une théorie classique décrivant un ensemble de champs scalaires réels
©'(x) et de spineurs ¢! (x) sans masses ni interactions. La densité lagrangienne
ne comprendra donc que les termes de propagation dépendant de dérivées des
champs. De plus, comme les composantes gauches (¢1) et droites (1%) se trans-
forment séparément sous le groupe de Lorentz, elles sont indépendantes dans la
théorie libre et sans masse. La densité lagrangienne est:

| _
Ly = 5(8/#@)(5“901) + “/JLI’Y“a/ﬂﬁi + WRJ’Y“aM/J}é (1.153)

(on somme sur les indices répétés i, I et J). Les nombres de champs scalaires,
de fermions gauches et droits seront respectivement notés N,, Ny et Ng. En
principe, N et N peuvent étre différents.

La densité lagrangienne possede automatiquement une invariance globale é-
tendue. Premierement, le terme cinétique des champs scalaires est invariant sous
les transformations

Ns
o — ' =0k, Y OFOF =4y (1.154)
k=1

Matriciellement, O™O = I, O est une matrice réelle orthogonale et le groupe de
symétrie est le groupe des rotations O(Ny). Ensuite, les transformations globales

vh — F =Vieh,  (vHIv =k,

laissent la densité lagrangienne (1.153) inchangée. Il s’agit des transformations
unitaires du groupe U(Np) x U(Ng): c’est la symétrie chirale des théories de
fermions sans masse, déja rencontrée dans la section 1.4.2. La théorie (1.153)

possede donc une symétrie globale O(N;) x U(Np) x U(Ng).

Pour discuter I'invariance de jauge, nous allons imposer qu’un sous-groupe de
cette symétrie globale soit une symétrie locale de la densité lagrangienne. Plus
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précisément, nous allons demander que les transformations
o = (),
N/ A Can 3 (1.156)
b — wl = () k.

avec des parametres o dépendant du point de 'espace-temps,

ot — a(z),

soient des symétries de jauge de la théorie. Chaque élément du groupe de
transformations (groupe de jauge) apparaissant dans (1.156) a été écrit comme
I’exponentielle d’'un élément de 1’algebre de Lie du groupe de jauge. Nous avons
vu dans la section 1.2 que les matrices T forment un ensemble de générateurs
de cette algebre de Lie. C'est également le cas des matrices T;' et T, Les rogles
de commutation

[TﬁA,TﬁB] = ifABCTﬁC, f=s,lour, (1.157)

sont donc vérifiées. Ces générateurs sont en général différents pour les scalaires
[les matrices T#] et les spineurs [les matrices T/ et T4]: les champs ¢, L et ¥k
se transforment en général selon des représentations différentes de I'algebre. En
particulier, puisque les ¢’ sont des champs réels, les matrices T seront purement
imaginaires. Nous ne considérerons que des groupes de symétrie compacts pour
lesquels les générateurs sont des matrices hermitiques (77}, = (T,)!) et les

s, s,
constantes de structure fAB¢ sont des nombres réels qui peuvent étre choisis
completement antisymétriques: fAPC =

fCAB fBAC.

Champs de jauge et dérivées covariantes

Comme

@) = ("7 B, +{8( AT o,

. J

@1y = (™)) gt + { ) (ezaAT[‘)K} s (1.158)
QATA aATAN

(1t [o ()2

la densité lagrangienne (1.153) n’est pas invariante de jauge. Pour restaurer

la symétrie, il est nécessaire de compenser les deuxiemes termes. Ceci requiert

I'introduction d’un champ de jauge'* Af}(a:) pour chaque transformation indépen-
dante et donc pour chaque générateur (d’on l'indice A). Les transformations

(au¢fje)/ =

1 Aussi appelé potentiel de jauge, par analogie avec le quadrivecteur des potentiels dans la
théorie de Maxwell.
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de ces champs de jauge sont ensuite déterminées en imposant que les dérivées
covariantes ,
i J i AA(ANT K
Dy’ = Oup ZAM (T )"

Di = O] —iA (T gL (1.159)
Dytp = 0wy — ATk,

aient les mémes transformations que les champs eux-mémes (une somme sur les
valeurs de l'indice A est sous-entendue). On veut donc obtenir:

. . iaATAN

Dy’ — Dy’ = (e Ts)kDu%Dk7
iaATA J

D — Dyl = (') Dk, (1.160)
iaATAN Y

D;ﬂ/h{? — Dy R = (e TT)KDM/JJI%(-

Dans un premier temps, il est plus facile de se restreindre a des transformations
infinitésimales, c’est-a-dire, pour les champs scalaires,

o' = ia (T,
ATHE0up”) + (D) (T i,
0Dup" = o (T])iDuy’
+ig {(0,a*) (T — (6AN (T — iAdaP([T4, T5)) ).

§0 " = i

i
j
i.
j
i.
j

Pour que la derniere ligne s’annule, il faut que

zAj(aA;‘)T;* = XAj (90T + A BZ(; FABCPTY).

Les générateurs peuvent toujours étre normalisés par la condition
To(TATE) = 1(s5)645, (1.161)
ou le nombre réel 7(s) dépend de la représentation. Il suit alors que
A;‘ e AZ‘ + 5Aﬁ,

SAA = D0+ fABCAfaC. (1.162)
B.C

Cette expression est bien entendu indépendante du choix de la représentation des
scalaires. On l'aurait également obtenue en considérant les transformations des
fermions gauches ou droits.

Le méme argument appliqué au cas général des transformations (1.156) con-
duit a

S AYTH = e’ [0, + > A;‘TﬁA]e_chﬁc, t=s,lour, (1.163)
A A
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en notation matricielle (et avec une somme sur B et C'). A nouveau, ’équation
(1.163) détermine la méme transformation des champs de jauge pour T4 = T4,
T/ ouTA. Elle se ramene & (1.162) lorsque les parametres o sont infinitésimaux
et au premier ordre en a?.

D’apres (1.160), les termes cinétiques de la densité lagrangienne deviennent
invariants de jauge lorsque les dérivées 0, sont remplacées par les dérivées co-
variantes D, appropriées. On aura donc

1

Lo = §(Du90i)(D“s0i) + UL iv" Dyty] + gy Dy, (1.164)

qui est invariant de jauge et contient des interactions scalaires—champs de jauge
et fermions—champs de jauge. Cette théorie ne contient cependant pas de termes
assurant la propagation des champs de jauge: elle ne dépend pas des dérivées
9,A2. La prochaine étape est donc la construction de la densité lagrangienne
cinétique des champs de jauge, qui doit étre invariante de jauge.

Courbure de jauge, termes de propagation

Pour construire les termes cinétiques des champs de jauge, on introduit la cour-
bure de jauge*?

A A A ABC 4B £C
Fr, = 80,A) —0,A7 + ;f ATAL. (1.165)
Comme les f45¢ sont antisymétriques, F ;3, = _F;L,- Sa transformation de jauge
(infinitésimale) est
FA = F2 + Zgj FAPCERaC. (1.166)
B

La vérification de ce résultat utilise 1’identité de Jacobi
Z (fACBfBDE + fADBfBEC + fAEBfBCD) —0
B

qui découle de 'identité matricielle triviale
(T4, (15, T + [T, 17, T4 + [T, [T, T"]] = 0.

L’expression
1 A Apv
_ZF’“’F m (1.167)
qui est invariante de jauge'®, est la densité lagrangienne de Yang-Mills qui décrit

la propagation et les interactions des champs de jauge.

Constantes de couplage

Il reste a faire apparaitre les constantes de couplage qui caractériseront la force des
interactions impliquant les champs de jauge contenues dans (1.167) et (1.164).

12 Aussi appelée tenseur du champ de jauge, par opposition au potentiel de jauge Aﬁ. En

anglais: field strength.
BPuisque F6Fm 4 = fABCRS prvBaC =,
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En général, le groupe de jauge G a la structure G = G; X Gy X ... = [[G,.
Chaque G, est soit un groupe simple, soit U(1). Par exemple, le groupe de jauge
du Modele standard est G = SU(3) x SU(2) x U(1). Deux générateurs T4 et T5
pris dans deux facteurs G, différents commutent et f4B¢ = 0, pour tout autre
générateur T¢. Supposons qu’on effectue le remplacement

AZ‘ — gAA;‘, (¢g” : des nombres réels non nuls)

dans les dérivées covariantes et les courbures de jauge. Et aussi

pv

F:}j S— auAf — 8,,A;‘ + Z(gA)_lngcfABCAEAS = ¢'FA
BC

Pour que la transformation de jauge (1.166) reste valable, il faut que
=g =9¢" = A2 (1.168)

Ceci implique que l'invariance de jauge ne permet qu'une constante de couplage
pour chaque facteur du groupe de jauge GG,. Le nombre de parametres arbitraires
contenus dans (1.167) et (1.164) est donc égal au nombre de facteurs formant le
groupe de jauge.

Densité lagrangienne “cinétique”

En résumé, pour un groupe de jauge G = [[, G, la partie de la densité lagran-
gienne invariante de jauge qui dépend des dérivées des champs est donnée par
I’expression
1 A pApv 1 i i s J N J
Lein. = _ZFMVF + §(Dm0 J(D"¢") + i Dby, + Y pyin Dytb. (1.169)
Elle contient I’ensemble des termes invariants qui décrivent la propagation des
champs de spins 0, 1/2 et 1 (ou plus précisément d’hélicités 0, £1/2 et £1), ainsi
que les interactions des champs de jauge. Les dérivées covariantes sont

Dup? = 9u — i3 g " AT,
A

D = O - iXA:gAAﬁ(TeA)Mf, (1.170)

Dy, = g —iy_ g  AN(TH) kg,
A

et les courbures de jauge s’écrivent
Fo = 0,A) — 0,A% + gty fAPCAT AL (1.171)
BC

Les constantes de couplage g# vérifient (1.168). Finalement, les transformations
infinitésimales sont données par (1.156) et par:

JAL = (gA)—laﬂaA+]; fAPCARQC,

SFA — ZfABCFBaC (1.172)
mwe B,C e
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Les constantes de couplage de jauge sont des nombres sans dimension. En
effet, comme 'action S = [ d'x L est sans dimension, £ a dimension 4 (en unité
d’énergie) et il suit de la forme de L.;,. que les dimensions (dites canoniques) des
champs ¢, AZ‘ et 1%’ R sont respectivement 1, 1 et 3/2.

Les regles de cohérence de la théorie quantique des champs permettent en-
core d’ajouter divers termes sans dérivées spatio-temporelles et ne faisant pas
intervenir les champs de jauge Aﬁ. Nous nous bornerons ici & les énumérer'*, en
observant simplement qu’ils ne doivent pas contenir de parametre de dimension
négative en énergie: de telles contributions sont en effet fatales a la cohérence de
la théorie quantique et sont qualifiées de non renormalisables. Les termes permis
se divisent en deux catégories. Premierement, les termes quadratiques dans les
champs jouent le role de termes de masse. Ils contribuent aux équations d’Euler-
Lagrange par des termes linéaires et entrent dans la description des champs libres.
Deuxiemement, les termes cubiques ou quartiques dans les champs dont les con-
tributions aux équations du mouvement sont non linéaires et qui décrivent les

interactions entre champs scalaires et spinoriels.

L’invariance de jauge doit également étre respectée par les termes sans déri-
vées. Elle impose des contraintes qui s’écrivent plus simplement en se restreignant
aux transformations infinitésimales

Sp? = iaM(TA)e",

S

o = iaMTHgyr, Wy = —ia e (THY, (1.173)
Wy = i THivx, Wpy = =i (T
Termes de masse
Ces contributions qui sont quadratiques dans les champs scalaires et spinoriels
s’écrivent
Lps = —5(m*)7o'el, (1.174)
Loy = _(M)gaLlib}]z—(MT)g@Rlﬁbi-

La matrice du carré des masses des scalaires est réelle et symétrique. L’invariance
sous les transformations (1.173) donne les contraintes suivantes:

(m*)M (T8 + (m?) ™I, = 0, 1.175)
(M)HTH) 5 — (T 5(M)5 = 0,
ou, en notation matricielle
TA(m?*) + (mA)TA = T4, m? =0, MTA —TAM =0,  (1.176)

14 Une discussion partielle de ce point se trouve dans la section 6.6.
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puisque T est antisymétrique et imaginaire. Les masses des champs scalaires,
dont les carrés sont les valeurs propres de la matrice m?, sont donc identiques
dans chaque représentation irréductible du groupe de jauge. Pour les fermions,
une masse non nulle requiert la présence d’un multiplet de fermions de chiralités
gauche et droite, avec les mémes transformations de jauge, c’est-a-dire T4 = T}
un fermion massif exige un spineur de Dirac ¢ = 9 4+ ©¥g, qui est compati-
ble avec une invariance de jauge uniquement si les transformations de v et
g coincident. L’exception serait le spineur de Majorana'® & deux composantes
dans une représentation réelle du groupe de jauge (les générateurs sont alors des
matrices imaginaires et antisymétriques).

Un terme de masse pour les champs de jauge, qui serait de la forme
1 A
- EMZB AN’ A'u B ;

est clairement interdit par I'invariance sous les transformations de jauge (1.172).
A chaque symétrie de jauge correspond un boson de jauge de masse nulle.

Interactions de Yukawa
L’interaction fermions—scalaires la plus générale est de la forme
Ly, = Ai?SOi@LK%Jz) + (Ai‘é{)*@i@Rﬂ/ff)
= 34 7 (WUgd”) + Bi; 7o (Wrrse?),

avec AN = N5+ (k) et Bif,( = —\5+ ()\Zi()* Comme 9107 est hermitique,
les couplages “scalaires” sont hermitiques:

(1.177)

(Aif)" = Aig
Par contre, les couplages “pseudoscalaires” vérifient
(Bij )" = —Bix,
une conséquence de I'antihermiticité de v ,y51¢7. L’invariance de jauge exige
Ay (T = X5 (T + A (T3 = 0. (1.178)

La dimension canonique de ¢*(¢; ;%) étant quatre, les couplages de Yukawa
Ay sont des nombres sans dimension.

Interactions scalaires

Les termes cubiques et quartiques d’interactions scalaires sont

Z. 11
As(¢') = —3une @ 9" = 2B ot (1.179)

15Paragraphe 4.1.2.
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Les constantes de couplage ;i et B sont réelles et symétriques sous les per-
mutations de leurs indices. Elles sont contraintes par l'invariance de jauge, qui
exige

0 N 0

Ao =0 — @As(wj)(Tf)?;wk =0

pour toutes les valeurs des champs et de A, c¢’est-a-dire
0 = ar(THi+ car(TH)s + (T,

(1.180)
0 = Bujr(TH) 4 Bimit (T2 + Bijma (TR + Bijrm (T

pour toutes les valeurs de 4, j, k,l. Alors que les constantes de couplages quar-
tiques [z sont sans dimension, les a;j; ont les unités d’une masse (énergie).

On rassemble souvent ’ensemble des termes scalaires sans dérivées dans le
potentiel scalaire

o1 A 1 .
V(') = §(m2)ij@ o+ g oo + 7Pt 0l R (1.181)

La densité lagrangienne complete

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire la densité lagrangienne la plus
générale décrivant des champs scalaires (spin 0), spinoriels (spin 1/2) et vectoriels
(spin 1) admissible dans le cadre de la théorie quantique des champs. C’est la
somme des termes cinétiques (1.169), de masse (1.174), de Yukawa (1.177) et des
interactions scalaires (1.179):

Cette théorie est entierement définie lorsqu’on a choisi:
1. Le groupe de jauge (le groupe de symétrie locale), qui détermine les cons-
tantes de structure f45¢ et le nombre de constantes de couplage g*.

2. Les champs scalaires ¢’ et leurs transformations de jauge (c’est-a-dire les
générateurs T4).

3. Les champs spinoriels ! et ¢} et leurs transformations de jauge (les
générateurs T;* et T4).

Nous verrons'® que cette théorie peut posséder un mécanisme (de Higgs) qui
génere des champs de jauge massifs. Il requiert la présence de champs scalaires
et le prix a payer est la brisure spontanée des symétries de jauge associées aux
champs de jauge qui deviennent massifs. C’est ce mécanisme qui est utilisé pour

16Chap. 7.
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produire les masses des bosons de jauge W= et Z° dans le Modele standard des
interactions fortes et électrofaibles.

L’électrodynamique d’un fermion chargé

Nous terminons ce chapitre par 'exemple de théorie de jauge le plus simple, qui
décrit un fermion de charge électrique Qe et le champ du photon.

Le groupe de jauge, U(1), n’a qu'un parametre. Il est donc nécessairement
abélien. L’unique générateur de son algebre de Lie sera noté (). La théorie
contient un fermion de Dirac, avec la transformation de jauge

o) — ).

@ est un nombre réel arbitraire (une “matrice” 1 x 1 hermitique). Comme ¢ =
Y, + Vg, ceci revient a choisir une transformation identique pour v, et ¢g. La
courbure de jauge associée a l'unique champ de jauge A, est simplement

F. =0,A, —0,A,,

puisque les constantes de structure f4Z¢ sont nulles. Les transformations de
jauge infinitésimales deviennent

§A, = e '9,a(x), 0F,, =0,

ol e est la constante de couplage de jauge. D’apres la discussion générale qui
précede, la densité lagrangienne invariante de jauge la plus générale est

1 _
L= _ZFMVFHV + w<@’7’uDu — m)ﬁb, Duw - a,ud} - ieQA,uqvb) (1183)

ou m est la masse du champ spinoriel. Cette théorie, dont la quantification sera
discutée par la suite, est a la base de I’électrodynamique quantique. Elle contient
une interaction fermion—photon de la forme

QA"

I est a noter que le champ de jauge A, qui sera le champ du photon, est couplé
au courant de Noether conservé j, = eQyy*1). La quantification de la théorie
donnera une interprétation en termes de courant et charge électriques aux quan-
tités 7, et [ d*z jo.
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Exercices

1.1 Montrer que l'invariance de Lorentz de la densité lagrangienne £(¢*,0,¢")
implique pour des champs solutions de 1’équation d’Euler-Lagrange la rela-
tion

o lec
T/u/ - Tuu =0’ <W(SMV> j¢]> 5

ou T}, est le tenseur-énergie impulsion canonique (1.90). Utiliser les va-
riations de Lorentz da* = wx,, 6¢) = —tw,, (S*)7, ¢F, et donc 60,¢7 =
Wop O — 2w, (S*)7,0,0F (sect. 1.3). Ainsi, T, n’est en général pas
symétrique pour des champs autres que scalaires.
Supposons qu’on dispose d'un tenseur 0,,, = —0,,,. Montrer que le nou-
veau tenseur .

T =Ty + 8/)9/)#”
est encore conservé, 8“TW = 0, avec la méme énergie-impulsion P, =
f d3$ TOH'

En utilisant la relation d’invariance de Lorentz ci-dessus, construire un
tenseur qu,, = _Q#PV pour lequel le nouveau tenseur TW est symetrique.

. . . 5 . . oL i i .
Indication: la relation d’invariance contient le tenseur W(SMV) ;¢ anti-

symétrique en p et v. L’utiliser pour former une combinaison antisymétri-
que en p et p et un tenseur 6,,, qui conduise a 1), = T,,,.
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Le résultat est le tenseur de Belinfante, conservé et symétrique:

i [ oc i oC i g 0L i 4
T = T + 507 W(SW) = W(Spu) 9 = W(SW ;¥

I1 décrit le courant et la densité d’énergie-impulsion (non gravitationnelle)
en relativité générale: c’est la source du champ gravitationnel.

On considere la théorie de Maxwell couplée a un courant externe conservé
Tt
1 . .
£:—ZFMVF“”+jMA“. 0"j, = 0.

Le courant externe détruit l'invariance sous translation et 7}, n’est pas
conservé si j, # 0. Calculer le tenseur énergie-impulsion canonique 7},,, le
tenseur de Belinfante TW, la divergence 0*1),, et vérifier que 0"T),, = 8“TW.
(L’identité de Bianchi banale 0, F,, 4+ 0,F,, + 0,F,, = 0 peut étre utile.)

En l'absence de courant externe, 7, est invariant de jauge, symétrique,
conservé et de trace nulle: n**T),, = 0 (vérifier). Il décrit le courant et la
densité d’énergie-impulsion du champ électromagnétique.

Montrer que si deux densités lagrangiennes £(¢", 9,¢") et L'(¢", d,¢") diffe-
rent par une dérivée (elles décrivent donc la méme physique), leurs tenseurs
énergie-impulsion 7}, et T/w different par une quantité conservée, 0*(1,, —
T ) =0.

n

Indication: puisque £ est fonction de ¢' et 9,¢", L = L + 0,F"(¢").
L’algebre de lie du groupe SO(4) est

avec six générateurs MY = —M7" i,j = 1,2,3,4. Démontrer que cette
algebre est aussi celle de SU(2) x SU(2),

[Tgv Tg] = ieabchv [T}%7 Tlg] = ieabchv [Tg, Tlg] =0,
cab bac 1

avec a,b,c = 1,2,3 et €®¢ = ¢ = _¢bac (123 — 1 1] g’agit d’exprimer les
six T} p comme combinaisons linéaires des M".

Indication: les trois générateurs M, a,b = 1,2,3 engendrent une sous-
algebre SO(3) de SO(4). D’autre part, I'algebre de Lie de SU(2), [T, T] =
ie®T, est identique & celle de SO(3) avec T = €™M (vérifier). Iden-
tifier ensuite ces trois générateurs avec la somme T = L(T¢ + T%).

L’algebre de Lie de Lorentz (1.37) est celle de SO(1,3). Montrer son équi-
valence avec l'algebre de Lie du groupe des transformations linéaires com-

plexes de déterminant unité, en dimension deux, SL(2,C), en s’inspirant
de la relation entre SO(4) et SU(2) x SU(2).
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1.5 Calculer la transformation des spineurs de Weyl sous SL(2,C'), montrer
qu’ils se transforment de maniere identique sous les rotations d’espace
SO(3), mais selon des représentations conjuguées de SL(2,C"). Utiliser
la base de Weyl des matrices de Dirac et 1’exercice précédent.

1.6 Vérifier quelques identités de I'appendice A, ou toutes les identités.



Chapitre 2

Quantification canonique du
champ libre

2.1 Principe

En mécanique classique, un systeme de particules est décrit au moyen de quantités
telles que la position ¢ et I'impulsion p’ de chaque particule. L’état du systeme
au temps t est caractérisé par (¢(t),p(t)), c¢’est un point de ’espace de phase de
chaque particule. La description quantique du méme systeme peut étre construite
en remplacant les quantités classiques' par des opérateurs qui agissent dans un
espace des états approprié. Les opérateurs Cj et P sont construits en imposant
les relations de commutation canoniques:

(Qi, Pj] = thd,j,
Qi, Qj] =[P, Pj] =0, i,j=1,2,3.

Ces relations sont valables a n’importe quel temps?.

(2.1)

Dans la formulation lagrangienne de la mécanique classique, la dynamique
d’une particule est définie au moyen de la fonction de Lagrange L(q;,¢;). Les
quantités p;, qui sont les impulsions conjuguées aux composantes du vecteur
position ¢;, sont alors données par

oL

P o

Cette équation permet en principe d’exprimer les vitesses en fonction de p; et g;,
et de construire 'hamiltonien de la théorie H (p;, ¢;)-

(2.2)

La généralisation a un systeme de champs dans l’espace-temps, et a une
densité lagrangienne L£(¢%,9,¢") est immédiate. Les impulsions conjuguées aux

! Ainsi que les grandeurs physiques sans équivalent classique telles que le spin d’une particule.
2Dans le point de vue de Schrédinger, les opérateurs ne dépendent pas du temps.

47
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champs ¢'(x) sont

oL
00yt
La quantification des champs revient & considérer les champs ¢° et II' comme des
opérateurs (agissant dans un espace qui sera précisé plus loin) et a imposer les
relations de commutation canoniques

[6"(,¢), 11 (g7, £)] = ih 6 6%(Z — 7)),
[6'(Z, 1), ¢ (,1)] = 0 = [II'(Z, 1), I (7, 1)].
Ces regles sont valables a tous les temps. Comme a chaque temps les champs ¢’ ()
contiennent un nombre infini de degrés de liberté (le champ en chaque point ¥), la
généralisation de (2.1) fait intervenir une distribution de Dirac, §*(Z— ). Un fait
important est que les relations de commutation canoniques relient des opérateurs
en des points de I'espace T et i différents, mais a un temps unique. Nous verrons
que cette formulation est compatible avec la relativité restreinte et la covariance
de Lorentz malgré 'asymétrie du traitement du temps et de l'espace. Cette
asymétrie est d’ailleurs une caractéristique générale du formalisme hamiltonien,

utilisant comme variables p’ et ¢, ou ¢; et II;. Les relations (2.4) sont connues
sous le nom de relations de commutation a temps égaud.

() = (2.3)

(2.4)

L’opérateur hamiltonien est contenu dans le tenseur énergie-impulsion discuté
dans la section 1.3.6. La conservation du courant de Noether associé a I'invariance
sous translation du temps,

8£
exprime la conservation de I’énergie dans le systeme de champs et sa composante
Tho est la densité d’énergie. L’hamiltonien est donc

oL :
H= /d3$T00 = /dgﬂf lz aaogf)iaogbl — £‘|

:/ [ZH’ )00 (z ] 7

Apres quantification, H contient des produits d’opérateurs en un point unique
x. Du fait des regles canoniques de commutation (2.4) qui sont singulieres en

= ¢/, il apparaitra des ambiguités liées a l'ordre de ces opérateurs. Il sera
nécessaire d’introduire une prescription d’ordre des produits d’opérateurs afin de
définir correctement 'hamiltonien H. Cette prescription assurera que ses valeurs
propres (énergies) soient finies.

2.2 Champs scalaires

Nous allons considérer séparément deux cas qui correspondent a des situations
physiques différentes: le champ scalaire réel et complexe. Le champ scalaire
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réel, pour lequel particules et antiparticules sont indistinguables, est le champ
quantique le plus simple. Il contient cependant I’ensemble des notions nécessaires
a la discussion du champ scalaire complexe, ou chargé, qui suivra.

2.2.1 Le champ scalaire réel

Le champ libre le plus simple est le champ scalaire réel ¢(z), dont la densité
lagrangienne est

1
L= [0up)(@"0) = m*e?] (2:6)
Il en découle que I'impulsion conjuguée a ¢ est
oL
I = — 2.7
90 0¥ (2.7)

alors que 'hamiltonien devient

H, = / &z [[16°% — L] = / & + (VP +mP?]. (28)

Puisque H. ne contient que des produits de deux opérateurs identiques au méme
point, on ne s’attend pas a rencontrer de probleme d’ordre des facteurs dans ce
cas simple. Nous verrons cependant que cette expression n’est pas satisfaisante
dans la théorie quantique et qu’il faudra la modifier (d’ou 'indice ¢ qui indique
une expression classique).

Le champ ¢ est solution de I’équation de Klein-Gordon qui découle de la
densité lagrangienne (2.6). Son expansion en modes est donnée par I'expression?:

o(z) = / (%3 2—; [a(k)e™** 4 af (k)] | (2.9)

ol wy =/ k2 +m?2 et le quadrivecteur k dans les exponentielles s’écrit k = (wy, E),
il vérifie donc k? = m?. Le champ réel quantifié est un opérateur hermitique et le
coefficient de 1'expansion en modes a(k) est un opérateur. a'(k) est 'opérateur
conjugué hermitique de a(k). Les fonctions

1 )
fro(z) = ———=¢""" (2.10)
(27)3 2wy,
sont des ondes planes de quantité de mouvement ket d’énergie wy,. Elles vérifient

[ fi@)in @) = i [ [ @) @fol@) — O0fi(@)fy(w)]

— 1 1 i(wp—wq)t 3 i =
N v (2m)32wk 1/ (27)3204 (Wi +w ) H{wr—wa) /d Te k=q)-

= Bk —q).

(2.11)

3C’est 1'équation (1.107) avec af(k) = b(k), en demandant I’hermiticité du champ, ¢ = ¢f.
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On a de méme

/d% Ful2)i 3o f,(x) = 0. (2.12)

Notez que les égalités (2.11) et (2.12) sont vraies & tous les temps x°. Elles
permettent d’inverser I’expansion en modes de ¢(z) et d’obtenir une expression
pour a(k) et son conjugué:

alk) = / B /(27 )32wp f1(2)i Dy (),
al(k) = /d3x\/(27r)32wk o(x)i 5(; fr(z).

Comme dans les relations (2.11) et (2.12), a(k) ne dépend pas du temps. Les
régles de commutation des opérateurs a(k) et af(k) s’obtiennent ensuite facile-
ment en utilisant les expressions (2.13) et les commutateurs canoniques (2.4) de
v et II(x) = dyp(x). Un calcul sans difficulté montre que

(a(k), a'(q)] = (27)* 2wy, 8*(k — @),
[a(k), a(q)] = [al (k). a(¢)] =0,

ot k = (wy, k) et g = (wg, Q). Ces relations sont clairement similaires aux rela-
tions de commutation des opérateurs de création et d’annihilation de ’oscillateur
harmonique quantique: [a,a] = [a',al] = 0, [a,a'] = 1. 1l apparait que le champ
scalaire réel quantifié correspond & un nombre infini d’oscillateurs harmoniques*
décrits par les opérateurs a(k) et a'(k). Ces opérateurs jouent un role essentiel
dans l'interprétation en termes de particules de la théorie des champs quantifiés.

(2.13)

(2.14)

Il est utile de définir 'opérateur

N(k) = m o (B)a(k), (2.15)
dont les regles de commutation sont
[N(k)7 N(Q)] = 0, .
[N(k),alq)] = —alq)d®(k - q), (2.16)
[N(k),al(q)] = +al(q)5*(k — ).

L’opérateur hamiltonien (2.8) peut étre facilement exprimé en fonction des opé-
rateurs a(k) et a’(k), ou de N(k), en utilisant I'expansion (2.9) et les régles de
commutation (2.14). On obtient

>k

H. = P e {a(k)a’ (k) + af (k)a(k) } (2.17)

- /d3k {wkN(k) + 4(217T>3 [a(k), ULT(k‘)]} : (2.18)

4Un oscillateur pour chaque k.
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L’expression (2.18) n’est cependant pas satisfaisante puisque, d’apres les com-
mutateurs (2.14), elle contient un terme indéfini de la forme [ d*k $wi63(0). Ce
terme est cependant indépendant des opérateurs a(k) et a'(k), et [H,, N(k)] = 0;
en fait, on peut le voir comme une constante indéfinie multipliant 1'opérateur
identité. Nous définirons plus loin un hamiltonien quantique H qui ne contient
pas ce terme, dont les valeurs propres sont finies et qui vérifie [H, N (k)] = 0.

Comme [H., N(k)] = [N(k), N(q)] = 0, on peut trouver une base de I’espace
dans lequel agissent les opérateurs a(k), af(k) et ¢(z) formée d’états propres de
tous les opérateurs N (k) et de 'hamiltonien. On la notera:

{In(q)),Yq = (wq, Q) }-

Chacun de ces états propres vérifie

N(R)In(q)) = n(k)In(g), Yk = (Wi, k). (2.19)

Cette égalité recouvre une infinité de conditions puisqu’a chaque vecteur k =
(wr, k) correspond un opérateur N (k). La quantité n(k) est en fait une fonc-
tion (une distribution) de k. Pour montrer que les valeurs propres de tous les
opérateurs N (k) sont positives ou nulles, il suffit de remarquer que la norme (au
carré) de I'état a(k)|n(k)), qui est nécessairement positive ou nulle, s’écrit

(n(k)lat (R)a(k)n(k)) = 2w (2m)n(k) (n()|n(k)) > 0.

L’état |0) pour lequel
N(k)|0) =0 (2.20)

pour tous les k = (wy, E) est I'état du vide. On peut le définir par les conditions
a(k)[0) =0,  Vk= (w k). (2.21)

La base formée des états |n(k)) engendre un espace de Fock. Les états a(q)|n(k))
et a'(q)|n(k)) sont également des états propres de tous les opérateurs N (k),
puisque

Nt (@ln(k) = a'(@NE)n(k) + N (), af (@)]in(k)
= (n(k) + &k — @) at(g)In(k)),
et de meéme
N(k)a(g)n(k)) = (n(k) = 6*(k — @) ala)ln(k)),
sauf si [n(k)) = |0) pour lequel a(q)|0) = 0.
Finalement, on introduit I'opérateur

N = / &k N (k), (2.22)
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dont la valeur n sur un état propre est un nombre entier positif ou nul qui sera
interprété comme le nombre total de particules (ou quanta) contenues dans ’état,
alors que la valeur propre de N(k) sur cet état, comme fonction de k sera la
densité de nombre de quanta dans le volume d*k autour de k. D’apres les regles
de commutation (2.16), on a:

[N,a(k)] = —a(k),
[N,af (k)] = +al(k),
Nln(k)) = nln(k)), n:/d3kn(k), (2.23)

Na(g)ln(k)) = (n—Dalg)ln(k)), — n=>1,
Na¥(q)|n(k)) = (n+1)a'(q)In(k)).

Il apparait donc que les opérateurs d’annihilation a(k) et de création a' (k) détrui-
sent ou créent, respectivement, un quantum d’impulsion k et de masse m, sa-
tisfaisant I’équation de Klein-Gordon. L’état du vide |0) ne contient pas de
particule®.

L’espace de Fock engendré par tous les vecteurs propres des opérateurs N (k)
peut étre entierement construit en agissant sur le vide |0) avec un nombre arbi-
traire d’opérateurs de création af(k):

—.

a'(k)|0), Yk = (wr, k),

—

al(k)a'(¢)|0),  Vk=(wi k),  VYg= (w7,

Comme [a(k),af(q)] = 0, l'ordre d’action sur le vide des opérateurs est sans
importance. Un état est entierement caractérisé par la donnée des impulsions
/;1, /;2, e Em des particules créées par 'action des opérateurs a'(k;),i =1,...,m
sur 'état du vide. Il est naturellement symétrique (statistique de Bose-Einstein)
et on écrira parfois

|1, Koy k) = i' Z a'(k)a'(ky) ... a'(km)|0), (2.24)

* permutations

pour mettre en évidence la symétrie de ’état, bien qu’en fait

k1, ko, .o k) = al (ky)al (k) . .. al (km)]0).

5Le fait que les valeurs propres de N sont entiéres découle de I’argument suivant: en agissant
avec un nombre approprié d’opérateurs a(k), on peut & partir de n’importe quel état propre
de N parvenir a un état |m), N|m) = m|m), avec 0 < m < 1. La valeur propre de N pour
létat a(k)|m) est alors m — 1 < 0, ce qui n’est possible que si a(k)|m) = 0. Et donc |m) = |0),
m = 0, un entier.
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Clairement, |k, ko, ..., kn) = |ko, k1, ..., kn), I'égalité restant vraie pour n’im-
porte quelle permutation des impulsions. L’espace de Fock possede donc une
base formée de tous les états a m particules, m = 0,1,...,00 d’impulsions
El, Eg, .. .,l;m. Ces m particules sont indistinguables au sens de la mécanique
quantique et suivent la statistique de Bose-Einstein: ce résultat est une consé-
quence des relations de commutation (2.4) appliquées au champ scalaire p(z).
Cette observation suggere que les champs de spin 1/2; auxquels s’applique la
statistique de Fermi-Dirac, ne pourront pas étre quantifiés a partir de ces rela-
tions de commutation canoniques.

Il faut cependant noter que les états de base construits ci-dessus ne sont pas
normalisés. En effet, par exemple,

(Ola(k)al(q)|0) = (0l[a(k), a'(q)]]0)

B} (2.25)
= (27r)32wk63(k - CT),

en supposant que le vide |0) est normalisé, (0|0) = 1. Des états normalisés seront
obtenus en remplagant les opérateurs de création a'(k) par

at (k) = [(2m)32wi] ~Y2al (K),

dont les régles de commutation sont [a(k),al(q)] = 63(k — q).

Pour définir I’énergie de 1'état |n(k)), il est nécessaire de modifier 'opérateur
hamiltonien qui est d’apres (2.18) indéfini dans sa forme originale “classique” H.,,
tirée de 'expression (2.8). L’énergie d’un état est seulement définie relativement
a celle d'un autre état: on ne mesure que des différences d’énergie, il n’y a
pas de “zéro absolu de I’énergie”. Elle n’est donc définie qu’a une constante
indépendante de I’état pres. Comme le terme indéfini dans I'expression (2.18) est
formellement indépendant de I’état, il est naturel de choisir la constante arbitraire
en supprimant ce terme, et de définir 'hamiltonien quantifié en exigeant que
I'énergie de I’état du vide soit nulle: H|0) = 0. C’est le cas si on remplace (2.18)
par
A3k

mwk a'(k)a(k). (2.26)

H= /d%wkN(k) :/
Cette définition revient a renverser 1’ordre des opérateurs dans le premier terme de
I'hamiltonien (2.17) en placant les opérateurs d’annihilation a droite du produit.
Cette prescription d’ordre des opérateurs est 1’ordre normal, qui pour un produit
d’opérateurs [P] quelconque se note

[P

Elle impose que dans chaque terme du produit [P], les opérateurs de création et
d’annihilation sont ordonnés en plagant les opérateurs a(k) a droite. La prescrip-
tion d’ordre normal est sans ambiguité puisque [a(k), a(q)] = [a'(k),a’(q)] = 0.
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Par exemple,
tp(x) = p(a),
3 . .
: S@(x)gp(y) = /%ﬁ (gﬂg)ﬁ [6—1(kx+qy)a(k)a(q) + e—l(k:c—qy)aT(q)a(]{;)

+e ik gt (k)a(q) + ei(km+qy)af(k)a1(q)] .

Dans le second exemple, I’ordre normal n’affecte que le deuxieme terme. L’hamil-
tonien quantique (2.26) est obtenu en ordonnant normalement l’expression (2.8)
de I’hamiltonien classique:

o= o [ & (@) + (Fo)? +me?] (2.27)

Finalement, il reste a montrer que les commutateurs a temps égaux sont
compatibles avec le principe de relativité restreinte malgré ’asymétrie entre temps
et espace qu’ils présentent. Pour cela, on calcule les relations de commutation
pour des temps arbitraires a partir des commutateurs a temps égaux. Il vient:

@00 = [ ot [t (¢ @ a(k), al(g)
— ehe=iwla(q), al(k)])
[ 502 = m2)e()e e
ou 10
G(ko) = W

est le signe de £° qui est un invariant de Lorentz. Ainsi, le commutateur de
deux champs scalaires est un invariant de Lorentz, et la quantification canonique
utilisée préserve la covariance de Lorentz. Supposons que le vecteur x — y est de
genre espace, (z —y)? < 0. 1l existe donc un référentiel o x —y = (0, Z). Dans
ces coordonnées,

d*k

(27)3 2wy, (6“—5‘2 N 6_“;5) -0

iAz—y) = [
et le commutateur [o(z),¢(y)] s’annule hors du cone de lumiere (x — y)? > 0:
il n'y a pas d’interférence entre deux points de l’espace-temps séparés par un
vecteur de genre espace, une conséquence de la causalité relativiste. D’autre part,
A(x —y) est une solution impaire de I’équation de Klein-Gordon, qui satisfait au
principe de relativité restreinte. Notez cependant qu’en général le commutateur
[o(7), o(y)] ne s’annule pas & des temps z° et 3° différents.
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2.2.2 Le champ scalaire complexe

La notion d’antiparticule n’existe pas pour le champ scalaire réel qui ne possede
qu’'un seul ensemble d’opérateurs de création entierement caractérisés par k.
Comme la densité lagrangienne libre (2.6) de ce champ ne posséde pas de symétrie
continue, il n’y a pas de courant de Noether conservé et on ne peut pas lui as-
socier de charge. Par contre, nous avons vu dans la section 1.4.1 que le champ
scalaire complexe possede un courant conservé. En conséquence, la construc-
tion de l'espace de Fock du champ complexe quantifié va imposer la notion
d’antiparticule qui sera naturellement distinguée de la particule par la valeur
opposée de sa charge de Noether.

Un champ scalaire complexe de masse m est une combinaison linéaire de deux
champs réels de mémes masses, par exemple

1

¢(x) = ﬁ[%(ﬂf) + ipa ()] (2.29)

La densité lagrangienne du champ complexe libre est obtenue a partir de celle du
champ réel (2.6):

L(9,0u0) = L(p1, 1) + L2, 0up2) = (0,0)1(0"9) — m?*¢'¢. (2.30)
Le tenseur énergie-impulsion (classique) est
T = (0,01 (040) + (0,6")(90) — M L, (2.31)

si bien que ’hamiltonien classique s’écrit

Ho = [ daTy = [ d' [(@06")(@00) + (V6') - (Vo) +mPéio]. (2.3

Nous avons vu [section 1.4.1] que I'invariance sous les transformations
¢ — ¢ = e, (av réel) (2.33)

implique 'existence d'un courant conservé qui doit s’écrire avec un ordre normal
dans le cas du champ quantifié:

=it d o (2.34)
et donc d’'une charge
Q= /d39:j0 (2.35)
indépendante du temps.

L’expansion en modes du champ scalaire complexe s’écrit

o(x) = /(27373];% [a(k)e_ikx +bT(k)e+ikx]7 -

ol (x) = /(275)3];% [aT(k)e“’m _|_b<k>e—ikx].
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La quantification du champ implique que les quantités ¢(z), a(k), a'(k), b(k) et
b (k) sont des opérateurs agissant dans un espace de Fock encore & construire. Le
choix d’introduire des opérateurs a(k) et b'(k) dans I'expansion du champ ¢(z)
sera justifié par leurs regles de commutation. En termes des modes de ¢ et o,

or(r) = [ g Ja(k)e ™ + al(k)e™]
pa(z) = (zﬁfg% [(Igaﬂ)e_ikx + a;(k)eikx} 7

on obtient
a(k) = sfan(k) + iaa(h)],

b(k) = %[al(k’) — iay(k)].
Pour quantifier ¢, il suffit de reprendre les résultats de la quantification du champ
réel, c’est-a-dire les relations de commutation (2.14), et de les appliquer aux
opérateurs de création et d’annihilation des deux champs ¢; et py. En utilisant
(2.37), on trouve:

(2.37)

[a<k)’ a(Q)] = [GT(k)’ aT(Q)] =0,
[a(k),al(q)] = (272 (k- ),
[b(k)’ b(Q)] = [bT(k)a bT(Q)] =0,
(2.38)
[b(k), b1 ()] = (27)%2wid®(k — @),
(q) a(k),b'(q)] =0,
(q) a'(k),b'(q)] = 0.

Ces résultats montrent que les opérateurs a'(k) et b (k) jouent le role d’opérateurs
de création alors que leurs conjugués a(k) et b(k) sont des opérateurs d’annihila-
tion. Ils motivent le choix des expansions (2.36).

[
[

Les regles de commutation canoniques a des temps quelconques peuvent étre
directement déduites de la décomposition (2.29) du champ complexe et de

[pi(2), 0i(y)] = i6i;A(x —y),  4,j=1,2,

la fonction A(x — y) étant définie dans 1’équation (2.28). Il vient
[6(), &' (y)] = iA(z —y),

(2.39)
[6(x), ¢(y)] = [¢7(2), 6" (y)] =
A temps égaux, ces commutateurs deviennent
[o(t, ), 11(t, )] = [¢'(t, 2), L' (. )] = i*(Z — ), (2.40)
comme dans (2.4), 'impulsion conjuguée au champ ¢ étant
(x) = or _ o' (). (2.41)

90
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Comme dans le cas du champ réel, I’espace des états sera construit en agissant
avec les opérateurs de création sur I’état du vide défini par les conditions

-,

a(k)[0) = b(K)|0) = 0, Yk = (wp, k). (2.42)

Pour donner l'interprétation en termes de particules des opérateurs de création
a'(k), b'(k) et d’annihilation a(k), b(k), il est utile de calculer la charge @ qui, par
le théoreme de Noether, est indépendante du temps. D’apres les expressions du
courant conservé (2.34) et de la charge (2.35), on obtient en utilisant I’expansion
en modes du champ complexe (2.36):

Q = [d%: 61(0h9) — (9060
— / Bk g [a (R)a(k) — B (R)b()]

_ / Bl [N, (k) — Ny(k)]

(2.43)

en définissant comme dans le cas précédent les opérateurs de densité de nombre
de particules

1 1
N — T N =t 2.44
o) = Gy @ (Ralk),  Nok) = g b (R)D(R), - (244)
et de nombre total de particules
N, = / PEN(K), N, = / &k Ny (k). (2.45)

L’introduction de 'ordre normal assure que 1’état du vide est sans charge,
Q|0) = 0. (2.46)

L’expression (2.43) montre que le quantum créé par a'(k) possede une charge +1
alors que celui créé par bf(k) a une charge —1:

(@Q.a'(R)] = a'(k),  [Q,0"(k)] = 0" (k).

On utilisera la terminologie suivante:

e af(k) crée une particule de charge 1 et d’impulsion k [a(k) la détruit],
e b(k) crée une antiparticule de charge —1 et d’impulsion & [b(k) la détruit].
Le champ ¢ contient les opérateurs a(k) et b'(k); il a charge —1 puisqu’il détruit

une particule ou crée une antiparticule. Par contre, la charge de ¢! est +1
puisqu’il contient les opérateurs a'(k) et b(k):

Q. 6(2)] = —o(z),  [Q.'(x)] = +¢'(). (2.47)
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La convention sur les impulsions est fondée sur I’argument suivant. Calculons
I'opérateur mesurant les composantes spatiales de I'impulsion totale, c¢’est-a-dire

P= [da Ty = [ d [(@06h)(010) + (0:61)(00)] (248)

en utilisant le tenseur énergie-impulsion (2.31). Cette expression ne requiert pas
d’ordre normal. En effet, en insérant l'expansion en modes (2.36) du champ
quantique, il vient

1 d3k
Po= /mk [t (k)a(k) + a(k)al (k) + b (k)b(k) + b(k)b (k)] -
= [k Na(k) + Ny()]
puisque
[y sl (0] = [ g B8] =0,
Dintégrant étant une fonction impaire de k. D’apres (2.16),
[Fiya(k)] = —kia(k), [P, af(k)] = kia'(k),
(2.50)
[Fi,0(k)] = —kib(k), [P, b1 (k)] = Kbl (k).

En agissant sur un état, les opérateurs de création apportent une impulsion k,
ceux d’annihilation la retirent, en conformité avec la terminologie introduite ci-
dessus. On vérifie d’autre part que

(B3, p(2)] = —i0ip(x). (2.51)

L’opérateur (2.49) correspond bien a la réalisation dans l'espace de Fock du
générateur des translations d’espace —id;.

L’hamiltonien est construit a partir de la densité lagrangienne en appliquant
la prescription d’ordre normal qui exige

H|0) =0,
comme pour le champ réel. On aura donc
H=: [ d2](006")(000) + (V6')(V) + mP61)] (2.52)

L’ordre normal place les opérateurs d’annihilation a(k) et b(k) a la droite des
a' (k) et bT(k) dans les produits. Il vient immédiatement

H=— / &k wy [Na(k) + Ny(k)]. (2.53)
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L’énergie de chaque état de 'espace de Fock est donc positive ou nulle, le seul
état d’énergie nulle étant le vide. Notez qu’en rassemblant (2.49) et (2.53), on a

P, = / Pl [No(B) + No(R)], Ky = (i i) = (wps —F). (2.54)

ainsi que

[P*, ()] = —i0"6(x). (2.55)

La construction de l'espace de Fock a partir de I’état du vide |0) est similaire
au cas du champ scalaire réel. Puisque

F,|0) = No|0) = Ny 0) = 0,

le vide ne contient ni énergie-impulsion, ni particule, ni antiparticule. Un état

contenant n particules d’impulsions kq,...,k, et m antiparticules d’'impulsions
q1, - - -, Gm Sera contruit en agissant sur |0) avec les opérateurs de création corres-
pondants:

a'(k1)...a' (k)b (q1) ... 0" (gm)]0).

Comme les opérateurs de création commutent entre eux [éq. (2.38)], Iordre des
opérateurs est sans importance et ’état est naturellement symétrique (statistique
de Bose-Einstein).

2.3 Champs spinoriels

Le champ spinoriel libre est solution de I’équation de Dirac
(iv"0, —m)Y(z) = 0, (2.56)
qui est ’équation du mouvement de la densité lagrangienne
7 — — _
£'= 3 [07(0u) — (00)" 0] —miy, (2.57)
une forme préférable a
_ T, —
L= (99 = m) v = L'+ 20, [¥7"v] (2.58)

puisqu’elle traite ¥ et ¢» de maniere symétrique®. L’invariance de £’ et £ sous la
transformation 1) — €7y implique la conservation du courant

3" =Py, 9" ju =0, (2.59)

lorsque v vérifie I’équation de Dirac. Cette expression est valable dans la théorie
classique; la quantification du champ la modifiera 1égerement.

6Comme £ — L' = 9,(...), les deux densités lagrangiennes conduisent aux mémes équations
du mouvement.
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On déduit de £’ et £ une unique équation d’Euler-Lagrange, I’équation de
Dirac, mais deux expressions du tenseur énergie-impulsion qui different par une
quantité elle-méme conservée. Dans les deux cas, les densités lagrangiennes £ et
L s’annulent lorsqu’elles sont évaluées pour un spineur solution de I’équation de
Dirac. A partir de £', il vient alors

- 2¢7M< 0Y) — ( V@ZJ)'YM# = %E'Yu Oy Y,

une expression réelle. On peut écrire

Tow = W2(08) = 500dn = 5522 (0) = S0ujp (2.61)

Le premier terme est le tenseur énergie-impulsion (non réel!) que l'on déduirait
de L. Les trois quantités apparaissant dans cette équation sont conservées:

8”Tuu =" [mpf}/u( u’é/f)] - a“[ V]u] = 0.

C’est 'expression classique réelle (2.60) qui est utile a la construction du tenseur
énergie-impulsion de la théorie quantifiée’.

L’impulsion totale du champ est
o= [deTy = [ [;W 3, w] . (2.62)

Elle est indépendante du temps puisque 0#7),, = 0. Une expression simple de
I’hamiltonien (classique) s’obtient facilement a l'aide de 'identité (2.61):

Ho=P = /fowme—i%%]

- / &z it () —5% / Bzt (2.63)

= [ & '),
en utilisant la conservation du courant (2.59) et 'indépendance du temps de la
charge associée.

Nous avons établi dans le chapitre 1 qu’une solution de 1’équation de Dirac
est une superposition d’ondes planes

Y (2) = / &k TS (b (k) e @ (k) + df, (k) 0@ (B)],(2.64)

(27T)3 Wk a=1

"A une grandeur physique, il correspond un opérateur hermitique.
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(k—m)u® (k) = 0,
(K+m) e (k) = 0

Les quantités b, (k) et dl (k) deviendront opératorielles aprés quantification du
champ; nous en tiendrons compte en respectant l'ordre des facteurs dans un
produit de champs. A partir de 'expansion en ondes planes (2.64), il est facile
de calculer I'impulsion totale classique (2.62):

P, = l/‘dgk my jé [B1,(k)ba () — da(R)d ()] - (2.66)

a=1,2 (2.65)

Ce calcul utilise la normalisation des spineurs u(® (k) et v(*)(k) définie dans le
chapitre 18. En particulier, ’hamiltonien classique (2.63) s’écrit

g;kgj{j ) = da(k)di (k)] . (2.67)

Contrairement au champ scalaire complexe, les modes d, (k) contribuent négati-
vement a 'énergie.

Quantifier le champ spinoriel en imposant des relations de commutation aux
opérateurs b, (k) et d,(k) conduirait immédiatement & deux difficultés®. Premie-
rement, I’espace de Fock contiendrait des états a n quanta symétriques qui sui-
vraient la statistique de Bose-Einstein. Deuxiemement, en appliquant la prescrip-
tion d’ordre normal liée aux commutateurs, la contribution des modes d, (k) a
I’hamiltonien (2.67) permettrait des énergies arbitrairement négatives: il n'y au-
rait pas d’état fondamental stable puisque 1’énergie ne serait pas bornée inférieu-
rement.

Pour établir une procédure de quantification satisfaisante et cohérente, il est
possible de s’inspirer de ’action de 'opérateur P, sur le champ spinoriel, qui doit
étre:

[Pu7’¢] = _iau,‘vba (268)

puisque le générateur des translations P, agit comme —i0, sur n’importe quel
champ. Nous avons déja vérifié que la procédure utilisée pour quantifier le
champ scalaire vérifie la méme condition [éq. (2.55)]. Dans la théorie quan-
tifiée, P, est un opérateur agissant dans ’espace de Fock dont la définition suit
de I'expression classique (2.66), modifiée si nécessaire par une prescription d’ordre
normal. D’apres (2.64), il est donc nécessaire que

[P ba (k)] = —kuba(k),
[Py do(F)] = —kuda(K),
(2.69)
[PbW)]= kbl (k)
[P, d(K)] = kyudf (k).

8Equations (1.137-1.140), paragraphe 1.4.2.
9Ce point est élaboré dans Peskin et Schroeder [6], section 3.5.
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En supposant de plus que
(2.70)

les conditions (2.69) sont équivalentes a

B (k)ba (k). by(a)]=—(2m)* 6% (k — bs(a),

&%

> [da(k)di (k) ds(q)]=-+(2m)* 265 (k — q)ds(q)-

(e

Ces deux conditions peuvent étre réduites de deux manieres, a 1'aide des deux
identités triviales

[AB,C] = A[B,C]+ A, C]B, [A,B] = AB - BA,

[AB,C] = A{B,C}—{A,C}B, (A B} = AB+pa T

En choisissant d’utiliser la seconde égalité, pour les anticommutateurs, il vient

37 (B () {ba (k) ba(a)} — {8 (K), bo(@)}ba(k)) = —(2m)"28%(F — Dbs(a).

(67

> (da(k){dl(k), ds(q)} = {da(k), ds(q)}dL (k) = +(2m)*<53(k — q)ds(q).

[e%

Ces équations sont vérifiées si on impose les relations d’anticommutation:

{Bh(k),bs(@)} = (2m)7% bas 8%(k — ),

{di (k). ds(a)} = (2m)*<% 80503 (E — @), (272)
{ba(k), bs(a)} = {0h(K),bf(a)} =0,

{da(k),ds(@)} = {d}(k),d}()} =0.

D’autre part, les conditions (2.70) sont vérifiées en imposant

{ba(k), ds(0)} = {ba(k), d(a)} = O, (2.73)
ainsi que leurs conjugués hermitiques.

Si par contre on choisit d’utiliser la premiere identité (2.71), les anticommu-
tateurs (2.72) sont remplacés par

ba k), (@)] = ~[da(R), d3(@)] = (27)* 605 6°(K — ),

tous les autres commutateurs étant nuls. Ces relations de commutation sont simi-
laires a celles obtenues pour le champ scalaire, a ’exception d’un “mauvais” signe.
Mais elles conduisent a un espace d’états de Bose-Einstein dont 1’énergie n’est
pas inférieurement bornée. L’ensemble des conditions de cohérence (action des
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opérateurs de Poincaré, dont P,, sur le champ, existence d'un état fondamental
(le vide) d’énergie minimum) sélectionne donc une quantification par commuta-
teurs pour le champ de spin zéro ou un et par anticommutateurs pour le champ
de spin 1/2, et établit le lien entre spin et statistique (bosons de spin entier,
fermions de spin demi-entier).

Les relations d’anticommutation (2.72) et (2.73) définissent la quantification
canonique du champ de Dirac libre et massif. En utilisant les relations de nor-
malisation des ondes planes présentes dans l'expansion (2.64), on vérifie qu’elles
conduisent a

{(2),v(y)} = [0, — m]iA(z —y), (2.74)

N )
ouﬁﬂ—wet

Pk 1 [emiben) _ b=

iAlr—y) = / (27)3 2wy, ‘

est la fonction déja apparue dans le commutateur [¢(x), p(y)] du champ scalaire
réel [éq. (2.28)]. La procédure de quantification du champ spinoriel s’avere donc
conforme au principe de relativité restreinte pour les raisons évoquées dans la
section précédente.

A temps égaux, il vient {¢(t,T),¥(t,7)} = v°63(Z — ¥), ou encore en com-
posantes

{wa(tvf)vwb(t7g)T} = 5ab53(f_gj> ) a,b=1,2,3,4. (275>

Ces dernieres relations auraient pu étre postulées dans une procédure canoni-
que de quantification du champ spinoriel analogue a celle utilisée pour le champ
scalaire [éq. (2.4)]. Les champs anticommutent en ¥ # 3 méme si les points (¢, )
et (t,7) sont séparés par le vecteur (0,7 — ) qui est de genre espace.

Comme pour le champ scalaire, on peut introduire des opérateurs de nombres:

2

N, = /dSko(k), Ny(k) = (2W)3wk;bl(l€)ba(k),
, (2.76)
Nao = [k Na(k), Nilk) = iy 2o dh (D) da(k),

Ils vérifient [comparez avec (2.16) et (2.23)]:

[No(k),bal@)] = =8k = Dbala),  [No(k),bh(a)] = &°(k — D)bi(a).

[Na(k), da(@)] = =8k = Ddala),  [Na(k).di(@)] = &*(k - @)di(),
[Noy ba(F)] = —ba(k), [Ny, L (R)] = bl(k).
[Na, da (k)] = —da(F), [Ng,di,(k)] = di(k).
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Les autres commutateurs possibles s’annulent. Avec les anticommutateurs cano-
niques (2.72), ’hamiltonien classique devient

2

H.

[bT )+ di (k) da ()] -2 / &3k w3 (0)

_ /d3k wr [No(k) + Na(k)] — 2/d3kwk63(0).

Le deuxieme terme est indéfini mais indépendant des opérateurs b, (k) et d,(k):
la prescription d’ordre normal prendra cette contribution en charge.

Pour construire une base de I'espace de Fock, on commence par définir I’état
du vide, |0) par les conditions:

ba(k)|0) = da(k)[0) =0 (2.78)

pour toutes les valeurs de k = (wy, E) et a = 1,2. L’hamiltonien quantique est
obtenu en appliquant une procédure d’ordre normal fermionique a ’expression
classique (2.63) qui annule I’énergie du vide:

H=: /d%w*awz - m/ dgkg S [l (k)b (k) + (k) da (k)
a=1,2 (2.79)

_ / A3k wy, [Ny (k) + Na(k)] .

Selon cette prescription, les opérateurs d’annihilation b, (k) et d, (k) sont placés
a droite dans les produits. Mais chaque permutation nécessaire pour les amener
dans cette position engendre un changement de signe. L’ordre normal fermionique
tient ainsi compte du caractere anticommutant des opérateurs. Par exemple

s da(R)dl(q) = —dfy(q)da(k),
L do(k)dl(q)ds(1) + = dY(q)d(D)da(k) = —df(1)d}(q)da (k).

Les états de la base de l'espace de Fock sont obtenus en agissant sur le
vide avec les opérateurs de création bl (k) et dL(q). Comme le carré de tous
les opérateurs de création s’annule par anticommutation, un état de la forme

bl (k1) ... 0L, (kwn)db (q1) ... D) (g.)0) (2.80)

ne peut contenir deux quanta dans le méme état physique (c’est-a-dire avec
méme impulsion et méme orientation du spin «). Cet état & n + m particu-
les est completement antisymétrique dans I’échange de deux particules puisque
les opérateurs de création anticommutent. Cette structure de 1'espace de Fock
correspond bien a la statistique de Fermi-Dirac et au principe d’exclusion de
Pauli.

Pour une impulsion £ donnée, on a quatre états a une particule:

bi(k)[0), i(k)[0), di(K)[0), di(k)|0).
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Pour les distinguer, on a recours a des observables qui commutent avec P,. Ici
intervient le courant conservé (2.59), dont la charge indépendante du temps est

0= /d3xj0 . /d?’ww :

dans la théorie quantifiée. Avec I'expansion en modes (2.64), on obtient

Q = : / &k ﬁf:[bL(k)ba(kHda(k)dg(k)} :

(27)% Wi 4=

o (2.81)
_ / <2W)3w—k;[bg(k)baw)—dg(k)da(k)} = N, — N,
Comme, d’apres (2.77),
[Q:ba(K)] = —ba(k), @, da(k)] = +da(k),
(2.82)
[Q.0L(k)] = +0L(k), Q.d\(F)] = —di(k),

on dira que

o b, (k), dl (k) et 1(z) ont une charge Q = —1.

o bl (k), do(k) et 1(x) ont une charge Q = +1.

Comme @Q]0) = 0, le vide est sans charge, et la charge de 1'état (2.80) est Q =
m — n. Nous avons vu dans le chapitre 1 que le spineur de Dirac 1 décrit
deux spins 1/2 qui seront interprétés comme la particule, de charge Q@ = 1, et
I'antiparticule, de charge @@ = —1. D’apres (2.69), les opérateurs de création
apportent une impulsion k a 1’état, les opérateurs d’annihilation lui retirent cette
impulsion. On aura donc:

e bl (k) crée une particule d’impulsion ,

dl (k) crée une antiparticule d’impulsion ,

(
e b, (k) détruit une particule d’impulsion k,
(

e d,(k) détruit une antiparticule d’impulsion k.

Finalement, l'indice o = 1,2 permet de distinguer les deux orientations du spin
1/2 ou ses deux états d’hélicité™.

0Dans la section 1.4.2, nous avons utilisé deux bases des ondes planes de Dirac. Dans la
premiére, construite & partir des spineurs u(®) (k) et v(®)(k), 'indice a spécifie la valeur propre
de 'opérateur de spin dans la direction 2. Dans la seconde, qui utilise @(*) (k) et 5(*)(k),
distingue les deux états d’hélicité.
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2.4 Champs de jauge

La quantification d’un systeme de champs de jauge pose des problemes inédits
liés au fait que l'invariance de Lorentz incite & considérer des champs vectoriels
A,(z), a quatre composantes, alors que l'invariance de jauge nous indique que
ces quatre composantes ne sont pas toutes significatives. Il y a donc conflit entre
le maintien de l'invariance relativiste lors de la quantification et la construction
d’un espace des états quantiques ne décrivant que les états physiques significatifs.

Dans cette section, nous allons principalement utiliser le formalisme le plus
simple de quantification canonique des champs de jauge préservant la covariance
de Lorentz. Cette méthode est suffisante pour une théorie de jauge abélienne
telle que I'électrodynamique quantique. Elle ne permet pas la quantification des
théories de jauge non abéliennes bien qu’elle puisse étre utilisée pour des calculs
a l'ordre le plus bas de leur théorie des perturbations (diagrammes en arbres
ou sans boucle de champs de jauge). Dans la derniere partie, nous décrirons
brievement une quantification non covariante, dans la jauge de radiation.

2.4.1 Quantification covariante

Le point de départ de la discussion est la densité lagrangienne libre classique, de
Maxwell, des champs de jauge. Nous allons tout d’abord établir que la théorie
classique invariante de jauge ne décrit que deux composantes du champ vecto-
riel, d’hélicités +1 et —1 (polarisations transverses). Ensuite nous allons nous
efforcer de construire une théorie quantique (espace des états, opérateurs de
champ, hamiltonien, etc...) qui décrive les mémes degrés de liberté, la construc-
tion préservant a chaque étape la covariance de Lorentz.

Le champ massif de spin 1 classique

Bien qu’elle ne s’applique pas directement aux champs de jauge qui sont sans
masse, il est utile de se référer a la discussion du champ vectoriel massif du point
de vue du groupe de Poincaré (section 1.3.5). Les quatre composantes d'un champ
vectoriel massif correspondent aux trois états d’un spin 1 auxquels s’ajoute une
composante de spin 0. Nous avons vu que pour un champ V,(x) qui est un état
propre avec valeur propre p, de l'opérateur P, = —id, !, la partie du champ
décrivant le spin 1 est orthogonale a p,: p, Vi (z) = 0, alors que la partie de spin
0 est proportionnelle a p,,. Il est donc possible d’éliminer la partie de spin 0 en
imposant la contrainte P,V*(z) = 0 = d,V*#(x), qui est covariante de Lorentz.

Pour décrire un champ de spin 1 et de masse m, il faut une densité lagrangien-
ne dont I’équation d’Euler-Lagrange impose a la fois la condition 9,V* = 0 et la

11V, est donc une onde plane, V,,(x) = V,(p) eP*.
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condition de couche de masse k? = m? aux solutions en ondes planes. Considérons

1 1
£m = _ZF;U/FMV + §m2vuvua F,ul/ - aMVV - al/v#' (283)

L’équation de mouvement est 1'équation de Proca
OV, — 0,(0,V") + m?V,, = 0. (2.84)

Sa divergence
oAV, — 0. (0, V") + m*V, | =m? 0"V, =0

impose bien la contrainte 9,V#* = 0 qui élimine la composante de spin 0. Elle est
donc équivalente a

9,Vi(x) = 0 (champ de spin 1),
(2.85)

(O4+m?)VH(z) = 0 (Klein — Gordon).

Les solutions de 1’équation de Proca sont des superpositions linéaires d’ondes
planes
Vi(x) = eu(k)e™,

avec ke(k) = 0 et k* = m?. Elles décrivent un champ de spin 1 et de masse m.

La limite de masse nulle présente deux changements. Premierement, la densité
lagrangienne devient invariante sous la transformation de jauge V,, — V,,+0,A(z).
Deuxiemement, la contrainte d,V* = 0 n’est plus une conséquence de I’équation
du mouvement.

Champs de jauge: résultats classiques
La densité lagrangienne de champs de jauge libres A% (z) s’écrit

L B B B B B B
Ly = _ZF‘“’F me F.,=0.A] —0,A; =—F,. (2.86)
Comme cette expression est une somme de termes indépendants pour chaque
champ de jauge (une somme sur I'indice B), nous nous contenterons de considérer
un champ de jauge unique A, (x). La densité lagrangienne (2.86) est invariante
sous la transformation de jauge

Ay — Al = A, + A, (2.87)

qui laisse également le champ F},, inchangé. Cette transformation correspond a la
transformation de jauge (1.172) dans la limite abélienne f4P¢ = 0 ou dans celle
du couplage de jauge nul. II est clair que le tenseur £}, s’annule identiquement
lorsque le champ de jauge est la dérivée d’un champ scalaire,

A (z)=0,p(x) — F,=0.
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L’invariance de jauge implique donc que la partie du champ vectoriel A, qui
peut étre écrite comme la dérivée d'un champ ¢(z) n’intervient pas dans la den-
sité lagrangienne (2.86); elle ne contient pas d’information physique et peut étre
¢liminée, ou choisie de maniere a simplifier le traitement du champ A,,. Elle per-
met, par exemple, d’imposer la condition invariante relativiste a“A;L =0, ce qui
revient a choisir la fonction A telle que OA = —0,A*. Cette condition, qui est
un choiz de jauge, définit la jauge de Lorentz.

L’équation d’Euler-Lagrange découlant de Ly est
0"F,, =0A, —0,0,A" =0, 0O = 90"9,, (2.88)

pour un seul champ de jauge A, (z). Pour déterminer I'ensemble des solutions,
considérons des ondes planes de la forme!?

a,(7) = e, (k)e . (2.89)
L’équation du mouvement (2.88) devient
ke, (k) — kuk,e" (k) = 0. (2.90)
La premiere solution a un vecteur de polarisation €, (k) proportionnel a k,:

(k) = f(k)k,  —  au(z) = ,[if(k)e™™].

C’est la solution triviale a,(z) = 0,¢(z), dont I'hélicité est nulle. Elle correspond
a la partie de spin 0 d’'une onde plane vectorielle massive. On qualifie donc sa
polarisation de scalaire. L’invariance de jauge permet de 1’éliminer.

Les solutions non triviales ont F},, # 0. Elles annulent séparément les deux
termes de 1'équation (2.90):

a,(r) = e, (k)e *, k* =0, ke(k) = 0, eu(k) # f(K)k,.  (2.91)

Il s’agit d’ondes planes de masse nulle et de polarisation €,(k) orthogonale a k,,.
Pour k? = 0, la condition ke(k) = 0 a trois solutions linéairement indépendantes,
I'une d’elles étant €,(k) o k,, la solution triviale. Ceci ne laisse que deux polari-
sations linéairement indépendantes, qui sont qualifiées de transverses puisqu’on
peut toujours choisir un référentiel dans lequel (k) = (0, &(k)) avec k - &(k) = 0.
Elles décrivent les états d’hélicités 1 et —1 du champ de spin 1.

L’équation du mouvement (2.88) admet donc trois solutions indépendantes.
Deux ont des polarisations transverses et sont significatives. La troisieme, de
polarisation scalaire, est sans contenu physique: elle est entierement définie par le
choix de jauge et n’apparait pas dans les grandeurs physiques qui sont invariantes
de jauge.

21] conviendrait évidemment de former des combinaisons linéaires réelles de ces ondes planes
complexes.
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En ne retenant que les solutions physiquement significatives, ’expansion en
ondes planes du champ de jauge libre sera donc

d3k 1 2 K k) —ikx K k) tkx
Aﬂ(a;)z/@?r)g@;[a( H(R)ele ™ 4 ai ()it (2.92)

avec

=0, ke =0 €)#k, r=12 (2.93)

L’indice k numérote deux vecteurs eff) linéairement indépendants, orthogonaux
a k, sans etre proportionnels a k,. La solution triviale

/ d'k F(k)kue~™ + c.c. = id), / d'k f(k)e ™ + c.c.

peut étre ajoutée sans inconvénient a cette expansion puisqu’elle ne contribue
pas au champ F),,,.

Quantification canonique: généralités, difficultés

Les champs vectoriels décrivent des états de spin entier, ils suivent la statis-
tique de Bose-Einstein et sont donc quantifiés en imposant des relations de com-
mutation. Si on essaie d’appliquer directement la procédure de quantification
canonique (2.4) a la densité lagrangienne Ly, on rencontre immédiatement une
difficulté. Les impulsions conjuguées aux champs A,, 1 =0, 1,2, 3 sont

0Ly

HN - m = —8014“ —|— aqu - FM07 (294)

et en particulier, puisque Ly ne dépend pas de 0yAy,
Iy = 0. (2.95)

D’autre part, I’équation du mouvement 0*F),,, = 0 induit dans la direction tem-
porelle une seconde contrainte sur les impulsions conjuguées:

Y oI, =V T =0. (2.96)

Dans cette situation, les relations canoniques de commutation a temps égaux

ne peuvent étre imposées puisqu’elles n’ont pas de sens dans la direction tem-
porelle = v = 0. Notez en passant que la contrainte Il = 0 est également
présente dans la théorie (2.83) du champ de spin 1 massif. Le probleme n’est
donc pas spécifiquement lié a l'invariance de jauge, mais au fait que dans les
deux cas I'une (au moins) des composantes du champ vectoriel V,(z) ou A,(x)
n’a pas de contenu physique.
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Il faut d’autre part remarquer qu’il n’est pas a priori évident que la transfor-
mation de jauge (2.87), qui est clairement définie comme une transformation des
champs classiques A,(x) et qui implique une fonction de l'espace-temps A(x),
doive admettre un équivalent quantifié. En principe, la théorie quantifiée doit
posséder des opérateurs de champs A,(z) agissant dans 'espace des états; la
transformation de jauge (2.87) requerrait alors l'existence d’un opérateur A, agis-
sant dans cet espace, bien que A ne contienne aucune information physique.
Ceci n’est possible que si l'espace des états contient des états non physiques,
mais quelle est alors la procédure de construction de ces états quantiques non
physiques?

Il existe deux méthodes classiques de quantification des champs de jauge libres
(ou abéliens). Premierement, la méthode conceptuellement la plus simple consiste
a tirer parti de l'invariance de jauge et des équations du mouvement pour se
restreindre aux degrés de liberté physiques qui seuls sont quantifiés. On choisit
donc une condition de jauge pour éliminer une composante du champ, et on
la résout en sacrifiant la covariance de Lorentz de la procédure. Par exemple,
on choisit la jauge Ay = 0 (jauge temporelle ou de radiation). La condition
de transversalité (équations du mouvement) est alors V- A = 0, analogue &
V-I=0 qui est I'une des équations du mouvement. Le systeme peut ensuite étre
facilement quantifié dans un espace des états ne contenant que les états physiques.
Cependant, puisque la quantification est effectuée dans une classe restreinte de
référentiels, il est délicat (mais pas impossible) de garder le controle de Iaction
du groupe de Lorentz; cet inconvénient rend en général le calcul de processus
physiques relativistes compliqué et inélégant. Un exemple de quantification non
covariante sera considéré a la fin de cette section.

Deuxiemement, on peut choisir de conserver I'invariance de Lorentz linéaire
et donc de quantifier I'ensemble du champ vectoriel A,(x). Cette approche exige
cependant de modifier la densité lagrangienne pour éviter I'annulation de II;. La
modification de £, brise I'invariance de jauge, ’espace des états contient nécessai-
rement des états inconnus dans la théorie invariante de jauge. L’invariance de
jauge est ensuite rétablie par des contraintes (invariantes de Lorentz) appliquées
dans 'espace des états. C’est la méthode, due a Gupta et Bleuler, que nous allons
étudier ici.

Quantification covariante

Au lieu de £y [éq. (2.86)], considérons la densité lagrangienne suivante:

1 A
Ly = —ZF“”FW — 5(aﬂAM)?, (2.98)

ol A est un nombre réel (non nul) arbitraire. On dira que le nouveau terme, qui

n’est pas invariant de jauge, fixe la jauge. Les impulsions conjuguées aux champs
A,, deviennent

YN )
HN = m = F,uO — )\77“()(81,14 ), (299)
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et IIp = —A0”A, ne s’annule plus: £, dépend aussi de 0yAy. En fait, la mo-
dification de la densité lagrangienne n’a d’effet que sur Il puisque le nouveau
terme n’introduit pas de nouvelle dépendance en 0yA;. On peut alors appliquer
sans difficulté particuliere la procédure de quantification canonique a la théorie
modifiée par le terme fixant la jauge.

Avant de procéder a la quantification, considérons 1’équation du mouvement
de la théorie modifiée,

04, — (1 —X)9,0,A” =0, (2.100)

d’un point de vue classique. Pour A # 1, les ondes planes de polarisation ortho-
gonale a k,, (2.91) restent solutions de cette équation, ainsi que

au(z) = f(k)k,e ", k* =0, (2.101)
pour laquelle la densité lagrangienne modifiée s’annule.
La quantification est la plus simple dans la jauge de Feynman,
A=1, (2.102)

ou I’équation (2.100) devient simplement ’équation de Klein-Gordon sans masse,
OA, = 0 dont la solution est de la forme

A, (z) = / <;i7r]§32%02 [0 (k)el) (k)e ™ + a1t (k)el* (k)e™],  (2.103)

k=0

ou ko = |k| d’apres 'équation de Klein-Gordon de masse nulle, mais sans aucune
contrainte sur les quatre vecteurs linéairement indépendants eff) (k). Ces vecteurs
sont en général complexes mais une base de vecteurs réels peut étre choisie.

La procédure de quantification canonique impose les regles de commutation
a temps égaux suivantes:

[Au(tv ), 1" (¢, g)] = 25253(5 — 1),

(2.104)
[Au(tv ), Au(t, 7)] = [Hu<t7 ), 1L, (¢, 4)] = 0.

Pour construire des opérateurs de champ satisfaisant ces regles, nous allons
utiliser ’expansion en modes de Fourier du champ A, dans la jauge de Feyn-
man A = 1, équivalente a une expansion en ondes planes de masse nulle et de
polarisation quelconque. Pour chaque onde plane de vecteur d’onde E, le coeffi-
cient de I’expansion est une combinaison linéaire de quatre vecteurs (réels) e/(f) (k)
linéairement indépendants. Ils décriront les quatre polarisations possibles pour
un champ vectoriel. 11 est impossible d'imposer & priori la condition 9,A*(x) = 0,
qui annule 'impulsion conjuguée Il,.

Traditionnellement, on choisit les vecteurs de polarisation de la maniere sui-
vante. Soit n un quadrivecteur constant donnant “I’axe du temps”, c’est-a-dire

n =1, n’>0. (2.105)
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On peut par exemple prendre
n = (1,0,0,0), (2.106)

mais chaque forme explicite du vecteur n n’est évidemment pas invariante sous
les transformations de Lorentz alors que les deux conditions (2.105) le sont. On
choisit ensuite eV)(k) et ¢ (k) dans le plan orthogonal & k et & n:

ne (k) =ke®(k) =0, k=12 (2.107)

Ce sont deux vecteurs de genre espace. [On le voit immédiatement dans le référen-
tiel ou n = (1,0,0,0)]. Leurs normalisations sont fixées par les conditions

D (k)eW (k) = @ (k)e® (k) = —1,

(2.108)
e (k)e? (k) = 0.
Si k est de la forme ~ .
k= (|F],0,0, ), (2.109)
dans un référentiel ou n = (1,0,0,0), alors on peut prendre
eD(k) = (0,1,0,0),
(k) = (0,0,1,0). (2.110)

Il reste a définir deux vecteurs linéairement indépendants dans le plan sous-tendu
par n et k. On choisira €® orthogonal & n et normalisé:

ne® k) =0, D (k)e® (k) = -1. (2.111)
Finalement ¢(*) est choisi égal & n. Avec (2.106) et (2.109), on a simplement

(k) = (0,0,0,1),

€O(k) = n = (1,0,0,0). (2.112)

Pour un choix de n quelconque, la normalisation des vecteurs de polarisation est

e (k)e") (k) = (2.113)
; .
el aussl 3 ) () 3 El(f)(k)el(//g)(k)
Z/_O M €, (K) ey (k) = ZO W)W (k) Nyaw- (2.114)

Les polarisations €V (k) et ¢? (k) sont qualifiées de transverses [orthogonales & k
et a n], €3 (k) de longitudinale [dans le plan k-—n, tout en étant orthogonale & n;
elle est dirigée selon k si n = (1,0,0,0)] et € (k) de scalaire.

En insérant 'expansion en modes (2.103) dans les commutateurs canoniques
(2.104), on obtient les regles de commutation des opérateurs a*) (k) et a1 (k):

[0 (k), a1 (q)] = —2k°(2m)*n™ 0% (K — @),

/ / (2.115)
[a(k), a)(q)] = [a®1(k), o (g)] = 0.
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Ces relations ne different de celles obtenues pour le champ scalaire réel [éq. (2.14)]
que par le signe négatif de [a® (k), a©t(q)] = —2ko(27)363(k — ¢): les opérateurs
de création et d’annihilation pour la polarisation scalaire ont un commutateur de
“mauvais signe”.

Le commutateur & temps arbitraires est obtenu de la méme facon que pour le
champ scalaire, en utilisant les regles de commutation (2.115) dans I'expansion
en modes (2.103). Par rapport aux expressions (2.14), [a™)(k), a*)t(¢)] contient

un facteur supplémentaire —n™ et donc
[Au(z), Ay (y)] = =i Az —y), (2.116)
avec, comme auparavant,
iNe—y) = [—LF [emiben) _ ko]
2ko(2m)3

et ko = |k|. A nouveau, le commutateur de Ay a le “mauvais signe”.

Les relations de commutation (2.115) et (2.116) ne sont valables que dans la
jauge de Feynman A = 1. Dans une jauge avec A quelconque, la relation entre
I'impulsion conjuguée II,, et les dérivées 0, A, (x) fait intervenir le parametre A,
qui apparaitra dans les regles de commutation. La quantification canonique pour
A quelconque est donc plus compliquée que dans la jauge de Feynman, mais elle ne
pose pas de probleme de principe et n’apporte pas d’information supplémentaire.

Si on essaie de construire les états de la maniere habituelle, en agissant sur
I’état du vide |0) avec les opérateurs de création a™1(k), on rencontre des dif-
ficultés associées au signe négatif du commutateur [Ag, Ag]. L’état du vide est
défini par les conditions

ad(k)0y =0, Vk=(k,k), k=0,1,23. (2.117)

Un état a une particule avec polarisation scalaire s’écrit comme une combinaison
linéaire des états aO7(k)|0),

>k -
1) = 2o (27)? F(k)a 1 (k)|0), k= (|k|, k). (2.118)
La norme de cet état est
Bk d3q

(1[1) = TNGIIE 2qo<27r)3f(/f)f*(q)<0|a(°)(q)a(‘)”(k‘)IO)

Comme
(0la®(q)at(k)[0) = (0][a!”(g), a®(K)]|0)

= —2¢(2m)38%(k — ),
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pour un vide normalisé, (0|0) = 1, on trouve

(1[1) = /%O 3 (k)2 (2.119)

et la norme de I'état |1) est négative. L’espace de Fock a donc une métrique
indéfinie: si (0]0) > 0, alors (1]1) < 0. Par contre, pour les états de polarisations
transverses ou longitudinale, les normes sont toujours positives.

A ce stade, la conclusion est que la quantification canonique de la densité
lagrangienne avec le terme fixant la jauge (2.98) conduit a un espace d’états
comprenant des polarisations non physiques et de métrique négative en ce qui
concerne la polarisation scalaire. Il s’agit ensuite de concevoir une méthode res-
treignant l'espace des états physiques aux polarisations transverses seulement.
Au niveau classique, il suffirait d’imposer I'invariance de jauge et la condition de
Lorentz 0,A"(x) = 0, par exemple. Dans la théorie quantique, cette condition
est incompatible avec les relations de commutation canoniques. Comme

A (x) = a“A(”(af)Jra“A(’)(w), A (z) = [AD ()],
O A(H) - I (H —ikx
101 AG (z) / %0 3 ;033/{ ) () ek,

en séparant énergies positives et négatives, imposer 0*A,(x) = 0 en chaque z
revient & imposer a(” (k) = a® (k) = 0, en contradiction avec les relations ca-
noniques (2.115). Imposer que l'opérateur 0*A,(x) s’annule sur I'état du vide
conduirait par exemple a

Of(1)]0) = a®T(k)[0) =0,  Vk.
Nous voulons que les états physiques ne contiennent que des polarisations
transverses. Un état typique sera donc de la forme
k1, k15, k) = a™T (k) aIN(E)(0), ke =1,20 (2.120)
On remarque alors que
(k1,615 Kk, B |OF AL ()| g1, KL - -2 g, Ii;>
= (0]a" (k1) ... ") (kn)a"Di(q1) . .. al™)1(g,) [0# ALD ()] 0)
(010" A (2)]a"D (k1) . .. al™) (ki )a" D (q1) ... a"9)1(qy)]0)
=0,

et qu’en particulier

(00" A, (2)]0) = 0.

Ces résultats suggerent de définir les états physiques en demandant que la con-
dition invariante de Lorentz

(910, A"|¢) = 0 (2.121)
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soit vérifiée par toute paire d’états physiques |¢) et |¢). La condition de Gupta
et Bleuler (2.121) est vérifiée par les états (2.120); il reste a en caractériser toutes
les solutions.

Par linéarité dans I'espace des états, la condition (2.121) est équivalente &

d*k

s ¢ 2 MR bly) =0, (2122)

~k=0,3

A (2)|y) =
pour tout état physique |¢), une condition qui ne fait intervenir que les polarisa-
tions scalaire (k = 0) et longitudinale (k = 3).

L’espace de Fock possede une base formée d’états de la forme

a DM (py) .. a9 (p)a®T () .. aDT () k1, ks ks o), ki =1,2.

Comme 3“14/(5“) (x) commute avec les opérateurs de création de polarisations trans-
verses, résoudre la condition (2.122) revient a résoudre

(0" AL (2)]a (pr) ... a @M (p)a®T(p)) ... P (p})]0) =0, (2.123)
ou encore:
[ > k“ﬁff)(k)a(“)(k)]a(O”(pl) caP(p)a® (py) . aPT(p)]0) = 0. (2.124)
~k=0,3

Comme k”e/(f (k) est un invariant de Lorentz, on peut utiliser le référentiel cor-

respondant a (2.106), (2.109), (2.110) et (2.112), dans lequel
kel (k) = k"D (k).
Avec ce choix, la condition (2.124) est équivalente a

[0 (k) = a® (k)] aF(py) ... aVF(p)a® (p)) ... aPF(pp)]0) = 0. (2.125)

Cette condition est sans information pour ’état du vide |0), mais elle est déja
significative sur un état a une particule: si on considere une combinaison linéaire
arbitraire des polarisations scalaire et longitudinale,

o) = | G (@ (@) + Pa)a () 0,

comime

Omlo) = [ G @ w0 = =)o)

D(E)o1) = +*(k)|0),
la condition (2.125) impose ’(k) = —c3(k) = c(k), Vk. Un état a un quantum

vérifiant la condition de Gupta-Bleuler est donc de la forme

) = [ psela) [1(0) — )] 10}

27)32qq
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On voit facilement que la norme de cet état est nulle, (¢1|p;) = 0, puisque
01a9(¢)a1(¢")|0) = —(0]a®(q)a®t(¢")|0) du fait du mauvais signe du com-
mutateur des opérateurs a(o)(k). En conséquence, un état a une “particule” de
I’espace de Fock,

[ iz 2 ek k)0

soumis a la condition de Gupta-Bleuler ne contient pas d’information dans sa
composante de polarisations longitudinale et scalaire, qui est de norme nulle.

Pour généraliser le cas d’'un quantum non physique discuté ci-dessus, il est
utile d’introduire 'opérateur de nombre

A3k
A . A NN G (L) — 4O (0)
N' = / R [a®(k)a® (k) — a®(k)a® (k)] (2.126)
qui vérifie
ng a(O)T(k)] - a(O)T(k), [NV, a(3)T(k)] - a(3”(k:),

ainsi que [N, aMi(k)] = [N',a®1(k)] = 0. L’opérateur N’ compte le nombre
de quanta de polarisation scalaire ou longitudinale présents dans un état. Con-
sidérons ensuite un état |¢,) pour lequel

N/|¢n> = n|¢n>>

et supposons que cet état vérifie la condition (2.125). On a alors

ntonldn) = [ g (O] [ (B0 ) = (RO B)] o)

-/ <2$332ko (6al [T (k)0 (k) = a (k) ()] [6) =

La deuxieéme ligne est obtenue en remplacgant grace a (2.125) la polarisation lon-
gitudinale (3) par (0). La norme de I’état |¢,,) est donc nulle sauf si n = 0:

(nlPn) = 0n0 (¢oldo). (2.127)

Un état quelconque de I'espace de Fock vérifiant la condition (2.125) est certaine-
ment de la forme

= Z |¢n>> N/|¢n> - n|¢n>

n>0

Sa norme est

(@10) = > _(duldn) = (Gol¢o).
n>0
Puisque |¢g) ne contient que des polarisations transverses dont les commutateurs
ont le “bon signe”, la norme de |¢) est positive. Et seules les polarisations
transverses contiennent de l'information.
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On en conclut qu’imposer la projection de Gupta et Bleuler aux états de
I’espace de Fock revient a enlever toute signification aux polarisations indésira-
bles, pour ne garder que les polarisations transverses x = 1,2 décrivant le champ
de jauge de masse nulle. Les états formés en combinant linéairement les états

a" (k) .. a"(E,)|0), Klyeoykp =1 0u2

sont automatiquement solutions de la condition de Gupta-Bleuler (2.122). Ils
suffiront a décrire ’ensemble des états physiques pour le champ de jauge quantifié.
Mais la cohérence de la quantification exige de considérer ’espace de Fock entier,
y compris les états non physiques.

L’opérateur hamiltonien de la théorie s’écrit

H = /d3 14, A, — L] /d3 (Fo:) +; )7
= ; / &k ; (k)a(m)(k)_a(O)T(k)a(O)(k)} (2.128)
= Hr+ H,
o Hy = / dgk H(k)a™ (k) + a®(k)a® (k)]
0= / d3 1 (k)a® (k) — a1 (k)a O (k)]

Comme pour 'opérateur de nombre N’, on montre que:

(Onl H'|Gn) = (6| H'|$) = 0. (2.129)

Mais H' ne s’annule pas sur les états |¢,). D’autre part, pour n # 0,
<¢n|HT|¢n> = n_1<¢n|HTN/|¢n>

- /(2:)331?%0 <¢n|[ "(k)Hra® (k) — (O)T(k)HTa(O)(k)hgbn)

= 0.

On en conclut que

(9| H|p) = (¢o| Hr|go)- (2.130)

Seule la composante purement transverse |@g) d'un état physique vérifiant la con-
dition (2.121) contribue a ’énergie, et seule la partie transverse Hr de ’hamilto-
nien intervient dans le calcul de I’énergie.
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2.4.2 Un exemple de quantification non covariante:
la jauge de radiation

Nous avons vu que I’équation du mouvement de la théorie invariante de jauge clas-
sique, dont la densité lagrangienne est £ = —iF w ', admet une solution triviale
qui ne contribue pas a [, et quune transformation de jauge peut éliminer, et
des solutions physiquement significatives de polarisations transverses et de masse
nulle. On peut donc écrire

Au(r) = /d4qc(q)queiqx+c.c.
+/W H_ZLQEM (K)a® (k)e ™ e, K =|k],

ol la premiere ligne contient la solution triviale dans laquelle ¢? est quelconque.

Les vecteurs de polarisation e/(f)(k;) vérifient

ke (k) (K2 =0), (2.132)
sans étre proportionnels a k,,. La transformation de jauge
A, (z) — Au(z) + 0,A(x), Azx) = i/d4q c(q)e' ™ + c.c.
élimine la solution triviale. On peut alors choisir un référentiel dans lequel

e (k) = (0,e™(k)), €™ (k)- k=0, e9(k)-e")(k) =" (kK =1,2),

(2.133)
ainsi que
(%) 1.y (%) 1
k=1,2 |k)|2
Dans ce référentiel,
Ap(z) =0, (2.135)

et la théorie ne contient plus que les champs g(m) = (Aq, Ay, A3) et leurs impul-
sions conjuguées II; = F;g = —0yA;. Ce systeme est donc formellement semblable
a trois champs scalaires réels de masse nulle soumis a la contrainte de polarisation
transverse V - A = 0, qui suit de (2.132), et qui implique de méme V-1 = 0.
Les équations Ay = 0 et V- A = 0 définissent la jauge de radiation, qui n’est pas
invariante de Lorentz.

Du fait des contraintes V- A =V - Il = 0, il n’est pas possible de quantifier
le systeme en imposant:

(A, (%, 0), (5, 1)] = ~i6,,0%(F — 9). (2.136)
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Le membre droit de cette relation ne s’annule pas lorsqu’on prend sa divergence
par rapport & Z ou 7. Les relations de commutation appropriées s’avérent étre'

0 0 1
A F ) L7 1)] = —idp0®(F — ) + — ——
[ j(xa )7 k(i% )] 104k (ZE’ y) + AT Oxi 8yk |,f— g|7 (2137)
Le signe du commutateur [AJ, I1x] suit de ni; = —0;;, comparez avec les expres-
sions (2.104). Puisque™ Az j = =0 g = —476%(Z — ¥), on a bien
3.0 3.0
— ), 1T — A (2, 1), 1, (y,t)] =0
jz:laxj k( )] ’;8yk[ J(‘TJ )7 k(y7 )] )

=

en accord avec les contraintes V- A =V - I = 0.

Avec I'expansion en ondes planes (2.131) du champ A, (x) dans la jauge ¢(q) =
0 et la relation (2.134), on vérifie que les commutateurs

[a®(k), a"H(q)] = 2k°(2m)*6™' 5 (I — ),

[a® (k),a®)(g)] = 0 21

conduisent bien aux relations (2.137). La vérification utilise I’égalité

3 -
/ k1 ke L
(2m)* || A |7 — gl

Les relations (2.138) sont identiques a celles obtenues pour les polarisations
transverses lors de la quantification covariante. En interprétant a®f(k) comme
lopérateur de création d’'un quantum d’impulsion & = (|l§|, /2) et de polarisation
transverse € (”)(k), I’espace des états contient uniquement les états physiques en-
gendrés par

|k, Ks ke, Koo Ky K ) = a1 (kp)a 2T (ks) L at)T(K,,)[0),
n=012 ... =12

La quantification dans la jauge de radiation a I’avantage de ne faire intervenir
que les états physiques de polarisations transverses. Le prix a payer est ’abandon
de la covariance de Lorentz par l'utilisation des conditions non covariantes Ag =
V-A=0. Etla présence de contraintes rend la quantification canonique plus
subtile.

13Pour une discussion approfondie: Weinberg [2], sections 8.2 et 8.3.

2 . . —
YAz =37 225 est le Laplacien pour la variable 7.
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2.5 Propagateurs

Les opérateurs de champs ¢(x), A,(z) et ¢(z) sont capables de créer ou de
détruire des particules ou des antiparticules. Par construction, ils sont solutions
des équations du mouvement de la théorie libre. Nous allons maintenant les
utiliser pour décrire la propagation libre de particules par I'intermédiaire de leurs
propagateurs respectifs, c’est-a-dire de fonctions de Green des équations du mou-
vement vérifiant une prescription de propagation causale. Nous commengons par
le champ le plus simple, le champ scalaire.

Le propagateur du champ scalaire

L’opérateur de champ ¢f(x) crée une particule ou détruit une antiparticule. Par
conséquent, 1'état ¢'(z)|0) est une solution de I’équation de Klein-Gordon qui
contient une particule de charge @) = 1, d’apres (2.47). De méme, ¢(x)|0) est un
état de charge () = —1 contenant une antiparticule, et une solution de 1’équation
de Klein-Gordon:

Q¢! (2)[0) = ¢'(2)|0),  Q¢(2)|0) = —¢(x)]0).

La propagation d’'une charge Q = +1 de x vers ' peut étre décrite de deux
facons en termes de particules et d’antiparticules. Premierement, on peut créer
une particule en x et la détruire en /. Deuxiémement, on peut créer une an-
tiparticule en 2’ et la détruire en z. Les opérateurs correspondant a ces deux
descriptions sont respectivement:

o(a)oM(x) et ¢l (z)o(a).

Ils ajoutent une charge () = +1 en x et une charge ) = —1 en 2/. Pour tenir
compte de ces deux descriptions, on introduit une prescription de causalité qui
revient a demander qu'une particule ou antiparticule se propage vers des temps
croissants. Si 2’° =t > 20 = ¢, on dira que la propagation d’une charge Q = +1
de x vers 2’ correspond & la création d’une particule par ¢'(x) puis sa destruction
par ¢(z'). L’opérateur correspondant est

0(t' — t)o(2) o' (2). (2.139)

Par contre, si t > t/, elle correspond a la création d’une antiparticule par ¢(z’)
puis sa destruction par ¢'(z), a I'aide de I'opérateur

o(t — )" (2)o(z). (2.140)

La somme de ces deux opérateurs décrit la propagation de la charge () = +1 de
x vers x’:

0(t' = t)p(2")" () + 0t — t)¢! (2)9(2") = T(a")¢' (). (2.141)
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La notation T'¢(z')¢!(x) désigne un produit chronologique de Dyson des opéra-
teurs ¢(2') et ¢'(x). En général, le produit chronologique de n opérateurs
bosoniques est défini de la maniere suivante:

ou l'ordre des facteurs est tel que

Autrement dit, le produit chronologique d’un produit d’opérateurs ordonne les
facteurs en temps décroissants vers la droite: le temps le plus ancien apparait
toujours dans 'opérateur de champ le plus a droite.

L’étape suivante est de montrer que amplitude i(0|T¢(x)¢'(2)|0) obtenue &
partir du produit chronologique (2.141) est une fonction de Green de 'opérateur
de Klein-Gordon, c’est-a-dire une fonction Gg(z’ — x) vérifiant

o 0

ox'* Ox'v’

(O +m?)Gp(2 — 2) = (2’ — 2), Oy =" (2.143)

Pour cela, on observe tout d’abord que

TH)6) = 5 AT o)+ o1 0ot o' @)

puisque

a / . /_ g o / _ l_
S0 =t =0(' 1), S0t —t) = —d(t' —1).

Mais, d’apres (2.39),
S(t' —t)[p(z)), ' (z)] = i6(t' — ) A2’ — x) = id(t' — t)A(0, 7' — ) = 0.

11 vient donc:

82
at/2

82
8t/2

o()0H (@) + 3 — Do), 6 (). (2.144)

To(a')! () =T -

Le calcul se poursuit en observant que

qui conduit finalement a

82
at/2

82

” B(a")6! (@) — i8*(o' ~ ).

To(a')g!(x) =T
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Comme d’autre part
[=Au +m?|TH(2')¢! (2) = T[=Aw + m®|¢(a")¢' (),
ou A, est le Laplacien pour la variable 2/, il vient
(Ow +m*)T(x")p" () = T(Dur +m?)(a")" (2) — i6* (2" — ) = =16 (2’ — )

(2.145)
par I'équation de Klein-Gordon, et 'amplitude

Gr(a' —x) = i(0|To(z")¢(2)|0) (2.146)
est une fonction de Green de 'opérateur de Klein-Gordon.

Cette amplitude peut ensuite étre calculée en utilisant ’expansion en modes
(2.36) du champ scalaire. Les seuls termes non nuls contiennent 1’élément de
matrice

— -

(0la(k)a’ (k)|0) = (0lla(k"), al (k)]|0) = (27)*2wid® (k' — k),

ou (0]b(k)b'(K)|0) qui a la méme valeur, si bien que

06N @) = [ e,

27r)32wk

016 (@o@)0) = [ G e

2%)32wk

et finalement
/ . dSk 1 —ik(z' —x .
Gr(z' — o) = (! —t)/<27r)3 s >+z9(t—t/)/

3
d’k ieik(xlfib)
(27)? 2 ’
(2.147)

ou encore (avec un changement k — —k de variable d’intégration)

G (l’/ . l’) _ / 4’k 61’]2-(:?’7:2") |:9(t/ . t)Le*iwk(t,*t) + g(t . ﬂ)ieiwk(t/*t)
r (27‘(’)3 2wk ka '
(2.148)

Nous allons ensuite transformer cette expression en une intégrale sur d*k, en
traitant séparément les cas t' >t et ¢ > t/. L’astuce est de considérer I'intégrale
de contour dans le plan ky complexe suivante:

_[C _ dko _]_ e_ik()(tl_t)

c 21 k2 —m2 ¥+ e

— _L/ d_k;()( 1 >6—iko(t’—t)
2wk c 27 /{30 — Wk ko—{—(ﬂk ’

ou C' est un contour fermé a définir, € un nombre réel positif petit et non nul
dont le role apparaitra plus bas et wy = [k2 + m? — ie]'/2. Notez que Imw; < 0.
La valeur de l'intégrale I est

Ic = 2mi(Sgne) > Rés.,

(2.149)
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ou Sgn. est un signe indiquant l'orientation de la courbe C et Y Rés. est la

somme des résidus des poles en ky = +wy. et kg = —wy a 'intérieur de C:
1 -1 .
) — . Rés. = ——— —iwg (t' —t)
0 +Wwi €s o 2w, e ,
11 . .
ke = —wp Rés. = ettt

% Zwk

Supposons premierement que ' > t. On choisit un contour C' qui parcourt
'axe réel croissant et se referme par un demi-cercle de rayon |ky| — oo dans le
demi-plan inférieur, Im kg < 0. Dans ce cas

e~ iko(t'—t) _ Imko(t'—t) ;—iReko(t'—t) (2.150)

s’annule sur le demi-cercle et

Ie = /°° 2 BT e~ tho(t'=1)
—oo 2 k2 —m?2 + e

Le contour C' dans le demi-plan inférieur ne contient que le pole en ky = +wy, et
7 —_—
Io = —e wnlt'=t), 2.151
© ka ( )
puisque Sgn, = —1.
Si par contre ¢’ < t, on prend un contour C' qui parcourt ’axe réel croissant

et se referme par un demi-cercle de rayon |ky| — oo dans le demi-plan supérieur
Im kg > 0. A nouveau,

—oo 2 k%2 —m?2 + i€

Et comme C' ne contient que le pole en kg = —wy, il vient
T
Io = — b, 2.152
¢ 2wk ( )

puisque cette fois Sgn, = 1. On peut donc écrire

H(t/ _ t)ie—iwk(t'—t) + @(t _ t/)ieiwk(t’—t) — / e ,
Wk

2w 2 oo 2 k2 —m2 + e

étant sous-entendu que l'intégrale est définie au moyen du contour C' qui convient
au signe de t' — ¢, et que la limite

e — 04
est prise (apres l'intégration). Ce dernier résultat conduit a

Gr(a' =) = i(0]T¢(z')¢!(x)]0),

(2.153)
o @10 = [

4 .
d*k ¢ —ik(z'—x)
2m)4 k% — m? + ie

Y
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avec la limite € — 04. Autrement dit, la transformée de Fourier de Gp(2’ — x)

est
G(k) = S (2.154)

k2 —m?2 4 4e

Le role de la quantité e est de sélectionner la singularité qui contribue a
Gr(x' — ) selon le signe de t' — t. D’apres la prescription de causalité introduite
pour la définir, la fonction Gg(x’ — x) regoit lorsque ¢’ > t une contribution de
la particule se propageant de z en x’. Dans ce cas, € sélectionne le pole d’énergie
positive, kg = wy: la particule est associée a l'onde plane d’énergie positive.
Lorsque ' < t, Pantiparticule se propageant de z’ vers x contribue a Gp(z' — )
et € sélectionne le pole d’énergie négative, kg = —wy: 'antiparticule est associée
a l'onde plane d’énergie négative. En résumé, ¢ met en ceuvre la prescription
causale.

La fonction de Green Gp(z’ — x) donnée par les équations (2.153) ou (2.147)
et vérifiant la prescription de causalité est le propagateur de Feynman (ou propa-
gateur causal).

En fait, puisque la fonction Gr(2'—2) est une fonction de Green de l'opérateur
de Klein-Gordon, on aurait pu la calculer en résolvant directement 1’équation
différentielle (2.143). En passant a la transformée de Fourier, cette équation
devient

(=K +m*)G(k) = 1. (2.155)

Pour k% # m?, clairement, G(k) = —(k* — m?)~'. La discussion précédente a
montré que le traitement des singularités en ky = fwy, suit de la prescription de
causalité et se manifeste par I'introduction de la quantité € et de la limite € — 0
dans (2.154). La prescription de causalité définit la fonction de Green sur la
couche de masse k? = m?. 1l est clair que I’équation de définition de la fonction
de Green (2.143) fixe Gp(z’ — x) a une solution de I’équation de Klein-Gordon
pres. La prescription de causalité fixe cette solution de Klein-Gordon.

Trois remarques pour terminer ce paragraphe. Premierement,

Gp(2' — x) = i{0|T)(2")¢' (2)]0) = Gr(w — a') = i{0|T¢(x)¢' (2')]0),

et G(—k) = G(k). Deuxiémement,

(0T (") p(x)]0) = (0|T¢' ()" (x)]0) = 0.

Des opérateurs de charge () = +2 ont nécessairement une valeur moyenne sur
I’état du vide nulle. Finalement, le propagateur d'un champ scalaire réel ¢(z)
est

4
d’k —1 e—ik(x’—x)'
2m)* k2 — m? + ie

H{0IT (") (@)]0) = Gr(a' — o) = | ( (2.156)
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Le propagateur du champ spinoriel

Le propagateur de Feynman du champ de Dirac, qui sera noté Sp(z’ —x), est une
fonction de Green de l'opérateur de Dirac (iy*0, — m) vérifiant une prescription
causale similaire a celle appliquée au champ scalaire. Il peut donc étre obtenu en
résolvant I’équation de la fonction de Green

., 0
(wu oz’

Cette équation se résout facilement en observant que

— m)SF(x' —z) =6z — ). (2.157)

O, +m? = (2'7“851“ - m) (—M”ajy - m).

Alors

Sp(a! —x) = — (W

est clairement une solution de (2.157) avec la méme prescription causale que
Gr(2' — ). En passant a la transformée de Fourier,
d*k

Sp(z' — ) = / We—ik@’—%*(k), (2.159)

0 /
T + m) Gp(z' — x), (2.158)

I'équation (2.158) devient

S(k) = —(v"k, +m)G(k),
c’est-a-dire -
~ YRy m
k)= ———F— 2.1
S(k) k? —m? + i€’ (2.160)
avec a nouveau la limite € — 0.

Le propagateur de Feynman du champ de Dirac s’exprime également a partir
d’un produit chronologique. Il faut cependant tenir compte du caractere anti-
commutant des champs spinoriels et définir

Tipa (" )y () = O(t" = t)ha(&" )iy () — O — )by (2)1ha(2") = — Tihy()1ha(2’),
(2.161)
ol les indices a et b numérotent les quatre composantes de chaque spineur'®. En
insérant ’expansion en modes (2.64), en utilisant les éléments de matrice

(018a (F)B)(0)10) = (0lds ()L (R)[0) = (2m)***5,58°(F — ).

et les relations de normalisation (1.144), on montre que

(O ()i (2)|0) = —i (i 5 + m)Gr(a’ — o),

Ox'H

15Dans un produit chronologique de n spineurs, on ordonne les champs en temps décroissants
vers la droite, avec un signe positif (négatif) lorsque la permutation effectuée pour ordonner les
champs est paire (impaire).
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en comparant avec l'expression (2.147). D’apres (2.158),
Sp(a’ = w)ap = —i{0]Tra(2")1)y(2)|0) = i{0| Ty () e (2)]0). (2.162)

Les indices a et b numérotent les composantes de Sg(z’ — x), qui est une matrice
(4 x 4). Clairement, Sp(2’ — ) # Sp(x — ).

Le propagateur du champ de jauge
Dans la jauge de Feynman, I'expansion en ondes planes (2.103) conduit a
(OIT AL (") Ay (2)]0)

A3k Cik(2 —2 d’k ik(z' —x

= inu Gr(r' — x)'mzo :

Gr(a' — x)|,,_, est la fonction de Green (causale) de 'opérateur de Klein-Gordon
de masse nulle,
0 Grla )],y = 8@ — ).

En conséquence,

Gp (¢'—x) = —i(0|TA*(z")A"(x)|0)
(2.163)
- UW GF(ZE/ - x)lm:O
est le propagateur du champ de jauge dans la jauge de Feynman, ou
0A,(z) = 0.
En transformée de Fourier,
KV (o d'k —ik(z'—x) Apv
Gp (2 —z) = /—6 G (k),
(2m)*
(2.164)
Gugy = —- 1
E k2 4ie

Dans une jauge covariante quelconque, 1’équation du mouvement du champ
de jauge est
[On — (1 — X)0,0,|A” (z) = 0,

apres avoir fixé la jauge. Le propagateur de Feynman G% (2’ — x) est la fonction

de Green causale associée!®:

(O, — (1 = X)0,0,]G¥ (2 — ) = §* (2’ — x)6

p
e

16 es dérivées agissent indifféremment sur = ou sur a’.
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En transformée de Fourier,

[— k20, + (1 = Nk,k, |G (k) = 6. (2.165)

I

Pour k2 # 0, la solution est

= _ 1 1=A

1 l i 1—)\19“/{”]

+ .
La prescription causale pour le pole en k* = 0 revient, comme pour le champ
scalaire ou spinoriel, & remplacer k? par k? + ie dans les dénominateurs et &
prendre la limite € — 0,. On obtient alors:

~ -1 1—X kMEY
G (k) = Wy — 2.166

r (k) k2+ieln N k’2+2’e]’ (2.166)
une expression valable pour toutes les valeurs non nulles du parametre de jauge .
Deux choix de jauge sont particuliers: la jauge de Feynman A = 1 discutée plus

haut pour sa simplicité et la jauge de Landau A — oo dans laquelle le propagateur
est transverse: k, G‘}"(/{;)‘ = 0.

—00

Si la quantification est effectuée dans une jauge covariante autre que celle de
Feynman, il reste encore vrai que

(0|T A (") AY (2)]0) = iG% (2’ — ).

La dépendance en A du propagateur (2.166) n’a pas de conséquence physique:
du fait de I'invariance de jauge des interactions, le deuxiéme terme ne contribue
pas aux probabilités de transition dans une théorie interactive. Au niveau du
champ de jauge libre, on peut le voir en introduisant une interaction avec un
courant “externe” (classique). La densité lagrangienne sera

L;=Ly—j'A,

ou L, est 'expression (2.98). La contribution a I’action du terme d’interaction

— [d*z j* A, est invariante de jauge si le courant est conservé (et s'il s’annule &
I'infini):

5 / d'z j# A, = / dz #O,N = — / d*z D, 5",
qui s’annule si d,j* = 0. L’équation du mouvement inhomogene tirée de L;,

0A, — (1 = X)0,0,A" = j,,

a pour solution:

Ar(w) = A0 @) + [ d'y G (e — y)iuly),
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AOr(x) étant un champ libre, solution de 1’équation du mouvement sans courant.
En transformée de Fourier,

]H(y) :/(;Zﬂ_q)4€iqyjﬂ(q)7

la conservation du courant s’écrit ¢,j*(q) = 0, et

Erk [ k) 1= Nkt (k)
A _ A(O)u . / —ikx M pv
() (z) (27r)46 k2 + ie A (k2% +ie)?

d'k e Ju(k)
0 —ikx
= AV() - / (27r)4e k2ﬂ+ i€’

sans dépendance en \.

L’introduction du produit chronologique d’opérateurs de champs a pour vertu
de donner une réalisation des fonctions de Green en termes de valeurs moyennes
d’opérateurs dans I'espace de Fock. Les propagateurs sont les fonctions de Green
a deux particules de la théorie. Nous verrons dans le chapitre suivant que les
fonctions de Green a n particules, qui correspondent aux valeurs moyennes du
produit chronologique de n opérateurs de champ, jouent un role central dans le
calcul des probabilités de transition d’une théorie de champs en interaction.

Références

La quantification des champs a été effectuée par la procédure canonique. L’in-
tégrale de chemin donne une autre méthode dont 1'élégance devient flagrante
lorsqu’il s’agit de considérer les théories de jauge non abéliennes. Pour un traite-
ment de la théorie des champs entierement dans cette approche: Ramond [3]. Ou
encore: Itzykson et Zuber [1], chapitre 9; Weinberg (2], chapitre 9.

Sur U'intégrale de chemin, I'ouvrage classique de Feynman et Hibbs [15], ou celui
de Rivers [16].

La quantification des théories de jauge non abéliennes est par exemple décrite
dans:

Itzykson et Zuber [1], chapitre 12; Weinberg [2], chapitre 15; Pokorski [7], chapi-
tres 2 et 3.
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Exercices

2.1

2.2

Hélicité et vecteurs de polarisation du champ de jauge: écrire trois états
a une particule d’impulsion k* et d’hélicité +1, —1 et 0, en excluant la
polarisation scalaire. Comme dans le paragraphe 2.4.1, on peut choisir
pour simplifier n = (1,0,0,0), k = (|k],0,0, |k|) et €@ (k) = n.

Vérifier que I'hélicité de la polarisation scalaire € est nulle et calculer la
quantité

3
S Dl (k)el) (k)
0

avec les quatre vecteurs de polarisation ainsi obtenus.
L’opérateur d’hdlicité est k- S/|k| et S est défini par les équations (1.83) et
(1.56).

Les courants intervenant dans la théorie du champ spinoriel sont en général

de la forme J;(x) = ¢(z)[9(x), ou I'; est une matrice 4 X 4 (une combi-
naison de produits de matrices de Dirac).

Montrer que le commutateur a temps égaux de deux de ces courants vérifie
[7:(0,2), J;(0,9)] = (0, ) [Ty, T;]¢(0, 7) 6°(Z — 7).
En déduire les commutateurs des courants fermioniques
jfu = ELJVH(TZA)}]{wf et jgﬂ = ERJVM(TTA)%’@D%

présents dans la théorie invariante de jauge décrite dans la section 1.5.






Chapitre 3

Processus élémentaires

La procédure suivie pour quantifier les champs libres dans le chapitre précédent
est en pratique inapplicable au cas d’une théorie interactive. Pour des champs
libres, il est possible de résoudre les conditions de quantification canonique, c¢’est-
a-dire de construire completement ’espace des états et les opérateurs de champs
qui y agissent. La résolution des équations d’Euler-Lagrange est pour cela in-
dispensable. Pour des champs libres, ces équations sont linéaires et se résolvent
facilement en les développant en modes de Fourier, c¢’est-a-dire en ondes planes.
Cette expansion conduit a l'interprétation en termes d’opérateurs de création et
d’annihilation des champs libres quantifiés. Les équations d’Euler-Lagrange d’une
théorie interactive sont non linéaires. Leurs solutions sont en général inconnues.
Il est alors impossible de résoudre les conditions de quantification canonique, ou
de vérifier qu’elles s’appliquent de maniere similaire au cas libre, ce qui devrait
étre en principe vrai, ou encore de construire explicitement les opérateurs de
champs.

En supposant cependant que ces opérateurs de champs existent, il sera possible
de calculer certaines quantités physiques de la théorie interactive en se limitant a
des situations favorables telles que les processus de diffusion ou de désintégration
couramment rencontrés en physique des particules, et en utilisant une expan-
sion perturbative. Dans un processus de diffusion ou de désintégration, les états
asymptotiques, longtemps avant ou apres la diffusion ou la désintégration, peu-
vent étre vus en tres bonne approximation comme formés de particules libres et
spatialement éloignées, l'interaction n’agissant que dans un volume et un inter-
valle de temps limités. Calculer la probabilité d'un tel processus revient donc a
calculer la probabilité de transition entre deux états asymptotiques, 1’état initial
au temps t — —oo et ’état final au temps t — 400, décrits au moyen des
champs quantiques libres construits au chapitre précédent. C’est I’approche dite
de la matrice S dont les éléments de matrice donnent les amplitudes de probabilité
de ces processus.

L’évaluation des éléments de matrice S s’effectue en deux étapes, qui vont

91
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étre successivement décrites dans ce chapitre. Premierement, il s’agira de relier
ces quantités aux fonctions de Green de la théorie de champs au moyen de la
réduction (de Lehmann, Symanzik et Zimmermann, ou LSZ). Ensuite, le calcul
des fonctions de Green requiert I'usage de la théorie des perturbations, exprimée
par le formalisme des diagrammes de Feynman. Auparavant, nous allons préciser
quelque peu les notions de matrice S et d’états asymptotiques.

3.1 Matrice S et théorie asymptotique

Nous allons donc nous intéresser a des processus de diffusion de particules pour
lesquels, a une échelle macroscopique, les durées caractéristiques d’interaction
sont tres petites. On peut donc espérer décrire 'interaction comme la transi-
tion d’un état asymptotique initial |in), formé de paquets d’ondes libres et bien
séparés (spatialement), vers un état asymptotique |out) également formé de pa-
quets d’ondes libres et bien séparés. Nous avons vu dans le chapitre précédent
que de tels états peuvent étre caractérisés par des quantités comme l'impulsion
ou la polarisation et des “nombres quantiques” (masses, spins, charges...). Nous
utiliserons la notation a et b pour 'ensemble des quantités définissant respective-
ment les états initial et final. La probabilité de la transition est donc obtenue a
partir de 'amplitude
(b, outla, in),

qui est une fonction covariante de Lorentz des quantités symbolisées par a et b.
Par exemple, pour la diffusion de deux particules de spin zéro décrites par un
champ scalaire réel, on écrira en général

i) = [ v [ G AR, 6)

27)32w,, 27)32wy,

|p1, P2, in) étant un état a deux particules d’impulsions p; et po . L’état |in)
est alors une superposition d’états libres, d’'impulsions p; et po, avec deux distri-
butions d’impulsions fi(p1) et fa(p2) (les profils des deux paquets d’ondes). Par
linéarité dans la théorie libre, la connaissance des amplitudes

<b7 OUt|p1 » P2, ZTL)

suffit & déterminer (b, out|in). Le méme argument s’applique a I’état final |b, out),
si celui-ci contient n particules.

Le probléme consiste donc a établir la relation entre les états |out) et [in). On
suppose donc que cette relation est linéaire et qu’il existe un opérateur S, appelé
matrice S, tel que

lin) = Slout), lout) = S~|in), (3.2)

'Pour le champ libre, |py, p2,in) = cal(p1)a’(p2)|0), la constante ¢ normalisant 1’état.
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et donc
(in| = (out|ST, (out| = (in|(ST)71, (3.3)

pour n'importe quels états |in) ou |out) (n’importe quels a et b). S doit étre
unitaire par conservation de la probabilité:

(out|out) = (in|in) = (out|S™ S|out),

et done

S*tS =1, (3.4)
et (out| = (in|S. En conséquence,
(b, outla,in) = (b,in|S|a,in) = (b, out|S|a, out).
Par convention, on choisit en général de calculer les amplitudes sur des états |in):
(b, out|a,in) = (b|S|a), (3.5)
en écrivant simplement |a,in) = |a). Parfois, on posera de plus
S=1+1T (3.6)
ou la matrice 1" contient les transitions non triviales uniquement.

Pour simplifier la discussion, nous allons premierement considérer le cas d'un
champ scalaire réel unique ¢(x), en interaction. Si on suppose que les interac-
tions sont inopérantes sur des états tres éloignés, qu’elles s’annulent régulierement
(adiabatiquement) pour ¢ — —o0, on doit pouvoir relier ¢(x) & un champ libre
@in(r) dans cette limite. Dans le passé lointain, la relation est de la forme

t=x9g — —00: o(z) — ZYV %0 (). (3.7)

La signification du facteur Z est, schématiquement, la suivante. L’opérateur de
champ libre ;, agit dans l'espace de Fock du champ libre, dont le vide est |0).
Si |n) est un état a n particules, (n|y;,(z)|0) = 0 lorsque n > 1. Ce n’est en
général pas le cas de (n|p(x)|0): T'action du champ en interaction non linéaire
est plus complexe que de créer seulement une particule sur 1’état du vide et il
n’y pas lieu d’admettre la conservation d’'un “nombre de quanta” comme pour le
champ libre. On est donc tenté de supposer que

(L (2)]0)] < [(1]@in(2)|0)],
et, dans la limite zg — —o0,
(L (2)]0) — Z72 - (1] pin(2)]0),

pour tenir compte du fait que la probabilité n’est pas entierement contenue dans
I'amplitude (1]¢(x)|0) pour un champ en interaction. L’intuition suggere ainsi
que la valeur de Z est comprise entre 0 et 1. En fait, on peut montrer que
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0 < Z < 1, la valeur limite Z = 1 correspondant au champ libre. La limite
asymptotique (3.7) doit cependant étre comprise comme une limite au sens faible,
valable séparément pour chaque élément de matrice, la valeur de Z dépendant
de I’élément de matrice considéré. Sinon, on pourrait conclure que

t — —oo:  [p(t,2), o(t,§)] = Z[pin(t, T), Lin(t, )]
et p(z) serait alors un champ libre (& tous les temps!).

Par analogie avec (3.7), la condition asymptotique dans le futur lointain est
t=x9 — +00: gD(I) B Zl/2(100ut(:v>7 (38)

avec la méme constante 7.

Comme l'état du vide est a une phase pres unique, on peut toujours aligner
les vides asymptotiques (libres),

|0,in) = |0, out) = |0), (3.9)
par un choix de phases. Il en découle que
1 = (0[0) = (0, out|0,in) = (0,in|S|0,in) = (0|5]0).
D’autre part, d’apres (3.2), pour des états |in) et |out) quelconques
in(@)]in) = o (@) S|out) = S(pou(w)lout)) = Spou(r)S™|in),
c’est-a-dire

Pin(x) = S@our(x)S™". (3.10)

Pour une théorie décrivant un champ scalaire unique ¢(x), un état a une
particule est nécessairement stable?:

|1,in) = |1, out) = |1). (3.11)
Il en découle que
(1]1") = (1,4n|S|1',in) = (1]S[1"),

ainsi que
(Ole(@)[1) = Z72(0lm(2)|1) = Z"2(0|0out(w)[1), (3.12)

puisque l'invariance sous translation exige que les dépendances spatiales des am-
plitudes (0|¢(x)|1), (0]pimn(x)|1) et (0]pout(x)|1) soient les mémes.

Finalement, 'invariance relativiste indique que S commute avec les généra-
teurs du groupe de Poincaré.

2En quoi pourrait-elle se désintégrer?
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3.2 Réduction

Le calcul des éléments (out|in) de la matrice S comprend généralement deux
étapes: on commence par exprimer (out|in) en termes des fonctions de Green
généralisées de la théorie interactive; ensuite, ces fonctions de Green sont calculées
en théorie des perturbations. La premiere étape est la réduction, qui est une
procédure algébrique entierement basée sur les deux conditions asymptotiques
(3.7) et (3.8).

3.2.1 Le champ scalaire réel

Pour illustrer la réduction dans un cas simple, considérons dans le cadre de la
théorie d’un champ scalaire réel p(z) un processus de collision de deux particules
(d’'impulsions p; et py), 'état final ayant également deux particules (d’impulsions

¢ et q2).

On veut donc calculer I'élément de matrice

M = {q1, q2; out|p1, p2; in). (3.13)

Puisque les états asymptotiques sont décrits au moyen d’un champ libre, on aura
par exemple

M = (g1, gs; out|al, (p1)|pa; in)

avec

ajn(pl) = /dga: ©Oin () igo e~

L’intégration spatiale est effectuée a un temps quelconque, et son résultat a »(p1)
est indépendant du temps. On écrira

1o
M = /dgx e_lpl‘r; Do {(q1, q2; out|in (x)|pa; iny, (3.14)
¢

I'indice t indiquant que l'intégrale est prise au temps ¢. En choisissant t — —o0,
on peut utiliser la condition asymptotique (3.7):

t——o00

1 =
M = lim Z_l/Q/td?’x e_”’”“"; 0o {q1, q2; out|p(x)|pa; in). (3.15)

Le pas suivant utilise une identité valable pour une fonction f(&,¢) quelconque:

P f(74) — [ o f(Zt) dt g / & f(@ (3.16)

t1 to

3Paragraphe 2.2.1, équations (2.13).
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dans les limites t; — +00,ty — —o0. L’élément de matrice M devient alors

M = lim Z_l/Z/td?’x e*“’”; Do {(q1, q2; out|p(x)|pa; in)

t—-+o0

+iZ’1/2/d4m Dole~Pr® 50 (q1, q2; out|p(x)|pe; in)]
' (3.17)

= {q1, qo; out|al,,(p1)|pa; in)

+iZ’1/2/d4:I: Dole™ P 0y {(qu, qz; out|(z)|p2; in))].
Le premier élément de matrice donne:

(@1, @23 outlaly(p1)[p2;in) = (0laour(91) Gour (2)alue (p1) D2 i)
= (2m)2wp, 0*(pi — ¢3)(0laour(q1)|p2; in)
+(010ut (41) @bt (P1) @our (g2) |p2; i) (3.18)
= (2m)%2w,, 0*(p1 — @) {qu; out|pa; in)
+(27)32w,, 63 (p1 — G1){q2; out|pa; in).

Comme un état a une particule satisfait |p;in) = |p,out), on vérifie facilement
que

(g outlp; in) = (27)*2,6°(7 — @), (3.19)

si bien que

(q1, go; out|al, (p1)|pa; in)

= (2m)%4wy, wp, [0°(p1 — q1)0° (P2 — @) + ° (P — @)% (P2 — q1)].
(3.20)
Ces deux termes représentent des processus ou les deux particules ne sont pas
diffusées. Ils peuvent se représenter par les diagrammes non connexes

D1 q1

D2 q2
et

D1 g2

P2 q1

On a donc trouvé:
M = (non connexes) + z'Z*l/z/d‘lx dole™P Oy {qu, q2; out|p(x) |pa; in)].

Le deuxieme terme peut s’écrire sous une forme plus suggestive, et manifestement
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invariante de Lorentz:

/d4:)3 Dole™P1® 0y {qu, q2; out|(x)|p2; in)]
= / d*z [ 05 (e ){q1, qa; out|p(x)|p2; in) + e~ P OF(qu, q2; out|@(x)|pa; in)]

_ /d4a: [(—A 4+ m?)e (g1, q2; out|p(x)|ps; in)
+e PR (qu, qa; out|@(x) [p2; in))

— /d4x e~ P12 (0 + m?)(qu, qz; out|o(x) | p; in),
(3.21)
en utilisant (O 4+ m?)e~#1% = 0 et en intégrant par parties en supposant comme
toujours que les termes de bord s’annulent*. Finalement

(q1,q2; out|p1,pa;in) = (non connexes)

—|—iZ‘1/2/d4x e~ (0 + m?)(qu, qo; out|p(x) |pe; in),
(3.22)
qui est 'expression finale de la réduction de la particule initiale d’impulsion p;.
Malgré I'utilisation asymétrique du temps et de 'espace dans sa dérivation, ce
résultat est manifestement invariant de Lorentz.

Dans 'expression (3.22), on peut ensuite réduire de la méme fagon une par-
ticule “out” de I’état final:

(q1, q2; out|p(x)|p2; in) = (go; out|aou (q1) () |pa; in)

Ead

=1 / dPy "1 Oyo (go; out|pout (y) () |p2; in)

= Jim iz [ dy ey O (g outlp(y) () pai in)
Y

OHJrOO
— o limooz/ dPy 'Y 8 (qo; out|win (y)p(x)|pa; in)
+iZ 712 / dhy 0,0eY Dy (ga; outlio(y)o (@) |pz; in).

(3.23)
La derniere expression ne permet cependant pas de calculer I’élément de matrice
(qo; out| @i (y)p(z)|p2;in) puisque ¢;,(y) n’agit pas directement sur |po;in) et
que son commutateur avec ¢(x) est inconnu. Il convient alors de faire usage du
produit chronologique:

40n integre par parties sur 'espace, non sur le temps: il est exclu de demander I’annulation
de termes de bord en ¢t — +o0.
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déja introduit lors de la discussion des propagateurs libres. On peut certainement
écrire:

(q1, q2; out|p()|p2; in) =

= Jim iz [yt o {gus out| T (y) () pasin)
Y

y0~>+oo

L (3.24)
= lim i/odgy e Oyo (ga; out|p()in(y)|p2; in)
v

y——00
22 [ty Dplen By {as; out| To(y)p(w) s im)],
qui conduit a

<Q17Q2;0Ut\90(x)’p2§m> = <q2;out|go(x)am(q1)\p2;m)

272 [ty (D, + m?) (g5; out | To (y) i () pas i)
en évaluant le dernier terme de (3.24) comme en (3.21). Puisque

@i (1) P23 i) = @in(qr)aly (p2)|0) = (2m)*2w,,8° (5% — G1)[0),
le premier terme est non connexe et on obtient:

(@1, Ga; out|p1, pa; in) = (non connexes)

iz [t [dtyemimein(0, + m2) (O, + m2) (g5 out| Tio(y) () pas in).
(3.25)
La réduction peut étre poursuivie en traitant de maniere entierement similaire
les particules d’impulsions ps et ¢o:

(q1, q2; out|py, pe; in) = (non connexes)
+(2’Z_1/2)4/d4x1/d4$2/d4y1/d4y2 e~ W11 —ip2w2+iq1y1+igay2

(O, +m?)(Oay +m?)(3y, +m?)(Oy, +m?){0[Tp(x1)p(2) e (y1)e(y2)]0).
(3.26)
Les termes “non connexes”, qui se calculent facilement, correspondent a des pro-
cessus sans diffusion. Nous avons donc montré que la partie dynamiquement
intéressante de I’élément de matrice S pour la diffusion de deux particules peut
étre calculée a partir de I’élément de matrice

G (21, T3, w3, 24) = (0] T'p(21)p(w2)p(25)@(24)]0), (3.27)

qui est la fonction de Green a quatre points.

Le résultat (3.26) se généralise directement a un élément de matrice S avec
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des nombres arbitraires de particules initiales et finales:

(q1, - - Qn; out|p1, . .., pm;in) = (non connexes)

+(Z'Z_1/2)”+m/d4x1. . ./d4xn/d4y1. . ./d4ym exp (z dowig—i)y y]-pj>
im1 =1

(O, +m?)...(Oy, +m?)(Dy, +m?)...(0,,, + m*){0|Te(z1). ..0(ym)|0),

(3.28)
qui est la formule de LSZ pour le champ scalaire réel. Chaque contribution y
est manifestement invariante de Lorentz. Les impulsions externes n’apparaissent
que dans I'exponentielle. On observe la symétrie particule entrante < particule
sortante, qui se manifeste par le fait qu'une particule initiale d’impulsion p; (et
d’énergie p? positive) est équivalente & une particule sortante d’impulsion ¢; = —p;
(et d’énergie négative), pour le champ scalaire réel qui ne possede pas la notion
d’antiparticule.

La formule de réduction (3.28) prend une forme plus suggestive lorsqu’on
I’exprime en termes de fonction de Green en espace des impulsions:

G(z1y.-,2n) = (0]T@(z1)...¢(2,)]0)
i i (3.29)
= /(2:)4/51 exp( sz ) (k1. k).

En effectuant les intégrations banales sur les variables x1,..., %, Y1, ..., Ym, il
vient
(q1,- - qn; 0ut|py, ..., pm;in) = (non connexes)
+(_Zzil/2>n+mH(qz2 H —q15--+5 =G4n,P1, - "7pm)'
i=1 j=1
(3.30)

En espace des impulsions, la fonction de Green G aura des poles dans les variables
pjz, q?, aux points p? = ¢> = m?, c’est-a-dire lorsque les impulsions sont sur la
couche de masse. La formule de réduction (3.30) montre que la contribution non
triviale & ’élément de matrice S est obtenue, au facteur (—iZ~'/2)"*™ pres, en
extrayant le résidu du pole de la fonction de Green sur la couche de masse. La
formule explicite le lien entre éléments de matrice S et opérateur de champ, par

I'intermédiaire des valeurs sur le vide de produits chronologiques.

La formule (3.30) montre également qu’avec la convention de transformation
de Fourier (3.29) pour définir la fonction de Green en espace des impulsions,
les variables naturelles de G(ky, ..., k,) sont & interpréter comme des impulsions
entrantes (initiales).

La réduction d’une théorie de champs scalaires complexes n’apporte pas de
nouveauté, si ce n’est selon les interactions la possibilité d'une charge conservée
qui restreindrait les éléments de matrice S non nuls. Un champ complexe est
équivalent a deux champs réels.
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3.2.2 Fermions

La réduction d’éléments de matrice S pour une théorie de fermions de Dirac
en interaction suit d’un calcul presque identique a celui du champ scalaire réel.
L’apparition des antiparticules et le fait que le spineur de Dirac est un objet a
quatre composantes introduisent cependant des complications supplémentaires et
une multiplication du nombre d’indices qui alourdit le formalisme. Conceptuelle-
ment, le résultat ne change pas: la conclusion est que les éléments de matrice
S s’obtiennent a partir des fonctions de Green du champ en interaction en ex-
trayant le résidu des singularités pour des impulsions “in” et “out” sur la couche
de masse.

Les conditions asymptotiques pour un spineur de Dirac en interaction ()
s’écrivent de maniere analogue & celles du champ scalaire (3.7) et (3.8), c’est-a-
dire L

2 — 400 P(r) — 2/ Yout (T), (331)
1/2 '
0 — —o0: () — 2/ Yin (),

ol Yout () et Yy, (x) sont des champs libres, dont ’expansion en modes de Fourier
est

dSk m « « —ikx « « ikx
Vinou(®) = [ gis o 3 [ RVl (B)e™ 4l (Bl ()]
a=1,2

Dans (3.31), 'introduction d’un facteur Zgl/ % suit la tradition qui veut que l'indice
“2” soit associé aux fermions. L’inversion de I’expansion en modes permet d’ob-
tenir les opérateurs de création et d’annihilation par des intégrales spatiales prises
au temps 2° fixé®:

(k) = [ de e T (k) (),

aik) = [ de e T (k) (),
’ (3.32)
bak) = [ e, (2 (k),

(k) = [ d e, @ (b

Des relations identiques existent pour les opérateurs “out”. D’apres I’équation de
Dirac, les opérateurs de création et d’annihilation sont indépendants du temps et
2 est donc arbitraire. Nous allons utiliser ces résultats pour réduire les éléments
de matrice S en suivant la méme procédure que pour le champ scalaire.

Supposons par exemple que nous cherchons a réduire un élément de matrice
S de la forme, (out|b!*(k)|in). Le but est de transformer b/ (k) en b/, (k). La

5Ces résultats utilisent les relations (1.140), ainsi que w7t (k)v® (wy,, —k) = 0.
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premicre étape utilise les relations d’inversion (3.32):

20— —o00

(out|bl®(k)|in) = lim Z5 ' / e (out[ih () |in)u' (k).
Ensuite, I'identité banale (3.16) et les conditions asymptotiques (3.31) permettent
d’écrire:

(out bl (K)|in) = {out|b, (k)|in)
—Zz_l/z/d‘lac o [e‘”‘”<0ut|ﬂ(x)’yo|in)u(°‘)(k)}
= <OUt|bout( )|2n>
=2y [dta [{outld(@)lin)y dple el (k)]
+ <0ut|80ﬂ(m)'yo|m>u(a)(k)e’””}
= <0U’t|bout( )|2n>
~i2y"* [t [(outli()]in) (7Y — m)le el (k)]
+(out|do () in) (—in®)u(® (k)e ]
= <0U’t|bout( )|Zn>
~iZy 2 [atw e (outip (@) in) (~iv* 0, —m)u®) (k).
Le symbole 61 signifie que la dérivée agit sur la premiere fonction de x a sa gauche,

en l'occurence sur le champ 1 (z). Les deux dernieres égalités sont obtenues en
utilisant le fait que e~**u(*) (k) est une solution de I’équation de Dirac libre,

(i), — m)e "y (k) =0, iv"0, —m = iy’ + i7 - V—m,

et en intégrant par parties. L’élément de matrice (out|bl%,(k)|in) donne une

contribution de type “non connexe” puisque (out|bl%,(k) est un état libre de la
forme

<O|bout(QI) bout(qm>bout<k)

et (0[b1%,(k) = 0. Un calcul analogue effectué pour chacun des quatre opérateurs
de création et d’annihilation conduit a:

(out bl (k)lin) = (out[bl(k)lin)

=iy [t e out i (a)in) (~ig® B, —m)u) (k)
(3.33)
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qui est le résultat démontré ci-dessus, et:

(out|dly (k)|in) = (out|dly,(k)lin)
vizy / d'z e~ (k) (ir19), — m){out|t(z)]in),

(ot (R)lin) = (out|ee, (k)in)

out
iz / dz e @) (k) (i778), — m) (out|(x)]in),

(out|dS (k)|in) = (out|dd,(k)|in)

out

vizy / de & (out [ (z)[in) (—ir* 8, —m)o@ (k).
(3.34)
Dans les termes non triviaux (connexes), il apparait que I’échange

e~ kT (@) (k) — —eTthey @ (k) (3.35)

revient a échanger une particule entrante ou sortante par une antiparticule sor-
tante ou entrante.

Les relations (3.33) et (3.34) permettent, en introduisant le produit chronolo-
gique fermionique 7', de dériver la formule de réduction pour les champs spinoriels.
L’élément de matrice S pour la transition d'un état initial avec n fermions
d’impulsions k; et de polarisations «; et n’ antifermions (k] et o) vers un état
final avec m fermions (g; et 3;) et m’ antifermions (¢, et /) est

M = (infout) = (0|dt,(q}). . b2 (q1). . DI (ky). . .diCA(K)). . |0).

Par conservation de la charge, n —n’ = m —m/, et m +n+m’' +n’ est donc pair.
La réduction de M s’écrit:

M = (non connexes)
(1) (i Zy e / diz,. .. / & . / dhy,. . / ). ..
'exp[—z’klxl — =ik — i+ gy +}

@ (g2, —m).. VD) Dy — ). |
AOITER). - ). - D). . (ah). . |0)

=iy —mpP (). . (=i @, —m)u) (k). ].
(3.36)
Notez que I'introduction des variables d’intégration associe dans les exponentielles
x;, x, y; et y. a respectivement k;, k., ¢; et ¢i. Pour interpréter correctement
l’action des opérateurs de Dirac apparaissant dans la formule (3.36), considérons
par exemple le premier d’entre eux, H(ﬁl)(ql)(i@yl —m). L'opérateur différentiel

L.
T oyt
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est une matrice 4 x 4 qui est multipliée & gauche par le spineur ligne w(%)(¢;)
et qui agit sur la variable y; associée a ¢q;. Cette variable apparait dans le
spineur colonne 1 (y;), contenu dans le produit chronologique. Il faut donc lire
I'expression (3.36) comme comprenant la quantité

M (qn) (i Dy, —m)d(y)
dans le produit chronologique.

Dans le cas simple de la diffusion
fermion (k, ) + antifermion (k', ') — fermion (g, 5) + antifermion (¢, '),

la formule de réduction (3.36) devient
M= (0ldgua(@bgus ()] (k)i (K)[0)
= (non connexes)
+(—1)2(i22_1/2)4/d4m/d4x//d4y/d4y’ exp|—ikx — ik'z" + iqy + iq'y/]
[@ (@) (—iv* 5o +m)]y [0 () (i 555 — m)la
(=17 55 — M0 (@)]a (197 55 + m)u (k)]

(O1T%o (1 ) (1)) (x)1a(2")]0),

(3.37)
une somme sur les indices a, b,c,d =1, ...,4 des spineurs étant sous-entendue. Il
convient de respecter ’ordre des spineurs, tel qu’il est défini en écrivant 1’élément
de matrice S a réduire [dans la premiere égalité (3.37)]: le produit chronologique
fermionique respecte la propriété d’anticommutation des opérateurs de création
et d’annihilation.

Tant pour les fermions que pour les scalaires, la formule de réduction a la
structure suivante, pour les termes “connexes”:

—ikx

e Pour chaque particule entrante un facteur [ d*z e=**, pour chaque particule

sortante, un facteur [ d*yetiv;

—-1/2

e Un facteur (iZ)~'/? pour les scalaires, (—iZ) pour les fermions et

(1Z,)~"/? pour les antifermions;
e La fonction de Green correspondante: (0|77...]|0);

e Agir avec 'opérateur libre de Klein-Gordon (d+m?) ou de Dirac (+iy*9, —
m). Ceci a pour effet d’extraire les résidus des poles de la fonction de Green;

e Multiplier par les solutions libres u(®, @, v(@) ou 5% de I’équation de
Dirac.
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En introduisant la fonction de Green en espace des impulsions,
(01T (y )1y () ¥a(2")[0)

d*k Ay
= / (27T>14 o / (27T;4 oW k1 tiykatizks +ix k4G<k‘1, ko, ks, k4>abcd;
(3.38)

(l'ordre des indices est significatif!), la formule de réduction (3.37) devient:

M = (0D (q)bl(@)bi (k)dle (K)]0)
= (non connexes)
(=i Zy Y D (@) (f — )]s [0 (K (K + m)]a

G(=d', =4, s K Yapea [(4' + m)o® (¢)]a[(F = m)u' (k).
(3.39)
Le préfacteur est cette fois —17, 1/2 pour chaque fermion ou antifermion. Comme
pour le champ scalaire, la convention de transformée de Fourier (3.38) définit les
variables de G comme des impulsions initiales d’un élément de matrice S.

3.2.3 Photons

La réduction d’éléments de matrice S impliquant des photons est un probleme
plus délicat. Le champ vectoriel A, (x) utilisé pour décrire le photon comprend
des composantes non physiques. Nous avons vu que la procédure de quantification
traite simultanément les composantes physiques de polarisations transverses, la
polarisation longitudinale et la composante scalaire par le biais d’une fixation de
I'invariance de jauge. Il n’est alors pas possible de postuler que lorsque 2° — =00,
le champ A,(z) tend (au sens d'une limite faible) vers un champ libre, & une
normalisation constante pres. Il faut tenir compte de maniere cohérente de la
composante scalaire®. Nous allons cependant uniquement considérer des éléments
de matrice S pour des photons (ou champs de jauge) physiques, de polarisations
transverses. Pour ces états, la théorie asymptotique fait intervenir une constante
de normalisation notée conventionnellement Z5 qui est ’analogue de Z pour le
champ scalaire et Z; pour le spineur de Dirac. On peut d’autre part montrer que
la constante Z3 ne dépend pas de la jauge choisie”.

Considérons un processus dont 1’état initial contient un photon d’impulsion &
et de polarisation transverse €. Le vecteur € sera donc une combinaison linéaire
des vecteurs ¢V (k) et €? (k) définis dans la section 2.4, avec la normalisation
e =—1:

e = e1eV (k) + ee? (k), 1] + Je2|* = 1.

SVoir par exemple: Itzykson et Zuber [1], paragraphe 5.1.7.
"Zs est indépendant du parametre .
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L’élément de matrice S est (out|k,e€;in), ou in et out désignent I’ensemble des
nombres quantiques des autres particules. Dans le chapitre précédent, nous avons
quantifié le champ de jauge libre A%, .(x) dans la jauge de Feynman A = 1, ol

in,out
’équation du mouvement est OAj, ,,, = 0. En utilisant I'expansion en modes
(2.103) de A%

in.out(7) et la normalisation (2.113) des vecteurs de polarisation, on
peut écrire

(out|k,e;in) = —(out| Y e“eff)(k)agzﬁ(kﬂin)

k=1,2

= (out| {elaz(-iﬁ(k) + egagiﬁ(k‘)] lin)
= /Od3x e~ 0y (outle, AL, (z)|in).
x
Par la méme procédure que pour le champ scalaire, on arrive a

(outlk,e;in) = —(out| Y el (k)al) (k)]in)
k=1,2

(3.40)
iz / d'z e~ * et D (out| A, (z)|in),

qui est 'analogue de l'expression (3.22) obtenue avec un champ scalaire. Le
premier terme correspond a des contributions non connexes.

D’apres 1'équation du mouvement du photon dans la théorie interactive (et

dans la jauge de Feynman)®,

OAL(x) = Ju(x),

I'équation de réduction (3.40) peut aussi s’écrire
(out|k, €;in) = (non connexes) — z'Zg_l/2/d4x e~ (out|etj, (z)|in).  (3.41)
Cette expression covariante est aussi invariante de jauge. En effet, une trans-

formation de jauge abélienne laisse le courant invariant et agit sur le vecteur de
polarisation du photon externe selon

e — '+ e, oet = ckH,

c’est-a-dire en lui ajoutant une composante scalaire. Comme le courant est con-
servé, 04, = 0, la variation de I'intégrale apparaissant dans (3.41) est nulle:

5[/d4$ e‘ikx(ouﬂe“jﬂ(x)ﬁn)} = c/d4x e (out|k*j,(x)|in)

= ic/d4x8“[e’ikx(ouﬂjﬂ(x)ﬁnﬂ = 0.

8Voir par exemple I’équation (1.183) et la discussion qui suit.
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Comme A, (x) est un champ réel, un photon entrant d’impulsion k et de
polarisation e est équivalent dans (3.41) & un photon sortant d’impulsion —k et
de méme polarisation. On aura donc

(k,€; out|in) = (non connexes) — iZ§1/2/d4x e (out|e'j, (z)|in).  (3.42)

Pour un processus avec un photon entrant et un photon émis, la formule de
réduction des deux photons fait intervenir le produit chronologique:

(ky,€r; out|k;, €;in) = (non connexes)

(=i P [t [aty e (out| Tef g, (2)el o (y) im).
(3.43)
Cette formule peut par exemple étre utilisée pour évaluer I’élément de matrice .S
de la diffusion Compton d’un photon sur un fermion de charge eQ). Le courant
est alors I'opérateur eQ : 1,1 :, comme dans I'’équation (1.183).

3.3 Théorie des perturbations, diagrammes de
Feynman

3.3.1 Une expression pour S et les fonctions de Green

D’apres 1'équation (3.10), l'opérateur S réalise la transformation de ¢;,(x) a
Gout(T): Pout(x) = S pin(2)S. Nous avons d’autre part éerit v, () et Qour(T)
comme une limite faible pour ¢t — —o0 ou t — 400 du champ en interaction
¢(x) [conditions asymptotiques (3.7) et (3.8)]. Afin d’obtenir une expression
perturbative de S, nous allons construire formellement un opérateur d’évolution
unitaire U(t) qui relie le champ interactif & un temps quelconque a @;,(z):

p(r) = U™ ()pun(2)U(L), t=a’. (3.44)
Ainsi:
§ = lim U). (3.45)

La construction formelle de 'opérateur d’évolution utilise principalement le

fait que I'opérateur hamiltonien est le générateur des translations du temps. En

équations?,

%@(;ﬂ) = [H(t), ¢(x)],

0 .
() = ilH(), (),

9L hamiltonien est une fonctionnelle des champs et de leurs impulsions conjuguées: H (¢, IT);
c’est aussi une fonction du temps H(t) puisqu’on l'obtient en prenant l'intégrale spatiale de
Too. Nous utiliserons indifféremment les deux notations selon le contexte.

(3.46)




THEORIE DES PERTURBATIONS, DIAGRAMMES DE FEYNMAN 107

ou II(z) est I'impulsion canonique associée a ¢(x). En effet, nous avons vu
dans le chapitre 1 que 'invariance de Poincaré implique en particulier I'existence
de quatre courants de Noether pour les translations, rassemblés dans le tenseur
énergie-impulsion 7),,. Ensuite, nous avons montré dans le chapitre 2 que les
quatre charges (quantifiées), P, = [ d*z T, vérifient

[P;m Soin,out(x)] = _Z.@,ugpin,out(x)a

pour un champ scalaire libre tel que ¢;, ou ¢,,;. Dans la section 2.3, nous avons
construit la quantification du champ spinoriel en demandant que [P,, ¥ (x)] =
—10,(x). Ces équations resteront vraies dans une théorie interactive: elles sui-
vent de 'invariance de Poincaré. Et comme H = F, les équations (3.46) devront
étre vérifiées par n'importe quelle théorie invariante de Poincaré.

L’hamiltonien est donc 'opérateur d’évolution temporelle infinitésimale dans
la représentation de Heisenberg, qui fait porter cette évolution sur les opérateurs
et non sur les états. Il est naturel d’espérer trouver une relation entre U(t) et
H(t).

Des équations analogues a (3.46) existent évidemment pour ¢;,(x) et I1;,(x).
Par exemple:

o () = iHY (o), (3.47)

ot H™ = H"(¢in, ;) est Phamiltonien libre, indépendant du temps, que nous
avons construit dans le chapitre précédent et qui peut s’exprimer en fonction des
opérateurs de création et d’annihilation des quanta du champ libre.

D’apres (3.44), on a:
%me - %(U@U_l) = %U_l%n + QDmU%U_l + ZU[H7 SO]U_I
= LUy — 0T U +iUH, p|U™! (3.48)

— [ Wy 4 UHU Y, @),

ou H = H(p,II) est 'hamiltonien de la théorie interactive. Comme dans toute
théorie de champs quantifiés la dépendance en ¢ et Il de H est polynomiale,

UH(o, U = HUeU ", UNIU™") = H(pin, i), (3.49)
et 'expression (3.48) devient

0 a. ., .
a%’n = [EU + 1 H (i, in) SOm]-

En comparant avec (3.47), il vient

dU |
[%U’l + iH (pin, Win) = iHY", 0in] = 0, (3.50)
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ainsi que I’équation analogue pour I1;,. L’opérateur %U‘l +iH (pin, in) — i HE,
qui agit dans 'espace des états libres in, commute avec tous les opérateurs in;
il est donc proportionnel a 'opérateur identité I. La constante de proportion-
nalité, qui peut d’ailleurs dépendre du temps, doit étre imaginaire par unitarité
de U()'®. On peut la choisir égale a zéro sans restreindre la généralité. On

obtient alors: i
ZE = H;(t)U, (3.51)

ou Hy(t) est l’hamiltonien d’interaction

exprimé en fonction du champ libre ¢;, et de son impulsion conjuguée. L’hamil-
tonien d’interaction peut en général dépendre du temps selon la forme des inter-
actions.

L’équation (3.51) s’integre par itérations:

Uty — 1—¢/t dty Hy (1)U ()

t t1

= - i/_;dtl Hi(t) + (—i)Q/ Oodh _OodtQ Hi(t)Hr(t2)U(t2)  (3.53)

tn—1

= 2(_1')"/;@1. . ./_oo dt, Hr(tr). . Hi(tn).

Dans chaque terme de la série, les variables d’intégration sont ordonnées chronolo-
giquement: t >ty >ty > ... > t,. Cependant:

t t
T /_ dt /_ dts Hy(t) Hi (1)

t t1 t t
= [ dtl/, dtz HI(tl)H[(tQ) +[ dtl ] dtg H[(tQ)H[(t1>,

d’autre part,
t to

t t
/; dtl . dtg H](tg)H](tl) — / dtz dtl H[(tz)H](tl),

et done

t t t 11
T[ dt1[ dtQHI(tl)HI(tg):2/i dtl[ dts Hy(t) Hi ().

Ce résultat peut se généraliser:

t t
= T/_ dty. . /_ dt, Hy(ty).. . Hi(t,)

t t1 tn—1
:/ dtl/ dtz.../ dt, Hi(th). . .Hi(t).

10Qui implique 0 = 4 (UUT) et donc (LU )T = —&Ly-1,
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En conséquence,

v =3

n=0

T/_t dtl.../_t dthI(tl)...HI(tn):Texp{—i/_t dt’H[(t’)},
” b T 55

n!

la seconde égalité définissant I’exponentielle. D’apres (3.45) et (3.53),
S = Texp [—i |t H](t)} . (3.55)

Le point important est que la matrice S est ici exprimée par une série infinie
de termes qui dépendent de l'opérateur de champ libre p;, par l'intermédiaire
de 'hamiltonien d’interaction Hy(t) défini par I'expression (3.52). Le champ en
interaction ¢ a été éliminé.

Pour les théories dans lesquelles H; ne contient pas de dérivées du champ
Oup, Hr = — [ dPzLy, et (3.54) devient

U(t) = T exp {z /_t L [ ﬁf} , (3.56)

alors que

S = Texp [z [t 51] . (3.57)

Notre but est de calculer les fonctions de Green généralisées du champ en inter-
action, (0|T'w(z1) ... ¢(x,)|0). Pour faire le lien avec le formalisme qui vient d’étre
développé, il est nécessaire d’introduire un nouvel opérateur, défini formellement
par

Ulta,ty) = Texp [—i “at Hf(t)} . (3.58)

t1
Cet opérateur vérifie certainement
U(tl, tg) - U(tl, t)U(t, tg),
utt) = I, — Uty t2)t = Ulta, t1),
(3.59)
U(t> = U(tv —OO),

U(ty) = Ulty,t2)U(t2).

Dans la fonction de Green (0|T¢(x1). . .¢(,)|0), supposons que 2 = t; > 2§ =
ty > ... > 22 =t,; on a alors

(O[Tp(x1). . .o(zn)[0) = (Ofp(1). . .0(20)]0)
= (0|U (t)@in (@)U (t) U~ (t2) in(2)U (ta). ..U~ (t0)pin (20)U (£,)0).
En utilisant

Ut U (ty) = Uty t2)U(t) U Hty) = Uty ty),
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on obtient
(O[Tp(z1). . .p(2n)|0)
= (0[U (t1) pin(z1)U (tr, t2) pin(22). - .U (tn-1, tn)@in(20)U (£,)]0).

Nous introduisons ensuite arbitrairement un temps t tel que ¢t > 29 = #; et
—t < 29 = t,. Puisque U(t,) = U(t,, —t)U(—t) et U (t;) = UL (t)U(t, ty), il

vient
(0]T'p(x1). . .o(20)]0)
= (0|U @)U (t, t1)pin(x1)U(t1, t2). . «pin(@n)U(tn, —t)U(—1)|0)
= (0| U ()T pin(x1). . in (@)U (L, t1)U(t1, ). . .U(tn, —t)U(—1)[0)
= (0|U ()T pin(x1). . .pin(xn)U(t, —t)U(—1)|0)
O[T ()T psm(1). . <pim(n) exp [—i /t a H,(t’)} U(=1)[0).

(3.60)
Il s’agit ensuite de prendre la limite ¢ — oo. Premierement,

Jim U(=1)[0) = [0),

ou |0) est le vide |0);,. Ensuite, puisque 'état du vide est stable au cours de
I'évolution temporelle, 1'état lim; .. (0|U1(¢) doit étre proportionnel & (0] =
(0]sn, la constante de proportionnalité étant une phase!!:

lim (O]U'(t) = (0, €= lim (0|U~'(1)|0) = lim (0]U(¢)[0)~". (3.61)

t—o0

Pour une théorie sans interaction dérivative dans laquelle S est donnée par (3.57),
la limite ¢ — oo dans I'expression (3.60) conduit finalement a'%:

G(z1,..x,) = (0]T@(x1)...0(x,)|0)
O gin(ar). pmlan)exp i [alz £, 10} (362

(0|T exp {z / d%ﬁ;] 0) ’

ou L; est la densité lagrangienne d’interaction exprimée en fonction des champs
libres p;,(x):
Ly = Lilpin(z)]-

Ce résultat est fondamental puisqu’il est a la base de la théorie des perturbations:
il permet de développer les fonctions de Green a n points G(x1, . .., z,) en série de
puissances des interactions contenues dans L[y, ()] et de calculer chaque terme

HLa derniere égalité suit de 1 = limy_, o (0]U L (#)U(¢)]0) = € limy—, (0]U (¢)]0).
12Cest la formule de Gell-Mann et Low.
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puisque (3.62) ne dépend que de champs libres et donc connus. Pour une théorie
comprenant des interactions dérivatives'?, faisant intervenir 0., la substitution

i/d4:1:£I s —z'/oo dt Hy(1)

doit étre effectuée, ’hamiltonien d’interaction H;(t) étant également exprimé
en fonction du champ libre ¢;,(x). Finalement, notez que 1'équation (3.62) est
manifestement covariante, bien qu’elle ait été dérivée a partir d’un formalisme
hamiltonien dans lequel 1’évolution temporelle joue un role particulier.

Pour une théorie de champs scalaires, la densité lagrangienne d’interaction L;
est un polynoéme ordonné normalement de degré trois ou quatre dans les champs.
Il n’y a pas d’interactions dérivatives. Une forme plus compliquée de £; menerait
inévitablement & des incohérences lors du calcul des fonctions de Green'®. A titre
d’exemple, considérons la théorie du champ scalaire réel ¢ définie par la densité
lagrangienne

1 A

Llole), 0upl@)] =+ 5 (0up) (@0) = 5P = ot (369

un terme possible de la forme : ©? : étant exclu en imposant 'invariance sous la
symétrie discrete ¢ — —¢. La densité lagrangienne d’interaction qui apparait
dans (3.62) est

A

4 Pin(x)* : (3.64)

Lilpin(z)] = —
Les expansions en puissances de £; qui apparaissent dans (3.62) peuvent étre
vues comme des séries de puissances de la constante de couplage positive .
Dans (3.64), le facteur (4!)~! est choisi par commodité. Le signe de l'interaction
n’est pas arbitraire. Il est choisi de maniere a assurer que 1’énergie soit bornée
inférieurement pour des valeurs constantes du champ ¢, et que la solution clas-
sique ¢ = 0 soit bien une solution des équations du mouvement qui minimise
I’énergie.

D’apres (3.62), et en omettant les indices in, les fonctions de Green s’écrivent

m) 5 () S fat,

(01T p(@1). .. o) = p(yr)* : .- - o(yp)" 2 10).
(3.65)
Les champs ¢(z) qui apparaissent dans cette expression sont libres. Pour évaluer
la valeur moyenne sur le vide, nous avons besoin du théoreme de Wick.

G(z1,...,x,) = ((O|Texp [i/d4x£1

13T es interactions dérivatives seront traitées dans la section 4.3.
M Ceci sera discuté dans le chapitre 6, consacré & la renormalisation.
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3.3.2 Le théoréeme de Wick

Le théoreme de Wick pour un champ scalaire réel'® est la généralisation de
I'identité

To(x)e(y) =: o()e(y) : +{0|Te(x)e(y)|0). (3.66)
Pour démontrer cette relation, il convient de décomposer ¢(x) en parties dites de

“fréquences positives” ¢ (x) et “négatives” () (z):

p(z) = ¢P(2) + ¢ (@),

e (z) = /%a(k)e’im . fréquences positives, (3.67)
e (z) = /%M(k)e“kx . fréquences négatives.

On utilise alors les relations de commutation canoniques (2.14) et la définition
du propagateur de Feynman (2.146) et (2.147):

To(z)pey)—: e(@)p(y) :
= (2% — ") [P (), 7 ()] + 0(y° — 2°) [ (), ) (2)]

3 —ik(x— 3 1k(x—
— 02 — ) [ ke e 40y — 20) [ ety
= —iGr(z - y) = (0Tp(x)e()|0).

Pour poursuivre, nous allons établir deux relations de récursion. Considérons

To(x1) ... p(zn)p(Tnt1)-

Comme le produit chronologique est symétrique pour un champ bosonique, on

peut supposer que x%H < x?, 1=1,...,n. Alors
To(x1) ... o(@n)e(@ns1) = [To(x1) ... o(xn)]@(Tns1), (3.68)

qui est la premiere relation (banale) de récursion. D’autre part,

pp(an) () - o(Tnta)
= 0 (@pi) s o(1) . o(@n) - + (1) . o(an) 0P (2nga)

n

+Z [‘P(Jr)(ﬂ?i), 90(_)($n+1)] : 90(551) e 95(35@) e 90(%) B
i=1
ou ¢(z;) signifie que le terme ¢(z;) est omis dans le produit. Puisque par hy-
pothese z <y,

[0 (1), 07 (@ns1)] = (01T ()9 (2041 0).

15Dans ce paragraphe, nous ne considérerons que des champs libres, en omettant I'indice in.
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(le membre gauche de cette égalité est un commutateur d’opérateurs de champ
proportionnel a 'opérateur unité; il faut comprendre le membre droit comme le
nombre (0|T'¢(x;)p(zn41)]|0) multiplié par I'opérateur unité). On obtient ainsi la
seconde relation de récursion:

(@) (@) s o(Tnga)
= p(21) ... (ni1) : +Y_ (01T (2:)p(2n41)|0) (1) .. i) - p(n) < .
i=1
(3.69)
Les relations (3.68), (3.69) et (3.66) donnent directement le théoreme de Wick

pour T(xy)p(x2)p(x3) avec 2§ < 29, 29:

To(z1)p(z2)p(xs) = [To(z1)p(z2)le(zs)
= p(@)e(w) - pws) + (0[Tp(21)p(22)|0)p(25),
et donc
To(z)p(z)e(zs) = :p(@)p(@2)e(rs) : +(0[Tp(x1)p(x2)|0)p(xs)
+{0|Tp(ws)(21)|0)p(x2) + (O[T (x2)p(5)|0) (1)

Les deux membres de cette égalité sont symétriques dans les variables x1, x5 et
z3. Elle est donc valable sans restriction sur les temps 29, zJ et z3. Comme

0 : p(z1) ... o(x) : |0) = 0 par définition de I'ordre normal, il suit que

(0[T¢(a1)p(x2)p(23)|0) = 0. (3.70)

Les relations (3.68) et (3.69) peuvent ensuite étre utilisées pour démontrer par
induction le théoreme de Wick pour le produit chronologique d’un nombre quel-
conque de champs scalaires:

To(xy)...p(x,) =:0(x1)...0(z,) :

+; () plak) - () - p(an) = (0T () (2)]0)

+...

Y o) lan) e Plan,) ()

k1<kz...<kap

Z<0|T§0(l’p1)g0($p2)|0> s <0|TS0($P2P71)(70($P2]J)|0>
D
+ ...
(3.71)
Dans la cinquieme ligne de cette expression, P désigne une permutation des coor-
données (xx,, Tk,, . - . , Ty, ) qui correspondent aux 2p champs omis dans le produit
normal de la quatrieme ligne. La somme porte sur les permutations qui menent
a des valeurs différentes de (0|T'¢(zp,)¢(xp,)[0) ... (O|T0(xp,,_, )P(7p,,)|0).
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L’opération qui consiste a remplacer deux champs dans un produit normal
par leur propagateur (0|7 (z)p(y)|0) est couramment qualifiée de contraction.

Lors de I’évaluation d’éléments de matrice S, il est nécessaire de calculer des
fonctions de Green généralisées. D’apres I'équation (3.65), ces fonctions de Green
peuvent étre obtenues en théorie des perturbations a partir de valeurs moyennes
sur le vide de produits chronologiques de champs libres. Le théoreme de Wick
indique alors que

01T (1) ... p(x20)]0) = ; OITe(xp )p(xr,)|0)

0T e(zp,)(xp,)|0) - .. (O[T 0(xp,,_, ) o(p,,)]0),
(3.72)
ou P désigne n’importe quelle permutation (Py, Ps, ..., Py,) de (1,2,...,2n). On
somme sur toutes les permutations qui conduisent a des contributions différentes.
D’autre part,

(0|Tp(z1) - .. p(x9,41)|0) = 0. (3.73)

L’équation (3.72) indique que la quantité (0|T'¢(xy) . .. ¢(x2,)|0) pour des champs
libres est donnée par la somme de toutes les combinaisons possibles de propaga-
teurs libres:

OITe(z1) ... (220)[0) = (=0)"D>_ Grp(zp, —p,)

: GF<{L'p3 — LIZ‘p4) e GF(ngn,l — $p2n).
(3.74)
Par exemple:

(O]Tp(x1)p(x2)0(23)p(14)[0) = —Gp(r1 — 22)Gr(T3 — 74)
—GF<JJ1 — xg)GF(IQ — IL’4>
—GF(.Tl — $4)GF<1172 — .%‘3).

Une modification importante du théoreme de Wick apparait lorsque le produit

chronologique est appliqué a des expressions contenant des produits normaux,
comme dans ’équation (3.65). Considérons par exemple le produit chronologique

I'=To(z1)p(z2)  p(as)p(za) © .
L’usage répété de (3.66) conduit a
I = Tlp(@)p(r)To(xs)p(wa)] = Tep(w1)p(22) (0T (x3) p(24)]0)

= To(r1)p(za)p(w3)p(zs) = (T1)p(22) 1 (0] Tp(23)0(24)]0)
—(0]Tp(21)p(22)[0) (0| T'p(23)p(24)]0).
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Et, avec le théoreme de Wick (3.71),

) 1= o(m1)e(z2)p(23)p(24) :

+ 1 p(z1) (@) = (0[Tp(22)e(24)|0)+ 1 (z1)p(z4) 1 (0]T0(22)p(5)|0)

+ 1 p(z2)o(@3) = (0[Tp(21)e(24)|0)+ = (z2)p(24) 1 (0]T0(21)(25)|0)

+ : p(xs)p(xa) « (0[T(z1)p(22)|0) + (0] Tp(21)p(23)]0) (0] T'p(2)p(4)]0)

+(0|Tp(x1)p(24)|0) {0 Tp(x2)p(25)|0),

(01T p(z1)p(22) + p(as)p(a) = |0) = (0T (x1)p(23)]0) (0T p(z2)(24)]0)
+{0|Tp(x1)p(24)|0) (0T p(x2)p(25)|0).

To(z1)p(r2) © o(23)p(4

T3 Ty
Ty

(4

jS

Il n’apparait pas de contraction (0|T¢(x3)¢(x4)|0) des champs a Uintérieur de
I'ordre normal. On aurait de méme

(OIT (1) (22)p(5)0(24) = 0(y)* - 10)

I
=

~
5

8
N
—~
=
=2

En général, on peut montrer que les contractions impliquant deux champs or-
donnés normalement sont exclues dans le théoreme de Wick.

Associées a 'expression (3.62), les regles données par le théoreme de Wick
permettent de calculer les fonctions de Green en théorie des perturbations: chaque
terme de Iexpansion (3.62) devient une combinaison de produits de fonctions a
deux points (0|T'¢(x)p(y)|0) et donc de propagateurs libres.

Le théoreme de Wick existe également pour les produits chronologiques de
champs fermioniques, la seule difficulté additionnelle provenant des signes associés
aux anticommutateurs. En se rappelant que (0|T%,(x)Y5(y)|0) = 0, on vérifie
facilement que

Ta(x)hp(y) = 1 Ya(@)(y) : = — (W) alz) 1 = —TPp(y)a(),
To(x)y(y) = a(x)hy(y) + +(0[T0a(x)1hy(y)]0)
= _T@b<y)¢a(x>'
(3.75)

Les indices a,b = 1,2, 3,4 numérotent les composantes des spineurs. Pour quatre
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fermions, en omettant les indices spinoriels, il vient

Tp(x) () h(x3) () = (@) h(w2)t(23)1h(a) :
+ () (22) « (O[T (25)¢(24) 0)
— (@)Y (za) : (0T (23)1h(22)]0)
— (@)Y (x2) : (0T (21)1(24)]0) (3.76)
+ 0 (@s)(a) + (O[T (21)9(2)|0)
(O[T (1)1 (22) |0) (0T (25)3)(4) | 0)

(
— (0|7 (1) (24) |0)(0| T (w3) ) (22)|0).

Pour donner une expression générale du théoreme de Wick pour les champs de
Dirac, on utilisera la notation !, I'indice I contenant l'information nécessaire a
préciser la composante a de v, argument = de 1,(x) et §’il s’agit d’un spineur
ou de son conjugué de Dirac. On aura alors

(O[T¢'? ... 210y = o,

<0|T1/11¢2 o ,¢2n|0> _ Z€P<O|T¢P1¢P2|O> o <O|T¢P2n—1,[/}P2n|0>7 (377)
P

ou ep est la signature de la permutation P = (P, Ps, ..., Py,) de (1,2,...,2n).

A nouveau, on somme sur toutes les permutations donnant des contributions

différentes.

Le théoreme de Wick permet d’évaluer systématiquement I’expansion pertur-
bative (3.62) des fonctions de Green. Les diagrammes de Feynman donnent une
représentation graphique de chacun des termes apparaissant dans cette procédure.
Dans les sections suivantes, nous allons établir le formalisme des diagrammes
de Feynman, premierement pour un champ scalaire réel avec une interaction

AL A

—4 1" 5, et ensuite pour I'électrodynamique quantique.

3.3.3 Diagrammes de Feynman du champ scalaire réel

Nous allons considérer la théorie du champ scalaire réel définie par la densité
lagrangienne (3.63), pour laquelle

E;z—@:go(:zz) ;.

Dans ce cas, l'expansion perturbative des fonctions de Green (3.62) devient
I'expression (3.65).

Chaque terme du numérateur de (3.65) est de la forme

M= (S0) S e [ 0 O et o) ) o ) 5 0
(3.78)
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Nous omettons de mentionner le fait que chaque champ est libre et supprimons
les indices in. D’apres le théoreme de Wick (3.72), ce nombre se calcule en
sommant toutes les contributions dans lesquelles tous les champs sont contractés.
Aucune contraction de deux champs a 'intérieur d’un méme produit normal n’est
cependant admise.

L’amplitude

0T @(x1). . .o(xa) : @ (1) « - 2 @ (yp) + |0)

dépend des variables x4, ..., z,, associées aux champs externes, et y;,...,y, as-
sociées aux interactions. Nous dirons que chaque y; donne les coordonnées d’'un
vertex a quatre champs. Si nous décidons de représenter par une ligne joignant
deux points la contraction de deux champs en ces points, le théoreme de Wick
correspond a sommer tous les diagrammes dans lesquels quatre lignes parvien-
nent en chaque y; et une seule ligne joint chaque z;. Quantitativement, chaque
ligne reliant les points z; et zo (qu'ils soient externes comme les x; ou associés
aux vertex en y;) représente 'amplitude

(0]Tp(21)p(22)]0) = —iGr(21 — 22),

et pour parvenir a l'amplitude M, il faut encore intégrer sur les variables y;,
ajouter un facteur —i\/4! pour chaque interaction en y; et un facteur 1/p!. 1l
convient finalement de tenir compte du fait que certaines contributions différentes
du théoreme de Wick sont représentées par des diagrammes de Feynman iden-
tiques: chaque diagramme possédera donc une multiplicité qui introduit un fac-
teur supplémentaire dans l'amplitude M,. Par exemple, le théoreme de Wick
donne

(0]Tp(z1)@(x2) : @(y1)* :: p(y2)* + |0)
= 4-4-31{0| T (1) (y1)]0) (0] Tp(2) 2 (y2)|0) [0 T o (1) (y2)|0)]°

(
) (
+4- 4310 T(21)p () |0) 01 T o (2) 2 (1)10) [{01Tp (1) (y2) 0)]”
+41(0| T (1) p(2)[0) [0 T (1) (y2)[0)]" -

(3.79)
Les multiplicités sont obtenues par 'argument suivant: dans le premier terme, il
y a quatre contractions possibles de ¢(z1) avec I'un des quatre ¢(y;) et quatre
contractions possibles de ¢(x2) avec I'un des quatre ¢(y2). Il reste ensuite 3!
fagons de contracter les trois ¢(y;) et les trois ¢(y,) restants; le deuxiéme terme
ne differe du premier que par 1’échange de x; et xo et sa multiplicité est donc
la méme; finalement, dans le troisieme terme, apres avoir contracté p(z;) et
@(x2), il reste 4! contractions possibles de p(y1) et ¢(ya). Les trois termes de
(3.79) sont représentés respectivement par les trois diagrammes de la figure 3.1.
Notez qu’apres les intégrations sur y; et ys, exigées par I'équation (3.78), les deux
premiers diagrammes donnent une contribution identique a la fonction de Green
a deux points G(x1,z3). Les deux diagrammes sont cependant topologiquement
distincts, pour xy, xa, y1 et yo fixés.
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Y, Yy

Fig. 3.1 Représentation diagrammatique de 'expansion (3.79)

Nous obtenons donc les regles de Feynman de la théorie du champ scalaire
libre avec l'interaction

A
Lr=— e
pour le calcul des fonctions de Green G(xy,...,x,) en espace de configuration.

Tout d’abord, chaque terme de la forme (3.78) est donné par la somme de tous
les diagrammes de Feynman (en espace des coordonnées x*) topologiquement
inéquivalents, avec n champs externes (aux points x;) et p interactions (aux points
y;). Ensuite, chaque diagramme est calculé en appliquant les regles suivantes:

Pour chaque vertex, un facteur —i\

Pour chaque ligne du diagramme joignant deux points z; et z;, un propa-
gateur —iGp(z — 2;):

d4k: i —ik(z;—z5)
(2m)4 k2 — m? + ie

OIT(=:)¢(2)10) = [

Une intégration / d*y; sur les coordonnées de chaque vertex

Chaque diagramme est finalement divisé par son facteur de symétrie:

(41)7p!
multiplicité ’

ou p est le nombre de vertex.

Il apparait que les diagrammes sont de deux types: ceux qui contiennent des
sous-diagrammes sans champ extérieur, qualifiés de diagrammes du vide, tels que
D3, et ceux qui n’en contiennent pas. Les diagrammes du vide sont clairement
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générés par
(0|T exp {i/d‘lm EI} 0)
=1 [(—id\"
=Y o (T) /d4y1 : ../d4yp O|T = p(y)* ... o(yp)* ]0),
=7 !

qui est le dénominateur de l'expression générale de la fonction de Green (3.62).
En désignant au moyen d’un indice (0) une amplitude calculée en ne gardant que
les diagrammes ne comprenant pas de sous-diagramme du vide, on peut écrire le
numérateur de 'expression (3.62) sous la forme:

O p(a1) .. plaza) exp |i [d'a L] 0) =

= 22/6# /d4yp ( > (O|T(21). . . o(w20) Lr(y1)- - L1 (yx)]0)©

(OIT L (Yr+1)- - -L1(yp)]0).
(3.80)
D’apres le théoreme de Wick, le facteur (0|7Lr(ykt1)...L1(y,)]|0) est obtenu a
partir de la somme de tous les diagrammes du vide comprenant p — k vertex, et

()= e

donne le nombre de choix de k points y; parmi les p vertex en yy, ..., y,. Chaque
choix donne la méme contribution dans (3.80) puisqu’on intégre sur tous les y;.
En comparant ensuite I'identité

ez’AeiB _ ei(A—I—B) _ Z A + B Z Z < )AkBp—k’
p= Op
avec (3.80), on obtient alors

(0|Tp(x1) - .. (xa,) exp [i/d%ﬁl

10) = (0|T exp {z / d4x£1] 10)

oo s

Zp
> ];/d“yl- - -/d4yp (0T p(x1). . .p(x2,) L1 (y1)- - Lr(yp)|0)
p=0 £~
c’est-a-dire:

G(xr,. .. Tam) = ig/&%. . ./d4yp (01T (1) . «p(@an) Lr(yn)- . Lr(yy)|0)O.

(3.81)
Ce dernier résultat montre que le dénominateur de I’équation (3.62) supprime la
contribution des diagrammes de Feynman comprenant des sous-diagrammes du
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vide et donc que la fonction de Green G(z1,...,xs,) est la somme de tous les
diagrammes sans sous-diagramme du vide.

Les regles et les diagrammes de Feynman ont été exprimés en espace de confi-
guration. Il s’avere souvent plus utile et plus naturel dans un processus de dif-
fusion de particules d’impulsions bien définies de calculer les fonctions de Green
en espace des impulsions. La fonction de Green en espace des impulsions est la
transformée de Fourier de G (1, ..., xa,):

2n
G(p1,- - P2n) = /d4x1 o /d4x2n exp(—injxj)G(ml, e Ton), (3.82)

J=1

d’apres I’équation (3.29). Nous avons vu que cette convention revient a interpréter
les variables de G' comme des impulsions initiales (entrantes) d’'un processus de
transition. L’invariance sous translations implique en fait que G(z1,...,%2,) ne
dépend que de 2n — 1 variables, par exemple (x; — Top, ..., Ton 1 — To,): la
dépendance spatiale de chaque diagramme de Feynman est entierement contenue
dans celle des propagateurs libres, Gp(z; — x;). L’intégration sur d*zy, dans
(3.82) génere alors simplement la contribution

2n 2n
/d4x2n exp(—i:ngn ij> = (2m)*o* (Zp]-).
j=1 j=1
On aura donc toujours
2n
G(Z?l, - -,p2n> = (27T)454 (ij>G0(p1a .- -,pzn), (3-83)
=1

la distribution de Dirac imposant la conservation de l'impulsion qui est une
conséquence de I'invariance sous translations. D’apres (3.81), il vient

2n
G(p1,. - pon) = /d4x1. . ./d4332n exp(—injxj)
=1

.g} g/d4y1‘ ) ./d4yp 0|T(x1). . .o(x20)Lr(y1)- - -ﬁz(yp)|0>(0).

(3.84)
Comme 1'élément de matrice est une combinaison de propagateurs libres (les
contractions),

d4k i —ik(z;—z4)
e v
(2m)* k2 — m? + ie ’

—iGp(z — Zj) = <0‘T<p(2¢)%0(2j)|0> = /

I'amplitude ne dépend des variables zy,...,z2, et y1,...,y, que par des expo-
nentielles qui peuvent étre facilement intégrées.

L’intégration sur chaque variable externe x;, i = 1,...,2n, est effectuée en
observant que chaque ¢(z;) est contracté soit avec un champ interne p(y;), j =



THEORIE DES PERTURBATIONS, DIAGRAMMES DE FEYNMAN 121

1,...,p, soit avec un autre champ externe ¢(x;), ¢ # j. Dans le premier cas, la
dépendance en z; de 'amplitude (3.84) est contenue dans le facteur

/d4xz/ ' eripimigmik@imy) — Y vy
(2m)4 k2 — m2 + ie p? —m? +ie

La phase e~i¥% sera prise en compte lors de I'intégration sur la coordonnée de
vertex y;. Dans le deuxieme cas, la dépendance en x; et x; de "amplitude (3.84)

est .
~ , d*k 7 .
d4 i/d4 . —%pifci—lpjfﬂj/ —ik(z;—xj)
/ v e (2m)* k2 —m? + i

l
= (2m)**(p ).
i CORNCES)

La contraction de deux champs externes mene nécessairement a un diagramme
non connexe, chaque sous-diagramme ayant sa propre distribution de Dirac im-
posant la conservation de I'impulsion.

Pour calculer les intégrales sur les variables internes y;, ¢ = 1,...,p, on remar-
que que chaque variable y; apparait dans quatre propagateurs (les quatre lignes
atteignant chaque vertex). La dépendance en y; de 'amplitude (3.84) sera donc

dk: ik 1 :
/d4/ ! / L exp (—iyilky + by + ks + k) [ !

(2m)* i k2 —m? + e
/d4k1 /d’““ 264y + ko + s+ o) [
= T
) P 421kf—m2+ze

oll nous avons choisi des impulsions kq, ko, k3, k4 qui entrent dans le vertex.
Chaque k; peut étre 'impulsion attachée a une ligne interne du diagramme, ou
I'une des impulsions externes p;.

Ces résultats des intégrations sur les variables z; et y; se résument par les
regles de Feynman en espace des impulsions pour le calcul des fonctions de Green:

e Dessiner tous les diagrammes topologiquement distincts, calculer leur fac-
teur de symétrie 1/s.
e Associer a chaque ligne externe connectée a un vertex un facteur
i
p5 —m? + i€
e Associer a chaque ligne interne une contribution

d*k 1
(2m)* k2 — m? + ie
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e Associer a chaque vertex un facteur
—iA(2m) 5 (g),
ou ¢ est la somme des quatre impulsions entrantes.
e Intégrer sur les impulsions des lignes internes k;, et multiplier par 1/s.

e Sommer les diagrammes.

Il faut de plus ajouter un facteur (27)*6*(p; + p;)i[p? — m?* + ie]~* pour chaque
ligne externe non reliée a un vertex (contribution non connexe).

Les distributions §* assurent la conservation de I'impulsion & chaque vertex.
Une des intégrales sur les impulsions internes sera toujours triviale et donnera la

contribution
2m)*6* (> pi)

qui impose la conservation globale de I'impulsion pour les impulsions externes p;
choisies entrantes. C’est le facteur déja mis en évidence dans I’équation (3.83).

Notez qu'un diagramme connexe avec 2n champs externes et p vertex com-
prend 2p — n lignes internes et p — 1 conditions non triviales de conservation de
I'impulsion aux vertex faisant intervenir les impulsions internes. Il restera donc
a effectuer p — n + 1 intégrations non triviales sur les impulsions internes.

En espace de configuration, les variables xi,..., %9, et y;,...,y, sont rat-
tachées aux extrémités des lignes formant le diagramme. En espace des impul-
sions, les variables sont les impulsions parcourant les lignes. Les facteurs de
symeétrie seront légerement différents dans les deux cas puisque la notion de “dia-
grammes topologiquement distincts” sera elle aussi différente.

En espace des impulsions, le facteur de symétrie 1/s pour un diagramme avec

p vertex est de la forme

1 5189
s pl(4)r’
ol s; est le nombre de possibilités de rattachement des lignes externes au dia-
gramme et s, le nombre de choix de connexion des vertex par des lignes internes,
apres avoir fixé les lignes externes. Au dénominateur, le facteur p! provient du
développement de I'exponentielle présente dans (3.84) et le facteur (4!)? est di a

la normalisation de 'interaction.

Les regles de Feynman montrent clairement que les fonctions de Green sont
singulieres lorsque les impulsions externes sont sur la couche de masse, p? = m?.
Les quantités physiques font cependant intervenir des éléments de matrice S, qui
sont reliés aux fonctions de Green par la formule de réduction (3.30). Considérons
un élément de matrice S avec 2n particules d’impulsions pq, ..., ps, dans I'état
initial:

(0; out|py, ..., pan;in).
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D’apres (3.30), en négligeant les termes non connexes,
2n
(s 0ut|py, ..., paniin) = (272" [T [~i(p? = m*)| G(py,....p2a).  (3.85)
j=1

L’élément de matrice S est obtenu en multipliant simplement la fonction de Green
en espace des impulsions par un facteur

—iZ71/? (pj2 —m?)
pour chaque ligne externe d’impulsion p;. Ce facteur extrait la singularité de
couche de masse de la fonction de Green. Lors du calcul d'un élément de matrice
S, la regle de Feynman pour les lignes externes devient donc:

e Associer & chaque ligne externe un facteur Z—1/2.

L’élément de matrice S est donné par la fonction de Green amputée de ses pro-
pagateurs externes, aux facteurs Z /2 prés. Il est & noter que cette derniere
regle de Feynman reste valable pour une impulsion dans I’état final de 1’élément
de matrice S: on passe de I’état initial a 1’état final en changeant le signe de
I'impulsion.

Les facteurs Z~/? jouent un role lors de la renormalisation de la théorie, qui
intervient lorsque 1’élément de matrice S est calculé au-dela de I'ordre le plus bas
de la théorie des perturbations. En fait, la valeur du nombre Z se détermine en
théorie des perturbations comme une série de puissances de A. Lorsque seulement
les diagrammes du plus bas ordre sont inclus dans ’évaluation d’un processus, il

est cohérent de prendre
Z =1.

A titre d’exemples de ’application de ces regles, nous allons écrire les contribu-
tions aux fonctions de Green a deux et quatre points dans I’espace des impulsions
des deux diagrammes de Feynman suivants:

D4 k_l>
b2
Py “p,
ks
—_—
Dy Ptk
< >
/2;2 P‘4\
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En appliquant les regles de Feynman ci-dessus, le diagramme D, correspond a la
contribution:

1, i i d*ky [ d*ky [ d*ks
Dy = (=) 55— / 4/ 4/ 4
s pi —m? +ie ps —m? +iel (2m)*) (2m)*) (2m)

(27’(’)854@31 — ]{51 — ]{32 — k3)54(]€1 —|— kg —|— k’3 +p2 H

J=1

w

k —m2—|—ze

— 1(_M)2(27r)454(p1 + p2) (22)2

s pi — m? + ie

d*ky [ d*ksy 1 i i
/(27r)4/(27r)4 (p1 — k1 — k2)?2 —m? +ie kI —m?+ie k3 —m? +ie
(3.86)
Pour calculer le facteur de symétrie 1/s, on observe qu’il y a 8 possibilités de
rattacher la premiere ligne externe a I'un des deux vertex; et quatre possibilités
pour la deuxieme ligne externe, si bien que s; = 8 x 4. Ensuite, il y a s, = 3!
choix possibles pour les trois lignes internes restantes. Donc

1 8 x 4! 1

s 20 x (42 3l
De méme, le diagramme D35 s’écrit

4

. (—iN)*(2m)*0* (p1 + p2 + ps + pa) (H

Dy = -
° s :p—m2+ze)

(3.87)

/ d*k 1 i
(2m)4 (pr + k)2 — m2 +ie (pr — k)2 —m2 + i€
Le facteur de symétrie est dans ce cas

1 1
s 2

puisque s1 =8 X 3 X 4 X 3 et 50 = 2.

3.3.4 Diagrammes de Feynman de I’électrodynamique
quantique

La densité lagrangienne (classique) décrivant 1’électrodynamique d’un fermion de
masse m et de charge électrique e@ est [sect. 1.5, éq. (1.183)]

L = —iFWF’“”’ + ¥ (iy" D, — m),
F. = 0,A,—0,A,,
D, = 0,0 —ieQA.
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La densité lagrangienne d’interaction a utiliser dans ’expansion perturbative des
fonctions de Green est

L;=eQA, " =eQA, : vy : . (3.88)

Le champ du photon est couplé au courant fermionique conservé j* =: y*a) :.

Comme L; ne contient aucune dérivée de champ, les fonctions de Green
s’obtiennent en appliquant le théoreme de Wick a I’expansion perturbative (3.62),
en tenant cependant compte du fait que les champs peuvent étre (z), ¥(x) ou
A, (z), au lieu d'un unique ¢(z). Par rapport au champ scalaire réel, 'anticom-
mutation des opérateurs fermioniques et ’apparition des notions de polarisation
et d’antiparticule introduisent quelques complications et subtilités.

Les lignes des diagrammes de Feynman correspondent a des propagateurs
libres. On aura donc deux types de contractions, correspondant aux lignes fermio-
niques et photoniques, qui donneront en espace de configuration les contributions
suivantes:

z . y (01T (y) 1, (2)]0) = iSp(y — )b
! ’ 'k, i
_ / o o (y—r)m(}é )b

(O[T A (2) A (y)|0) = iGF (x — y)

4
T ANV, Y _ _~/ Ak ik 1
H v ! (2m)4 c k? + ie

g LA KRS
g N K2+ ic

Par convention, une ligne fermionique est orientée vers le spineur v, dans le sens
de propagation de la charge e() de la particule. Par contre, les lignes photoniques
ne sont pas orientées. L’interaction fermion—photon prend la forme d’un vertex

Lr=eQ(y")ab : Vo) () Au(e) - (3.89)

Comme la quantité iL; apparait dans I'expansion perturbative (3.62), la régle de
Feynman pour le vertex fermion—photon en espace de configuration associera un
facteur

ieQ (") ab (3.90)
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au vertex représenté par le diagramme suivant:

a

Notez que l'ordre des indices de la matrice 7 n’est pas indifférent: dans l'interac-
tion Ly, a est 'indice de 1, b celui de 1. On peut vérifier cette regle de Feynman
en calculant a I'ordre le plus bas la fonction de Green

(O (1T (a) Aulas)exp [i [ d'y £1(w)] 10)),
c’est-a-dire:
i€Q(1")ea [ d'y (O[T a1 ) (2) Ay : Doly)alw) Auw) : 10)
= ieQ(1")oa [ 4y (01T (1) (1)10) (OITWa(y) By (22)]0) (OIT A, (23) A, (4)10).

Aux trois lignes externes seront associées les trois fonctions a deux points, la regle
de Feynman du vertex (3.90) s’ajoutant a l'intégration [ d*y sur sa coordonnée.

Par conservation de la charge, seules les fonctions de Green pour un nombre
égal de 7 et ¢ et un nombre arbitraire de A, sont susceptibles d’étre non nulles:

G(xb o T T4y - - Lon Y1y - - 1y ym)al.,,bnul...um

= (O[T, (1) Y, (T0) P, (T 1) - Py, (220) (3.91)

Ay (). Ay (Ym) exp [i/d% E;} 10)(©),

Il faut prendre garde aux signes générés par le théoreme de Wick appliqué aux
fermions. La conservation de la charge implique également que les fermions ap-
paraissent dans les diagrammes de Feynman par des lignes continues qui relient
un fermion “entrant” Ebj(mnﬂ-) (en référence a l'orientation des lignes fermioni-
ques du diagramme) a un fermion “sortant” 1, (x;), ou qui forment des boucles
fermées. Une boucle fermée passant par les points zi, 2o, ..., 2z, des vertex du
diagramme correspond aux contractions

(01T (21)¥(2)10) - .. (O]T%(23)1(22)]0) (0T (22)1(21)[0).-

Cette contraction est obtenue avec une permutation impaire de

L1(z0).La(21) = (€Q)F : Blahy™ Au (21)(20) : - ()7 Ay (21 )(z1)
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puisque (21 ) doit “traverser” 2k — 1 opérateurs fermioniques pour obtenir I'ordre
des opérateurs dans la contraction. Le théoreme de Wick impose donc la regle
suivante:

e A chaque boucle fermionique est associé un signe négatif.

Pour chaque ligne ouverte reliant x; a x; en passant par des vertexen 2o, ..., 2x_1,
qui correspond a la contraction

(0T () (21-1)10) (O T (2—1) ¥ (21-2)0) ...
- {0179 (25)1)(22)[0) (0T (22)9(21)]0),

on associe le signe de la permutation de ces opérateurs par rapport a leur position
dans la fonction de Green (3.91).

En dessinant tous les diagrammes topologiquement inéquivalents et en tenant
compte de 'orientation des lignes fermioniques, on peut se convaincre qu’il n’y
a pas de facteur de symétrie s en électrodynamique des fermions. Les regles de
Feynman pour le calcul des fonctions de Green en espace des impulsions sont
alors:

e Dessiner tous les diagrammes topologiquement inéquivalents (en tenant
compte de l'orientation des lignes fermioniques);

e Calculer le signe du diagramme en déterminant le signe associé a chaque
ligne fermionique ouverte et en ajoutant un signe négatif pour chaque boucle
fermionique fermée;

e Pour chaque ligne fermionique externe, un facteur

k .
a > b [ Z<k+m) ] :
ba

k2 — m? 4+ e

la ligne est orientée de a vers b. Dans notre convention pour les fonctions de
Green en espace des impulsions, définie par I’équation (3.38), les impulsions
entrent dans le diagramme. Un champ externe v correspond & une ligne
fermionique entrant dans le diagramme (a est I'indice externe): dans ce
cas, la variable de la fonction de Green est 'impulsion k£ dans la regle de
Feynman ci-dessus. Un champ externe 1 correspond a une ligne fermionique
sortant du diagramme (b est I'indice externe): il faut alors remplacer k par
—k dans la regle de Feynman; on associe donc un facteur

{i(—/éjtm)]
k? —m? +ie |,

a chaque ligne fermionique sortant du diagramme, I'impulsion &k étant diri-
gée vers l'intérieur du diagramme, par convention.
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e Pour chaque ligne photonique externe, un facteur

k
L MWVWWWWAMVWWWWAMWWWWWWY — 1 -\ k.k,
nuy )

k2 + i€ + A k24 de

I'orientation étant ici sans signification.

e Pour chaque ligne fermionique interne, une contribution:

]:: d*k i(f+m)
a b (271')4 k2 — m?2 + i€ ba,

la ligne et I'impulsion k étant orientées de a vers b.

e Pour chaque ligne photonique interne, une contribution:

'\NVWWVWV\];:VWVWVWV\, dk i 1 - Kk,
p v @m) K2 +ie | ™ T TN (k2 +de)

e A chaque vertex

un facteur:
ie@(”}/u)ba (277-)454((])7

q étant 'impulsion (entrante) totale au vertex.

e Finalement, intégrer sur les impulsions internes et sommer les diagrammes.

La jauge de Feynman \ = 1 simplifie fortement les propagateurs photoniques et
donc le calcul des diagrammes.

En général, les deux orientations d’'une boucle fermionique joignant plus de
deux vertex menent a deux diagrammes topologiquement inéquivalents qu’il faut
donc sommer. On montre alors facilement que les contributions des deux orien-
tations d’une boucle avec un nombre impair de vertex sont opposées, et que la
somme des deux diagrammes est nulle. Le théoréme de Furry affirme donc que
les diagrammes contenant une ou plusieurs boucles fermioniques comprenant un
nombre impair de vertex peuvent étre omis'®.

16Ce résultat n’est vrai que pour une interaction fermion-champ de jauge qui respecte la
parité comme ici I’électrodynamique quantique (voir le chapitre 4 et Pappendice B).
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Les regles de Feynman énumérées ci-dessus s’appliquent au calcul des fonctions
de Green. Les éléments de matrice S sont obtenus a partir des fonctions de Green
par les formules de réduction (3.39) et (3.40), dans la jauge de Feynman. Leur
effet est de tronquer les propagateurs des lignes externes et de placer les états sur
leur couche de masse en multipliant par la fonction d’onde correspondant a chaque
particule ou antiparticule du processus. Pour obtenir les regles de Feynman pour
la matrice S, on observe premierement que, d’apres les regles qui viennent d’étre
énoncées pour les fonctions de Green, la fonction G (—q¢', —q, k, k") apeq qui apparait
dans I'équation (3.39) est de la forme

é<_q,7 —q, k; k/)abcd -

i(—f +m)aa W(d+mhy  i(f+m)ee i(—F +m)a
¢? —m2+ie 2 —m2+ie k2 —m2+ie k2 —m2+ie

Aa’b’c’d’v

Agpyeq contenant les contributions des lignes internes et des vertex. La formule
de réduction des spineurs en espace des impulsions (3.39) correspond ensuite aux
manipulations suivantes:

e Fermion dimpulsion k et polarisation o dans [’état initial: multiplier par
le facteur

(=iZy )K= m)u (k)]
la fonction de Green qui contient une ligne fermionique entrante d’'impulsion
k, et donc un facteur
i(K+m)ee
k2 —m? +ie
Il en résulte un facteur Z, 12 u(® (k) dans I'élément de matrice S.

e Antifermion d’impulsion k' et polarisation o' dans [’état initial: multiplier
par le facteur
(=iZy )P K) K+ m)la
la fonction de Green qui contient une ligne fermionique sortante d’impulsion
(entrante) k', et donc un facteur

i(—=F +m)aa
k% —m? +ie’

11 en résulte un facteur —Z; /> @) (k') dans I'élément de matrice S.

o Fermion dimpulsion q et polarisation [ dans [’état final: multiplier par le
facteur

(=i 2y ) (q) (f = m)s
la fonction de Green qui contient une ligne fermionique sortante d’impulsion
(entrante) —q, et donc un facteur

Z(ﬂ—l— m)bb/
g2 —m? +ie

I en résulte un facteur Z, "/ 7% (q) dans I’élément de matrice S.
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e Antifermion d’impulsion ¢' et polarisation (3 dans [’état final: multiplier
par le facteur
(=iZ3 ) (o +m)p(q)]a

la fonction de Green qui contient une ligne fermionique entrante d’impulsion
(entrante) —¢’, et donc un facteur

i(_ql +m)a’a
g% —m? +ie’

Il en résulte un facteur —2, 12 v¥)(¢") dans I'élément de matrice S.

Pour un calcul a l'ordre le plus bas de la théorie des perturbations, Z; = 1.
Puisque le signe d’un élément de matrice S est inobservable, les regles de Feynman
pour ses lignes fermioniques externes seront résumées par le diagramme suivant:

u(@)(g) a(@)(g)

fermion fermion
antifermion antifermion
o) () W@ (g)
Etat initial Etat final

Finalement, la formule de réduction pour les champs vectoriels (3.40), dans
la jauge A = 1, indique que la régle de Feynman pour un photon externe de
polarisation € est

~1/2
Z3 / €p

dans un élément de matrice S. Le vecteur de polarisation est nécessairement
transverse, ke = 0.

3.4 Grandeurs observables: sections efficaces,
temps de vie

L’élément de matrice S

(b, out|a,in) = (b,in|Sla,in)
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donne 'amplitude de probabilité de la transition de 1’état initial asymptotique
la,in) vers I'état final |b, out). Il s’agit maintenant de relier cette quantité aux
grandeurs observées expérimentalement: largeur de désintégration, temps de vie,
rapports de branchement pour un état initial & une particule, section efficace
totale ou différentielle, distributions lors d’'une collision de deux particules.

Nous allons nous intéresser a des états initial et final formés de paquets
d’ondes planes dont la distribution en impulsion est tres étroitement concentrée
autour d'une valeur p; pour chaque paquet. Cette situation est couramment
réalisée expérimentalement: un accélérateur prépare des faisceaux de particules
d’impulsion déterminée avec une faible dispersion. On pourra alors en bonne
approximation caractériser chaque paquet d’ondes par cette impulsion p;. Idéale-
ment, on aimerait considérer simplement des ondes planes d’impulsion p; mais
celles-ci ne sont pas normalisables.

Afin d’isoler dans la matrice S les transitions non triviales, il est d’usage
d’introduire la décomposition (3.6), S = I +4T. D’autre part, nous avons vu
que tout élément de matrice S contient en facteur une distribution de Dirac de
conservation d’énergie-impulsion. On posera donc:

(b,in|iT|a,in) = (27)*6*(P)(b,in|iT|a,in), (3.92)

ol P est la somme de toutes les impulsions entrantes et 'opérateur réduit 7 agit
sur des états dont les impulsions vérifient la condition de conservation d’énergie-
impulsion P = 0.

3.4.1 Collision de deux particules: section efficace

Pour définir la section efficace de collision et en obtenir une expression a partir
d’un élément de matrice S, il est commode de considérer un volume fini V = L3
(un cube) et de supposer que l'interaction n’agit que pendant un temps fini T
dans ce volume. La matrice S décrit alors une transition de I’état |a, in) avant la
mise en ceuvre de 'interaction vers un état |b, out) apres son interruption.

Dans un volume V' et un intervalle de temps T finis, les distributions de Dirac

= d3$ —iZ(p— — _
Pp—q = / 2n) € DS ) = [ e

deviennent

A3z o 1%

0W(p—1q) = / Sog e D 05
2m)3 om)3 P’
dt it (p0— a0 T

6T(p0 - q0) = - % € Hp"=d") = 27 5p0,q0 .
L’impulsion devient discrete, quantifiée:
2
p= —W(nl, n2,N3), ni,ny,ng : entiers. (3.94)

L
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Une onde plane est normalisable:
fla) =Vt [ )P =1
1%
Si k? = m?, fi.(z) est une solution de 1’équation de Klein-Gordon avec un courant

Ju = iS5 (@) Oy fulz) = 2V "k,

Nous dirons alors que le nombre total de particules dans le volume V' est 2k, =
Jy @z jo. Ecrivons D'état initial de la collision sous la forme

la,in) = fr, fr,lk1, kayin), kK2 =m3, ki=ma3.

La probabilité de transition est alors

(b, out|a,in)|* = V2[(2m) 63 (ky + ko — Pp)]? |(b, inlit|ky, k2, in)|?,
ou Py est la somme des impulsions des particules dans 1’état final. Comme

[(27) 6y (k1 4 ko — Pp)* = VT 6k ko p,)* = VIT(27) 6y (k1 4 ko — Pf),  (3.95)

il vient

(b, out|a,in)|* = VT (2m) 63 (ky + ko — Py)|(b, in|it|ky, ko, in)|*.
Le taux de transition par unité de volume (probabilité/VT') est alors

Tip =V 22m)* 00 (k1 + ko — Pp)|(b,inliT|k1, ke, in)|?.

Supposons ensuite que ’état final est formé de ¢ ondes planes de Klein-Gordon:

‘b7 OUt> = fp1fp2 . -fpe‘plap% s ap@vOUt>7 Pf =p1+p2+...+pe

Il n’y a pas de raison de supposer que ces particules sont de masses identiques:
p? = m?. La normalisation des ondes planes va contribuer au taux de transition
par un facteur V%

E—>f = V7276(2ﬂ')4(5é</{]1 + l{:2 -—P1— ... = p@)‘<p17 <y Pe, Z‘nlz‘T‘kl? k2a ZTL>|2

Pour définir la section efficace, supposons que la particule incidente d’impulsion
ko est la cible au repos: ky = (mg,ﬁ). Dans ce référentiel, on obtient la sec-
tion efficace ¢ en divisant 7;_,; par la densité de particules dans la cible (qui
est 2m,V 1) et par le flux de particules incidentes (qui est 2|ky|V =), puis en
sommant sur les états finals possibles:

(2m)*

4m2]l;:1|

VS ov (ki + ke —pr— ... — pe)
f (3.96)

|<p17 v 7p€72.n|i7—|k17 k27in>|2 )
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ou > désigne la somme sur les états finals. Pour caractériser cette somme, nous
avons besoin du nombre d’états possibles dans V' et dans un volume d’impulsion
d3p autour de p, 'impulsion de I'une des particules de 1’état final. La discrétisation
de I'impulsion (3.94) indique qu’il y a V' (27) 3d®p états dans d®p: c’est le nombre
de solutions (ny,ns, n3) & 'équation (3.94) dans un volume d*p donné. Le volume
V' contenant 2w, particules d'impulsion p, il y a donc

V d3p
(27)%20,

états par particule dans d®>p. En conséquence,

o = /da,

1 2m)t & dPp
= L (ki Ak —pr— .. — (3.97)
S4m2|/€1| 7,1;[1 (27)3 2wy, vk 2o 2

(p1, ..., e, in|iT|ky, ko, in)|?.

Le facteur 1/S est introduit pour éviter le comptage multiple d’états finals indis-
tinguables: si k particules dans 1’état final sont identiques, il faut multiplier do
par 1/k!; S est le produit des facteurs k! tenant compte des particules identiques.
Toute dépendance en V' et T" autre que celle de 6y, a disparu et on peut prendre
la limite V,T" — oo:

1 @2n)* & &Py o,
= =L ki +ka—pr— ... — po)
S 4m2|k1|z-—Hl @m)32wy, (3.98)

’(pl, .oy Pe, z'n|z'7']k’1, 1{72, in)\Q,

qui est I'expression de la section efficace différentielle pour la collision de particu-
les sans spin (des champs de Klein-Gordon), dans le référentiel “du laboratoire”
ou la particule cible de masse my est au repos. On peut déduire de (3.98) une
expression invariante de Lorentz en observant que dans ce référentiel, puisque

—

(kika)? — mim3 = (wiywi, — k1 - ko)? — mm3 = m3(wp, —mi) = (malk1])?,

le dénominateur 4mo|k| est la valeur de Vinvariant 4[(ki1ks)? — m2m2]*/2. Lex-
pression invariante de Lorentz de la section efficace différentielle est donc

1 (27T)4 14 3
do = — k1+k2 ——pe)
54\/(k1k2) — m2m3 1;[ 2m) 32% (3.99)
|<p17 - Doy 7;77,‘7;7'|k1, k27 in>|27
qui est une fonction de toutes les impulsions ki, ko, p1, ..., pe. La section efficace

totale o pour un état final comprenant ¢ particules est obtenue en intégrant (3.99)
sur les impulsions de I’état final; o est une fonction invariante de Lorentz de k;
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et ky. Comme k? = m?, k3 = m?2 la seule variable invariante de Lorentz est kjko
ou encore

S = (k’l + k‘2>2.

La section efficace totale est donc une fonction de /s, qui est I'énergie totale
dans le référentiel du centre de masse ou k:l k:g.

La section efficace inclusive est la somme des sections efficaces pour tous les
états finals possibles. Pour des champs de Klein-Gordon, elle est donnée par la
somme des sections efficaces pour chaque valeur ¢ du nombre de particules dans
I’état final.

L’expression (3.99) a été dérivée a partir d’ondes planes dans un volume fini,
au lieu de considérer des paquets d’ondes normalisables dans tout 1’espace, de la

forme B

~ _ k —ik:z:'

F@) = [ Gy 1)
Il s’avere que (3.99) est valable lorsque les états initial et final sont décrits par
des paquets d’ondes étroits, pour lesquels

10, f(x) = puf(x)

est une bonne approximation. C’est le cas si la distribution en impulsion f(k)
s’annule rapidement lorsque k s’éloigne de p.

La dimension physique du taux de transition par unité de volume 7;_; est
longueur—? temps—!. Comme on obtient o en le divisant par une densité de nom-
bre de particules (longueur—?) et par un flux de particules (longueur—2 temps™!),
la section efficace a la dimension physique d’une surface.

La formule (3.99) s’applique également aux processus de diffusion de bosons
de spins non nuls. L’amplitude (py,...,ps, in|it|k, ko, in) dépend dans ce cas
des impulsions et des polarisations de ces particules. Lorsqu’on s’intéresse a une
diffusion de faisceaux incidents non polarisés, la section efficace différentielle est
obtenue en prenant la moyenne de la quantité |(py, ..., pe, in|iT|ky, ko, in)|? sur les
polarisations de I’état initial. Et la section efficace totale comprend une somme
sur toutes les polarisations non observées de I’état final.

Pour un processus de diffusion impliquant des fermions, il faut tenir compte
de la normalisation différente utilisée dans la décomposition en ondes planes du
champ spinoriel. D’apres I'équation (1.140), dans un volume V fini, les ondes
planes

m « —ikx [}
Syt ) =

m

(a) k —ikx
kav ( )6

(@)
Vur(T) =
sont normalisées correctement:

| @l @@ = [ daul @elie) =1
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(sans somme sur «). Pour ces ondes planes, le courant fermionique s’écrit

L+

— D= u,.
ka’ ’

. —(O{) (%
=0 @)y () =

Comme la densité de particules est j° = V=1 il y a une particule dans le volume

V.

Nous avons vu que la contribution a do d’'une onde plane bosonique de 1’état
initial est la suivante: un facteur V! de normalisation multiplié par V (2k*)~!
lorsqu’on divise par le flux, c’est-a-dire un facteur (2k#)~!. Pour un fermion dans
I’état initial, cette contribution est

m wiV .
— X — = 2m x (2"
ka kr ( )
I1 faut donc ajouter un facteur 2m a l’expression (3.99) pour chaque fermion dans
I’état initial.

Pour un boson dans ’état final, trois contributions se multiplient: la normali-
sation (facteur V1), I'espace de phase (facteur Vd®p(27)~3) qui doit étre divisé
par le nombre de particules dans V' (facteur (2w;)~'). La contribution & do est
donc

_dp
(27)3 2wy,
pour un boson. Les trois mémes facteurs pour un fermion dans 1’état final sont:
Vd3 d?
o X b x 1 = 2m X 7]0.
ka (27T)3 (27T)32u)k

A nouveau, un fermion dans I’état final ajoute un facteur 2m a I'expression (3.99)
de la section efficace différentielle.

Chaque fermion dans I’état initial ou final est également caractérisé par sa
polarisation . Si on s’intéresse a une collision de particules non polarisées, il
faut prendre la moyenne sur les deux orientations du spin de chaque fermion
initial, et sommer sur les polarisations finales non observées.

Une remarque sur les dimensions physiques des quantités apparaissant dans la
formule de section efficace est peut-étre utile. Nous avons affirmé que la section
efficace est une surface: o a donc dimension —2 en unité d’énergie (et b = ¢ = 1).
D’apres (3.99), il faut pour cela que I’élément de matrice réduit

<p17 <oy Do, 7:77,|Z.7-|]€1, k27 Zn)

ait dimension 2 — / si le processus ne comprend que des bosons. Mais cet élément
de matrice est calculé a partir des termes non triviaux de 1’élément de matrice
S en extrayant une distribution de Dirac (2m)*0%(ky + ko —p1 — ... — p¢), qui a
dimension —4. L’élément de matrice S doit donc avoir dimension —(¢ + 2).
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Pour obtenir la dimension physique de 1’élément de matrice .S, il convient de
revenir aux champs bosoniques et fermioniques. D’apres la forme des densités la-
grangiennes (de dimension 4) qui les décrivent, il est clair que les dimensions des
champs bosoniques et des spineurs sont respectivement 1 et 3/2. Et leurs expan-
sions en ondes planes indiquent que les opérateurs de création ou d’annihilation
sont de dimension —1 pour les bosons, —3/2 pour les fermions. Ce fait est
d’ailleurs confirmé par leurs relations de commutation ou d’anticommutation.
Pour des bosons uniquement, I’élément de matrice S

<p17 s 7péain|5|kl7 k?ain>

a la dimension de ¢ + 2 opérateurs de création ou d’annihilation!'”, c¢’est-a-dire
—({+2) comme demandé. Si le processus a ¢+ 2 particules comprend k fermions,
la dimension de 1'élément de matrice S devient —(¢ + 2) — k/2. Les k fermions
ajoutent donc —k unités a la dimension de do. Mais ils ajoutent aussi un facteur
(2m)*, de dimension +k si bien que (2m)*|(p1,...,pe,in|S|k1, k2, in)|? a bien
dimension —2(¢ + 2).

3.4.2 Désintégration d’une particule instable: largeur,
temps de vie, rapports de branchement

Le désintégration d’une particule instable de type A et de masse M est décrite
par ’équation différentielle
AN () 1

= —LTaN4(t) = —aNA(t>> (3.100)

N4(t) étant le nombre de particules au temps ¢ dans un volume arbitraire. La
quantité I'4 est la largeur de désintégration et T4 est le temps de vie de la par-
ticule.

Ainsi, la largeur de désintégration de la particule A dans un état final f a ¢
particules est le taux de transition T4_.; par particule de type A. Elle s’obtient
a partir de I’élément de matrice réduit

(p1,. .., pe, in|iT| P, iny,

ou P est 'impulsion de la particule A, par une expression similaire a la section
efficace de collision dans le référentiel du laboratoire (3.98). Il suffit en fait de
supprimer la contribution de la particule projectile, ¢’est-a-dire le facteur de flux

(2[k]) "

o 0 (P —p1— ... =)
2)3 2wy, 1 (3.101)

'|<p17 s 7pf7in|i7_|P7 in>|27

(2m)* 1 d*p d*pq
Tay = . / :

oM S (27)32w,,

1717¢tat du vide |0) est sans dimension.
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lorsque la réaction ne fait intervenir que des bosons. A nouveau, S est le facteur
tenant compte des particules identiques de 1’état final. Et chaque fermion dans
I’état initial ou final ajoute un facteur

2m.

La largeur totale de désintégration sera obtenue en sommant sur tous les états
finals distincts, c’est-a-dire sur tous les modes de désintégration:

FA:ZFAHf- (3102)
!

Pour un mode fixé, A — f, ['4_; est la largeur de désintégration partielle, et le
nombre

By = (3.103)

est le rapport de branchement pour le mode de désintégration A — f.

On peut définir un temps de vie pour chaque mode de désintégration A — f:
1
Ly

TALf = = By '7a. (3.104)

Notez que 7' = >f Tgif.

On peut calculer différentes distributions en n’intégrant pas sur certaines va-

riables de ’état final apparaissant dans (3.101). Par exemple, #F A—f, qui est la
1

distribution d’énergie de la particule 1 de I’état final, est obtenue en n’intégrant

pas sur la variable |pi| = \/w? —m] (w,, = pY), avec dpi = [pld|pl/p.

3.4.3 Calculs d’espace de phase

Le calcul d’une section efficace ou d’une largeur comprend des intégrations sur les
variables de ’espace de phase de I’état final p1, ..., p,. Certaines particularités de
ces intégrations méritent d’étre discutées. La conservation d’impulsion, présente
par une distribution de Dirac dans o ou I'4_.¢, permet l'intégration de quatre
de ces variables. D’autres intégrations peuvent étre simplifiées par un choix
judicieux de référentiel. D’autre part, dans un processus qui n’implique pas de
polarisations ou dans lequel on a sommé et moyenné les polarisations finales et
initiales, I'intégrant de o ou I'y_; est une fonction des invariants de Lorentz
qu’on peut former avec les impulsions des particules participant au processus. La
conservation d’impulsion peut souvent étre utilisée pour simplifier au maximum
cette dépendance.

Désintégration en deux particules

La conservation d’impulsion s’écrit

P =p; +p2, (3.105)
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P étant I'impulsion de la particule en désintégration, P? = M?2. P est un
quadrivecteur connu puisque ’état initial est supposé connu. L’équation (3.105)
implique que tous les invariants formés avec P, p; et py sont déterminés par 1’état
initial et donc connus:

pi=mi, ps = mj,
pipe = 5[P?—mi—mj],  Ppi=mi+pps,  Pps=mj+pips.

La quantité |(py,po,in|iT|P,in)|* est donc complétement déterminée par I'état
initial. D’apres (3.101), la largeur d’une désintégration en deux particules s’écrit

alors'® |

Ik
avec un facteur 1/2 si I’état final comprend deux particules identiques. L’intégrale
sur l’espace de phase donne:

/dLips = /( ’py /( ©p, (2m)* 64 (P — py — po2)

2m)32w,, J (27)32w,,

= p1, P2, in|iT| P, in) /szps (3.106)

_ o / %dT / d*ps 0(p2)3(p2 — m2)6 (P — pr — pa)  (3.107)

d*py
— 9 /79130— O5(M? + m? — m2 — 2Pp,).
™ (271-)32(.4)1)1 ( pl) ( ml m2 pl)
Comme cette expression est invariante de Lorentz, il est plus simple de la calculer
dans le référentiel au repos de la particule instable’, ou P = (M,0) et Pp; =
Mp) =M wpl. En observant que
L

d
2wp, =

P17 dQd|ph| = < (09)2 — m3dQdpy,  (|pild|py| = pldp?),

M\H

2

Pl

ou df2 est I’élément d’angle solide, on obtient

. 1 o0
/szps = 167r2]\4/d9/m1 dp?\/ (p9)? = mi 0(M — py)

-0 (p(f — g7 (M? 4+ mi — m%)) (3.108)

1
= W\/A(Mzamim%),

ou la fonction A est définie par

Az,y,2) = 2* +y* + 2° — 20y — 212 — 2y2. (3.109)
Dans (3.108), la fonction #(M — p?) est toujours égale & un. Il suit de (3.108)
que la largeur de désintégration en deux particules est simplement:

1

IRTIVE

18 Lips signifie “Lorentz invariant phase space’.
19C’est aussi le référentiel du centre de masse.

VAM2,m3,m3) [(pr, pa, inlit| Pyin) 2, (3.110)
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avec un facteur 1/2 lorsque 1’état final contient deux particules identiques. Dans
le référentiel du centre de masse, 'impulsion |p] de chaque particule émise est

. . 1
71 = || = |l = 537V A2 mi, m3),

si bien que

i

— 87TM2|<p1,p2,in]iT|P, in)|?. (3.111)

Collision: état final a deux particules

Pour une collision de deux particules d’impulsions & et ko et un état final a deux
particules,
P =k + ko =p1+p2,

il est utile d’introduire les variables de Mandelstam

s = (k1+k)? = (m+p)?
t = <l€1 - p1)2 == (]{2 - p2)2, (3112)
u = (ki —p2)2 = (ko —p1)2-

Ces quantités vérifient

s+t +u=mi+ms+mi—+ms, (k2 =m?, p?=mi, i=1,2,). (3.113)

IR 7

En l'absence de polarisations (initiales ou mesurées), n’importe quel produit de
deux quadrivecteurs s’exprime en fonction de s, t, u et des masses, c¢’est-a-dire
de deux variables indépendantes seulement. Comme s est déterminé a partir de
I’état initial uniquement, la quantité

[(p1, p, infir|kr, ky, in)|?

dépend de s (connu) et d’une variable ¢ ou u reliée a I’état final. Le calcul de
la section efficace n’impliquera qu’'une seule intégration d’espace de phase non
triviale.

La quantité /s est 1'énergie totale dans le référentiel du centre de masse de
la collision. Dans ce référentiel:

kl = (wklalg)a k? == (wk27_E)7
= (wpum? b2 = (ng,—ﬁ),

avec \/s = wy, + Wy, = Wy, + wp,. Comme k est connu et

1 5
71 = g7V A(s. it i),

la seule variable de I’état final qui n’est pas fixée par la cinématique est ’angle
entre les vecteurs k et p,

>
Ty

cosf) = ——.
|k|p]
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Cet angle de diffusion intervient dans ¢ et u:
t = mf—i—mf 2wk, W,y +2\I§Hﬁl cos 0,
u = mj+m3— 2wywy, — 2|k||p] cosb.

Dans le référentiel du centre de masse, la section efficace (3.99) devient
1
S 4\f %]
2

puisque (k1ks)? — m2m2 = s|k|2. Les mémes manipulations que dans (3.107) et
(3.108) permettent d’intégrer sur d®p, et d|p|. 1l vient:

——— dLips |{p1, p2, in|iT|ky, ko, m>|

do 1 1
e — A 52 2\ nlitlky. ko. 4 2
dQ 2(87‘(‘)233/2|k| <Samlam2>S|<p17p2>2n|ZT| 1, 27Zn>|
T (3.114)
p 2
= ki, k
( ) ’k" S <p17p27ln|7'7—| 1, 277/n>|

) étant 'angle solide du vecteur p) = p (par rapport a la direction du vecteur

—

k). Sil'état final comprend deux particules identiques, S = 2, sinon S = 1.

Pour calculer la section efficace totale, il reste a intégrer cette derniere ex-
pression sur df2 = d¢dcos6, avec en général une dépendance en 6 de 1’élément
de matrice réduit. Comme l'intégration sur I'angle azimutal ¢ produit un facteur
27, la distribution angulaire est

do 1ﬂ

dcosf - 327s k| S I

p1, pa, inlit)ky, ko, in)|?. (3.115)

Dans le référentiel du laboratoire ou

kl = (El,]gl), El = m% + E%, kQ = (mQ,G), (3116)
comme (kyk2)2—m2m2 = m2(E2—m2) = (ma|ky|)?, la section efficace différentielle
(3.99) s’écrit

1
S4m2\ 1’

dLips |(p1, pg,m|z7'|k:1,k2,m>|

La conservation d’impulsion ki + ko = p; + po et l'invariance azimutale de la
cinématique indiquent qu’une seule intégration d’espace de phase est non triviale.
La variable que cette intégration implique est en général cos 6 = py - k1 (|py||k1]) ™

Désintégration en trois particules

Supposons qu’on s’intéresse a un état final contenant trois particules d’'impulsions
p1, P2, 3, dans le référentiel du centre de masse; par conservation d’impulsion,

\/g:wp1+wp2+wp37 ﬁl+ﬁ2+53:o-
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La seconde égalité indique que 1’état final est contenu dans un plan. Elle implique
aussi:

ﬁ32 = (\/g — Wp, — wp2>2 - mg = |ﬁl|2 + |ﬁ2|2 + 2|ﬁl||52| Cos 07
0 étant 'angle entre p; et pp. Cette angle peut donc étre exprimé, par exemple,
en fonction de |p)]| et |ps):

cos ) — W (V5 = s — wpa)? = — 512 = |] (3.117)
De plus, les valeurs limites —1 < cosf# < 1 impliquent des conditions sur |pi| et
|72
(Vs = wpy —wy,)? —md — 51 = 2| < 20517l (3.118)
Pour des masses nulles dans 1’état final, ces conditions deviennent:

1 . . 1 . 1

SV~ Pl < [pe| < 5\/57 0 < |p| < 5\/5 (3.119)
Autrement dit, 1’énergie de chaque particule est au plus /s/2, et la somme des
énergies de deux particules est au minimum +/s/2.

Pour une désintégration en trois particules, v/s = M, la masse de la particule
instable. Dans le référentiel au repos de cette particule (centre de masse), 'état
initial ne possede pas de direction privilégiée s’il n’est pas polarisé. La direction
d’une des impulsions, par exemple pj, est sans information et il ne reste que
deux variables significatives, par exemple |pi| et |pz|. En général, le calcul d'une
largeur avec un état final a trois particules impliquera donc deux intégrations non
triviales. D’apres (3.101),

1 A ) )
I'= m/|(p1,p2,p3,m\z7'|]3, m)\2szps. (3.120)

Dans un processus sans polarisation, le carré de I’élément de matrice dépend des
invariants Pp;, Ppy et pips. Dans le référentiel du centre de masse,

Ppy = Mw,,, Ppy = Mw,,, P1p2 = Wp, Wpy, — ’ﬁl”ﬁz\ cos 0,

et cosf est une fonction de |pj| et |pa|: les trois invariants dépendent bien de
deux variables.

L’espace de phase a trois particules peut se calculer de la maniere suivante:

d3p1 d3p2 d3p3
dLips = (27)* S
1ps (2m) (27)32w,, (27)32w,, (27)32w, ( P1— D2 — D3)
d3p1 d3p2
o (2m)32w,, (27)32w d*ps 8(p3 — m3)0(p3)6* (P — p1 — p2 — p3)
P1 pa
d3p1 d3p2
= T H(M —wpl _wpg)

(2m)32w,, (2m)32w,,

1
ﬁ5 D s D —C089 s
|p1||p2| (f<|p1| |p2|) )
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avec P = (M, 0) dans le référentiel du centre de masse et

1

fUpils 1P2]) = ==
e AT

(M = wp, —wp)? —m3 — |52 = ] (3.121)

La distribution de Dirac impose la relation (3.117) et les inégalités (3.118) sur le
domaine de variation de |pi| et [pa| (ou des énergies w,, = pY et wy, = pJ). Notez
que (M — wy,, —w,,) = 1 puisque la valeur maximale de w,, + w,, est M — ms,
lorsque p3 = 0. Ensuite,

d? 2 1
p2 _ [Pl d|pa| dpdcos® = =|paldddcosb dps,
2wy, 2wp, 2
d’py IS 1
= ——d|p1| dQ = —|p1| d dp)
20, 20, |p1] dS 2|Pl| 1aPy,

ou ¢ est 'angle azimutal de py autour de pi, 6 'angle entre p; et py et 1 est
I’angle solide de pj. Avec ces variables, il vient

1
dLips = g(27r)—5 dQy do dp dph, (3.122)

les valeurs admissibles des énergies p{ et p3 étant définies par les conditions
contenues dans (3.118). En insérant (3.122) dans (3.120) et en supposant que
I'élément de matrice est exprimé en fonction de p! et p9, il vient:

1 1

r—_ -
d 16(2m)5M S

Sy do dp? dp3 |{p1, pa, p3, inliT| P, in)|?.

Ou encore:
dl’ 1 1

dpd dpl 8(2m)3M S
La représentation graphique de cette distribution dans le domaine admissible du
plan (pV,pJ) est le graphe de Dalitz. La distribution est plate si 1'élément de

matrice est indépendant des énergies et le relief du graphe de Dalitz est donc une
image de |<p17p27p37 ZTL|ZT|P, Zn> |2'

[(p1, P2, p3, inliT| P,in)|>. (3.123)

Références

La matrice S et le développement de la théorie des perturbations pour le calcul
de ses éléments de matrice se trouvent au centre de chaque exposé de la théorie
quantique des champs. Par exemple:

Itzykson et Zuber [1], section 5.1 et chapitre 6; Peskin et Schroeder [6], chapitre
4; Weinberg [2], chapitres 3 et 6.

On y trouvera également une discussion d’aspects plus techniques laissés ici de
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coté (propriétés d’analyticité, unitarité et causalité, ...). Le lien entre matrice S
et section efficace ou taux de transition s’y trouve évidemment décrit; voir aussi:
Halzen et Martin [8], sections 4.3 et 4.4.

Pour une discussion approfondie de la cinématique relativiste et de l'espace de
phase:
Byckling et Kajantie [17], ou Hagedorn [18].

Exercices

3.1

3.2

3.3

En s’inspirant du cas du propagateur (sect. 2.5), obtenir 1’équation diffé-
rentielle vérifiée par la fonction de Green a n points du champ scalaire. Il
s’agit de calculer

(Quy +mH) 0T (1) p(22) . . . p(,)0).

Montrer que dans une désintégration en deux particules et dans le référen-
tiel du centre de masse, 'impulsion [p] de chaque particule émise est

. . 1
71 = || = |l = 57V A2, md, m).

De méme, montrer que dans une collision avec un état final a deux particules
et dans le référentiel du centre de masse, 'impulsion |p] de chaque particule

émise est ]
= ——/A(s,m?},m3).
1= 5 VA )
Donner une expression perturbative de 1’élément de matrice S pour la
diffusion électron—photon (diffusion Compton) a partir de la formule de

réduction (3.43).

Pour cela, insérer le courant électromagnétique de I'électron j,(z) = —e :
Y(x)y,(x) : dans ladite formule, admettre que les champs spinoriels sont
libres (a l'ordre le plus bas de la théorie des perturbations) et utiliser le

théoreme de Wick.

Le résultat pourra étre comparé a la discussion du paragraphe 5.2.1.






Chapitre 4

Densités lagrangiennes
phénoménologiques

Dans la section 1.5, nous avons énuméré sans justification particuliere I’ensemble
des termes admissibles dans la densité lagrangienne d’une théorie quantique de
champs scalaires, spinoriels et de jauge. La densité lagrangienne est invariante
sous les transformations (globales) de Lorentz propres orthochrones (invariance
relativiste) ainsi que sous celles d’un groupe de jauge qui détermine les propriétés
des champs de spin un de la théorie. Le choix du groupe de jauge est libre, ainsi
que celui des représentations des champs scalaires et spinoriels!.

D’autre part, nous avons développé dans le chapitre 3 les outils permettant
de calculer en théorie des perturbations des observables telles que sections ef-
ficaces ou temps de vie, étant donné la densité lagrangienne d’interaction ou
I’hamiltonien correspondant.

L’objet de ce chapitre est de donner une discussion de nature plus phénomé-
nologique des densités lagrangiennes utiles a la description des interactions fortes,
faibles et électromagnétiques des particules élémentaires (quarks, leptons, champs
de jauge) ou non (hadrons). Pour les particules élémentaires, la forme des inter-
actions est contenue dans le Modele standard de Glashow, Salam et Weinberg?.

Le respect ou la violation de symétries discretes telles que la parité P, la con-
jugaison de charge C' ou le renversement du temps 7" ont joué un role important
dans ’étude des interactions des particules élémentaires et dans la classification
des forces fondamentales mises en jeu. Par exemple, seules les interactions faibles
violent P. Puisque ces propriétés donnent des informations sur la forme des den-
sités lagrangiennes d’interaction, nous commencons par I’étude de C', P et T

LA Dexception de la condition dite “d’absence d’anomalie” pour les fermions, qui est
brievement discutée dans I'appendice B.
2La densité lagrangienne du Modele standard est décrite dans le chapitre 8.

145
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4.1 Invariance ou violation de (', P et T

La parité P et le renversement du temps T sont naturellement reliés au principe
d’invariance relativiste puisque ces symétries discretes sont contenues dans le
groupe de Lorentz. Par contre, la conjugaison de charge C', qui relie particules et
antiparticules, est liée a l'existence de ces dernieres qui est une conséquence de
la théorie quantique des champs.

Une transformation du groupe de Lorentz A se décompose selon A = ApAy,
Ay étant une transformation de Lorentz propre orthochrone et Ap un élément
discret,

Ap € {1, P, T, PT}.

Ces quatre transformations forment un sous-groupe discret Z, x Z5 du groupe
de Lorentz. La parité et le renversement du temps agissent sur les coordonnées
selon

o= (20,7) T (a0 —7),
ot = (2°,7) —— (—2° 7).

D’autre part, la quantification des champs libres chargés impose ’existence d’anti-
particules dont les propriétés intrinseques d’espace-temps (masse et spin) sont
identiques a celles de la particule, mais dont les nombres quantiques internes
(charges) associés aux courants conservés des symétries internes sont opposés. La
conjugaison de charge est alors définie comme une transformation reliant particule
et antiparticule, qui inverse les nombres quantiques reliés aux symétries internes
et donc au groupe de jauge.

Un théoreme fondamental (le théoreme C'PT) affirme que toute théorie de
champs (locaux) respecte la symétrie C'PT, quelle que soit la forme des interac-
tions. Il est donc impossible de décrire un processus violant cette symétrie dans
le cadre de la théorie quantique des champs.

Dans les paragraphes suivants, nous allons successivement discuter les trans-
formations sous C', P, CP, T et CPT des champs de spins 0, 1/2 et 1 dans le
cadre d’une théorie de jauge, ainsi que les interactions susceptibles de violer ces
symétries.

4.1.1 La conjugaison de charge C'

Nous avons vu (sect. 1.5) que linteraction d’'un champ de Dirac de charge ge
avec le photon est décrite par la densité lagrangienne

1 — .
L, Ay) = 4 wE" ("0 + qey Ay — m)y. (4.1)



INVARIANCE OU VIOLATION DE C, PET T 147

Cette forme peut étre obtenue en imposant l'invariance sous les transformations
de jauge
P — e'1%Y, A, — A, +e 19,0

L’équation d’Euler-Lagrange du fermion est donc
(0, + qer* A, — m) = 0. (4.2
Le champ de jauge A, est couplé au courant conservé quantifié
Ju=qe : @7#7,& - (4.3)
et la quantification du champ spinoriel libre mene aux relations
Q. 4] =qed,  [Q.Y] = —qed, (4.4)

ou l'opérateur de charge est

Q=ae [ dwip=ge [ TS )~ dhB)b)] . (45)

(2m)% wi 5

Comme le champ 1) crée une particule et détruit une antiparticule, la charge de
la particule de spin 1/2 décrite par ¥ est ge, celle de son antiparticule (créée par
1Y) étant —ge 3.

Au lieu de 9, on pourrait considérer un champ ¢ décrivant un fermion de
charge —ge et dont 1’équation du mouvement serait

(i"0y — gen" Ay — m)yp© = 0. (4.6)

Dans l'espace des états, l'opération ¢ — —q revient a échanger le role des
opérateurs b, (k) et d,(k) et donc a échanger particules et antiparticules: c’est la
conjugaison de charge. Pour exprimer 1’équivalence entre les deux théories, on
peut construire un opérateur C agissant dans ’espace des états qui vérifie

Cha(k)C! = %:(fb)aﬁdﬁ(k)a Cdo(k)C™ = %:(fd)aﬁbﬁ(k)- (4.7)

Les égalités (4.7) définissent ’action de C sur les opérateurs de création et d’anni-
hilation. Pour exhiber la symétrie reliant les descriptions de v et de son conjugué
de charge ©° et construire explicitement 'opérateur C, nous allons déterminer
I’action de la conjugaison de charge sur le champ ¢ lui-méme, dont ’expansion
s’écrit?

¢($) — / Ak m Z [ba<k)u(a)(k)e—ikx + d:&(k)?)(a)(lf)eikw} ‘

(27)3 wy 45

311 s’agit d’une convention terminologique; dire que 9 a charge ge revient & poser les équations
(4.4).
“Les spineurs u(® (k) et v(®) (k) sont définis par les équations (1.137).
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Les égalités (4.7) suggerent de chercher une relation entre les spineurs u(® (k) et
v(® (k) qui comprenne une conjugaison hermitique inversant les phases e et
conjuguant les opérateurs. Autrement dit, il faut une relation entre [@® (k)]” ou
[0 (k)] et respectivement v(®) (k) ou u® (k).

Premierement, puisque les matrices —y*7 vérifient
{="" =T} =21 = {",7"),
il existe une matrice C telle que®
—HT = CTIyHC. (4.8)

Dans les choix de matrices de Dirac utilisées ici, 7° et 42 sont symétriques, v! et
73 antisymétriques. On peut alors choisir

C =iv*y°, C=-C'l=-Cl=-C"=C" (4.9)
Deuxiemement, la matrice C' permet d’écrire
(K£m)" =—-C7H(kFm)C,

et done
Cu (k)™ = —[2m(m + wp)]"2(§ —m)Cr (),

Co (k)™ = [2m(m + wp)] V2 (F +m) Oy v,

Dans la base des spineurs constants u(® et v(® choisie conventionnellement dans
les chapitres précédents, il vient

+ [=0b(R)oW (k) + b (k)o® (k)| &™) .

Troisiemement, on montre que C7)" et ¥¢ vérifient la méme équation de Dirac,
(4.6). Le conjugué de Dirac de 1'équation (4.2) est

—i0, 0" + qe Ayt — map = 0.

En transposant avec 1'aide de (4.8), et en multipliant par C' il vient
("0, — ger" Ay — m)CY"™ =0,

qui est bien I’équation (4.6). II est donc légitime de poser

e =CY = —ACyT, =70, (4.11)

5Son existence est une conséquence de 'unicité de la représentation de 1’algébre de Dirac
par des matrices 4 x 4. Ne pas confondre la matrice C' et I'opérateur dans I’espace des états C.




INVARIANCE OU VIOLATION DE C, P ET T 149

sans introduire de phase (conventionnelle). Notez que (¢°)° = 1, en conformité
avec C? = 1. Avec C = iy*4°, ¢° = in*Y!". La conjugaison de charge ne préserve
pas la chiralité:

(Yrr) = —7°CPLrY" = Prpy = (¥)p1. (4.12)
L’expansion (4.10) montre que la transformation de conjugaison de charge
Y — ¢ = CY" équivaut i I’échange
bl(k) s bQ(k) — dg(l{?) s —d1<k)
Autrement dit, la conjugaison de charge du champ spinoriel s’écrit

C

v S ye—cye =Y, (4.13)

l’action de C sur les opérateurs de création et d’annihilation étant donnée par
I'équation (4.7) avec

0 1 .
& = ( 10 ) = 103, §a = —&. (4.14)
C est un opérateur linéaire unitaire dans l'espace de Fock. Il suit de C? =1 (ou
de (¢c>c = ¢) que gbgd = 1.

Il est intéressant de déterminer I'action de la conjugaison de charge sur les
opérateurs d’'un champ spinoriel développé dans la base des états d’hélicité:

60 = [ s S B e+ AR, (@)

les solutions 4(*) (k) et ©(*)(k) étant définies par les équations (1.150-1.151). Com-
me précédemment

e = [ Tk m s~ B CE )7 + da(R)CH (R e ]

@r)pBw, G L
avec
Ca (k) = —[2m(m +w)l V2 —m)Cy i),
Cg(a)(k)T = [2m(m + wp)]"V2(F + m)Cy 0@,

Dans les représentations des matrices de Dirac utilisées ici,

(a)x 0
05(a)x  _— ;.2 2 _
ny u vy < 0 > ( _7:0_2S0(oz)* ) ’

0 iy (@)*
On(a)x . -2 _ 2X
Cy pla)s — iy ( X(a)* ) = ( 0 ) )
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Comme de plus

(7 - k) [—i02pl®] = iga[( - k)p@]* = AalE[[ioap "],

(7 - B)ioax ™) = —ioa[(& - k)x(@)]* = Aalk]|[—ioax )],
Ao = —(—1)%, la comparaison avec (1.151) suggere qu'’il est naturel de choisir
@) = gyl (4.16)

(qui implique p®) = gy} (@*). 1l vient alors

C’}/ i a)* ( 0 ) _ 'U(a), C,VO@(a)* _ ( (,OE)O‘) ) _ u(a)’
ainsi que
Ca (k) = 0@ (k), T (k) = u® (k).

Dans la base des états d’hélicité, le conjugué de charge du champ spinoriel est
V) S P(a) = CPa)Ct = CP (x)

3 ~ .
= / Th S~ [ (kyu @) (ke ™% + Bf, (k)0 (k)e™] .
wk o

(4.17)
En comparant avec (4.15),

Cho(k)CT' = do(k),  Cda(k)C" = ba(k). (4.18)

La conjugaison de charge échange particules et antiparticules, mais laisse k et
I'hélicité A, /2 invariantes.

La relation avec la transformation obtenue dans la base u(®,v(® des états
propres de S? est la suivante. Si on choisit k = (0,0, k), alors

balk) =ba(k),  di(k) =do(k),  do(k) = —di(k).
La transformation (4.18) coincide alors avec les équations (4.7) et (4.14).

Comme les champs spinoriels apparaissent dans les densités lagrangiennes en
combinaisons bilinéaires telles que ¥y*, il est utile de considérer la transforma-
tion de ces objets sous C"

X XV

PYsX o X751
Pyt — —X7"p (4.19)
Yy s X XV v

D)X —x[v*, 71
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Ces résultats utilisent ’anticommutation de deux champs spinoriels lorsqu’une
transposition est effectuée; par exemple, Y = >, ¥y Xa = — S Xa¥, = X"
En conséquence, le conjugué de charge du courant de Dirac quantifié (courant
électromagnétique) est

o= ae 1T = —ge P =~

en tenant compte de I'anticommutation des champs spinoriels quantifiés lors de
la transposition. Comme prévu, la conjugaison de charge renverse le signe du
courant et donc celui de la charge Q = [d3z j°. Pour les courants chiraux qui
apparaissent dans les interactions de jauge,

J— C J—
Yy*Yrr —— =Y Y"YRL;

C renverse la chiralité et une théorie de jauge ne pourra étre invariante que si les
composantes des deux chiralités de chaque spineur couplé a un champ de jauge
et portant donc une charge sont présentes, avec les mémes transformations de
jauge. Nous n’allons pas énumérer ici les interactions qui préservent ou violent la
conservation de C} il est plus approprié (et plus simple) de discuter les violations
de P et C'P, et d’en tirer I'information sur celle de C'.

Champ de jauge

Pour le champ de jauge, inverser le signe de la charge ¢ équivaut a postuler la
transformation

A L Ac=-A, (4.20)

i

Si I'équation de Dirac (4.2) est vérifiée par les champs ¢ et A,, elle est aussi
vérifiée par ¢° et A7:

(19" 0y + qer™ Aj, — m)y© =0,

d’apres (4.6). La théorie est donc invariante sous C, c’est-a-dire sous les trans-
formations (4.11) et (4.20). Au niveau de la densité lagrangienne on a

Ly, AS) = P (ir" 0, + qey™ AS — m)y© = L(, A,) + 0" (y1)).

Comme une divergence 0"(...) peut toujours étre omise, L(1, A,) et L(1°, AF,)
sont équivalentes et C' laisse I'action invariante (de forme):

S, A) = [ d' L0, A) = S(0°, A5).

Champ scalaire

Le second champ qui possede particules et antiparticules, ainsi qu'un courant con-
servé est le champ scalaire complexe ¢(x). A nouveau, la conjugaison de charge
doit échanger les particules (créées par les opérateurs a'(k)) et les antiparticules
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(créées par bf(k)) et inverser la charge Q = [d®z j°. La définition naturelle de
I’action de l'opérateur C est alors

Co(x)C" = €01 (x) = ¢°(a), (4.21)

¢ étant une phase. Comme C?=1, il est naturel (mais pas obligatoire) de se
limiter a £ = +1. Pour un champ de charge ¢’e, la densité lagrangienne est

L(¢, Au) = (Duod")(D"9) — m?¢lo, (4.22)

avec
D¢ = 0,0 —iqeA,d, D, o' = 0,0" +iqgeA, .

Les transformations (4.21) et (4.20) conduisent &
D¢ <, 0,¢° —iq'eA%° = ED,d',
et la densité lagrangienne (4.22) est invariante sous C.

Pour un champ scalaire réel, on peut poser

Co(x)C™' =¢p(x),  &==1,

qui est cependant d’intérét académique: un champ scalaire unique n’a pas de
charge et & est sans contenu physique.

4.1.2 Le spineur de Majorana

Pour un champ scalaire ou de jauge, la condition de réalité du champ (d’hermi-
ticité pour le champ quantifié) élimine la notion d’antiparticule. Un champ réel
n’a ni charge ni antiparticule: il est (au signe pres) invariant sous C'. On est en
droit d’imposer la condition d’hermiticité puisqu’elle est invariante de Lorentz.
Pour un champ spinoriel, les générateurs du groupe de Lorentz
i
S = 4 [ W,

ne sont ni imaginaires, ni réels. Une condition telle que 1* = (7)™ = 1 n’est
donc pas invariante de Lorentz. Il existe cependant une prescription invarian-
te de Lorentz qui conduit a un spineur sans charge pour lequel la particule et
I’antiparticule sont identifiées: c’est la condition de Majorana, dont la solution
est le spineur de Majorana.

Un spineur de Majorana vérifie la condition
P =~ (4.23)

Puisque la conjugaison de charge échange particules et antiparticules, cette con-
dition implique qu'un spineur de Majorana ne peut étre utile qu’a la description



INVARIANCE OU VIOLATION DE C, PET T 153

de particules de spin 1/2 indistinguables de leurs antiparticules. Dans une théorie
de jauge, la condition de Majorana ne peut étre imposée que si la transformation
de jauge du spineur est identique a celle de son conjugué de charge. Pour une
transformation infinitésimale® de la forme §i! = ia(T4)1/4)7 | il vient

Syl = (69" = —ia[(TA)]7y!

c?

et la condition de Majorana ne peut étre imposée que si les générateurs T4
sont imaginaires’. En particulier, les charges associées au groupe U(1) (celui
de I’électrodynamique) sont nulles pour un spineur de Majorana, puisque C' les
inverse.

L’invariance de Lorentz de la condition (4.23) suit de la transformation de
Lorentz infinitésimale du spineur

(@) = — S @),

[§ 1.3.4] qui implique

50(r) = +emB(@)S™,  5U%(x) = O = S ye(a).

Ainsi, ¥ et ¢° ont la méme transformation de Lorentz et la condition (4.23) est
invariante de Lorentz.

Le spineur de Majorana n’a que deux composantes indépendantes. On le voit
par exemple en décomposant: 1) = 1 + Y. La condition de Majorana s’écrit
alors

U= (V1) = =0V}, (4.24)
qui détermine 1 a partir de 1. Certaines identités sont particulieres au spineur
de Majorana. Par exemple:

@m“au%z = - u@L’V“ipL = _au(EL’VHQﬁL) + ELV#(?M#M
P = YECYr + P, C70%) = YLCOYr + (WECyy)T.

La densité lagrangienne libre d’un spineur de Majorana est alors

1
Liraj. = Qw(i’y“au —m)y. (4.25)

En omettant la divergence —3%9,(¥;v*1r), qui ne contribue pas aux équations
d’Euler-Lagrange, cette densité lagrangienne peut étre remplacée par

— 1
Liraj. = W 7" 0,01 — gm [@/)ECIUL + (%/)ECQ/)L)T} ; (4.26)

qui ne dépend que de 97, et de son conjugué hermitique. Le terme de masse de
la forme 7 Cy, + (W7 Cp) est qualifié de masse de Majorana.

6Section 1.5.
"Mathématiquement, ceci signifie que le spineur de Majorana se transforme dans une
représentation réelle du groupe de jauge.
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4.1.3 La parité P

La parité x Tt (20, —7) renverse les impulsions p et laisse 1'énergie et la direction
du spin inchangées. Sur les observables physiques, P? = 1.

Nous commencerons par le spineur de Dirac. La transformation de parité des
opérateurs de création et d’annihilation sera de la forme

Pbo (k)P = myba (K0, —K), Pdo (k)P = nyda(k°, —K), (4.27)

avec deux phases 7, et 14. Les grandeurs physiques dépendent d’un nombre pair
de spineurs: la condition P? = 1 sur les observables implique en général que
ny = n3 = 1. Pour déterminer la transformation du champ 1 (z), on observe que

VO(a0, —F) = / (giﬁ3j2[ba(%)7°u(a)(l%)e““"”erl(l?:)vov(“)(/%)eikx]
kE «

= [ TS bR (ke — d Ry (k)]

(27)3 wy 5

avec la notation

-

k= (k% —F).
La seconde égalité utilise les résultats
W) = (k). v (R) = =" (k),
qui découlent des équations (1.134-1.137). Si on définit

P(x)P~! = ¢ (a®, —7) = P (2), (4.28)

avec une phase arbitraire 7, la comparaison avec (4.27) montre que

n=mn=-"n,
c’est-a-dire
mng = —1,

qui indique que la parité intrinseque d’une paire particule-antiparticule est néga-
tive:

bL(k)d(@))0) = —bl(k)d()]0).

Sans restreindre la généralité, nous allons choisir

l=n=mn=—nN (4.29)

On peut ensuite montrer que la transformation de parité du spineur ¢ (z) —
O (x°, —Z) est une invariance de I’équation de Dirac. Il suffit de montrer que si
W (x) vérifie
(i7"0y — m)i(z) =0,
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0 —7). Comme

c’est encore le cas de 09 (z
il vient
(i7"0 = )Y (%, =F) = (ir°0p +i7 - V — m)y (2", )
= ~9(i7°0 — 7 - vV — m)(z?, — )
= (" 0y — m)ip(x) = 0.
De méme, la densité lagrangienne libre de Dirac est invariante sous parité:
(@) (70, —m)yr () = (e =D (70 — m)y (%, —7)
= U0, ~2)(i°0 — 7 -V —m)ip(a®, ~7)
= Y(@)(i7"0u — m)y().
Puisque {7°,7°} = 0, Paction de P sur les composantes de Weyl ¢, et ¢r est
(W)L = Py’ = 1"r = (Yr)?, (WP)r = Pry"t = "1 = (Y1)

La parité renverse donc la chiralité. De méme, 1’action de P sur les combinaisons
bilinéaires de spineurs est

<

x vX

Yy . — X A= AOyke°

Uyt — Pt = (1% -9) (4.30)
s —PY X = Y
Y, v Ix VA, A X

Ces quantités sont respectivement qualifiées de scalaire, pseudoscalaire, vecteur,
pseudovecteur (ou vecteur axial) et tenseur, d’apres leur comportement sous les
transformations de Lorentz et de parité. Pour les spineurs de Weyl,

_@RLXL,R p _@L,RXR,L
o VL, RY'XL,R - B VY, RY'XL,R (4.31)
"é/JR,L [’Y“, ’YV]XL,R wL,R[:YNv :VV]XR,L

Ces résultats permettent de déterminer quelles interactions conservent ou
violent la parité dans la théorie de jauge générale décrite dans la section 1.5.
L’interaction fermions—champs de jauge est de la forme

Lay= g"Ay [(TeA)i( bryvr + (T ERJ’Y“@ZJQ :
ATK

Sous parité, elle devient

Ly = 2 g A (T DA + (T PrsvE)
AJK
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ou AﬁA est le champ de jauge transformé de parité. Pour l'obtenir, on observe
que les dérivées covariantes D, i et D, 1}, sont aussi covariantes sous P si on
choisit

Alw) 5 AA@) = (AP, —F), A", —)) = AM7),  (4.32)
c’est-a-dire si chaque champ de jauge se transforme comme un vecteur (comme

z,). De plus, cette transformation assure l'invariance du terme cinétique des
champs de jauge

1
— D ELEM, F = 9,A% — 9,A% 1+ g* 3 fAPCABAC,
A BC

Comme flf}f?“ = Afh“, I'invariance sous parité £4_, = Eﬁw requiert alors

(T = (TH% = Tk (4.33)

Dans ce cas, la densité lagrangienne cinétique des fermions s’écrit
Z.ELJVMD/ﬂpi + @RJ’Y“DW}]{ = iEJ’)’MD/ﬂvDJu

avec

Dy’ = 907 — i3 g AT v
A

La théorie de jauge peut étre plus simplement formulée en utilisant des spineurs
de Dirac, a quatre composantes. C’est le cas de I’électrodynamique (QED) et de la
chromodynamique (QCD) quantiques puisque les interactions électromagnétiques
et fortes conservent la parité, contrairement aux interactions faibles.

L’interaction de jauge invariante de parité ne fait intervenir que le courant vec-
toriel (¢ ;y#4p%). Par contre, une interaction de jauge violant la parité comprend
des termes dépendant du courant axial (¢ ;v*v51%). 1l est d'usage d’utiliser la
terminologie suivante:

e Lorsque les représentations des fermions gauches et droits sont différentes
(T # TA), la théorie est chirale. La parité est violée par les interactions
de jauge.

e Lorsque les représentations des fermions gauches et droits sont identiques
(T/A = TA), la théorie est vectorielle (puisque le courant axial n’intervient
pas). Les interactions de jauge conservent la parité.

La densité lagrangienne cinétique et invariante de jauge des champs scalaires,

DN | —

(Du) (D7) — (m*) 7’|, Dup? = 097 =iy g* ANTie",
A
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est toujours invariante sous parité: il suffit de définir la transformation de parité
des champs scalaires par

Pr) D PPa) =0l —3), (4.34)

avec 1) = 1 (scalaire) ou 1’ = —1 (pseudoscalaire). 11 faut cependant que les
signes 1/ vérifient la condition

(THL 40 = =9, VA

Elle indique que tous les champs scalaires dans une représentation irréductible du
groupe de jauge ont la méme parité. Notez cependant qu’il n’est pas possible de
contraindre les signes 7 & partir des interactions de jauge des champs scalaires
qui sont quadratiques en 7.

L’interaction de Yukawa est de la forme [éq. (1.177)]
Ly = N5 (xp) + ()\'K)*SOj (Y rs¥1)
= AP (0rv?) + 5B ¢ (ierst).

D’aprés les transformations (4.30), il est clair que les champs ¢’ qui apparaissent
dans les termes contenant les constantes de couplage A; K doivent étre scalaires,
n’ = 1, alors que ceux impliqués dans les termes Controles par les ij]( doivent
étre pseudoscalalres, 7 = —1. Si un champ scalaire est & la fois couplé & 17’
et & V517, la parité est violée par cette interaction de Yukawa.

(4.35)

Finalement, l'invariance de parité des interactions scalaires est non triviale
uniquement pour les interaction cubiques
1 o
o orod R
——Oéz;kSO w .
3
Elles peuvent signaler une violation de la parité si leur invariance est incompatible
avec les contraintes dues aux interactions de Yukawa.

4.1.4 Invariance ou violation de CP

D’apres ce qui précede, les transformations de C'P du champ spinoriel ¥ et du
champ de jauge A, seront de la forme

v, A Ly = o@gr)T = Oyl AP = (A, —A) = —A,. (4.36)

Comme 9 o, C(PLr)!" = Ppr1®, CP ne renverse pas la chiralité. En
tenant compte de 'anticommutation des champs spinoriels lorsqu’on transpose,
on obtient les transformations suivantes [7* = (y%, —7)]:

_@L,RXR,L op XrLVLR
- Y rRYXLR — —Xo.rV"VLR (4.37)
Yr RV Y IXRL ~Xpr, 7"V WLR
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Avec AP A" = —A 4", la deuxiéme transformation conduit a
Ay ¢L,R7M¢L,R - —Aip wL,R7M¢L,R = A, ¢L,RV“¢L,R- (4.38)

Ce résultat montre que les interactions de jauge ne violent pas la conservation de
CP, qu’elles soient chirales ou non®.

Par contre, les interactions de Yukawa (4.35) sont en général capables de violer
la conservation de C'P. Sous C'P, la transformation du champ scalaire est

i cp pj P ﬁ
% (IL') - ¥ pj(x) = fjnjsp(x(), —[,C),
avec 1/, &7 = £1. 1l est clair que les signes & et 1/ peuvent étre choisis en
général de maniere a conserver C', P et donc C'P dans le secteur purement scalaire
des interactions cubiques —%aijkwigoj ©*. D’apres (4.37), la transformation des
interactions de Yukawa est:

Lyuk. = )\jf,(goj (Vrx¥R) + (Ajfz()*épj (YrsYL)

CcP .. K Jp— J .. K R K (439)
— (N7 )@ (W) +EW NG @ (Ursvr).
Cette interaction sera invariante de C'P si
N = (05, Vi, J, K. (4.40)

La violation de C'P requiert donc la présence de constantes de couplage de Yukawa
)\jf complexes (de parties réelles et imaginaires non nulles, en général). Il faut
cependant prendre garde au fait que certaines composantes des matrices )\j§< ne
sont pas observables: on peut les éliminer par une redéfinition des spineurs de
Weyl. On aura violation de C'P seulement lorsque les composantes observables

de ;¥ ne vérifient pas I'égalité (4.40).

Pour illustrer ce point, effectuons un changement de base des fermions de
Weyl au moyen de deux matrices unitaires Uy, et Ug:

by — W = (U)W, g — v = (Ur)”. (4.41)
Sur les interactions de Yukawa,
Lyur, — A;fgpj(E/LKi/}%)+(>‘;'f)*90j(E;%J¢ILK)7
avec
Niy = AN UDN(UR)Y. (4.42)
Les matrices Uy et Ugr font partie du groupe de symétrie chirale des termes

cinétiques U(Np) x U(Ng) ?. Les transformations qui nous intéressent ici sont
celles qui commutent avec le groupe de jauge,

[T, Ul =0, [TA Uz =0, VA

8Les autres interactions des champs de jauge sont automatiquement invariantes: elles ne
violent ni C' ni P.
9Section 1.5, équation (1.155).
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Comme ULU, = ULUR = I,

_, _
<T€f‘r>{7¢L,R IV#WL{R = (TZI,L‘?JLII'QDL,R 17#1%,12,

et les interactions fermions—champs de jauge restent invariantes, ainsi que les
termes cinétiques des fermions. La transformation (4.41) agit sur la matrice de
masse des fermions:

—(M)5Pprtp — (MO gt — =M — (M) 500y,
avec, en notation matricielle,
M' = U,MUF.

Ceci permet d’imposer que M’ soit diagonale et réelle: les seules grandeurs ob-
servables contenues dans la matrice de masse sont les masses (réelles) de chaque
fermion ¢"/. La diagonalisation de M détermine seulement partiellement U}, et
Ug: on peut encore redéfinir les fermions en utilisant dans (4.41) des matrices U,
et Ug qui laissent M’ invariante: M’ = U, M’ (NJJE. Cette symétrie résiduelle, peut
en principe étre mise a profit pour éliminer certaines composantes des constantes
de couplage A;j La symétrie C'P sera seulement violée si I’équation (4.40) n’est

pas vérifiée apres cette derniére redéfinition des fermions!®.

4.1.5 Le renversement du temps T’

L’action du renversement du temps sur les grandeurs physiques classiques est

CITO —.TO
T T T

- — - 4.43
5 K 5k (4.43)

wp = P? + m? wp = p?+m?

bien que w, soit la composante temporelle du quadrivecteur (w,, p) et p sa com-
posante spatiale. De méme, T renverse la direction d’un spin. En conséquence,
T conjugue les phases des ondes planes,

A T . .
ej:zk:c e:szx — (eizkx)*’
contrairement a P et C qui les laissent inchangées.

Au niveau quantique, le renversement du temps va échanger les états initial
et final d’un processus de transition. Si |i¥) et |f*) sont les états obtenus par

10Une violation de C'P peut aussi survenir a la suite d’une brisure spontanée de la symétrie
de jauge (chap. 7). Dans ce cas, une redéfinition des fermions ne commutant pas avec les
symétries de jauge brisées est autorisée: elle ne laisse pas les interactions fermions—champs de
jauge invariantes et des constantes complexes violant C'P peuvent apparaitre dans ce secteur.
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l'action de T" sur I’état initial |i) et 1’état final |f), I'invariance sous renversement
du temps correspond a la condition

(@' = (f13)-

Nous avons réalisé la conjugaison de charge et la parité par des opérateurs uni-
taires agissant linéairement sur les opérateurs de création et d’annihilation. Dans
le cas du renversement du temps, on utilise un opérateur antilinéaire et unitaire
(aussi qualifié d’antiunitaire), c’est-a-dire
T = 771 (unitarité),
(4.44)
Tc(...) = &T(..) (antilinéarité),

lorsque ¢ est un nombre complexe.

La nécessité de l'antilinéarité peut étre percue en considérant un champ
scalaire réel p(z). D’apres (4.43), on veut construire un opérateur 7 dont I’action
sur l'opérateur de destruction a(k) est

a(k) L Tak)Tt=6alk), k= (k° —k),

avec au plus une phase d. Sur le champ,

p(r) > Pl2) =Te@) T =n'p(—2°,7), (4.45)

avec ' = %1 puisque ¢! = . Comme

80(—1’075) = /@573];% [a(lz;)eikfv + aT(];)e—ikm} 7

apres le changement k — —Fk de variable d’intégration, il vient
Ta(k‘)e_ikx Th— nta(];)eik;c7 TaT(k)eikx TH = ntaT(%)e_ikx,

la seconde égalité étant le conjugué hermitique de la premiere. L’antilinéarité de
T signifie que Ta(k)e " TT = (e=**)*Ta(k)T", si bien qu’on obtient

Ta(k)Tt = nta(k), (4.46)
qui est la transformation demandée.

Nous allons ensuite déterminer l'action de 7" sur le champ de jauge A, en
considérant son couplage au courant fermionique en électrodynamique quantique.
Les équations d’Euler-Lagrange tirées de la densité lagrangienne (4.1) sont les
équations de Maxwell avec un courant électromagnétique j* = ge : Yy

O FM =¥ FM = rAY — 9 AP, (4.47)

Sous renversement du temps, le champ électrique, donné par les composantes F™,
i = 1,2,3 et la densité de charge électrique p = j° sont invariants. Par contre,
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le champ magnétique (les composantes FY. 4,5 =1,2,3) et le courant électrique

j changent de signe. Comme O =z, (=0, @ ), il est naturel de poser que A, se
transforme comme le courant j,:

Ay > Al@) =TA@)T = (A(—2",7), —Ai(—a°, &) . (4.48)

Le potentiel “scalaire” A est invariant, le potentiel vecteur A change de signe.

Il reste a trouver la transformation du spineur de Dirac. On cherche a cons-
truire 'opérateur 7 pour lequel

W) TY@)T"
Comme 7 est antilinéaire, il vient

Top(x)TT = / (C;:;?) mn

en utilisant I’expansion du champ spinoriel développée dans le paragraphe 1.4.2.
Il s’agit de relier cette derniere expression a 1(—z, ), qui s’écrit

S [Tbul)TH ) (k) + Tl (k)T o) (k)]

wka

Y(—2°, 7) = / <;l7rl§3£ > [ba (k)u® (k)™ + df (k)o@ (k)e~*]

avec un changement de variable d’intégration k — —k. On observe ensuite que
les quatre matrices (7°", —7*"), satisfont aux mémes régles d’anticommutation
que les matrices v* elles-mémes et il existe donc une matrice 1" telle que

TATL =/, THT =47 =123 (4.49)

Dans les représentations des matrices de Dirac utilisées ici, 7°, 4! et v sont
réelles, 72 est imaginaire; le choix standard est alors'!

T = iv'y* = iysC, T=T"'=T"=_7"=_-T" (4.50)
Egalement,
TAHT = (—=1)H~*, w=20,1,2,3. (4.51)
On vérifie alors facilement que
uM*(k) = —iTu®(k), u@*(k) = TuM(k),
v (k) = —iTv®(k), v@*(k) = iTvM (k).
Si on définit
Th(k)TT = iby(k), Thy (k)T = —iby(k), 52)
~ N 4.52
Td(k)TT = —idy(k), Tdo(k)TT = idy(k),
" Comme dans toutes les representatlons AT =407 4T = —~i" la relation T = iy5C est
toujours vraie et le choix 7' = iy'y3 suit de C' = ir2~Y.



162 DENSITES LAGRANGIENNES PHENOMENOLOGIQUES

on obtient finalement 74 (z)7T = Ty (—2° 7). La transformation de T du
spineur de Dirac est donc

W(x) z, VHz) = To(2)TT = Ty(—2°, 7). (4.53)

Pour le conjugué de Dirac,

U (2) = P(—a, )T = P(~7)T,

La transformation des combinaisons bilinéaires de fermions utilise ’antilinéa-
rité de T'. Par exemple,

D@(z) o Pt (@) = 9D TrTY(—7) = P(—3)Fb(— 7).

Comme une densité lagrangienne est réelle, il est logique de considérer la trans-
formation sous 7' des combinaisons bilinéaires hermitiques:

by Ty
Lyt . —1 Y51
Pt z DA = (oo =) (454)
DY PYuV5Y
th/#a’%/]w —i@b[%,%w
Il est sous-entendu que la variable z de chaque spineur devient (—2°, %) = —Z.

Le renversement du temps laisse la chiralité inchangée et, pour les fermions de
Weyl,

fEL,R@DRvL T 7@L,R¢R,L
VL RMuWLR — YL RVuYLR (4.55)
l/JL,R[”Y;u %]@ZJR,L wL,R[:YMa %WR,L

4.1.6 La symétrie CPT

A partir des transformations (4.19), (4.30) et (4.54), laction de CPT sur les
combinaisons bilinéaires hermitiques de spineurs est:

Wy P
Lyt opr L5
Pt i — G (4.56)
DYyt — VY5t
PV, WY Vs WY
la variable x changeant de signe
a LA —zh. (4.57)

Les résultats (4.56) utilisent

o) L iyt (4.58)
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et le fait que C'PT remplace les quantités numériques telles que i ou vy, par leurs
conjugués complexes. La transformation d’'un champ de jauge est

Az —Au(-w), (4.59)

et on peut toujours choisir que () RN @(—x). 1l suit de ces transformations
qu’'un signe négatif est généré par chaque indice vectoriel p porté par la quantité
considérée. La densité lagrangienne et ’action sont des invariants de Lorentz et
CPT sera donc une symétrie de toute théorie de champs de spin 0, 1/2 et dont
les champs de spin 1 satisfont au principe d’invariance de jauge. Ce résultat est
un cas particulier du théoreme CPT'.

4.2 Interactions fortes et électromagnétiques:
QCD et QED

La théorie qui décrit les interactions fortes (chromodynamique quantique, QCD)
et électromagnétiques (électrodynamique quantique, QED) des quarks et des lep-
tons est basée sur une invariance de jauge exacte, non brisée, sous le groupe
SU(3) x U(1). Elle contient donc des champs de jauge de masse nulle, les gluons
pour le groupe de jauge SU(3) de I'interaction forte et le photon pour celui de
'interaction électromagnétique, qui est U(1). Elle peut étre décrite sans tenir
compte des interactions faibles, qui font intervenir des bosons de jauge massifs,
et elle s’applique alors aux processus mettant en jeu des énergies faibles relative-
ment a la masse de ces bosons de jauge, c’est-a-dire faibles par rapport a environ
80 GeV. Les résultats de la section 1.5 ne suffisent pas a établir la densité lagran-
gienne des interactions faibles, ni celle du Modele standard des trois interactions.
La description des interactions faibles est basée sur une invariance de jauge spon-
tanément brisée, qui conduit & trois champs de jauge massifs, W+, W~ et Z°.
Le phénomene de brisure spontanée de la symétrie de jauge et le Modele stan-
dard seront respectivement discutés dans les chapitres 7 et 8. Mais la densité
lagrangienne des interactions fortes et électromagnétiques suit de la discussion
présentée dans la section 1.5, qui demande de spécifier les transformations de
jauge des fermions.

Comme il s’avere (expérimentalement) que les interactions fortes et électro-
magnétiques conservent la parité, les transformations de jauge des quarks et des
leptons seront non chirales. La théorie pourra étre formulée en utilisant des
spineurs de Dirac, a quatre composantes. Sans champs scalaires, C'P et donc C
et T sont également conservés.

Le groupe de la couleur; gluons

Le groupe de jauge de la chromodynamique quantique est SU(3). Il peut étre
défini par le fait qu’il en existe une représentation par des matrices 3 x 3 unitaires
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et de déterminant unité (unimodulaires):
UU=UU" =1, detU=1. (4.60)

Ces dix conditions permettent d’exprimer les dix-huit nombres réels contenus
dans U en fonction de huit parametres continus a®, A = 1,...,8. Une transfor-
mation infinitésimale dans la représentation de dimension 3 s’écrit

U=1I+iaTy (4.61)

(on somme sur A), les parametres o étant infinitésimaux. Les matrices T4 sont
les huit générateurs qui forment une base de 'algebre de Lie de SU(3), dans la
représentation de dimension 3 qui est notée 3. On les écrit souvent

1
T = 5)\‘4, M matrices de Gell-Mann, (4.62)
avec la normalisation )
Tr(T5TP) = §5AB. (4.63)

Les conditions (4.60) correspondent a
A =1 T =0 (4.64)

Les huit générateurs forment donc une base des matrices 3 x 3 hermitiques de
trace nulle.

Le principe d’invariance de jauge associe a chaque générateur de la base un
champ de jauge Aﬁ(x). La chromodynamique quantique possede donc huit glu-
ons. Les indices liés au groupe de jauge SU(3) sont qualifiés d’indices de couleur:
il y a huit couleurs de gluons. Et SU(3) est le groupe de la couleur.

La densité lagrangienne invariante sous parité décrivant 'interaction des glu-
ons avec un ensemble de champs fermioniques ¥ est de la forme!?

1 — .
Locp = = Fa P + 007" Dy — ma). (4.65)

Dans cette expression,
Fi = 0,4 — 0,A7 + g, fAPCAT AT, (4.66)
avec des constantes de structure définies par
(T4, 78] = i fABCTC, (4.67)

qui est vraie pour les générateurs T4 de n’importe quelle représentation de
'algebre de SU(3), et donc en particulier pour T4 = Tj'. Le premier terme
dans la théorie (4.65) comprend des interactions entre gluons de la forme

1
— o9 AL ABRACY — L2 pABC pADEABACADRAEY (4.68)

120n peut toujours diagonaliser la matrice de masse des fermions.
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dont l'intensité est déterminée par la constante de jauge forte g,.

L’interaction fermion—gluons est contenue dans le terme Z'EI’}/“D/J/JI . elle
dépend du choix des transformations de jauge des fermions.

Quarks et leptons

Nous avons vu dans la section 1.5 que si la transformation de jauge infinitésimale
des fermions est

ot — =gt et syl =i (T,
les dérivées covariantes apparaissant dans Lgcp sont alors
DM@Z’I = a/ﬂpj - igsAﬁ(TA)gsz,
la deuxieme contribution définissant l'interaction fermions—gluons.

Dans le Modele standard, les fermions sont des quarks ou des leptons. Les
leptons 1y, ¢ = e,ve, u, vy, T,v,, n'ont pas d’interaction forte. Ceci revient a
exiger que le groupe de jauge n’agisse pas sur eux, qu’il les laisse invariants de
jauge:

Ve —  Yp=1e
Les générateurs sont donc nuls pour les leptons®® et
D ;ﬂpf = a/ﬂﬁf .

Par contre, les quarks se transforment sous SU(3) selon la représentation de
dimension 3 dont les générateurs Ty sont apparus dans les équations (4.61-4.64).
Chaque saveur de quark m = u, d, s, ¢, b, t existe donc en trois couleurs j = 1, 2, 3,
et les champs de quarks seront des spineurs de Dirac ¢? . Les transformations de
jauge infinitésimales et les dérivées covariantes sont:

og, = et (TE)n,
Dyt = Outbh, — g AL(TE it
L’interaction quarks—gluons contenue dans la densité lagrangienne Ly p est donc:
95 A (T " 0] (4.70)

Elle laisse la saveur m inchangée. Notez également que l'invariance de jauge de
(4.65) exige que les trois couleurs de chaque quark 1! aient la méme masse.

(4.69)

L’électrodynamique quantique

La densité lagrangienne de linteraction électromagnétique est apparue a di-
verses reprises dans les chapitres précédents. Le groupe de jauge U(1) n’a qu'un

13Cest la représentation triviale de SU(3), uni-dimensionnelle, ol les générateurs Tf1 sont
des nombres réels vérifiant (4.67), et donc nuls.
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parametre, il commute avec le groupe des couleurs. Les transformations de jauge
des fermions seront donc:

Wy SN v, = e Qe U = e, Ve, bV, T, Vs,
. . . . .
,lvbﬁn — ¢7Jn = 61&Qm¢£ﬂ7 m = u, d,S,C, batv J = 172>3'

(4.71)
Ces transformations spécifient les charges électriques Qe des fermions, e étant
la constante de couplage électromagnétique't. Le fait que U(1) commute avec
SU(3) impose que les trois couleurs de chaque quarks ont la méme charge. Les
valeurs des charges électriques sont les suivantes:

QGIQM:QT:_17 Queer/ﬂ:QyT:Oa
Qu:Qc:Qtzz/Sv Qd:Qs:Qb:_1/3'

Le choix de ces valeurs résulte de 'expérience: il n’a pas de justification théorique.
En particulier, rien n'impose a ce stade la quantification de la charge électrique
en multiples de e/3.

(4.72)

Les quarks et les leptons forment trois générations identiques du point de vue
des nombres quantiques internes mais différentes par les masses:

(67 Ve7u7 d)? (M? V/lz? C? 8)7 (7—7 VT7t7 b)7

en ordonnant les fermions selon leurs masses. Nous noterons les champs des
quarks et des leptons de la maniere suivante:

D = ey Py Uy (1,Qp = —1),
?/)1(\?) = wumwuuvdjw— (17QN:O)7 a = 172737
_ _ (4.73)
Y =l Yl (3,Qu = 2/3), j o= 1,23
v = gl (3,Qp = —1/3),

L’indice a numérote les générations, j la couleur et le symbole (n, @) indique la
représentation de dimension n du groupe des couleurs SU(3) (3 pour les quarks,
la représentation triviale de dimension 1 pour les leptons) et la charge électrique
Qe de chaque fermion. Dans cette notation, les dérivées covariantes sous SU(3) x
U(1) s’écrivent:

DY = 0,0 +ieA

D,uwl(\?) = 8# g\?)?

(a)j (a)j (a); MOk (4.74)
Duypy” = Ouby™ — %ieAuqva ! - igsAﬁ(T;\)fg U o
Dby’ = O + gie A s” —ig ANT "
1La constante de structure fine est a = % ~ (137)7!, & ne pas confondre avec le paramétre

a de la transformation de jauge (4.71).
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Dans ces expressions, A, et A;‘ sont respectivement les champs de jauge du
photon et des huit gluons. Et la densité lagrangienne décrivant les interactions
fortes et électromagnétiques des quarks et des leptons est

1 1 _
L= =g Fub™ = JFLFY 30 (i Dy —mi)e,

fermions I

F. = 0,A, —0A,, (475)

Fi = 0.A) = 0,4} + g fAPOARAS.

La somme parcourt tous les fermions (4.73), avec les dérivées covariantes (4.74).
En plus des interactions (4.68) et (4.70) de la chromodynamique quantique, £
contient l'interaction électromagnétique

. . 3 —(a a 2_ a a)j 1_ a a)j
Al o = 3 [T + ST — ST, (4T6)
a=1

une somme sur l'indice de couleur j étant sous-entendue.

Regles de Feynman

Nous avons obtenu dans le chapitre précédent les regles de Feynman de 1’électro-
dynamique quantique. En espace des impulsions, on associe au vertex fermion—
photon un facteur

iQe<7M>ba

et un facteur (27)%0%(p; + po + p3) de conservation des impulsions qui entrent
au vertex. Les indices a et b indiquent respectivement la composante du spineur
entrant et sortant, alors que p est 'indice de polarisation du photon. Pour les
quarks et les leptons, les charges @) sont données dans (4.72) ou dans I'interaction
(4.76) ci-dessus.

La regle de Feynman pour l'interaction quark—gluon (4.70) est facile a déter-
miner. La comparaison avec 'expression (4.76) montre qu’il suffit de remplacer

la charge électrique Qe par g,(74')]. La régle de Feynman est donc
Z‘gs(TéLl)g (’V'u)ba’

avec le facteur (2m)6*(py + po + p3) de conservation d’impulsion au vertex. Les
indices 7 et j dénotent respectivement la couleur du quark entrant et sortant au
vertex. Le gluon a couleur A et polarisation p.

L’interaction entre trois gluons contenue dans (4.68) fait intervenir la dérivée
du champ Aﬁ. Les regles de Feynman pour de telles interactions dérivatives n’ont
pas été étudiées dans le chapitre 3: c¢’est 'objet de la section suivante.

Pour obtenir la regle de Feynman de l'interaction a quatre gluons, il est utile
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de la récrire sous la forme symétrique

_ 1.2 . AAAB AC AD . mpvpo,ABCD
= —Lg? AMABACAD . O ,

O,uupa,ABCD — fEABfECD(T"LLpT]VU _ nuanup)

£4 gluons

_|_fEACfEDB (n,uo?,]t/p _ ,,Tuu,r’pa)
_|_fEADfEBC(n,uu77pa _ 77/4p77w:r)7

en introduisant comme toujours l'ordre normal des champs quantifiés. L’ampli-
tude O#PoABCD ogt invariante sous les permutations des champs de jauge, telles
que par exemple I"échange (u, A) <> (v, B). On calcule ensuite

A = (0|7 Ay (1) A} (w2) AT (23) A7 (24) L4 gruons ()[0),
pour des champs libres. Le propagateur du gluon est
(0T AL (2) AT (4)0) = iGu(x — )57,
et le théoreme de Wick conduit a

A= =502 1"Gua(x1 — 2)Gyp(xa — )G py (25 — 2)Gos(24 — )
QPABED 4 93 permutations de («, A), (8, B), (v, C) et (6, D).

La symétrie de ©O®#1%ABED indique que les 24 termes sont identiques. En omet-
tant les propagateurs des quatre gluons et en passant en espace des impulsions,
ce qui fait apparaitre une distribution de Dirac de conservation de I'impulsion,
la regle de Feynman du vertex a quatre gluons est:

—ig§(27r)454(p1 + Py + p3 + p4)[fEA1A2 fEA3A4 (nuwsnuzm _ 77#1“477“2#3)
+fEA1A3 fEA4A2 (nmwnmus _ nmuz 77#3#4)

+fEA1A4 fEA2A3 (nmuz 77“3“4 _ nmusnuzm)]’
(4.77)

pour quatre gluons ¢ = 1,2, 3,4 entrant au vertex avec une impulsion p;, un indice
de couleur A; et une polarisation ;.

4.3 Interactions dérivatives: regles de Feynman

L’équation (3.62) donne 'expansion perturbative des fonctions de Green d’une
théorie dont la densité lagrangienne d’interaction ne dépend pas de la dérivée de
champs. Dans ce cas, I'intégrale

/_O:O dt Hy(1) = —/d4x[,1
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est explicitement invariante de Lorentz. Comme le produit chronologique dun
produit de champs est lui-méme covariant, chaque terme de ’expansion pertur-
bative est covariant.

Lorsque £; dépend de la dérivée 0,, de champs, c’est-a-dire lorsque la théorie
possede des interactions dérivatives, la relation entre 'hamiltonien d’interaction
et la densité lagrangienne d’interaction est plus subtile. L’hamiltonien classique

est
3 00 3 0
H= /d T /d [880@8@ ] (4.78)

ou ¢; désigne I'ensemble des champs participant a la théorie. Ses variables na-
turelles sont les champs ¢; et leurs impulsions conjuguées canoniques

oL

I, = .
" 000

(4.79)

L’hamiltonien est la somme d’une partie libre H,, quadratique, et d’un hamil-
tonien d’interaction Hj:

H(¢ps, ;) = Ho(¢s, ;) + Hi(¢s, 11;).

Si on considere par exemple le couplage invariant de jauge d’un champ scalaire
complexe de charge ¢ au champ du photon A, la densité lagrangienne s’écrit

= (Du0)'(D"¢) — m*¢'p, D, =0, —iqA,, (4.80)

en omettant le terme de propagation du photon —iFWF“”. Le photon sera
d’ailleurs considéré dans cette discussion comme un champ classique externe et
on ne s’intéressera qu’a la dynamique de ¢. L’impulsion conjuguée a ¢ est

IT = Dyo' = dyo' +iqAod’, (4.81)
et on obtient:
Hy — / dx [T+ Vol - Vo + m2elg)] -
H = : / &z [igAo(lg — TTT6T) — iqAi(¢ D — 610:0) + ¢ AiA; ¢Tg) - .
(4.82)

Avec l'expression (4.81) de I'impulsion conjuguée a ¢, il vient
= [ @2 [igAu(00,6" — 619,0) — A" 4,66 — P Ag Ao 0] -
et on remarque alors que
_ . / dx [~Lr — P AgAesTe] -, (4.83)

ou

L; = —igA"[$0,0" — 6'0,0] + ¢ A* A,¢ ¢ (4.84)
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est la densité lagrangienne d’interaction extraite de (4.80). Notez également que
H; n’est pas donné directement par

oL 0L
3 0 041 _
/dl’{aao(ba ¢+880¢T3¢ £1‘|7

puisque II n’est pas proportionnel & 9y¢! comme c’est le cas dans une théorie
libre ou sans interaction dérivative.

L’expansion perturbative d’une fonction de Green typique est

o0

(0T Gin (1) .. & (2n)exp [—i dt Hl(t)] 0)

(0|Texp [—i / O:O dt H,(;] 0)

qui ne semble pas invariante de Lorentz en présence d’interactions dérivatives.

Dans cette expression apparaissent uniquement des champs libres ¢;,, et pour
wmy

une théorie libre, 'impulsion conjuguée a ¢, est

i = o, (4.86)

au lieu de (4.81). L’hamiltonien d’interaction qui apparait dans (4.85) est exprimé
en termes des champs libres ¢;, et I1;,; il est donné par I'expression (4.82) dans
laquelle IT est remplacé par son expression libre (4.86):

¢m> in) — /d3 ['I ¢zna u¢zn> +q AOAO(/b Qsm} s (487>

le champ électromagnétique A, étant considéré comme classique; £; est de la
forme (4.84). Notez le changement de signe de 'interaction non covariante par
rapport a l'expression (4.83).

G(l’l,. .. ,(I}n> =

. (4.85)

Il existe une autre source de non-covariance apparente de l’expression (4.85)
lorsque la théorie contient des interactions dérivatives: il est nécessaire de définir
le produit chronologique non seulement pour des produits de champs ¢(x;) . ..
¢! (x;), mais également pour des produits comprenant des facteurs d,¢(x). L’ap-
plication du théoreme de Wick exige par exemple la valeur des expressions

(0|7[0,0(2)]9" (y)|0),
(0|7 (0,0 (2)][0,6' ()]]0),
qui ne sont pas nécessairement covariantes. Puisque
To()6'(y) = 0(2° — y°)o(2)0" (y) + 0(4° — 2°)o" (y) o (),

aiue(xo — %) = 0(z° = y")n0,
o To()o'(y) = T2 ()] (y) + 6(2° — y°)[(x), 6T ()]0

= T[32:¢(2)|¢ (y) + inud(z° — y°) A0, 7 — 7))

= T[3Z ()¢l (y),

il vient, avec
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le commutateur [¢(x), ¢'(y)] s’annulant lorsque x — y est de genre espace. Donc:

(0| (0, 0(x)] 0" (y)|0) = 38M<0|T¢( )6'(y)[0), (4.88)

qui est covariant. Par contre,
82H a(zuT (x)¢T<y) = 32 e ¢( )ng( )
T52:0() 5050 () — nuod (2° — ) [52(2), &' (y)].

L’expansion en modes de ¢(x) conduit a

52 ") [ 6(2). 61(w)] = ~i6(* — ) | Th K (e | iR
OxH (27m)3 2wy,
Dans la direction temporelle, ky = wy, et
0 Bk
0o _ 0\ Y t — o_,0 zk~(m—y):_~4 .
0(z" — )5 50(@) ¢! (y)] = —id(z" —y )/ 2n) ¢ i6"(z —y).

Dans les directions spatiales, i = 1, 2, 3, il vient

0 Bk koo P
0 — 0 T - —9 0 — 0 4 zk~(x—y) _7'k'(x_y) —
0@ =y) 5 (), ' (v)] = —i6(2" —y )/ T 2 {e te b =o0.

On peut donc écrire

6(z° — )5 0

Oz

(x),9"(y)] = —id* (x — y)nuo,

et finalement

(017[0.9(2)][0,6" (9)]|0) = a%u " (0T ()¢ (1)0) — inuorod” (v — 1), (4.89)

qui n’est pas covariant.

Pour étudier l'effet de ces termes non covariants, considérons la quantité
(O|T (1) . .. & (n)exp [ / dt Hy (1 ] (4.90)

qui apparait dans (4.85). Nous omettrons les indices in des champs libres. Le
probleme est de montrer que cette série de puissances de la constante de couplage
q est ordre par ordre invariante de Lorentz. L’ordre le plus bas, ¢°, est évidemment
invariant puisque la théorie est libre a cet ordre:

¢ (01Td(21) ... 6" (2,)[0).

Le terme d’ordre ¢' est:

¢ a [ dyOTo). .0 () A W)l) B o) £ 10).
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Il est covariant puisqu’il n’utilise ni la contraction (0|7°[0,4][0,¢']|0) ni la partie
non covariante de Hy, qui est d’ordre ¢

L’ordre ¢? est plus intéressant. La contribution de (4.90) & cet ordre s’écrit:

g : —ig? / d*y (O|T (1) ... ' ()
L0 (1) d(y)[Ao(y) Ao (y) — A*(y) Au(y)] : [0)
+;q2/d4y /d4z 0|T¢(xy) - .. (bT(:cn)
LA (Y)oy) D 61 (y) = AY(2)6(2) D, 61(2) 1 [0).

(4.91)
Sa partie apparemment non covariante est

I = —ig® / d'y (0|T¢(z1) ... ' (24)  Ao(y)Ao(y) o' (y)o(y) : 0)
—g? [ty [ at= (OT6(w1) ... 6! (2) A% (1) (4) A (:)6(2)]0)
x (01T (0,0(y)][0,6"(2)]]0),
d’apres le théoreme de Wick. En utilisant (4.89), cette expression devient
1= —ig? [ d'y OTo(e) ... ¢/ () : Asy) As(y)o (1)) : 0)

—¢* [y [ @'z 0T o(w) .. o' (2) A" ()6 (1) A* (2)6(2)|0)

00
Oyt 0zv

+ig? [y [z OITo() .. 61 (@,) A" ()0 (1) A°(2)(2)0"(y = 2)[0)

= —¢* [ d'y [ d'= 0T o(a) .. 6! () A ()6 () A" (2)6(2)|0)

00
Oyt 0z

(0|T(y)¢' (2)]0)

(0IT¢(y)¢'(2)]0),

qui est covariante. Nous avons donc montré que 'expression (4.90) est covariante
jusqu’a l'ordre ¢?. Le point crucial est que les contributions non covariantes
présentes dans ’hamiltonien (4.87) compensent exactement celles produites par
la contraction (4.89). A partir de cette observation, '’extension a tous les ordres en
g de la preuve de l'invariance de Lorentz est uniquement un probléme technique,
sans intérét particulier.

Puisque les effets des termes non covariants de Hy et (0|1[0,9](0,¢']|0) se
compensent dans les fonctions de Green, il est cohérent de ne retenir que les
contributions covariantes. Ceci revient a remplacer ’hamiltonien non covariant
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—/dgl’ﬁ[,

et a définir un produit chronologique covariant T qui vérifie

0ITp(x)et ()|0) = (0|Td(x)e!(y)|0),

par 'expression covariante

O] W)I0) = o (OT6()6 (1)]0), w92)
0T W0 = 5o 01766 ()0)

Il suffit alors d’écrire la fonction de Green (4.85) sous la forme
OF6(w1) ... ¢! (wn)exp |i [ d'y £1] 10)
G(Zlfl,...,l’n): N
(0|Texp {z [ty 10)

qui ne contient que des contributions explicitement invariantes de Lorentz.

, (4.93)

D’apres (4.92), les interactions dérivatives font apparaitre des dérivées de
propagateurs (0|T¢(x)¢!(y)|0) lorsqu’une fonction de Green est calculée en théo-
rie des perturbations a ’aide du théoreme de Wick. Pour le champ scalaire,

d*k e—ik(w—y)
(2m)* k2 — m? + ie

O[T 6(x)o! (y)]0) =i |
On aura donc:

(OIT [0, ()" ()|0) =

/ d4]€ [ k] e—ik(x—y)
! (2m)4 Pl e T e

. 4 e~ tk(z—y)
QT W0 = i [ 5 ik e

. 9 3 : d4k’ e—ik(w—y)

0|7 [0,6()] [y 0:@/—/@/@ )
(O17(8,6(2)] [0, (1)]0) oyt )

Ces expressions sont utiles a la dérivation des regles de Feynman des théories
avec interactions dérivatives. Nous avons formulé dans la section 1.5 la théorie
de jauge la plus générale compatible avec la cohérence de la théorie quantique.
Les interactions dérivatives y sont de deux types. Premierement, l'interaction
trilinéaire des champs de jauge, dont 'interaction a trois gluons [le premier terme
de l'expression (4.68)] est un exemple:

Lr=—gfPPF(9,AP)AFF AT, (4.94)

Deuxiemement, l'interaction champs scalaires—champs de jauge contenue par
exemple dans la densité lagrangienne (4.80) et due a la dérivée covariante du
champ scalaire:

Ly =igALNTM); [ol(0")) — (9"a])e] . (4.95)
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Les regles de Feynman pour ces interactions sont obtenues en paraphrasant le
paragraphe 3.3.3, mais avec le produit chronologique T. Nous allons les établir
en espace des impulsions en prenant la transformée de Fourier de 'expression
(4.93), c’est-a-dire en considérant la fonction de Green

G(pl, ey Pn) = /d4x1 .../d4:17n exp (—i me) G(z1,. .., Ty).
k=1

Comme dans le chapitre :;15 cette convention revient a considérer les impulsions
)
Pk comme entrantes.

Interaction de jauge trilinéaire (4.94)

En espace des impulsions, la contribution d’une interaction (4.94) & une fonction
de Green é(pl, ...,Pn) combine six termes correspondant aux six contractions
possibles des trois champs de jauge de £; avec trois champs de jauge internes ou
externes donnés. Pour définir les variables, supposons que les contractions ont
lieu avec trois champs de jauge Aﬁ, AB et AE, dont les impulsions entrant au
vertex sont respectivement ki, ko et k3. On veut calculer

TABC (3 1wy, 5) = (0T AN (1) AB (25) AC (3) : i / dy Ly |0)

pvp
d4]€1 d4k2 d4]{?3 iky 21 +ikozo+ikszs TABC
:/(2ﬂ)4/(2ﬂ)4/(2w)46 B P Ny

en espace des impulsions. D’apres le théoreme de Wick,
]l‘j‘ygc(]{]l, kz, ]{?3) = —Z3Gg<1{?1)G€(k’2)Gz<k3)(271')454(]{?1 + k’g + kg)
g f AP apk — K1)y + 15y (ks — ka)a + Nar (k1 — k3)s] 4

ou G W(/{:)(SAB est le propagateur du champ de jauge en espace des impulsions. En
tronquant la contribution des trois propagateurs des champs de jauge externes,
3G (k1)GY(k2) G (ks), on obtient la régle de Feynman

gf P 2m) 6  (ky + ka + ks) [ag(kr — ka)y + 1y (K2 — k3)a + Nay (ks — k1)g]
(4.96)

pour le vertex:

ozAk1

'

S5 AN

3Bk ~Ck

2

15Equations (3.29) ou (3.82), par exemple.
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Interaction scalaire dérivative (4.95)

L’interaction (4.95) met en jeu trois champs différents ¢/, qu et A;‘. La regle de
Feynman s’obtient en calculant

<0|T¢Z<331)¢T($2 AA (z3) /d4y£1 :

d4 ! d4
_/ / /(27‘(‘) ezpacl ip’xatigrs IZ (p p q)

Chaque terme de £; ne produit qu'une contraction et il vient facilement

(0.1, q) = PGi(p)GE) Gl () (27)'6(p — ¥/ + @) [—ig(T)] (0 + )"
On appliquera donc la regle de Feynman
~ig(T)i(p+ 1) (2m)'6 (0 — 1/ + q) (4.97)
au vertex représenté par la figure suivante:

vAg

/ \\ ,
p 7 p
/( \
/7 \

4.4 Champs massifs de spin un

Dans le chapitre 2, nous avons quantifié le champ de jauge libre de masse nulle.
Les interactions faibles font cependant intervenir des bosons massifs de spin 1,
W= et Z°, dont la quantification est considérablement plus subtile.

L’invariance de jauge impose l’absence de masse des champs de jauge et
détermine la structure des interactions. Dans le cas de la force faible, il apparait
que les interactions entre fermions et W+ ou Z° sont correctement décrites & par-
tir d’une invariance de jauge'®, mais que la théorie doit posséder un mécanisme
brisant cette invariance et générant les masses des bosons de jauge. A premiere
vue, il y a au moins deux possibilités. La premiere consiste a simplement ajouter
a la densité lagrangienne un terme de masse non invariant pour les bosons de

16Te groupe de jauge est SU(2) x U(1); il contient le groupe de jauge U(1) de I’élec-
tromagnétisme et I'un des bosons de jauge est donc le photon.
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jauge. Il s’agit d’une brisure explicite de la symétrie de jauge. Il s’avere cepen-
dant que cette procédure conduit a des théories quantiques incohérentes (non
renormalisables) en présence d’interactions. Elle est donc inacceptable dans le
cadre de la théorie des champs. Mais elle est utile en tant qu’approximation
puisqu’elle permet d’évaluer certains processus importants a l'ordre le plus bas
de la théorie des perturbations et dans un domaine cinématique restreint. C’est
dans cet esprit que nous la considérons ici.

La seconde méthode, qui est compatible avec la quantification de la théorie de
champs, brise spontanément la symétrie de jauge a I'aide de champs scalaires: elle
est décrite dans le chapitre 7. C’est la méthode utilisée dans le Modele standard
pour générer les masses des bosons de jauge faibles.

Nous allons donc quantifier un champ vectoriel A,(x) dont la densité lagran-
gienne est la suivante:

1 1
,C — —ZF#VFMV + §M2AuAu, F#z/ - a,u,AV - 8VA}L' (498)

Le second terme brise 'invariance du premier sous les transformations de jauge
A, — A, + 9,A. L'équation d'Euler-Lagrange est 1’équation de Proca,

OA* — O1O¥ A, + M*A* =0, (4.99)
déja examinée dans le chapitre 2'7. En prenant sa divergence, il vient
9, A" = 0. (4.100)

Cette condition élimine la composante de spin zéro du champ vectoriel massif'®.
L’équation du mouvement (4.99) est donc équivalente &

(O+M*A* =0 et  9"A4,=0, (4.101)

et le champ A* est une solution de 1’équation de Klein-Gordon de masse M,
vérifiant la condition de transversalité (4.100). L’expansion en ondes planes s’écrit

Au(r) = / (27332%2 [0 (k) (k)e ™ + a®T(k)el (k)e'™], (4.102)

avec k% = M? et wi = \/ M2 + k2. La condition (4.100) conduit &
kel (k) = 0, (4.103)

qui indique que le champ A, possede trois polarisations transverses, qui corres-
pondent aux trois états d’'un champ massif de spin 1. L’indice x dans I’expansion
(4.102) prend donc trois valeurs, k = 1,2, 3.

17Section 2.4.
18Paragraphe 1.3.5.
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Les trois vecteurs de polarisation linéairement indépendants e/(f) peuvent étre

normalisés de la maniere suivante. Puisque k“eg“) =0 et k2 = M?, ils sont de
genre espace et on peut choisir

el (k)e (k) = —o6m". (4.104)
Ensuite, le tenseur t,, = Y2, eff)(k;)ef)(k;) est symétrique et les conditions

(4.100) et (4.104) impliquent
kPt = k't =0, €S (R)t,, = —e (k).

Par conséquent,
SR ok,
> 060 = — s~ %) (4.10%

Dans un référentiej ou 'impulsion de la particule de spin un est dirigée selon I’axe
23, k = (W, 0,0, |k]), un choix de vecteurs de polarisation vérifiant les conditions
(4.103), (4.104) et (4.105) est

e = (0,1,0,0),
€ = (0,0,1,0), (4.106)
e® = L(|k],0,0, E).

3)

€M et €M) correspondent aux polarisations transverses a k, € & la polarisation

longitudinale.

La quantification canonique de la densité lagrangienne (4.98) ne pose pas de
probleme particulier. La méthode utilisée dans le chapitre 2 s’applique directe-
ment. Les opérateurs o (k) et a™T(k) détruisent ou créent une particule de
polarisation x et impulsion k. Ils vérifient donc:

[a®) (), a")i(q)] = 2wy (2m)30% 83 (k — @),

[a® (k),a®)(q)] = 0. o

Ces résultats sont identiques aux relations de commutations (2.115) des opéra-
teurs de création et d’annihilation du champ de jauge.

Le propagateur du champ vectoriel massif est solution de I’équation de la
fonction de Green

(O + M) = 00| Gl — y) = 846" (x — ). (4.108)
En passant a la transformée de Fourier,

d4k —ik(z—y) A
Guv(z —y) :/(27T)4€ . y)Guu(k>> (4.109)
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il vient

(=K + M2 + kK| G (k) = oL,
dont la solution est, lorsque k2 # M?,

- 1 kuk,
Goulh) =~y o i |

Le traitement causal du pole en k? = M? conduit & la substitution M? — M? —ie
dans le dénominateur singulier, si bien que finalement

'k, 1 ok
R e I A7 4.11
Gz =) / (2m)t € k2 — M2 + ie l”“” M2 ] (4.110)

Comme dans le cas du champ de jauge sans masse, on aura
OIT A (2) A (1)10) = i G (& — y). (4.111)

Dans un diagramme de Feynman en espace des impulsions, on associe a chaque
ligne interne du champ vectoriel massif un facteur

i ki,
S S - , 4112
k2 — M2+ ie (”" M2> (4.112)

qui est la transformée de Fourier iG,,, (k) de la contraction (0|T A, (x)A,(y)|0).

Il est important de remarquer que pour les valeurs de I'impulsion k, grandes
par rapport a M, le propagateur éW(l{) se comporte comme k,k,/k*. Ce com-
portement asymptotique est différent de celui des propagateurs fermioniques,
scalaires ou de jauge qui s’annulent comme 1/k ou 1/k* dans la méme limite.
Cette anomalie est I'une des origines des incohérences rencontrées lorsqu’on es-
saie de quantifier une théorie de champs en interaction a partir de la densité
lagrangienne (4.98).

Le propagateur (4.110) est cependant utilisable pour obtenir une approxima-
tion d'un processus a l'ordre le plus bas de la théorie des perturbations et dans
le domaine cinématique o k% est faible relativement & M?2. Le terme dominant
du propagateur est alors M 2. C’est par exemple le cas de la désintégration 3
de particules telles que le neutron, les quarks autres que le top, les leptons p et
7, ainsi qu’en général les désintégrations nucléaires faibles. La restriction sur A2
exclut I'usage de (4.110) dans la boucle d'un diagramme de Feynman: dans ce
cas, 'impulsion sur la boucle n’est pas contrainte par la conservation d’impulsion,
on doit intégrer sur toutes ses valeurs et la restriction cinématique sur k? ne peut
étre imposée.
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4.5 L’interaction faible des fermions

Dans une théorie de jauge, I'interaction fermions—champs de jauge est toujours
de la forme

Lr=>3 g AL,
A
avec un courant fermionique
J = (TS il + (T ry" ¢sl
1 ANT ANT | T J 1 ANT AT 7 (4113)
B [<T€ )y + (T >J] Py + 3 [(Tz )y — (T )J} sy

Pour une interaction invariante de parité, T/ = T4 = T4 et le courant axial
Y y*y5¢7 nintervient pas. Clest le cas de 1'électromagnétisme (g4 = e, (T4)] =
Q10%) ou de la chromodynamique quantique (g4 = g,, T4 = T§' = %)\A) qui ont
été discutés plus haut.

L’interaction entre quarks ou leptons et bosons de jauge faibles W+ ou Z°,
telle que contenue dans le Modele standard, est donc nécessairement de la forme

1 ._ 1 . )
Lwz = ﬁgW:] “+ﬁgWu i+ 92,5, (4.114)

avec des facteurs 2 qui sont conventionnels. Elle contient une constante de
couplage universelle g, la constante de jauge faible,

—1/2

g = 2[V2Gr)z My ~ 65,

Gr ~ 1.166-107° GeV~? étant la constante de Fermi. Comme Ly 7 est hermitique
et W, = (WJ ",

Jtr= G
Le courant jf, qui est couplé au W porte une charge électrique +1:
+1 + 4y +
[Q?Wu] _:FEWN7 [Qv],u,] _:Feju'

Les termes correspondants dans Ly, z sont les interactions a courant chargé.
Par contre 'interaction Z°-fermions est a courant neutre, sans charge électrique
échangée. Les trois courants faibles sont évidemment invariants sous les trans-
formations du groupe de la couleur. On pourra donc écrire

4,—,0 _ +,—,0 +,—.0
j: o ](had)H + ](lept.);u (4115)
en séparant les contributions hadroniques (had.) et leptoniques (lept.).

La forme des courants chargés découle des informations suivantes:

i. Seuls les fermions de Weyl gauche 1! participent & l'interaction faible &
courant chargé. Autrement dit, (7)) = 0.
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ii. Le courant hadronique chargé contient tous les termes permis par la con-
servation de la charge et de la couleur.

iii. Le courant leptonique chargé conserve les nombres leptoniques de chaque
génération (nombres leptoniques électronique, muonique, du tau'?).

iv. La constante de couplage est universelle, aux angles de mélange entre
générations pres.

Ces informations sont expérimentales, sauf la troisieme qui est une conséquence de
I’absence de masse des neutrinos dans la version minimale du Modele standard.
En utilisant la notation des champs des quarks et leptons introduite dans les
expressions (4.73), les courants chargés s’écrivent donc?’:

3 3
: —(a) o) 1 &= a
j(+lept.),u = Z ¢EL%¢§V)L = ) Z Vi %(1 + 75)%(\{)7

a=1 a=1

3 3 3 3
: ab [7(@) biy _ 1 ab [7(@) b)i
J(J;md.)# = Z ZV ’ [¢DiL’7u¢I(J)L] ) Z ZV ’ [V pivu(1 +75)¢[(J) J-
ap=1i=1 ap=1i=1
(4.116)
Les nombres V% forment la matrice unitaire de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa.
Elle dépend de trois angles de mélange entre générations et d’une phase complexe,
qui viole C'P. On en déduit les regles de Feynman suivantes:

%(ga) wg)
W, W W,
(b)
vy vy,
%7#(1 + ’75) Qi—\%vab'}/u(l + '75)

Puisque W = (W, )T, un W~ entrant au vertex est équivalent & un W+ qui
en sort. Et l'effet sur les regles de Feynman d’un renversement des orientations
des trois lignes est uniquement de conjuguer ’élément de matrice de Cabibbo-

Kobayashi-Maskawa: V% — (Va)*,

La forme du courant neutre est plus compliquée. Sa caractéristique la plus
importante est que l'interaction faible a courant neutre conserve la saveur des

9Par exemple, le nombre leptonique électronique vaut 1 pour Iélectron et le neutrino
électronique v., —1 pour leurs antiparticules et 0 pour tous les autres quarks et leptons.

20Nous supposons qu'il existe trois générations de quarks et leptons. S’il en existait Ny, on
sommerait sur a,b=1,..., N,.
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quarks: il n’y a pas de “flavour changing neutral currents’” (FCNC). On obtient
dans le Modele standard:

. 1 3 a a
ept ) cos Oy Z [CELQ/) %ﬂﬂ( - CER¢ER%¢( b+ ¢NL Vi NL} ;
o @ @ @) (@i
j?had.),u = > {CDL%%L%WDL + CorY pir V¥R
cos GW et

+CUL¢U1L’YMZ’UL + CUR¢U1R7M¢(G)Z]

(4.117)
Cette expression dépend de 'angle de Weinberg 0y,. Les différentes constantes
sont:

Cpr = —3+sinby, Cpr = sin’fy,
Cpr = —% + % sin? Ow, Cpr = % sin® Ow, (4.118)
CUL = % — %Siﬂ2 Qw, CUR = —%SinQ HW

Les regles de Feynman des interactions décrites par les expressions (4.114—
4.118) peuvent étre déduites de la prescription suivante. A 'interaction

Vi [Cobrrmti + Crbrrvuth) B

on associe le vertex

S~

Sa regle de Feynman est

. 7
V] [CoyuPr + CryuPrla = QVJI [(CL+Cr)(Vu)ab + (CrL — Cr) (Va5 ab)-
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Exercices

4.1

4.2

4.3

Ecrire la densité lagrangienne de la théorie de jauge suivante:

— groupe de jauge U(1) avec champ de jauge A,
— un champ spinoriel de chiralité gauche 1, et de charge @,
— un champ spinoriel de chiralité droite A\r et de charge Qg,
— un champ scalaire complexe de charge q.
Déterminer les conditions sur les charges qui permettent un terme de masse

des champs spinoriels ou 'existence d’interactions de Yukawa. Déterminer
toutes les regles de Feynman.

Répéter I'exercice précédent en demandant de plus que 1y, et Ar forment
un spineur de Majorana. L’équation (4.24) est alors valable sous la forme
Ar = ()¢ Indiquer la condition sur @y et Qg que cette égalité implique.

Construire la densité lagrangienne de la théorie de jauge du groupe SU(2)
dans les deux cas suivants:

— un doublet réel de champs scalaires ¢ = ( 221 ) = of;
2

— un doublet complexe de champs scalaires ¢ = ( zl ) £ ¢
2

Un doublet se transforme dans la représentation bidimensionnelle 2 de
SU(2),

.3 -3
1 i
dp = — Z atoy, 0op == Z oA,
210 210
ol o4 désigne les trois matrices de Pauli et o les parametres de la trans-

formation infinitésimale. Les générateurs de SU(2) pour la représentation
2 sont dont T4 = o4 /2.



Chapitre 5

Applications

Ce chapitre est consacré a I’étude de quelques applications du formalisme pertur-
batif développé dans les chapitres précédents. L’objectif est a la fois de concrétiser
les développements théoriques des premiers chapitres et d’introduire quelques
concepts ou méthodes caractéristiques de la physique des particules. Les proces-
sus suivants seront successivement discutés:

e L’annihilation électron-positon (sect. 5.1): présentation détaillée d'un cal-
cul simple de section efficace.

e La diffusion Compton, un exemple classique de processus électromagné-
tique mettant en évidence 'invariance de jauge d’un élément de matrice S
impliquant des photons (sect. 5.2). La variante de la diffusion quark—gluon
montre que la symétrie de jauge non abélienne requiert 'interaction a trois
champs de jauge.

e Désintégrations du W=+ et du Z° (sect. 5.3). Un exemple simple de désinté-
gration en deux particules.

e Désintégration du muon (sect. 5.4), qui utilise le propagateur du champ
massif de spin un et illustre le lien entre le Modele standard et la théorie de
Fermi de l'interaction faible. Calcul d’espace de phase de trois particules.

e La diffusion profondément inélastique et le modele des partons (sect. 5.5):
une excursion vers la description des hadrons en termes de quarks et glu-
ons dans le domaine des processus a grands transferts d’impulsion (“hard
processes”). Facteurs de forme et fonctions de structure.

e La désintégration en deux photons du boson de Higgs (sect. 5.6), un pro-
cessus absent de I'ordre perturbatif le plus bas mais généré a 'ordre des
diagrammes a une boucle. Introduction de la notion de densité lagrangien-
ne effective.

183
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5.1 Annihilation électron—positon

Nous allons calculer la section efficace du processus :

ete” —— fermion — antifermion,

ou le fermion de I’état final n’est pas un électron. Les particularités du processus
ete” — eTe (diffusion de Bhabha) seront évoquées plus loin. L’équation (3.99)
donne l'expression de la section efficace différentielle en fonction de I'amplitude
M = (ky, ko, in|iT|p1, p2, in), qui est 'élément de matrice S réduit du processus.
Nous allons calculer cette amplitude a l'ordre le plus bas de son développement
perturbatif en puissances de la constante de couplage électromagnétique e. La
premiere contribution apparait a lordre e2. A cet ordre, la fonction de Green
et I’élément de matrice S sont donnés par la contribution du diagramme unique
de la figure 5.1, ou F est un fermion de masse M et de charge e() autre qu’'un
électron. Les lignes fermioniques sont orientées selon le sens du flot de charge de
la particule: un positon d’impulsion py dans I’état initial correspond a une ligne
sortant du diagramme portant une impulsion —py dans le sens de la ligne.

Fig. 5.1 Annihilation ete™: diagramme d’ordre ¢?

Bien que nous soyions avant tout intéressés au calcul de I’élément de matrice
S, nous allons premierement donner 1’expression de la fonction de Green a l'ordre
e2. Les régles de Feynman pour les fonctions de Green conduisent & 1’expression
suivante:

G(p1,pa, k1, ko) = (27r)454(p1 +po— k1 — ko)
i3 —[52+m . M
! p%—mz—kz'e( ")
53 }él_i_M v _}62+M
! k%—]\42—l—ie(ley )kg—M2—l—ie
—1 ( 1 — X (p1+p2)ulpr +P2)u)
% .

]351+m
p? — m?2 + ie

(p1+ p2)? + e A (prFpe)? e
(5.1)
Lors de I’écriture de G, il faut prendre garde a ordonner correctement le produit
de matrices correspondant a chaque ligne fermionique. Les regles de Feynman
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indiquent que 'ordre correct des facteurs est obtenu en commencant par la fin de
chaque ligne et en la remontant dans le sens inverse de son orientation.

L’élément de matrice réduit 7 = (ky, ko, in|i7 |p1, p2, in) est obtenu & partir de
la fonction de Green dans 'espace des impulsions en remplacant les propagateurs
externes par les fonctions d’onde des spineurs. D’apres la formule de réduction,
il faut effectuer dans (5.1) les substitutions suivantes: pour I’état initial,

151+m

e ———— — w1 (py) (électron entrant),
pg_—pfn—;— —Tie 7(22) (py) (positon entrant),
et pour I'état final,
Zk% ]fl]\—;;\f_ - ﬂﬁf“(kl) (fermion F sortant),
i k'%_—k?\; i\ie U}@) (ko) (antifermion F sortant).

a; = 1,2 et B; = 1,2 sont les polarisations des quatre particules dans le processus
et I'indice F' indique un spineur du fermion F’ de masse M. L’élément de matrice
réduit 7 s’écrit donc:

M = <k17k27in|i7 |p17p272.n>
= —iQe? [0 (py)yu®) (py)] [w (K )y vl (k)]

' 1 77 L =X (p1+p2)u(p1 +p2)y
(p1 + p2)? +ie \ " A (p1 + p2)? + ic '

(5.2)

Les expressions (5.1) et (5.2) dépendent apparemment du choix de la jauge, par
I'intermédiaire du terme du propagateur photonique contenant le parametre \.
La fonction de Green, qui n’est pas une grandeur physique dépend clairement
du choix de la jauge. Mais I’élément de matrice S, qui est une amplitude de
probabilité et donc une quantité significative, ne dépend pas de A: le terme en
cause s’annule en utilisant I’équation de Dirac, dont les spineurs u(® (p) et v (k)
sont des solutions. En effet,

[T ()" ul D ()] (01 + p2)u = T (02)(Fo +m + 1y —m)u'™ (py)

= 0,

et le terme dépendant de A du propagateur du photon ne contribue pas a M: en
général, tout élément de matrice S est invariant de jauge et donc indépendant de
A. Notez qu’il aurait été plus simple d’utiliser directement la jauge de Feynman
A =1 dans laquelle ce terme est directement absent.
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Dans l'amplitude M, on doit prendre la limite ¢ — 0. Comme la quantité
(p1+ p2)? = s, qui correspond au carré de I'énergie dans le centre de masse, n’est
jamais nulle, la limite est triviale et on peut écrire:

= —iQe”s™ [0 (pa)y "D (py) | [a (k) v (R2)] . (5.3)

qui est l'expression finale de I’élément de matrice réduit (ky, ks, in|it|p1, p2, in).

Il s’agit ensuite de calculer le carré de 'amplitude. Pour évaluer la section
efficace de diffusion d’un état initial non polarisé, il faut également prendre la
moyenne sur les états de polarisation de 1’électron et du positon: chaque polari-
sation apparalt dans l’état initial avec la méme probabilité. Ensuite, si 'on ne
s'intéresse pas a détecter les polarisations des particules de I’état final, il faut
sommer sur celles-ci. La section efficace non polarisée sera donc obtenue a partir
de

1
1 X |M|2_ > M
a1,a2,681,02=1,2 Polar
On remarque tout d’abord que
o 2)(1?2)7“U‘ ”(m)} @) (pr)y v (py)|

|
_[ﬂ%ﬁl)( [ ﬁ2) ’VVUF (klﬂ
= Q2 4TI‘{[ (a2) (Oé2) } [ Oél) (a1)(p1)} ’YV}
(ko)

-Tr{[u( [ (52) (ko)v )(kQ)] %}‘

kl %L }

Ensuite,

Q2 4 Tr{ [Z v (o) p2) (a2 )(p2>},yli [az u(a1)<p1)ﬂ(a1)<p1)},yu}

{[Z ai?) (kg™ () | [Z o (oo (k)] ).

1 Z (M=

Polar

Les sommes sur les polarisations ont été évaluées dans le chapitre 11

2m

S u® (k)a® (k) = ]é+m, Z“ )o@ (k _k-—m

"Equations (1.144).
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En conséquence, il vient?

Ly M = Ly - myy (s +m

Polar 452 16m2M2
Tr[(K; + M)'Yu(k2 — M), (5.4)
A L k) (paks) + 2pika) (pok
2 16m2M2[ (p1k1) (paka) + 2(p1k2) (p2k1)

+2M?(pyp2) + 2m? (kaka) + 4m2M?).

Cette expression peut étre exprimée en fonction des variables de Mandelstam s,
t et u, a I'aide des relations cinématiques suivantes:

pip2 = 15 —m?, hyky = Ls — M2,
Pk = poky = =gt g(m?+ M), (5.5)
Pk = ph = —jut jmt 4 AP,
11 vient alors:
2 4
) _ Q% 1 [1 2 2 2 2 2 2 2}
- 1, ) e y
P%a;r |M| 82 16m2M2 2( tu )_I_ S(m + ) (m + ) )
ou encore:
4Q264 1
2 ) ) , )
_P%;r M = =5 [200k)” - 20pike)” + s(m® + M) (5.6)

Comme cette quantité est invariante de Lorentz, elle peut étre calculée dans
n’importe quel référentiel. Il est naturel de choisir celui du centre de masse dans
lequel:

Po= —Po, o= = Vs/2,
ki = —ko, B o= K = /s5/2
. . 3
ainsi que’:
s . - s -
pllﬁ:i—Pl'k’l, P1k‘2=1+p1'kfl7
4M2 4m?
|l€1| = \/_ ) |p1| = \é_ —_
s s

En introduisant Pangle 6 entre p, et &y, I'expression (5.6) devient:

1 24+ M? Am? AM?
_Z’MP Q24 M2l1+4L+(1_£)(1_

Polar § s s

) cos? e] .
(5.7)

2Les résultats des traces sont donnés dans I’appendice A.
3Clairement, I’énergie dans le centre de masse /s est supérieure & 2M et 2m pour que le
processus existe.
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Cette expression ne dépend que de la direction de I'impulsion l;l, par I'intermé-
diaire de la variable 6.

L’expression (5.6) contient ’ensemble de l'information sur la dynamique du
processus. Dans la section 3.4, nous avons établi la formule de la section efficace
différentielle di‘)’s 5 en fonction de I'élément de matrice S, dans le référentiel du
centre de masse:

do 1 |E1’ 2x 2y L 2
dcost 327s !271‘( om ) 4 P%a;r M
: 5.8
Q%02 k| m? + M? 4m? 4M? o
25 |pi $ 5 5

Le facteur 16m?M? rend compte de la présence de quatre fermions dans le pro-
cessus et la constante de structure fine

e? 1

caractérise 'intensité de 'interaction électromagnétique.

Pour obtenir la section efficace totale, il suffit d’intégrer sur la variable —1 <
cosf < 1:

2.2 /1 —4M?2/s 2 2 22
an 2// [1 4_2% —|—4m32 . (5.10)
\/1—4m?/s

Le facteur [1 — 4M?/s]'/? contréle le comportement de la section efficace au
voisinage du seuil de production de la paire fermion—antifermion. La section
efficace serait a 1'évidence nulle pour 2m < /s < 2M.

4
o = =7
3

La masse de I'électron m ~ .5 MeV est en treés bonne approximation négli-
geable par rapport a la masse de n'importe quel autre fermion: M > m, ~ 106
MeV, la masse du muon. En négligeant 2m face a /s > 2M, les sections efficaces
deviennent:

do TQ?*a? 4M[? M? AN )
= 1-— 1+4— 1 - 6
d cos 0 2s s l + s * ) cos™ ],
(5.11)
4 0202 AM2 M2
o 4 Qa7 ) [1 n 2—] .
3 S S S

Ces formules approximatives sont applicables a la production de paires lep-
toniques "~ ou 7H77, mais aussi pour des paires de quarks s, ¢, b, qui con-
duisent & des états finals hadroniques®. Lorsque 1'énergie dans le centre de masse

4Le fait que chaque saveur de quark peut étre produite en trois couleurs ajoute un facteur
3 a la section efficace.
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Fig. 5.3 Annihilation e*e~ hadronique

est trés supérieure au seuil de production, /s >> 2M, elles deviennent,

do 1 Q%2 9 4 Q%?
Teosd =37 % [1+ cos® 4], o 37r p (5.12)

La section efficace décroit comme s~! dans la limite de haute énergie dans le
centre de masse.

Il est cependant illusoire d’utiliser ces résultats pour des valeurs de /s supé-
rieures & ~ 40 GeV: I'annihilation e*e™ y est dominée par la contribution du Z°,
par l'intermédiaire du diagramme de la figure 5.2.

La section efficace (5.11) appliquée a

efe” —— quark — antiquark

peut étre utilisée pour évaluer celle du processus inclusif

ete” ——  hadrons.

Dans le modele des partons, un processus élémentaire produisant un ou plusieurs
quarks ou antiquarks mene avec probabilité unité a un état final comprenant des
hadrons (fig. 5.3). La section efficace o(eTe~ — hadrons) se calcule alors en
additionnant celles des processus ete™ — ¢g pour toutes les saveurs de quarks
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g permises par ’énergie dans le centre de masse /s:

o(efe” — hadrons) = > o(efe” — ¢7;)
quarks g;
(5.13)
4 o? 4M? 2M?
= —1—3 PR E— i | :
3" s ung’ s <+ s )’

la somme portant sur les quarks dont la masse M; vérifie 2M; < /s. Le
facteur 3 vient du fait que les quarks existent en trois couleurs: linteraction
électromagnétique n’étant pas sensible a la charge de couleur, chaque couleur
de quark est un état final possible du processus, avec la méme probabilité. La
conservation de la couleur par l'interaction électromagnétique implique cepen-
dant que I’état final est un singlet de SU(3). La couleur de I'antiquark est donc
completement déterminée par celle du quark de I’état final®.

Il est d’usage de normaliser o(ete™ — hadrons) en la rapportant a

Ao
+ - +,-) —
¢ ) = o

ole

pour /s > 2m,. On considere alors

o(ete” — hadrons

) 3 > QA1 —4M?/s (1+2M}/s).

u,d,s,...

Rls)= oete” — ptp)

Pour /s suffisamment éloigné du seuil de production, /s > 2M;, la contribution
de chaque saveur de quark est simplement 3Q?.

Fig. 5.4 Diffusion élastique eTe™: diagramme d’échange

Finalement, il faut remarquer que le calcul présenté dans cette section n’est
pas valable pour le processus

+

ete” — et

-
(diffusion de Bhabha). L’amplitude de probabilité est en effet obtenue en ajoutant
a la contribution du diagramme d’annihilation de la figure 5.1 celle du diagramme
d’échange de la figure 5.4.

°Section 4.2, équation (4.76). On a donc un facteur 3 pour la couleur du quark, sans facteur
supplémentaire pour celle de I’antiquark.
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5.2 Diffusion Compton

Il s’agit du processus électromagnétique ve~ — ve~, dont 'étude a permis de
mettre en évidence le caractére corpusculaire du photon (Compton, 1923). Par
extension, il s’agit aussi de la diffusion fermion—champ de jauge, dans une théorie
non abélienne telle que la chromodynamique quantique.

5.2.1 Diffusion électron—photon

Les variables cinématiques du processus sont définies dans la figure 5.5, avec
ki +pi = k¢ + py.

Les quadrivecteurs ¢; et ef décrivent les polarisations transverses des photons.
Nous les avons définies au moyen des conditions invariantes de Lorentz°

€k = €fky = en = en =0,

le quadrivecteur n donnant “I’axe du temps”: n? = 1, n® > 0. Il va étre judicieux

de choisir )
n=—p;, (m = masse de I'électron).
m

Dans ce cas,

€ipi = €fpi = 0, (5.14)
un choix qui simplifiera les calculs. Dans le référentiel du laboratoire, p;, =
(m, 6), il vient ¢; f = (0, €,¢), les vecteurs de polarisation n’ont pas de composante
temporelle, et € 5 - /;;)Z-’f = 0.

Fig. 5.5 Diffusion Compton: cinématique

A Tordre le plus bas de l'interaction électromagnétique, deux diagrammes de
Feynman contribuent a 'amplitude de probabilité de transition (fig. 5.6). Ils
different par I'inversion de 'ordre des interactions le long de la ligne fermionique.
Comme L; est un invariant de Lorentz contenant le produit de deux champs

SChapitre 2, équations (2.105-2.109). Nous omettrons ici la dépendance en k de ces vecteurs.
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k€ k.

; PEr €. k€

7€

_|_
Py Py Py Py

Fig. 5.6 Diffusion Compton: diagrammes d’ordre e?

spinoriels, le signe relatif des deux contributions est positif. D’apres les regles de
Feynman, I’élément de matrice réduit s’écrit

M = <kf7€f7pfvln|l7—‘kl7627plazn>
— (_i2(8) pi+ Ki+m .
pi— Kpt+m a
+ 4 ! £ u(py).

(pi — kyp)? —m? +ie
Les lignes fermioniques internes sont hors de la couche de masse:
(ki +pi)?—=m?> = 2pki # 0,
(kf —pi)> —m* = —2pik; # 0,

et on peut directement poser e = 0 dans les dénominateurs. L’amplitude (5.15)
est invariante sous la symétrie de croisement

(€, ki) « (€r, —kyp), (5.16)
qui échange les photons des états initial et final.
L’expression (5.15) est de la forme
M =¢€lerA,,.

Nous avons vu dans la section 2.4 qu’ajouter une composante longitudinale aux
polarisations des champs de jauge,

€i,f — €i,f + )\k’@f, (517)

correspond a effectuer une transformation de jauge qui doit laisser la physique
inchangée. Le tenseur A, doit donc vérifier

kA =0 = kYA, (5.18)
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Pour vérifier par exemple que k]’ A, s’annule, il suffit d’observer que
(Ko + B, +m) fu (o) = (F; + pi +m) (K + B — m)u (py)
= [(ki +pi)?> = m?ul® (p),
U(ﬁ)(pf)ki(iéi — kp+m) = U(/B)(Pf)(}éi — Py +m)(p; — Ky +m)
= —upg)(# = Ky —m)(f; — Ky +m)
= —a?(py)[(ps — ks)* — m?],
d’apres 1’équation de Dirac et la conservation d’énergie-impulsion.

Nous allons calculer la section efficace différentielle pour des polarisations ¢; et
¢ des photons fixées. Pour cela, il faut calculer le carré du module de I'amplitude
M, sommer sur la polarisation ( de I’électron sortant et prendre la moyenne sur
la polarisation « de 1’électron initial:

2 2
LSy meE =2t S @@ o) Mu® o))[@® ) @ ()], (5.19)
2 a,B=1 2 a,B=1
avec
. Ki+ 0 +m pi— Ky tm
M= 4 (ki + p;)? — m? fit A (pi — kg)?2 —m? G 5.20
: Fi+ B +m Iéi_kfﬂLm (5:20)

M = "M’ =
My %Z<ki‘|‘pz’>2_m2

On peut également écrire:
L g 2_ L @ (1) 7 ®) (@ (V7@ ()| FT
5 > IMP= e Tr{[zu ()7 (pp)| M |3 u® (pi)a <pz->]M}.
a,f=1 B

Un spineur u® (p) vérifie [éq. (1.144)]

_ptm
 929m

i ul (p)a' (p)

a=1

Y

et donc

1 & 9 et _
5%21 MP =T (Z;+m)M (g +m)M|.

Avec le choix de polarisations (5.14), il vient
g+ Ki+m)d = —4i4i(0 + ki —m),
gl — kp+m)dy = —4idi(B— Ky —m),
et, puisque (p; —m)(¢; +m) = p; —m?* =0,

(4 +m)M.
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En répétant la méme opération pour M, on obtient finalement:

1 &2 9 et etk Lifi Ky
_ — T i i
2 a,@Z:1 M 32m?2 : l<pf +m) ( pik; * piky
’ (5.21)
Kbty kffzfﬁc»)]
(ﬁ ) ( pik; pikf
Un calcul de trace sans intérét particulier conduit a
J— et pik pik;
- MQZ—l4Ei€2—2+Zf+ 1, 5.22
3 2 MP = o |ae 24 D4 B (5.22)

qui est 'expression a insérer dans la formule générale de la section efficace (3.99):

1 13
(4m*)= > |M|*dLips

do
4(145129@) 2 a,6=1

(5.23)

64

pikf pﬂ%‘} .
= Aeer)? — 24+ 2L+ dLips.
4(7<?ipi) l ( f) pik; pik’f

Notez que le facteur 4m? dans la formule de section efficace, qui est di a la
présence de deux électrons dans le processus, compense le dénominateur obtenu
lors de la somme sur leurs polarisations: ces deux contributions dépendent unique-
ment du choix de normalisation des spineurs u(®(k); elles disparaissent évidem-
ment de la probabilité.

Nous allons calculer la section efficace dans le référentiel du laboratoire ou
I’électron cible est au repos™: p; = (m,0). On a:
dBpf dgk‘ f

dLips = (271')32]9(} (27?)3214132 (27T)4(54(p¢ + ki —ps — k’f)

1
= 5 dQk) dk§ O(m + K — k9)5(2mk? — 2k9[m + k(1 — cos0)] )

8

— 1 02 710 0 0 K
= o 1K) dkf(S(kf—k‘i[l—{—m

(1 — cos 9)} _1>.

Dans ces égalités, dS) est ’élément d’angle solide sous-tendu par le photon émis,
d’impulsion k¢, mesuré par rapport a I'impulsion k; du photon incident, et 0 est
I’angle de diffusion du photon:

"En réalité, ceci signifie que I'impulsion du photon incident est suffisamment grande pour
admettre que les électrons atomiques de la cible au repos dans le laboratoire sont eux-mémes
au repos.
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La distribution de Dirac indique que

Ky = ksl = — , (k] = Iki)). (5.24)
! 1+ %(1 — cos0)
Le maximum k} = k:o (et pr = 0) est atteint lorsque § = 0, le minimum £% =

— +2k0 kY (et |py| = 2k0 ) lorsque 6 = 7. La section efficace différentielle dans le
référentiel du laboratoire devient finalement:

N - -
do  ma? [ |kl > kgl | kil e?
= e Aesep)? — 2+ L4 DL = (595
dcosf  2m?2 ( (€ie;) * kil kgl P (5.25)

C’est la formule de Klein-Nishina. L’énergie du photon émis y est donnée par
I'expression (5.24), qui détermine la dépendance en 6 de la section efficace.

5.2.2 Rayonnement de freinage (Bremsstrahlung)

Le processus de rayonnement électromagnétique par un électron se déplacant
dans le potentiel coulombien

Ze
47 ||

Ao(z) = (5.26)

d’un noyau fixe (en ¥ = 6) de charge Ze peut étre décrit au premier ordre de
la théorie des perturbations & partir de 'amplitude de diffusion Compton (5.15).
Pour passer de la diffusion Compton a la diffusion dans le potentiel Ay(x), on
remplace la fonction d’onde libre du photon incident, e=*i%¢,,(k;), par le champ
externe coulombien A, = (Ay(x),0). Puisque le champ externe n’est pas invariant
sous les translations d’espace, I’élément de matrice S ne contiendra pas de facteur
(2m)383(pi — py — /;) Iimpulsion n’est pas conservée par l'interaction avec le
potentiel externe. Il possédera par contre une contribution 27 §(p) — p(} — kY
conservant ’énergie. Comme la transformée de Fourier de Ay est

4 3
q 1 &’q oz 1
A xTr) = Z@/ 5 mT = Z / qu
o(2) i) =
I’élément de matrice S a 'ordre le plus bas sera
—iZe3
= % 27 6 (pY —p(} — k%
Py + Kk — pil?
) Ftoitm o, o BimFtm |

(5.27)
Il correspond aux diagrammes de Feynman de la figure 5.7, pour un photon émis
d’impulsion k et polarisation e.



196 APPLICATIONS

49 <
‘ k,€ ‘ k,€
+
pi;a pf;ﬁ pqya pf;ﬁ

Fig. 5.7 Rayonnement de freinage: diagrammes d’ordre e3

La section efficace obtenue a partir de I’élément de matrice S (5.27) est la
formule de Bethe-Heitler®.

5.2.3 Quark—gluon — quark—gluon

Le processus d’interaction forte
QG — QG (Q = quark, G = gluon)

est le pendant pour la chromodynamique quantique de la diffusion Compton
électron-photon. Il contribue® par exemple & la production de deux jets hadro-
niques dans une collision proton—proton ou proton—antiproton. Sa description
differe cependant en un point essentiel de celle de la diffusion Compton: la chro-
modynamique quantique est une théorie de jauge non abélienne et 'interaction
de jauge trilinéaire! intervient a 1’ordre perturbatif le plus bas.

I: II: 11T :

Fig. 5.8 QG — QG: diagrammes d’ordre g2

A Tordre g2 de la chromodynamique quantique, trois diagrammes de Feynman
contribuent a I’élément de matrice S; ils sont représentés dans la figure 5.8. La
somme M, des deux premiers diagrammes est similaire a celle obtenue pour
la diffusion Compton, la seule différence résidant dans la regle de Feynman du

8Voir par exemple Itzykson et Zuber [1], paragraphe 5.2.4.
90u le processus QQ — GG relié par croisement.
1084 regle de Feynman a été établie dans la section 4.3.
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Q Q

Fig. 5.9 QG — QG: cinématique

vertex quark—gluont!:
pi+ ki +m
(pz + kz)Q — m2 + 1€

pi— Krp+m
(pi — kyp)? —m? +ie

Mpyr = —ig? ﬂﬁ-ﬁ) (p) | (T T5"] £ ?;

(5.28)

HTHTP)! ¢ £y u(p;).
Les variables cinématiques et les indices de couleur i, j, A et B sont définis dans
la figure 5.9,

pi + ki =pr + ky,

m est la masse du quark et, comme précédemment, on choisit des vecteurs de
polarisation vérifiant
Eiki = Eflﬂf = €Pi = €fP; = 0.

En utilisant la régle de Feynman (4.96) et la jauge de Feynman pour le propaga-
teur du gluon'?, 'amplitude correspondant au troisiéme diagramme de la figure
5.8 est

9a paBC ey L
M = (I ik

T (pr) | 2(kies) ¢ + 2(kgei) fp — (eser) (Ki + ;ef)] u i (py).

(5.29)
Les amplitudes My, et My possedent comme il se doit la symétrie de croise-
ment
<€ivk’i?A> — (€f7_kf)B)>

t13

qui échange les gluons incident et sortant’”. L’élément de matrice S réduit du

processus sera ensuite donné par la somme

M — M[+[[ + M[[]. (530)

Section 4.2.
12Le résultat est indépendant de la jauge: nous calculons un élément de matrice S.
13Les constantes de structure sont antisymétriques: fABC = — fBAC,
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Comme dans le cas de la diffusion Compton ci-dessus, on peut vérifier I'inva-
riance de jauge de la théorie en remplacant 'une des polarisations €; ou € par
I'impulsion du gluon correspondant. Par exemple:

y i )t
Migarle_y, = ig; ([TéAanD U§B)(pf)¢fu( Vi (pi),

%

MHI’Q-_J% = ngABC(T:sO)g ﬂgﬂ) (W)ﬁ/fu(a)i(Pz')

La derniere égalité utilise ﬂgﬁ) (pf)]éfu(o‘)i(pi) = ﬂgﬁ) ()i —m + K — Py +
mlul®(p;) = ﬂgﬁ) (py) F;u'@(p;). Cependant, comme [Ty, TP] = i fABCTS

M|€i_’ki = MI+[I|ei—>ki + MIII|ei—>k‘i = 07

et M est invariant sous la transformation de jauge ¢; — €;+\k;, pour tout nombre
A. Par symétrie de croisement, le méme résultat s’applique a la transformation
€s — €5 + Aky. L’invariance de jauge exige donc la présence de l'interaction a
trois gluons, un fait déja observé lors de la dérivation de la densité lagrangienne,

dans la section 1.5.

L’amplitude M peut étre mise sous la forme

i)

R | I

pik; Pz‘k’f
Gtk il ks
pik; pikf

1 .
392 £ )|

_|_

kjcf ((kieg) s+ (kpes) ¢y (€i€f>ki)1u(a)i<pi)-

Au facteur g? {T:f, TS }f pres, la premiere ligne est identique a 'amplitude obte-
nue lors de la description de la diffusion Compton. La nature non abélienne de

la théorie est présente par les termes proportionnels aux constantes de structure
fABC

La section efficace est obtenue en calculant tout d’abord

by

2,7=1

2
1
§ : o z: |AA|{
Q’BZI 2

€isEf

N —

)

W
ool

A 1

en moyennant sur la couleur 7 et la polarisation o du quark initial, en moyennant
sur la couleur A et la polarisation ¢; du gluon initial, en sommant sur les couleurs
J et B et sur les polarisations 3 et € des particules de I'état final. Cette opération
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introduit les facteurs de couleur suivants:

3 8 . . 8
> Y AT AT T, =2 Y (T TS + T T3 T Ty)
i,j=1 A,B=1 A,B=1

8
Z QTATATBTB+ Z fABCTATBTC)
A,B=1 Cc=1

oo > AT TS YT =0,
i,j=1 A,B,C=1

8

28: fABC (TC) fABD (TD) Z fABCfABD Tr(TngD).
1 A,B,C,D=

ij= 1 A,B,C,D=1

Les générateurs de SU(3) vérifient:

Tr(T§Ty) = 1697 (normalisation, choix arbitraire),
5. AcD sBCD AB S Ay _ A
Z f f =307, Z (T5'T5 ); = 56;-, (5.31)
C.D=1 Az

fAPC = —2i Tx(T{MTE, TS).

En conséquence,

’ : A mBYJ A mByi 28
Z Z {T3=T3 }3 {T37T3 }; = 3
i,j=1 A,B=1 3
’ ° ABC (nC\i gABD (qnD\J
Yo NI NI = 12
i,j=1 A,B=1

Les facteurs de couleur de ce type sont caractéristiques des calculs de chromody-
namique quantique; ils se calculent en général a partir des égalités (5.31).

5.3 Désintégrations du W+ et du 2°

Dans le Modele standard des interactions électrofaibles, les bosons de jauge W=+
et Z° possedent une interaction avec un courant fermionique qui permet leur
désintégration en un fermion (quark ou lepton) et un antifermion. Cette inter-
action découle du principe d’invariance sous les transformations du groupe de
jauge SU(2)z x U(1)y qui caractérise I'interaction électrofaible’®. Sa forme a été
présentée dans la section 4.5.

La régle de Feynman pour linteraction du W= et des leptons peut étre re-
constituée a partir des informations suivantes. Premierement, il s’agit d’une

1 Gection 1.5 et chapitre 8.
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interaction de jauge ne faisant intervenir que les fermions de chiralité gauche:
facteur v* P, = %7“(] + 75). Ensuite, elle conserve les trois nombres leptoniques
associés a chaque génération de quarks—leptons. Enfin, sa force est universelle,
caractérisée par la constante de couplage faible

g _ LM
ﬁ \/§ sin QW \/_[\/_GF]

Oy étant angle de Weinberg, G la constante de Fermi et M la masse du W+,
La régle de Feynman pour chaque interaction entre W* et leptons est donc

g, 7
—Z (I + ).

La seule modification qui intervient dans 'interaction entre W* et quarks est
I'existence de mélange entre générations: il s’ajoute un élément de matrice de
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa, V.

5.3.1 Désintégration W~ — ("7,

Le lepton chargé [~ et son antineutrino 7, peuvent appartenir a n’importe quelle
génération. Il y a donc trois processus

w- — ev. , Wv, , T U

Comme l'interaction est universelle, ces processus ne different que par les masses
des leptons, qui sont négligeables face a celle du boson W.

Nous utiliserons la notation suivante:

e W~ masse M, polarisation el(f), impulsion P;
e /7: masse m, polarisation «, impulsion p;

e 7: masse m,, polarisation (3, impulsion q.

Par conservation d’impulsion, P = p + ¢. La masse du neutrino n’est introduite
que comme parametre intermédiaire, afin de pouvoir utiliser dans le calcul les
normalisations des spineurs introduites dans le paragraphe 1.4.2, qui n’ont de
sens que pour des fermions massifs. Les grandeurs physiques ne dépendant pas
du choix des normalisations, il n’y a pas de difficulté a poser m, = 0 dans ces
quantités.

A Tordre le plus bas dans la constante de couplage g, I’élément de matrice S
réduit est obtenu a partir du diagramme de Feynman de la figure 5.10:

M = uly) (p)—

I

55 )0 @), (5.32)
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e

Fig. 5.10 Désintégration leptonique du W~ a l'ordre g

En sommant sur les polarisations « et 5 a 'aide de I’équation (1.144), il vient

2
g r) (k ﬁ_{—m ﬁ_mu v
> IMP = Tl T | S (T ) T ()| (5.33)

m
a,(=1,2 v

Dans cette expression apparait le role joué par le parametre m,,, au dénominateur.
Puisque
(L +75) (4 —mu)y" (I +75) = 247" (1 + ),

I'expression (5.33) se simplifie:

2
2 _ 9w L e (]
aﬁz_mp\/q 16 e T (" (L +75)]
1 - Vpo K K
= 9 G, 2(ep)(q) — (el (pg) — i€ e e pyia]

(5.34)
le dernier terme, qui est la contribution de 75 a la trace, étant nul. Cette ex-
pression décrit la désintégration d'un W~ de polarisation €*). Pour un W~ non
polarisé, la moyenne sur les trois polarisations x s’effectue a I'aide de'?:

13y o (n 1 P,P,
32 =5 (m -~ ).

La probabilité de transition est alors donnée par:

1 s 9 3 Pqu) 1 o
3 a%:ﬁ M = 15 (mu Ve ) T T [ 4]
. 2 (5.35)
g9 1 (Pp)(Pq)

Puisque P = p + ¢, la cinématique impose les relations
Pp=m?+pq,  Pq=m}+pqg,
pq = 5(M? —m? —mp).

15Equation (4.105).
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D’apres 'expression générale pour la largeur de désintégration en deux particules
(3.110),

1

. L
¢ 167 M3

\/A(]\I2 m2,m2) 4mm,,f > IMJ?
ozﬁ/-@

— oy VAGE ) |+ 2P0

On peut ici poser m, = 0 sans difficulté pour obtenir finalement

2 2\ 2 2

g°M m m
I'm = 1-—— 1 . .
RT ( M2> < +2M2> (5.37)

La masse du lepton peut certainement étre négligée face a M:

, (5.36)
g

g*M GFM3
487 6\/_71'

en introduisant la constante de Fermi

Iy = ~ 437 x 1077 GeV 2 M?3, (5.38)

Gr ¢

V2 8M?

En fait, dans I'expression (5.38), seul le facteur (487)~! n’est pas trivial: la largeur
a les unités d’une masse et la seule masse dans le probleme est M, 'amplitude
est d’ordre g, il suit donc que I'yy; = C¢?M, C étant un nombre dont la valeur
est fixée par le calcul de 'amplitude. Avec M = 80.4 GeV, il vient

Gr ~1.166 x 1075 GeV 2.

Fég - 23 GeV,

pour chaque mode leptonique /7. La contribution totale des trois modes e~ 7.,
p v, et 77U, alalargeur du W est donc

Tiepr. = .68 GeV.

5.3.2 Désintégration W~ — D,U,

La désintégration de W~ en un quark de charge —1/3 et un antiquark de charge
—2/3 comprend six modes permis par la cinématique: D, = (d,s,b) et U, =
(w,¢). Il y a deux différences avec les processus leptoniques étudiés ci-dessus.
Premierement, I’amplitude fait intervenir I’élément V% de la matrice de Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa. Deuxiemement, chaque quark existe en trois couleurs, ce
qui multiplie par trois le nombre d’états finals ouverts a la désintégration. En
négligeant la masse des quarks face a M, la largeur de chaque mode est donc
donnée par I'expression (5.38), multipliée par 3|V |?:

GrM3

T = 3|V|2 .
b ‘ ’ 6\/57‘('

(5.39)
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Les valeurs expérimentales des éléments de la matrice de Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa indiquent que les modes d¢, su, bu et bc qui mélangent les générations
sont tres nettement dominés par du et sé. A l'ordre le plus bas de la théorie des
perturbations, tous les états finals hadroniques sont obtenus a partir du processus
élémentaire W~ — D,U,. La largeur hadronique totale est donc

GpM?3
1—‘hadr. = Z Z 1—‘ab =6 6\/§7T ’ (540)

a=1,2,3b=1,2

puisque
Z |Vab|2 -1
a=1,2,3
par unitarité de la matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (qui est une consé-
quence de 'existence de trois générations de quarks seulement). Pour M = 80.4
GeV, d’apres (5.38),
Fhadr. = 1.36 GeV. (541)

5.3.3 Largeur totale, rapports de branchement

A Tordre g* (ou Gp), les modes (7, et D,U, sont les seules contributions & la
désintégration du W, étant entendu que les quarks conduisent avec probabilité
unité a des états finals hadroniques. La largeur totale de désintégration de W~

est
GpM?

6/ 27

a ’ordre le plus bas de la théorie des perturbations. Cette valeur est a comparer
avec la valeur expérimentale [49]

I'= Flept. + Fhadr. =9 = 2.05 GeV, (542)

Teup. = 2.12 4 .05 GeV.

Le rapport de branchement de chacun des trois modes leptoniques e V., 7, et
T U, est

'y 1
B=—=-~11 5.43
w_ Ly, (5.43)
les valeurs expérimentales étant [49]
e T, : Beap, = 10.66 £ .20 %,
W, Beyp. = 10.49 £ 29 %,
T U, Beyp =104+ 4 %.

5.3.4 Désintégration du 7"

Dans le Modele standard, Z° se désintegre de maniere tres dominante en ff, f
étant n’importe quel quark ou lepton de masse inférieure & My /2. Ces modes de
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désintégration apparaissent a l'ordre le plus bas (¢?) de la théorie des perturba-
tions. La régle de Feynman du vertex Z°f f a été discutée dans la section 4.5.
Par rapport a 'interaction du W¥ utilisée ci-dessus, deux différences principales
sont & relever: linteraction de jauge du Z° fait intervenir les composantes de
chiralités gauche et droite de chaque fermion, I'exception étant le neutrino dont
seule la composante gauche apparait. D’autre part, il n’y a pas de mélange entre
générations, pas de “courants neutres a changement de saveur”!®. Il n’y a donc
pas d’interaction Z°U,U, ou Z°D,D,, avec a # b.

La régle de Feynman pour le vertex Z°f f est de la forme

g

I+ I —
V5 Chr V5
Ccos (91/[/

2 2

| CL

Les coefficients C, et Cr dépendent du fermion f (lepton chargé, neutrino, quark
de charge 2/3 ou —1/3). Ils ne dépendent cependant pas de la génération a la-
quelle f appartient. Leurs valeurs sont completement déterminées dans le Modele
standard et sont données dans les expressions (4.117) et (4.118).

A Tordre g, 'amplitude de la désintégration Z° — ff est

I+

O gy [0,

Cos 0W

[ _
+Cr 2”5 v9(q). (5.44)

La notation est la suivante:
ZY: impulsion P, polarisation el(f), masse My;
f: impulsion p, polarisation «, masse m;
f: impulsion g, polarisation 3, masse m.

Et P = p+ ¢. En sommant sur les polarisations des fermions, on arrive a

2
2 9w (n)lT{ ,,,[C I+ 01—75]
O[Zﬁ|'/\/l| COSQQWG# €y 4m2 r (;é—{—m)v L 2 + Cr 9
: (5.45)

e [e o,

La moyenne sur la polarisation du Z° [ l'aide de I'équation (4.105)] et le calcul
de la trace conduisent a:

g* 1 Pp)(Pq
- Z |./\/l|2 3C0829 4m2 l (CL + CR) ( + 2%) + 3CLCR m2] .
aﬂn Z
(5.46)
Comme Po)(P
pg + 21221 PD) 2;\)4(% D pz -,

16« Flavour changing neutral currents” (FCNC).
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il vient finalement
20°M2 1 m? m?
2 z
= — C?+C 6CLC . 5.47
QMM/” 3 cos? Oy 4m? l( L+ CR)1 - ag) ¢t RMg (5:47)
D’apres (3.110), la largeur de désintégration s’écrit

1

- 2 2

Fff - 167TM% \/A(MZ>m2:m2 azg:,.; |M|
2 2 L (54s)

g My 4m? 9 9 m m
= —— /1 —— [(C] +CR)(1 — —) + 6CL.Cr— |-
247 cos? Oy M2 l( 7+ OR)( M%)+ L RM%
Comme m < My, on peut écrire en bonne approximation
2 3
g My 2 2 GrMy 2

Ng=——7-—(C;+C C? 4+ C3%). 5.49
Ay QW( L+Ck) = Wor 2(C7 + CR) (5.49)

Gr _

La derniere égalité suit de o) avec de plus

8M2 )
MW = MZ COS@W

dans le Modele standard (a lordre le plus bas de la théorie des perturbations)!”.

L’expression (5.49) s’applique directement aux désintégrations leptoniques. Avec
My = 91.2 GeV, sin? fy, = .231 [49], on obtient

I';; = .08 GeV, C=e,pu,T,
Finvisible - Z Ff? = 3Fyepe = .50 GeV,

f:’/67VM7VT

La quantité I';,.isine Tassemble les modes indétectables, 1’état final ne contenant
que des neutrinos. La largeur de désintégration hadronique est obtenue en som-
mant sur les trois couleurs et les cing saveurs de quarks (u, d, s, ¢, b) permises
dans I’état final. Avec les valeurs appropriées des coefficients C', et C'g, on trouve:

Phadr, = 1.68 GeV,

si bien que la largeur totale calculée a l'ordre le plus bas en théorie des pertur-
bations devient

'y =242 GeV.

La valeur expérimentale est [49] I'y = 2.4952 4+ .0026 GeV. Pour les rapports de
branchement, les valeurs entre parentheses étant expérimentales:

B; = 35%,  Ll=e,pu,T, (3.3688 4 .0026 %),
Binvisible = 21 %, (2002 + .06 %),
Bhaar. = 69%, (69.89 + .07 %).

17Chapitre 8.
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5.4 Désintégration du muon

La désintégration du muon,
qu - 67veyua

est 'exemple le plus simple de désintégration 3, la manifestation la plus courante
de I'interaction faible. A l'ordre le plus bas de la théorie des perturbations (g?),
I’amplitude de probabilité du processus est donnée par le diagramme de Feynman
représenté dans la figure 5.11. L’amplitude fait appel au propagateur du champ
de jauge massif W obtenu dans la section 4.4. Et le calcul de la largeur de
désintégration comprend une intégration sur un espace de phase a trois particules.

Fig. 5.11 Désintégration du muon: diagramme d’ordre g?

Les reégles de Feynman de l'interaction faible & courant chargé (sect. 4.5) et
du champ massif de spin un conduisent a I’amplitude suivante:
—1

2
. _gﬁ —(a2) p (o) P e e— - i
M = S [u,, P p2)y" (L + s )uy™ (p1>] q? — M? + ie KATE (5.50)

[T (pa)y (1 +35)0 (ps)] -

M est la masse du W et les polarisations de y1~, v, 7. et e~ sont respectivement
a1, ao, ag et ay. Par conservation d’impulsion a chaque vertex,

q = p1 — P2 = p3 + Ps.

Avant de calculer le carré de 'amplitude, il convient de simplifier cette expression:
le second terme du propagateur massif peut etre modifié a I'aide de I’équation de
Dirac. Considérons par exemple le terme

J =7 (pg) f(I + ’Y5)U,(f1)(P1)-

Comme g = p; — pa, cette expression peut s’écrire

J =0 (p2) (I — 75) prul™ (p1) — T (p2) Bo (1 + 75)ul (p1).
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Le neutrino étant de masse nulle, I’équation de Dirac s’écrit

(B —m)ult (p) =0, @ (pa)py =0

(my,: masse du muon). En conséquence,

J = my, 7 (p2) (1 = s )u™ (py).

Une manipulation similaire peut étre appliquée au terme proportionnel a ¢, dans
I’amplitude. On arrive ainsi a:
ig?

M = W{[U(Vaz)( 2)Y (1 + v5)u (al)(pl)][ @) (g )y, (T + 75 )0 03) (9]

My Me

M2

12 a) (T = ) ()] 58 () (7 +25)0 ()]
(5.51)
La limite ¢ — 0 peut étre prise sans probléme puisque ¢? # M?. Le second terme
dans l'accolade peut étre négligé: le facteur m,m./M? étant d’ordre 1073, il est
clairement négligeable face au premier terme ainsi que face aux corrections de
I'ordre suivant (g*) de la théorie des perturbations omises ici. De plus, comme
¢* ~m2 < M?, il est légitime de faire 'approximation
1 1

~

@ — M2~ M
Avec ces approximations, la contribution a 'amplitude du propagateur massif se
réduit & la constante 1M 297,

Puisque %GF = ¢*[8M?] 7!, 'amplitude s’écrit finalement:

M:_i%[ﬂg@( V(1 + 75l (p1)] [ () (T + 3500 ()] (5.52)

Cette amplitude est identique a celle utilisée dans la théorie “V — A” formulée
pour l'interaction faible avant I'avenement du Modele standard: un produit de
deux courants électronique et muonique de chiralité gauche.

Nous allons calculer la largeur de désintégration du muon sans fixer de pola-
risations. Il s’agit donc d’évaluer

1 2 )
3 > IMP

a1,02,a3,04=1

c’est-a-dire de moyenner | M|? sur les polarisations du muon, et sommer sur celles
des fermions de 1’état final.

Nous avons déja observé que les normalisations choisies pour les spineurs im-
posent de conserver les masses des neutrinos lors du calcul du carré de I'amplitude.
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On peut ensuite annuler ces masses dans les grandeurs physiques qui sont indépen-
dantes des normalisations. Pour simplifier le calcul, nous allons utiliser la regle
suivante pour les sommes de polarisations des neutrinos:

2 @) (@) Y
azz:lul/ (p)uu (p) B %7

(5.53)
2m’
Le parametre de masse m n’est introduit que dans le dénominateur: il disparaitra

simplement de I’expression de la largeur. Avec cette regle pour les neutrinos, on

obtient: ) a |
F o
SN DRV GOV

2
a1,02,03,04 64 m*m,me

Les quantités L7 et M,, sont définies par

Lre = Tr [y (I +75) (1 + mu)y (L + 7))
Moy = Tr[(By+me)y,(I +75) P37 (I +75)] -
A Taide des résultats de 'appendice A, un calcul sans difficulté conduit a
LMy = 4Te [Py B17" (I +35)] Tr [ By s (1 + 75)]

= 256(p1ps3)(p2pa),
et finalement,
1 Z IM|? = 4G2F%(p1p3)(pzp4)-
i m2m,me
D’apres (3.101), la largeur de désintégration s’écrit:

32 G} EpydPpsdps

dl' = 0% (p1 — p2 — p3 — pa)(P1P3) (P2pa),

(2m)>m, 2p3 2p§ 2pd

qui est comme annoncé indépendante de la masse fictive m introduite pour les
neutrinos.

L’état final contient trois particules. Cette situation a été étudiée dans le
paragraphe 3.4.3 dont nous emprunterons simplement les résultats. Les deux va-
riables conduisant aux intégrations non triviales seront choisies comme étant pJ
et p}. D’autre part, comme la masse de 'électron est inférieure a celle du muon
par un facteur ~ 2007!, nous allons négliger m,. et admettre que 1'état final
contient trois particules sans masse. Dans ce cas, les contraintes cinématiques
(conservation énergie-impulsion) sur pJ et p{ sont

m m
- (5.54)
0 < pf < £

- 2
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-,

Nous allons calculer la largeur dans le référentiel au repos du muon, p; = (m,, 0).
L’angle 6 entre p3 et py vérifie alors

cost = [mi - 2m,L(p§ + pZ) + ngpg],

20894
et

b = mae pava =t — o1 = cos6) = S, (m, — 2.
D’apres (3.123),

&I G

= %(m, — 2p9); 5.55
dpg dpg 9273 my, p3<mﬂ p3>7 ( )

et, en tenant compte des contraintes cinématiques (5.54),

GEmy, (/2 (/2 0,0 0
I = 53 /0 dpy /m“ - dps p3(my, — 2p3)

2,5
G m,

19273

(5.56)

Numériquement,
['=301x107" MeV, 7,=218x10"s.

La largeur totale dépend donc de la cinquieme puissance de la masse du u~.
Ce résultat suit simplement de I'observation que I'ordre g* et la présence d’un
propagateur du W apportent un facteur g*/M* ~ G% au carré de 'amplitude, qui
doit étre compensé dans la largeur I' par la seule autre masse (non négligée) dans
le processus, m,. Une analyse semblable peut étre faite pour la désintégration
du 77, par exemple. Le rapport des masses m,/m, étant

ms
— ~ 16.8,
my
on s’attend & trouver
5
m
Troe v,ve = (—“) T, = 7.5 X% 10_7@ =1.64 x 10712 .
ms

Expérimentalement,
7, = 220x107%s,
7. = 2.9x 1073 s.

Mais, alors que le muon se désintegre presque uniquement en e~ v, V., le rapport
de branchement du 7 dans cet état final est de 17.8%. Donc

Troe-vp, = 1.63 x 1072 5.
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5.5 Diffusion profondément inélastique,
modele des partons

Lors d'une diffusion électron—proton a grand transfert d’impulsion, le proton ne
se comporte pas comme une particule élémentaire. L’effet de sa structure est
sensible. L’électron interagit avec les composantes élémentaires du proton, c’est-
a~dire en priorité avec les quarks puisque les gluons n’ont pas de charge électrique.
La diffusion électron—proton dans ce régime cinématique ne peut donc se calculer
en considérant le proton comme une particule ponctuelle et en lui appliquant les
regles de 1’électrodynamique quantique.

Nous allons discuter ce processus en trois étapes. Premierement, nous allons
calculer la diffusion électron—quark a l'ordre le plus bas de I’électrodynamique
quantique et a grand transfert d’'impulsion. Ensuite, nous dériverons une expres-
sion pour la diffusion élastique électron—proton, et finalement nous établirons le
lien entre le processus inélastique inclusif

e p — e X,

ou X est n’importe quel état final de nombre baryonique B = 1, et la diffusion
électron—quark en introduisant les idées de base du modele des partons.

5.5.1 Diffusion électron—quark

La figure 5.12 contient I'unique diagramme de Feynman qui contribue a 1’élément
de matrice du processus e~ () — e~ al’ordre le plus bas. Le transfert d’énergie-
impulsion ¢ = p—p’ entre le courant électronique et celui du quark est caractérisé
par 'invariant de Lorentz

¢ = (p— p’)2 = (k' — k’)2 = ng —2pp’.

Nous allons nous intéresser au cas ot les énergies des électrons £ = py et E' = pj,
sont grandes par rapport a la masse de 1’électron m, qui peut donc étre négligée.

k k'
Q ' ' Q
B I
q Y
p p'
e > > e
« o'

Fig. 5.12 Diffusion électron—quark: diagramme d’ordre e?



DIFFUSION PROFONDEMENT INELASTIQUE, MODELE DES PARTONS 211

Alors p
¢* ~ —2pp' ~ —2EFE'(1 — cos ) = —4EFE'sin? 5 <0 (5.57)

0 est 'angle entre la direction p”/E’ de I’électron sortant par rapport a celle (p/ E)
de I’électron incident. L’élément de matrice S correspondant a ce diagramme est
indépendant du choix de la jauge. Il est donc plus simple de 1’écrire directement
dans la jauge de Feynman:

1

M = —q—(—ze)(ze@)[ (0 )y u @ (p)][ay (K )yl (k)], (5.58)

pour un quark de charge QJe. En sommant et moyennant sur toutes les polarisa-
tions a, o/, 3, ', on obtient facilement, pour un quark de masse M,

SME = L L s T + MK+ M)y
i 4t 1emepz P Re R

(5.59)
= SO L k) + )R — M)
gt  16m2M?
Dans le référentiel du laboratoire ou le quark cible est au repos,
k=(M,0), kp=ME, kp=ME.
D’autre part, en introduisant la variable
v=FE—-F, (5.60)
le fait que k2 = k> = (k + ¢)? implique 2kq = —¢? et, comme p? = p’* = 0,
0 M
—2pp = (p —p)?=¢* = —2kq=—-2Mv <+ sin’ 5= QEIV?’ (5.61)
Une seule variable cinématique suffit a décrire 1’état final. Il vient alors
8Q%et 1 0 q? 0
? 2MPEE' |cos® o — ———sin’ = 5.62
%’M‘ ¢+ 16m2M> g T oM ) (5:62)

qui ne dépend que de E’ ou de 6, ces deux variables étant reliées par (5.61).
D’apres (3.98), la section efficace différentielle dans le laboratoire est donnée par
(2m)*

AME

By PE 1

d
7= (27)32E" (27)32k, 4

S (16mEMA) S (p+k—p — K

Z (M[%. (5.63)

Il est naturel de commencer par intégrer sur d*k’ puisque § 3, |[M]* est une
fonction de B/ = [p’| uniquement. Avec d*p' = E*dE'dQY, élément d’angle
solide d) étant dans la direction p”/E’ de I’électron sortant, on obtient:
do = L(16m2M2)dE’ dQ (M + v)6 v + 537 Z|M|2
6472 M2 E ¢

pol
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La distribution de Dirac impose la condition (5.61), qui implique aussi la posi-
tivité de v et donc (M + v) = 1. Finalement, ’expression (5.62) conduit a

d 22 [ 2 I 2
’ ¢ lcos2 3~ 2;]\/[2 sin? 2] J (V + 2?M> : (5.64)

oll la constante de structure fine est a = ¢?/4r. Comme

2 / /

g , 2EE L0\ E [ E
Slv+ L) =6(F-E =6 (- — s
<V+2M> ( T M 2) T E 1+ 2Egin?f )

on peut intégrer sur I’énergie E’ et obtenir

dE'dQ)  4FE2sin* g

(5.65)

do a?’Q* E 0 ¢ 50
2 2M? 2|’

— = —————>— |cos” = —
dQY  4E2sin? g E
avec o - /
-1
— = |1+ Z=sin® | .
=)
L’expression (5.65) est la formule de Rosenbluth pour la diffusion électron—quark,
dans le référentiel du laboratoire. Cette formule s’appliquerait également a la
diffusion a grand transfert d’impulsion d’un électron sur un proton, si celui-ci
pouvait etre considéré comme une particule ponctuelle de charge () = 1, ce qui
n’est pas le cas.

5.5.2 Diffusion élastique électron—proton

Du fait de la structure du proton, la formule de Rosenbluth n’est pas directement
applicable au processus e"p — e~ p. Les équations (5.59) et (5.64), qui sont
valables pour la diffusion d’'un électron et d’une particule sans structure de charge
Qe et de masse M, peuvent cependant s’écrire de la maniere suivante:

204
iZ|M|2 - “ LW,

> 4q*
" 9 4 ) (5.66)
do Q e 1 F q
- = _5 1 16 2M2 L,w/W .
dE" dSY 25672 ¢'M? E (” +oar ) (10meM) Iz
ou | 1
Liw =13 Te[f vty = —5[plpe + plpu = (P00 (5.67)

est la contribution du courant électronique alors que la contribution hadronique
dans la diffusion électron—quark est

s TR M (M) =

Wor = 1ape

[k K+ K Koy — (kK — M), (5.68)
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La factorisation de la section efficace en deux tenseurs électronique et hadronique
suit de la description du processus par I’échange d’un photon virtuel (¢* < 0), qui
est caractéristique de 1’électrodynamique quantique (a l'ordre le plus bas de la
théorie des perturbations). Cette propriété, ainsi que les lois de conservation et
d’invariance de jauge de 1’électrodynamique, resteront valables pour la diffusion
d’un électron sur un hadron non ponctuel, avec le méme tenseur électronique L*”.
On peut donc supposer que les équations (5.66) et (5.67) resteront valables. La
forme (5.68) de la contribution hadronique devra cependant étre remplacée par
une expression appropriée a la diffusion électron—proton.

Dans les expressions (5.67) et (5.68), tant L,, que W,, sont des tenseurs
symétriques formés a partir des impulsions p et p’ des électrons ou k et k' des
quarks. La conservation du courant électromagnétique impose

¢"Ly=q¢" Ly =¢d"W, =¢W, =0. (5.69)

La forme précise de la contribution hadronique (5.68) est due a la forme de
I'interaction électromagnétique photon-quark. Comme celle-ci n’est pas connue
pour l'interaction photon-proton, la contribution W,, dans le cas e"p — e™p
doit étre obtenue en imposant les conditions (5.69) a un tenseur symétrique W,
qui sera fonction des vecteurs k et ¢ (puisque ¥/ = k + ¢). La forme la plus
générale de W, sera une combinaison linéaire des quatre contributions

Umz du9v, kukm Q,uku + kuqua

les coefficients de la combinaison étant des fonctions des invariants non triviaux
formés avec q et k, c’est-a-dire ¢* et kq. Les conditions (5.69) conduisent a:

_ el 2 qulv Lo a2 kq kq
Wi = Wit(q", kq) <_77;w T ¢ >+WWQ (¢°, kq) (ku - ?%L) <ku - ?QV )
(5.70)
ou M est la masse du proton. Dans le cas de la diffusion élastique,

1
kq=——¢°
q 2@17

et les fonctions de structure élastiques W et W ne dépendent que d’une va-
riable:

Wi = Wi(g?), Wi = Wa(g?).

En comparant avec I'expression (5.68), valable pour un fermion ponctuel,

2
q ey 2 1 1
W =gige (e ) + 57 (b ) (3.

on en déduit que le cas ponctuel correspond a

q2

Wél. -
1 2M27

W =2, (5.71)
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une déviation de ces formes signalant une structure du proton. La section efficace
différentielle pour la diffusion élastique e~ p s’obtient en revenant a la deuxieme
expression (5.66). En observant que

AEE'
me

LW, =

é . 0 1 é 9
lWll' sin? 3 + §W21' cos” E] ,

cette section efficace s’écrit

do 4a*E" q° 1< 20 s 50
A m 0 <u+m> liwgcos §+Wl sin 5], (5.72)

les fonctions W, et Wy dépendant de ¢ uniquement. En intégrant sur £, il vient

do o B[l 6 6

—— = — [ —Wycos® - + W;sin® 7| . 5.73

A0~ 1E?sin' . E lZ 2085 TS 21 (5.73)
Ces deux résultats se réduisent bien aux expressions (5.64) et (5.65) avec les choix
(5.71) propres a la particule ponctuelle, et @ = 1.

Les fonctions W, et s ne peuvent étre précisées théoriquement. Elles sont
reliées aux facteurs de forme du proton, qui peuvent étre définis par un argument
similaire a celui conduisant a Pexpression (5.70), mais cette fois au niveau de
I’amplitude de probabilité et du courant hadronique. Il s’agit d’écrire la forme la
plus générale de I'amplitude M, qui, dans le cas de la diffusion électron—quark,
est donnée par (5.58). Pour le processus e"p — e~ p, cette amplitude aura la
forme générale

e .,
M = __zjé)J(p)uv
q
jé) = ﬂ(a/)(p’)f)/#u(a)(p>7

fy = )Mk RO k),

ou M*(k, k") est expression la plus générale compatible avec la conservation du
courant ¢lectromagnétique, g, j(‘;) = 0, et 'invariance sous parité. Pour obtenir
M*(k, k"), on commence par écrire la matrice la plus générale se transformant
sous parité comme un vecteur:

My (k, k') = M7 (Gr(k+ k) + Gagy) + G+ M, ] (Galk + K)” + Gsg”),

la masse du proton M étant introduite pour uniformiser la dimension physique
des différents termes, et ¢ = k' — k. Les coefficients G; sont des fonctions de ¢>.
A T’aide de I’équation de Dirac

(f =MD (k) =0, @ (K)(K - M)=0,

on montre facilement 1’identité de Gordon,

2 ) () () = TR (O + )" = S, 71 = B ) (1),
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ainsi que
TR s 1)+ K P (k) = 2k — k), w ™) (K)u) (k).

Ces deux identités impliquent que, par exemple, les deux fonctions G et G4 sont
inutiles et peuvent étre choisies nulles sans restreindre la généralité:

My (k, k') = M~ Gaqy + Gy + M~ Gy, 10" Mu(a).
Comme d’autre part 7®) (k') fu'® (k) = 0, il vient:
a (k) [¢" M ()] uD (k) = M~'q* Gou™® (K)u! P (k),

dont I'annulation requiert simplement GG, = 0. Le courant électromagnétique du
proton s’exprime donc au moyen de deux facteurs de forme, qu’on définit par

Iy =0 (K) |Fi(d®)y —sz( )"y | (k) (5.74)

k étant le moment magnétique anormal du proton, k = 1.79. Les fonctions Fj et
F; sont réelles par hermiticité du courant.

Le lien entre les facteurs de forme Fy et Fy et les fonctions Wy et Wy suit de

W = 3 JwJo)

8,8

- 4]\142 W + M)M,(q)(F + M)~ OMVT(qMo}_

En comparant avec 'expression (5.70), on trouve
~ q2

W= = (P +rB), Wy =2 — s N e (5.75)

2M?

et la limite d’une particule ponctuelle correspond a F} = 1 et Fy, = 0, c’est-a-dire

Les facteurs de forme ou les fonctions de structure contiennent l'information
sur la structure du proton qu’une diffusion par un photon virtuel est en mesure
de mettre en évidence, a l'ordre . Elles peuvent étre extraites de la mesure de
la section efficace différentielle (en fonction de 6 ou E').

5.5.3 Diffusion inélastique profonde

Il s’agit du processus inclusif ep — e~ X, X étant n’importe quel état de
nombre baryonique unité. Par rapport au cas élastique, la cinématique differe
uniquement par le fait que &’* n’est plus fixé. Les relations (5.61) ne sont plus
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valables et deux invariants de Lorentz sont indépendants. Comme la masse in-
variante de X est donnée par

M2 =k? = (k+q)? = M*> + 2Mv + ¢* (5.76)

dans le référentiel du laboratoire ot k = (M, 0), il est commode de prendre

0 1
2 I i 2 /
= —4FF sin” -, v=F—-F = —kq,
1 2 M
comme variables invariantes de Lorentz, ou 'angle # et ’énergie E’ de 1’électron
sortant, comme variables indépendantes propres au référentiel du laboratoire.

L’état X ayant nombre baryonique unité, on a nécessairement l'inégalité
My > M qui implique, puisque v > 0 et ¢> < 0,

q2

2Mv

0 < xp=-— < 1, (5.77)

d’apres (5.76).

La section efficace différentielle peut a nouveau s’exprimer en utilisant les
équations

42:|'/\/l|2 /U/W,ulla

pol.

_ 2 Qv 9 kq kq
W = Wi(q", kq) <_77/w + 2 >+WW2(Q  kq) (ku - ?‘M) (kv - ?ql/)

Elle contient deux fonctions de structure inélastiques Wy et Wy, qui dépendent
des deux variables ¢? et v. Par contre, la deuxiéme expression (5.66) n’est plus
valable puisque la contribution §(v + %), qui est équivalente & 2M (k"> — M?),
n’a plus lieu d’étre: la masse invariante de ’état final X n’est pas fixée. Dans
la section efficace, le facteur d’espace de phase contiendra une intégration sur
les quatre composantes de &, d*k’, qui sera effectuée en utilisant la conservation
d’impulsion §*(k+p—k —p'). 1l est conventionnel d’écrire do avec la substitution
A3k

AM? (2740 k—p — K M

dans 'expression (5.63) de la diffusion élastique. Cette convention fixe la nor-

malisation du tenseur W,,. La section efficace inélastique est alors donnée par
d3p/

——8TM ) ———= M|?

B ™M) Gy U Z' I

pol

do =

le premier facteur correspondant au flux incident de particules. Avec a nouveau

1 0 0
Am? L"'W,, = 16EE’ 5> cos® 5+ sin’ 5
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dans le référentiel du laboratoire et d3p’ = E*dE’ dSY, on obtient finalement
do a? ) , 0 ) .0
dE' dSY = 4E2 sin4 g lWZ(q 9 V) COS 5 + 2I/Vl (q 3 V) Sin 5 . (578)

En comparant avec l'expression (5.64), il apparait que la section efficace de diffu-
sion élastique d’une particule ponctuelle de charge Qe est obtenue en effectuant
dans (5.78) les substitutions

2 2 2
2 q 2 q _ _
Wiler) — —{E@(vtgy) = gyt - ).
) ) q2 Q2
Wg(q ,V) I Q (5<V—|—m) = 7(5(1 —$B).

La dépendance en ¢? est supprimée par la condition x5 = 1.

5.5.4 Partons

Pour |¢?| assez grand, il apparait expérimentalement que I’électron incident inter-
agit avec des constituants ponctuels du proton, les partons, qui sont identifiés aux
quarks (et aux gluons qui n’interagissent cependant pas avec le photon a I'ordre
le plus bas de la théorie des perturbations). Dans le modele des partons, la sec-
tion efficace du processus e"p — e~ X est donnée par la somme (incohérente)
des sections efficaces de toutes les diffusions électron—quark/parton possibles sur
un proton cible, le parton diffusé étant considéré comme un fermion de Dirac
libre. Les hypotheses sous-jacentes sont les suivantes: premierement, la présence
d’autres partons dans le nucléon n’a pas d’influence sur le processus élémentaire
e () — e (@, qui est caractérisé par une distance ~ |c12|’1/2 tres petite par
rapport & la taille du nucléon (~ 1 GeV™'); ensuite, chaque quark/parton diffusé
conduit avec probabilité unité a un état final hadronique, la conversion du parton
en hadrons (hadronisation) n’interférant pas avec le processus élémentaire.

Pour concrétiser ce modele, on introduit la probabilité ¢;(z) qu'un parton
(quark) de I’espece ¢ porte une fraction = de I'impulsion du proton. L’indice i se
réfere aux saveurs u, d, s, ¢, b, t des quarks, ainsi qu’aux saveurs d’antiquarks. Il
est cependant clair que les fonctions ¢;(z) n’auront des valeurs importantes que
pour les quarks de valence u et d du proton. Par définition,

;/01 dx zq;(z) = 1.

Un parton d’impulsion zk aura donc une “masse” [22k%]Y/2 = M, et le pro-
cessus élémentaire sera la diffusion d’'un quark de charge Qe, @ = 2/3,—1/3 et
de “masse” xM par 'électron. Sa section efficace différentielle est donnée par
I'expression (5.64), avec une masse de la particule cible égale & xM. Comme
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les quarks/partons sont ponctuels, les fonctions Wi et Ws pour la diffusion d’un
parton de saveur ¢ et de “masse” xM seront données par

2 2
MW (2 = —Q*—L _5(14 -1 — O?2Bs(z—
2
(2 _ 2 q — 02 _
vWaia(?,v) QFo(1+ 5 7) Q?x6(z — xp).

La section efficace du processus e”p — e~ X est alors donnée par
1
do = Z/ dx g;(v)do; . | (5.79)
—Jo

ou do; ,, est la section efficace différentielle de la diffusion d'un parton d’impulsion
xk et de saveur i. Elle est de la forme générale (5.78), avec

1 1
MW, = Z/O dz g;(x) MW, = ng?qi@B)’

o i (5.80)
Wy = Y /O de g(x)vWasn = 5 Q%qi(zp).

Les fonctions
FleW1, FZZVWQ

) . . . 2 . .
ne dépendent que de la variable sans dimension zp = —51—. Cette invariance
d’échelle est due au fait que le processus e p — e~ X est vu dans ce modele

comme une somme de diffusions de partons ponctuels. Finalement, 1’égalité
F: 9 = 2x BF 1

est la relation de Callan-Gross, une conséquence du spin 1/2 des quarks/partons.
Expérimentalement, vérifier cette relation donne un test de la valeur du spin des
quarks, alors que la vérification de l'invariance d’échelle est un test du modele
des partons. Dans le Modele standard cependant, l'invariance d’échelle n’est
qu’approximativement vérifiée: les corrections d’ordres supérieurs de la théorie
des perturbations introduisent des violations dont la mesure teste le Modele stan-
dard par rapport au modele “naif” des partons.

5.6 Désintégration en deux photons du boson
de Higgs

Le Modele standard des interactions fortes, faibles et électromagnétiques contient
un champ scalaire réel HY, le boson de Higgs. La densité lagrangienne ne com-
prend pas d’interaction de ce champ avec le photon: une telle interaction serait
dictée par le principe d’invariance de jauge et serait proportionnelle a la charge
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électrique de H°, qui est nulle. Le boson de Higgs possede par contre des interac-
tions de Yukawa avec les quarks et les leptons, ou des interactions de jauge avec
W=, qui sont chargés et interagissent avec le photon. L’interaction de Yukawa
est de la forme

> AH s, (581)

ou la sommation sur 'indice ¢ parcourt tous les quarks et leptons massifs. Cette
interaction conserve la parité. La constante de couplage est proportionnelle a la
masse m; du fermion décrit par le spineur ;:

(& m;

)\i - — 2 1/2 3 . 2

ot Ay, est I'angle de Weinberg, My, la masse du boson de jauge W+ et Gp la
constante de Fermi'®. Par rapport a I'ordre de grandeur typique d'une constante
de couplage de l'interaction faible, \; est multiplié par un facteur m;/My qui est
tres petit (< .06) sauf pour le quark top.

Lorsque la cinématique le permet, I'interaction (5.81) induit la désintégration
H° — FF;,

F}; étant un quark ou un lepton massif. La régle de Feynman qui lui correspond
associe un facteur i\; au vertex H'~F,—F;. L’amplitude du processus est donc
simplement

Mg, = X ()" (gy),

en désignant respectivement par ¢, a; et ¢o, as les impulsions et polarisations de
Fj et F';. D’apres I'équation (3.110), la largeur de désintégration est alors

.- = 1 4Am? 1—4—771?2 Z |/\/l_|2
FF; = ' I
757 ]_67TM J M2 pol. couleurs F]FJ
(5.83)
G pm? am? )%
J4\/§7T M?

La somme sur les trois couleurs des quarks introduit la constante N; qui vaut
donc 3 pour un quark, 1 pour un lepton. Pour un boson de Higgs de masse
M =115 GeV, on aurait par exemple!®

Ty ~ 20MeV, T, ~ 24MeV, T,e,- ~ .83 keV.

Si le boson de Higgs a une masse supérieure a 2My, sa désintégration est forte-
ment dominée par les modes HY — WTW~ et H® — Z°Z°: la constante de
couplage de 'interaction HY — bosons de jauge est d’ordre G}T/ 2MW, au lieu de

18Chapitre 8.
97,2 masse du quark b & M = 115 GeV est ~ 3 GeV (“running mass”).
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(5.82) et la largeur est une fonction rapidement croissante de M. Si par con-
tre M < 2Myy, la petitesse de la largeur I‘ijj, elle-méme due a la faiblesse
de l'interaction de Yukawa (5.82), rend des modes d’ordres supérieurs tels que
H® — ~~ expérimentalement intéressants.

La contribution perturbative dominante au calcul du processus H® — 7~ est
due aux boucles de fermions (quarks et leptons) et de W=*. Les fermions massifs
et chargés sont couplés a la fois au boson de Higgs (par 'interaction (5.81)) et
au photon (du fait de leur charge électrique). Comme la constante de couplage
de Yukawa est proportionnelle a la masse du fermion, on s’attend a ce que la
contribution des quarks lourds (singulierement celle du top) soit dominante.

Le calcul de la contribution des bosons de jauge W= implique 1'utilisation de
I’ensemble du Modele standard a I'ordre d’une boucle. Certaines sophistications
liées a la symétrie de jauge non abélienne et a la brisure spontanée de cette
symétrie?® ne sont pas développées ici et ce calcul est donc hors d’atteinte. Par
contre, la contribution d’un fermion massif et chargé peut étre évaluée avec le
formalisme dont nous disposons. Ce calcul donne un exemple d’une contribution
finie a 'ordre d’une boucle & un processus qui n’est pas présent a l'ordre des
diagrammes de Feynman “en arbres”.

5.6.1 Le modele

Le modele que nous allons considérer correspond a 1’électrodynamique d’un fer-
mion 1 de masse m, interagissant avec un champ de spin zéro réel et donc sans
charge électrique H, de masse M. Il est défini par la densité lagrangienne

L = —1F"F,, +1(0"H)(0,H)— 5 M*H?
+p(iv" Dy, — m)p + NOYH + iNys H (5.84)
LS HP 16, HY,
Les couplages de Yukawa A et A\’ correspondent respectivement a des couplages

scalaire et pseudoscalaire. L’hermiticité de £ impose que A et X soient réels.
Pour un fermion de charge e@), la dérivée covariante est

D, =0, —ieQA,,
A, étant le champ du photon. De plus, F,, = 0,4, — J,A,. La théorie (5.84)

est invariante sous les transformations de jauge abéliennes
d} _ eia(x)de
H — H
A, — A, +e 10
comme il se doit.

20Chapitre 7.
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HI HI
I i g i
| |

k-q, k+q, k+q, k-q,

93:€9 EARAS 93:€9 91:¢
Fig. 5.13 H — ~v: diagrammes d’ordre \e?, \e?

Le terme ), qui viole la conservation de la parité, est absent dans le Modele
standard ou A est donné par (5.82) avec m; = m. Nous allons cependant garder
le couplage de Yukawa le plus général puisque ceci n’introduit pas de complica-
tion importante. Les interactions scalaires —%53H 3 _ i&;H 4 sont requises par la
cohérence de la théorie mais ne joueront pas de role dans le processus qui nous
intéresse.

La densité lagrangienne libre peut étre quantifiée par les méthodes discutées
dans le chapitre 2, en ajoutant un terme de fixation de la jauge. Les regles de
Feynman des interactions sont simples. Le vertex Au—w—@ est celui de I’électro-
dynamique quantique; on lui associe donc un facteur ieQy*. Le vertex H—p—)
correspond au facteur
Les contributions du plus bas ordre au processus H — 77 sont données par
les deux diagrammes de Feynman de la figure 5.13. Ils sont topologiquement
distincts. D’apres les regles de Feynman, la contribution du diagramme I s’écrit:

d*k eNest,,
2m)* [(k — q2)? = m?][k* — m?][(k + @1)> = m?] * (5.85)
tw = Tr[(A+iXys) (K — by +m) (K +m)v.(K+ 4, +m)].

Le signe négatif est du a la boucle fermionique. En effectuant la trace, il vient

M; — _Z~6€2Q2/(

t/w = 4Am [4kuku - k2n,uy - 2’%@21/ + 2kyq1u - qluq2y + QQuqlu (5 86)
_(QIQ2)77;W + m277;w] - 4)‘/m E;wpa(_Ifqg'
La contribution M;; du second diagramme est obtenue par 1’échange

€1,q1 < €2,Q2

dans 'amplitude (5.85). Mais l'expression €}ebt,, et le dénominateur apparais-
sant dans M restent inchangés lorsqu’on substitue

q1,€1,Q2, €2,k — @2, €2,q1, €1, —k.
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Il en résulte que les contributions des deux diagrammes sont égales, M ;5 = M,
et I'amplitude totale est donc

M =2M;.

Les polarisations des photons de 1’état final sont transverses: gie; = ¢oea = 0.
On a alors:

st = 4 meles[dk,k, — k*n,,]
+4xm[(e1q2)(e2q1) — (€1€2)(qrga — M?)] — AN MEwpo €l €507 45

Le premier terme semble indiquer que l'intégrale d*k présente dans M est loga-
rithmiquement divergente:

M = / &k F(k),  F(k) ~k™, K grand.

Lorsqu'une intégrale est finie, nous pouvons par exemple changer de variable
d’intégration sans changer la valeur de l'intégrale et obtenir de I'information sur
cette valeur. Dans le cas qui nous intéresse, 'argument suivant serait valable.

Comme F(k+ A) = F(k) + 2EA" + .., avec 25 ~ k=5 & grand &,

/d‘% F(k) = /d4k F(k+A),

et un changement de variable de la forme k" = k + A laisse l'intégrale inchangée.
On utilise alors 'identité suivante?®!:
1 1 1

(k+q)2—m2 (k—q)2 —m? k2 —m2

1 1 1
:2/ dx/dy/dZ(S(l—x—y—z)
0 0 0

e+ @)? = ) (k- ) — P (R )]

1 11—z _
:2/ da:/ dy [/f/Q—m2+xyM2} 3,
0 0

(5.87)
en utilisant la variable
]{3/ = l{f + rqir — Yqa, (588)
et la conservation d’impulsion
1 1
4192 = 5[(611 +0)’—¢— gl = §M2-

Comme le dénominateur de I'intégrant de M est une fonction paire de la variable
k', seuls les termes pairs du numérateur €f'e5t,, contribuent & l'intégration sur
d*k’. Ainsi, I'amplitude devient

1 11—z
M = 16me2Q2eb'e! /0 dz /0 dy 1, (5.89)

2IDans ce paragraphe, nous utilisons quelques méthodes ou résultats qui seront discutés
dans le chapitre suivant (& la section 6.3 notamment), dans le cadre du traitement général des
intégrales divergentes des diagrammes en boucles.
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ou

Lo = I, +Iﬁy,

k2 —m? + xyM2]_3 {4/@]@ — [k2 —m? + IyMQ]ﬁW}>

Iiu = {)‘(1 — 4xy) <Q2uQ1V - %M%W) - )‘Ieuupa(ﬁqg}

d*k
/ 2 (k> —m? 4+ zyM?] 3

27)*
(5.90)
L’intégrale I, est finie et vérifie ¢i' I, = 0 = ¢517,. En fait*,
i _ 1 o
[31/ - _3271'2 [m2 - xyMQ] ! {)‘(1 - 4.I'y) <Q2uqlu - §M277ul/) - )\leuupaqu2}

(5.91)
L’évaluation de l'intégrale 1 iy est plus problématique puisque chaque terme est
potentiellement divergent. On peut 1’écrire également sous la forme

4
I;w:4>‘/ kK _)\mw/dk 1 '
(2m)* [k2 — m? + xyM?]3 (2m)* [k2 — m? + xyM?)?
(5.92)
Elle ne dépend que de la quantité scalaire m? —xyM? et doit donc étre le produit
de 1, et d'une fonction de cette quantité. L’invariance de jauge de la théorie
impose que 'amplitude M reste inchangée lorsqu’on ajoute au vecteur de pola-
risation €; une contribution proportionnelle & ¢; (de méme pour g, ajouté a e,).
Ceci implique les conditions

¢y =0=q51,, (5.93)

qui ne peuvent étre vérifiées par [ ;V que si cette intégrale proportionnelle a 1),
s’annule. L’invariance de jauge semble donc exiger

1 _
I, =0,
auquel cas 'amplitude deviendrait??

' 1 1= I 1 —4dxy
M = 22[6 € ——Mee]/dw/ —
—5.2,.¢ (€1¢2)(€241) 5 1€2 Vi TE

N v oo or [ -z M?

+27T2m€2Q2 [GWPGETQQ{)%]/O dx /0 dy [l — ny] !
(5.94)

Le probleme est donc de montrer I’annulation de I iy, qui semble diverger. Pour

cela, il convient de régulariser l’intégrale, ¢’est-a-dire de la rendre finie par une

22]¢évaluation de telles intégrales sera discutée dans le chapitre 6 [sect. 6.3, éq. (6.51)]; nous
utilisons ces résultats ici, ainsi que dans Iévaluation de I, !, ci-dessous.
23(Ce résultat a été obtenu par J. Steinberger (1949) [23]
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modification, puis de montrer que l'intégrale modifiée s’annule et que cette an-
nulation survit lorsque, par une procédure de limite, la modification est re-
tirée. Notez que puisque 'annulation est prédite par l'invariance de jauge, la
régularisation utilisée devrait préserver cette invariance. Il est donc légitime de
Pévaluer en régularisation dimensionnelle®, ceci d’autant plus que Uintégrale 1,
apparait dans le secteur de la théorie qui ne fait intervenir ni 75, ni €,,,,. On
passe donc en dimension n pour calculer 'intégrale sous forme analytique. En
utilisant les formules:

d"k kuk, i/2 n ) e
= F 2— = v - M 2
A"k 1 7;7.(.71/2 n .
= | - 2 _ ey M?2E2
il vient immédiatement
Ly, =0, (5.95)

comme demandé par l'invariance de jauge, indépendamment de n et donc aussi
lorsque n = 4. Le résultat (5.94) est donc confirmé par I’évaluation directe de
I'intégrale, mais il est essentiel pour cela d’utiliser une procédure de calcul de ;y
qui soit compatible avec I'invariance de jauge.

D’apres (3.111), la largeur de la désintégration H — 7y est alors donnée par

—»

1 |q|
TSYE Z M, (5.96)

Fw =

un facteur 1/2 tenant compte de la présence de deux particules identiques dans
I’état final. Dans le référentiel au repos de H, les impulsions des deux photons
sont

. R L M
a=710, e=07.-9, |@l=;
on peut ensuite choisir
e1 = (0,61), €2 = (0, &), €€ =6 & =1

comme vecteurs de polarisation. Avec ces choix,

_ 2 12 Lo = x 1 —day
M = 27Tm Q[< RUCR M ]/d:c/ 1——2:vy
N M 1— ;v
;w 2 Q%7 (6, x &) / dx / y[l— —J;y] L
(5.97)

Pour les polarisations physiques qui sont transverses,

— — —

€-q1=€6-¢q=0=¢6 ¢ =—6"q,

24Section 6.3, équations (6.52) et (6.51).
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il vient finalement

IANM 1- 33 1—4x
M = ~ T 2Q2 / da:/ 1__5
mZ LY
- (5.98)
7

1- x
Q%7 (8, x &) /d:z:/ 1——J:y] L

Pour effectuer la somme sur les polarisations dans la largeur (5.96), on commence
par choisir

C2mm

7= (0,0,M/2),

et a écrire 'amplitude M sous la forme
M = éles M,
L’invariance de jauge ¢i'ey M, = €/'q¢5 M, = 0 conduit a
Mo, = =Mz, Mo =—M,s.

La sommation sur les polarisations physiques n’implique que les directions trans-
verses 1 et 2:

Z ‘MF = ’M11’2 + ’/\/112|2 + \M21\2 + \MQQ\Z-

pol.

Mais l'invariance de jauge permet de lui ajouter les polarisations non physiques
pour obtenir une expression manifestement covariante:

S IMIE = T MMy

vo)
pol.

les contributions des directions non physiques s’annulent mutuellement. On en
déduit une regle de sommation des polarisations:

St s, et — (5.99)

pol. pol.

Cette régle®® n’est une égalité que lorsqu’on I'associe & un élément de matrice
invariant de jauge:

Z‘MF = 26161 6262 MupMia

pol. pol.

= annpa MMy = MWM,,.
pol.
Dans le cas général que nous avons étudié jusqu'’ici, Y-, [M |? contient en principe
trois termes d’ordre A2, A\ et 2. On voit cependant facilement que le terme
d’interférence s’annule:
2@4 M3
M 1678 m?

Z5Similaire & I'équation (2.114).

2|57+ N2 P (5.100)




226 APPLICATIONS

avec - I - 493y
.[1 / dx /
1 — —wa
- x (5.101)
I / dx /
2 1 A
Notez que
m2 m2

La contribution d’un quark ¢ de masse m a I',, dans le Modele standard peut
étre estimée en posant

em
A= ——F—, N =0,
2M w sin ‘9W

dans (5.100), et en ajoutant dans 'amplitude M un facteur N = 3 indiquant que
chaque couleur de quark contribue aux diagrammes de maniere équivalente. Il
vient alors sN2Oh 2 2y

= ? | LP = aNQ

1672 sin” Oy, My, 84/273

Seule I'intégrale I; dépend de la masse du quark m. Elle s’annule lorsque m < M,
ce qui est le cas des quarks et leptons autres que le top. D’autre part, comme
0<zy<z(l—=x)<1/4, I, est réelle lorsque

GrM?|L)*. (5.102)

M < 2m,

c’est-a-dire lorsque le processus H° — ¢g est cinématiquement interdit. C’est
par exemple le cas de la contribution du quark top si M < 2My,. Lorsque
M < 2m, on obtient

I, =2 2s(4 )] in L ]2 m’ > 1 (5.103)
— - - - = —_ —= . .
! y %S arest 2¢/s ’ 5 M2~ 4

Cette fonction décroit de I;(1/4) = 1/2 vers sa valeur asymptotique a grand s,

1
L(s) — g—i—O(s_l).
Elle differe trés peu de la valeur 1/3 lorsque m > M, si bien que N?|I;|? est
proche de I'unité?®. En fait, pour la contribution du top, on peut poser I; ~ 1/3,
puisque le cas M < 2Myy est considéré ici. Numériquement, pour M = 115 GeV,

' ~5x107* MeV.

Il faut cependant noter que l'expression (5.102) est calculée dans le modele sim-
ple défini par la densité lagrangienne (5.84); elle ne comprend pas les contribu-
tions des boucles de W#, qui s’ajoutent dans 'amplitude M et créent un terme

261¢cart entre I7 et 1/3 est de 6% lorsque m = M.
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d’interférence avec la contribution des quarks et leptons. La contribution de W=+
augmente la largeur en deux photons d’environ un ordre de grandeur si bien que
le rapport de branchement du processus H® — ~v est de 'ordre de 1072 dans

le Modele standard.

L’expression (5.102) peut également étre utilisée pour la désintégration en
deux gluons, pour laquelle il n’y a pas de contribution due aux W#*. La seule
différence est le remplacement du facteur o2 N2Q* par

2
NQOés?

o étant la constante de couplage forte et IV, un facteur de couleur résultant de
la somme sur les couleurs du quark sur la boucle et des gluons de I’état final. En
termes des matrices de Gell-Mann A%,

puisque Tr \2\® = 2§?°. 11 vient donc

a? ao? M3 ao? M3
Iy = —2—GpM?*L|* = s L? ~ > 5.104
942w Ll = Sgn? Ow M3, L~ e gin? Ow M2, (5.104)
en n’incluant que la contribution du quark top. Numériquement, I'j)y ~ .1 MeV,
avec o, = .12. Par rapport a 'expression (5.83), 'y, ~ .06 x I';;.

Finalement, la désintégration en deux photons d’une particule pseudoscalaire,
pour laquelle
A =0, N #£0,

est décrite par la largeur

B )\/2(12@4 M3 s ’2

O T R (5.105)

Ce résultat peut par exemple étre utilisé pour la désintégration en deux photons
du méson 7, ou dans une moindre mesure pour celle du 7°.

5.6.2 Une densité lagrangienne effective

Le modele défini par la densité lagrangienne (5.84) est une théorie de champs
quantique (renormalisable) qui prédit la désintégration H — 7 avec 'amplitu-
de (5.94) et la largeur (5.100). Ce résultat est obtenu en théorie des perturbations
a l'ordre €2\ ou €2\ du calcul de 'amplitude. La largeur est exprimée en fonction
des parametres de L, c’est-a-dire les masses, la charge électrique du fermion 1 et
les constantes de Yukawa A et \. Ces quantités peuvent étre mesurées a partir
d’autres processus tels que des collisions fermion—photon ou fermion—scalaire.
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q1761

QQ 762

v

Fig. 5.14 Vertex de l'interaction effective H—y—y

Dans la limite ou le fermion est beaucoup plus lourd que le scalaire, m > M,
il peut étre intéressant de décrire les processus physiques impliquant des énergies
E < m au moyen dune densité lagrangienne effective qui ne contienne que
le champ scalaire H et le photon. Cette théorie devra inclure une interaction
permettant la désintégation H — 7, qui n’est pas nécessairement négligeable.
D’apres (5.100), la largeur se comporte comme A\?m ™2 ou N?m~2. Si, comme dans
le Modele standard, la constante de couplage A est elle-méme proportionnelle a
m, I' ne dépend que faiblement de m par I'intermédiaire de I'intégrale I;. Cette
théorie effective dépendra de nouveaux parametres et ne sera pas renormalisable:
elle ne peut étre utile que dans le domaine des énergies inférieures a la masse du
fermion m.

L’invariance de jauge de l'interaction électromagnétique doit étre imposée a
I'interaction effective H—y—y. Il y a deux termes possibles,

1 1
Lierr. = §OzHFWF‘“’ + ZﬁHeWpUF“”F'”, (5.106)

et l'interaction contient deux parametres arbitraires « et (3, les constantes de
couplage de la théorie. Ces parametres ont une dimension physique (masse)™!
et 'interaction effective (5.106) n’est pas renormalisable?”. Si le boson H est
un scalaire, la conservation de la parité par les interactions électromagnétiques
indique que f = 0. L’interaction d'un pseudoscalaire utilisera ’autre terme,
a=0.

La régle de Feynman pour l'interaction (5.106) associe un facteur
_ia[<QIQ2)an - Q1yq2u] - iﬁequJqug

au vertex de la figure 5.14. Il en résulte que I'amplitude du processus H —
est donnée par

Meff. = 61{65 {_ia[(qIQ2)nuu - QIUQQ/L] - iﬁeuupUqug}

= iaf(e1q2)(e2qn) — %M2(€162)] — iB€wpreresqlqs .

27Voir la section 6.6.



REFERENCES 229

La comparaison des amplitudes M [éq. (5.94)] et M.s; montre la méme dé-
pendance dans les impulsions et les polarisations: la description effective est
suffisante pour déterminer la forme de I'amplitude de probabilité. Mais celle-ci
est exprimée en fonction des parametres « et 3, alors que la connaissance de la
théorie (5.84) implique que

)‘ 212

@ = Ty, O
)\/ 2,2

= = Q%I

& 2m2m° @l

les intégrales I et I5 étant définies dans (5.101). D’un point de vue pratique, la
mesure de la largeur I'y, est une mesure de o, si on suppose que H est scalaire
(6 = 0). La relation ci-dessus, entre a, A, eQ) et m est inutile tant que 'existence
du fermion ¢ et les valeurs des nombres quantiques e) et m ne sont pas connues.
Dans le Modele standard, A et X’ sont connus:

e3 e3

— I~ —
A2 My sin Oy 1272 My sin Oy’

B=0.

o =

Références

La littérature propose un nombre considérable d’exemples physiques étudiés en
théorie des perturbations. C’est en particulier le cas des ouvrages de Renton [10],
Halzen et Martin [8], Commins et Bucksbaum [21], Aitchison et Hey [9].

Pour I'électrodynamique quantique, voir également:
Akhiezer et Berestetskii [24].

Sur le modele des partons, en plus des références ci-dessus:
Yndurdin [20], ou encore 'ouvrage de Feynman [25].

Les problemes d’états liés sont traités par exemple dans:
[tzykson et Zuber [1], chapitre 10.

Exercices

5.1 Etablir 'identité de Gordon:

2 K () = ) ((k+ ) = S0 1 = 0, )l (b),
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lorsque (f — m)u® (k) = 0. Montrer que

T () ) (kK0 (k) = 20K — k), TRl ().

5.2 Adapter la discussion de la diffusion inélastique profonde électron—proton
(sect. 5.5) au cas de la diffusion neutrino+nucléon — lepton chargé+.X,
par échange d’'un boson W (interaction faible & courant chargé):

calculer le tenseur leptonique L, a partir de l'interaction faible a
courant chargé des leptons (sect. 4.5);

calculer q"J(J{ept.) .» ¢ étant U'impulsion transférée (par échange du W)
du courant leptonique au courant hadronique. En déduire que la con-
servation du courant leptonique faible est violée par la différence de

masse entre le neutrino et le lepton chargé;

donner I'expression la plus générale du tenseur hadronique W,,, dans
la limite ou toutes les impulsions sont grandes par rapport aux masses
des leptons;

identifier dans L,, et W, les contributions violant la parité P;

do
dE’d)

donner 'expression de la section efficace différentielle (selon la

notation utilisée dans la section 5.5).



Chapitre 6

Renormalisation

Dans le chapitre 3, nous avons développé la théorie des perturbations en divisant
la densité lagrangienne en une partie libre, quadratique dans les champs, qui peut
étre résolue et quantifiée exactement, et une partie d’interaction qui ne contient
que des termes d’ordres supérieurs a deux dans les champs et qui est traitée
comme une perturbation. Il s’avere cependant impossible d’utiliser sans modifi-
cation ce développement perturbatif au-dela de I'ordre le plus bas de ’expansion.
On rencontre en effet rapidement des quantités divergentes, par I'intermédiaire de
diagrammes de Feynman comprenant des boucles et donc des intégrations d*k sur
des impulsions internes non contraintes par la conservation d’énergie-impulsion
aux vertex. Il apparait alors des intégrales telles que par exemple

_/ d*k 1 1
) (2n)t k2 —m2 +ie (p— k)2 — M2 + i€’

qui diverge dans le domaine ultraviolet des grandes valeurs de I'impulsion k cir-
culant sur la boucle, d’ou le qualificatif de divergence ultraviolette.

L’apparition de divergences dans certains termes de I’expansion perturbative
n’est pas nécessairement le signe d’une incohérence fatale de la théorie de champs
en interaction. Elle peut plus simplement indiquer que la théorie des perturba-
tions utilisée n’est pas appropriée. La contribution d’'un diagramme de Feynman
n’a pas de signification physique propre: seuls les éléments de matrice S ont un
sens physique (ainsi que dans une certaine mesure les fonctions de Green qui
permettent de les calculer par la formule de réduction). Le probleme posé par
I’apparition de divergences est alors celui de 'existence d’une formulation de la
théorie des perturbations qui conduise a des éléments de matrice S finis et des
fonctions de Green bien définies a chaque ordre perturbatif?.

Pour aborder ce probleme, il s’avere utile de commencer par introduire une
généralisation de la théorie des perturbations faisant usage de contre-termes. Il
convient ensuite de se donner une prescription permettant d’“évaluer les infinis”

1Sans méme parler de convergence ou de sommabilité de I'expansion perturbative.
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de manieére non ambigué: c’est la régularisation. Les contre-termes seront ensuite
utilisés pour renormaliser la théorie, de maniere a obtenir par une procédure de
limite mathématique une expansion perturbative des grandeurs physiques qui
soit finie et bien définie a chaque ordre. La théorie sera remormalisable, et donc
utilisable comme théorie physique, si ’ensemble de cette procédure peut étre
menée a bien.

Ce chapitre n’a pas ’ambition de traiter de maniere complete la renormalisa-
tion des théories de champs utiles a la description des interactions fondamentales.
Il se bornera a introduire les idées et les techniques de la renormalisation en con-
sidérant I’exemple concret de 1’électrodynamique quantique, une théorie de jauge
abélienne, et a I'ordre d’une boucle uniquement. Bien que les techniques utilisées
dans cet exemple soient applicables dans un contexte plus général, la renormali-
sation des théories de jauge non abéliennes telles que la chromodynamique quan-
tique ou la théorie de Glashow, Salam et Weinberg de l'interaction électrofaible
nécessite l'introduction, entre autres subtilités, de champs “fantémes” (de Fad-
deev et Popov) qui ne seront pas discutés ici.

6.1 Contre-termes et théorie des perturbations

L’approche de la théorie des perturbations utilisée jusqu’ici n’est certainement pas
unique puisque, en particulier, la division entre partie libre et partie d’interaction
est arbitraire. Pour concrétiser ce point, considérons la densité lagrangienne de
I'électrodynamique quantique d’'un fermion de Dirac de charge e 2,

£ = B[V D, — mlis — iF“”FW oL, (6.1)

avec

Fo = 0,4, —0,A,, D, =0, —icA,.

Ainsi qu’expliqué dans la section 2.4, il convient d’ajouter un terme fixant la
jauge: nous avons utilisé

L = —%(aﬂAﬂ)Q.

Pour développer la théorie des perturbations, nous avons précédemment défini la
partie libre par

. 1 L, A
Ly = Y[in" 0, — mly — ZF,M,F” — 5(8“14“)2, (6.2)
et la densité lagrangienne d’interaction par

L1 = ey A (6.3)

2Les ordres normaux seront omis.
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Supposons maintenant que les normalisations des champs A, et 1) soient modifiées
par des facteurs constants (réels):

Au = \/ZAZ>
Vo= V2.

Les indices r indiquent des champs renormalisés. La densité lagrangienne devient
alors

(6.4)

]' r T UV (s A r r
L= = Za B 0 + 2y [0, (000 — m)n | + €225/ 6,0 A, + 0L,

avec
F, = 0.4, — 0,A,.

On peut de méme renormaliser les parametres m (la masse du fermion) et e (sa

charge électrique) en posant:

m = ZoZy'm,,
(6.5)
€ = Z1Z2_IZ3_1/2 €r,
pour obtenir
1 - . - . r T
L= = Zbu, FI 4 2y i Optby — Zomoth o + €. 2107 Alhy + 6L (6.6)

Chacun des quatre termes, décrivant la propagation du photon, celle du fermion,
la masse du fermion et I'interaction, fait apparaitre une constante de normalisa-
tion. On peut montrer® que le parametre A apparaissant dans le terme fixant la
jauge n’a pas besoin d’étre renormalisé; nous utiliserons donc

1
OLT = — N0 A})°.

A Texception de 6L, la théorie (6.6) est invariante sous les transformations de
jauge
A — AL e l0,
by — i Z/Z2)y, (6.7)

pour une fonction a(x) arbitraire. Ceci n’a de sens que si le rapport Z; /7, reste
fini. Et si Z1/Z, est un nombre fini, on peut toujours choisir Z; = Z, par une
redéfinition finie de e. Nous verrons plus loin* que Z; = Z, a I'ordre d’une boucle.
La généralisation de cette égalité a tous les ordres est une identité de Ward. On

en déduit que
eA, = ZlZQ_IeTAL = erA;,

D, =0, —1ieA, =0, —1ieA

T
e

3Nous le verrons & I'ordre d'une boucle dans le paragraphe 6.4.2, et dans la section 6.5.
4Dans le paragraphe 6.4.4 et & la section 6.5.
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La notion de couplage minimal par l'introduction de dérivées covariantes est pré-
servée par 'introduction des constantes de renormalisation.

Dans la densité lagrangienne (6.6), le champ de jauge AJ, est couplé par un
terme Z1 A, j/' au courant

= e ),V by (6.8)
Par le théoreme de Noether et I'invariance de jauge (6.7), ce courant est conservé:
aﬂjr =

Dans la limite e, — 0, la théorie est libre. Il n’y a donc pas lieu d’introduire
des constantes Z;, ¢ = 0,...,3 dans cette limite. On posera donc

Chaque quantité A; est, formellement, d’ordre e,., et la présence de ces grandeurs
est donc caractéristique de la théorie interactive. Il est alors naturel de considérer
la densité lagrangienne (6.6) comme une somme

L=Lo+ L (6.10)

d’une partie libre £y, quadratique dans les champs, identique a (6.2) mais fonction
des champs renormalisés A7, et ¢", et de

E? = GTJTVMAL%"

_ _ (6.11)
—iAgFﬁyFT“V + ¢r (Agz’y“aﬂ - Aom,«) ¢r + BTA1¢T7#AL¢T,

la seconde ligne contenant les contre-termes. Bien que cette expression comprenne
également des contributions quadratiques dans les champs, nous allons la traiter
en théorie des perturbations comme une interaction: elle s’annule en effet dans
la limite e, — 0, d’apres (6.9).

L’intérét de l'utilisation de la densité lagrangienne (6.10), au lieu de (6.1),
est que la méme physique est décrite au moyen de parametres arbitraires plus
nombreux du fait de la présence des quantités A,;. L’idée a la base de la renor-
malisation est d’utiliser la liberté de choix de ces quantités pour compenser les
divergences de certains diagrammes de Feynman de maniere a assurer que la
somme de toutes les contributions a un élément de matrice S soit finie, a chaque
ordre de la théorie des perturbations. Ceci impose cependant d’admettre des
valeurs infinies pour les constantes A;, et une procédure de limite qui permette de
sommer formellement des quantités divergentes. La forme des contre-termes in-
troduits par I'intermédiaire des constantes A; ne pourra donc étre établie qu’avec
I’adoption d’une régularisation.

Il est important de remarquer que nous ne disposons que de quatre® grandeurs
arbitraires A; a ajuster pour renormaliser toutes les divergences potentielles de
I’expansion perturbative de toutes les amplitudes physiques de la théorie.

5Trois avec 'identité de Ward Z; = Zs.
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Les regles de Feynman utilisées lors du traitement perturbatif de la théorie
(6.10), contiennent quatre vertex correspondant aux quatre termes de la partie
interactive £}. Le premier terme est 'interaction fermion—fermion-photon usuelle
de I'électrodynamique quantique, dont la regle de Feynman est, en omettant les
indices 7:

jz ie(v")pa

Les regles de Feynman associées aux trois interactions générées par les contre-
termes seront:

(L MANBANNN U iAz (p'p” — p*nt)
p

o b iDo(Pa + e

l’l’ ie Al (’Y'u)ba

Ces trois nouvelles “interactions” seront respectivement d’ordres e?

2 3

, e“ et e

puisque le calcul des A; montrera qu’ils sont d’ordre e?. Elles seront utilisées
pour construire I'ensemble des diagrammes de Feynman qui contribuent a un

ordre fixé e* de la théorie des perturbations.
A T'ordre non banal le plus bas, les quantités A; peuvent étre évaluées a partir
des fonctions de Green:
e (0|Tvq ()1, (y)|0) (fonction & deux points du fermion, propagateur fermio-
nique), a l'ordre €.

o (0|TA,(x)A,(y)]|0) (fonction a deux points du photon, propagateur pho-
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tonique), & l'ordre 2.

o (0T (), (y)A,u(2)]0) (fonction & trois points, vertex), a ordre €®.

Le calcul est effectué en espace des impulsions, a ’aide des regles de Feynman
établies dans le paragraphe 3.3.4 et ci-dessus.

A Tordre €2, la fonction a deux points du fermion est donnée par la somme
des diagrammes de la figure 6.1. D’apres les regles de Feynman, cette somme
s’écritd

7 1 i 1 ~ 7
+ iAo P+ iAgm + —12
i 1

T el

ol —iX(p) est la contribution du diagramme & une boucle amputé de ses propa-
gateurs externes et on a défini la quantité

—

(6.12)

o(p) = ﬁ—m—Agﬁ—A0m+i(p).

La contribution f](p) contient une intégrale divergente sur 'impulsion parcourant
la boucle. Notez qu’a 'ordre €2, on peut écrire

i DNprAm—Se) [ Bept Aam—S(p)]
p—m p—m B p—m

et la fonction a deux points du fermion devient

[—io(p)]

l

p—m+ Do+ Agm — B(p)

La quantité 3
p—m+ Dy p+ Agm —X(p) = p—m —X(p),

est alors le propagateur inverse du fermion, et
S(p) = —Dop— Dom + Z(p) (6.13)
est la self-énergie du fermion.

Il existe une généralisation de cette discussion valable au-dela de l'ordre
e?. Supposons que —il'(p) soit la somme de tous les diagrammes de Feynman
irréductibles d une particule (1PI") de expansion perturbative de la fonction a

6Nous utilisons . .
m

p—m + ie T P2 —m2 e

Et les contributions ie aux dénominateurs seront presque toujours omises dans ce chapitre.
"1PL one-particle irreducible.
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—»——f——»—‘—»——i——»&—»—
p P P

Fig. 6.1 Propagateur fermionique a l'ordre d’une boucle.

0 v W v L v
ANNANNAN + ANNEININN
p p p

Fig. 6.2 Propagateur photonique a l’ordre d’une boucle.

deux points; un diagramme est 1PI s’il reste connexe lorsqu’on coupe n’importe
laquelle de ses lignes internes; on amputera de plus I’expression de ces diagrammes
des deux propagateurs externes. La fonction de Green a deux points s’écrit alors

e T e T )] )
i Lp) \"_ i T(p) \™
- Iﬁ—m,;(ﬁ—m WEL (1_ F—m
B ]
- p-m—T(p)
et le propagateur inverse est simplement p —m — I'(p). En conséquence,
%(p) =T'(p)- (6.14)

A TPordre €?, —il'(p) = iAo + iDdgm — zi(p)

La fonction de Green & deux points du photon est donnée a 'ordre e? par la
somme des diagrammes de la figure 6.2. Son expression est de la forme:

—i 1—Apup o g = 1 = Apspy
7 ln,m - T%} [—i1177 (p)] 2 [7701, + N2 | (6.15)
avec )
HW(p) =(1- A3)(pupv - p277w/> — Apuby + HW@)» (6.16)

la contribution du diagramme a une boucle amputé des lignes externes étant
décrite par la quantité —ill,, (p), qui comprend également une intégrale diver-
gente.

Finalement, la figure 6.3 contient les diagrammes a inclure dans le calcul
jusqu’a 'ordre €® de la fonction de vertex. Comme précédemment, on peut écrire
cette somme de diagrammes sous la forme:

—1 L=Ag=p)ula—p)| i

(q—p)? T 3 (¢ —p)? q—m

[ieA"(p, q)] (6.17)

v
p—m
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+ +
+ + +
+ + +

Fig. 6.3 Fonction de vertex a l'ordre d’une boucle.

Les impulsions p et ¢ sont respectivement liées aux lignes fermioniques entrantes
et sortantes. Le photon aura donc une impulsion entrante g — p.

Les contributions des six derniers diagrammes de la figure 6.3 sont clairement
obtenues a partir de celles correspondant aux figures 6.1 et 6.2. Par opposition
aux diagrammes 1PI, ces six diagrammes sont qualifiés de réductibles: il est
possible de les rendre non connexes en coupant une ligne interne. Contrairement &
celle d'un diagramme 1P, la contribution d’un diagramme réductible est toujours
factorisée, chaque facteur pouvant étre tiré d’un diagramme de Feynman plus
simple.

Avec les résultats (6.12) et (6.15) et en ne tenant compte que des termes
d’ordre e et €®, on peut certainement écrire:

ieA”(p,q) = l1+ ;ﬁqu T(p, q) [1 N ﬁEEPT)n]
.ﬁ lnpa 1 . Mg _(Z)Z(Z); p)a] i (g ).

(6.18)
ou I'V(p, q) est la fonction de Green irréductible a une particule (1PI) de ver-
tex, amputée des lignes externes, aussi appelée fonction de vertex propre. Son
expression suit des trois premiers diagrammes de la figure 6.3:

I(p,q) = ie [(1 + A1)y + A (p, q)] : (6.19)

la contribution divergente du deuxieme diagramme amputé de ses lignes externes
étant représentée par ieA”(p, q).
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Chacune des trois fonctions de Green considérées ci-dessus comprend un dia-
gramme a une boucle divergent: les infinités sont cachées dans les quantités f)(p),
ﬁ,uu (p) et A?(p,q). On peut alors déterminer les quatre constantes de renorma-
lisation A; au deuxieme ordre de la théorie des perturbations en demandant
que les fonctions de Green soient libres de divergences®. Prouver a cet ordre
la renormalisabilité de I’électrodynamique quantique revient a montrer que les
quatre constantes ainsi déterminées suffisent a supprimer les divergences de toutes
les fonctions de Green calculées a cet ordre perturbatif.

6.2 L’électrodynamique a ’ordre d’une boucle:
divergences

Dans la section précédente, nous avons mis en évidence trois diagrammes a une
boucle divergents qui apparaissent dans le calcul des fonctions a deux points
du fermion et du photon & l'ordre e?, ainsi que dans la fonction de vertex &
I'ordre e®. Avant de construire une procédure de régularisation qui permette
d’évaluer les quantités divergentes X(p), 1, (p) et A?(p,q), il convient de con-
sidérer brievement 1’ensemble des divergences susceptibles d’apparaitre dans un

calcul de fonction de Green a l'ordre d’une boucle.

Les regles de Feynman en espace des impulsions associées a la densité lagran-
gienne (6.1) indiquent qu'un diagramme de Feynman a une boucle contenant
np propagateurs fermioniques et n. propagateurs photoniques aura un degré de
divergence “naif” donné par

d=4—np—2n,,

puisque son expression contient une intégration d*k sur une impulsion interne. Le
diagramme ne peut diverger que si d > 0. Seules les fonctions de Green pour deux
fermions [propagateur fermionique, (ng,n,) = (1,1)], deux photons [propagateur
photonique, (ng,n,) = (2,0)], deux photons et un fermion [vertex, (ng,n,) =
(2,1)], trois photons [(ng,n,) = (3,0)] et quatre photons [(ng,n,) = (4,0)] sont
donc susceptibles d’étre divergentes a l'ordre d’une boucle. L’invariance sous
conjugaison de charge de I’électrodynamique (ou le théoreme de Furry?) impose
cependant 'annulation de l'interaction a trois photons, et donc du diagramme
avec (np,ny) = (3,0). D’autre part, la fonction de Green a quatre photons est
finie. Son calcul montre que les conditions imposées par 'invariance de jauge sont
parfois capables de réduire le degré de divergence d’un diagramme de Feynman.
Nous allons également le voir en étudiant le propagateur du photon a l'ordre
d’une boucle. On en conclut que les trois diagrammes de Feynman des figures
6.4, 6.5 et 6.6 contiennent toutes les divergences de 1'électrodynamique quantique

8 Autres que les poles physiques des fonctions de Green, sur la couche de masse des champs
externes.
9Paragraphe 3.3.4.
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Fig. 6.4 Propagateur fermionique: diagramme divergent a une boucle.

a l'ordre d’une boucle. Avant d’en donner une régularisation, il est utile d’étudier
rapidement leur structure.

Propagateur fermionique, diagramme D1

A Tordre €2, la fonction & deux points du fermion est donnée par 1'expression
(6.12), correspondant aux diagrammes de la figure 6.1. La contribution du dia-
gramme divergent D1 de la figure 6.4 est:

—m =% (p)] e (6.20)
N A R R W T % p—k+m
—i%(p) = (ie) /(27r)4 k? 4 e ln TR + ie] Tu (p—k)2—m?+ ie "
(6.21)

L’intégrant se comporte comme k3 aux grandes valeurs de k: si on introduisait
une coupure A de lintégration!® & grand k, on s’attendrait & voir 'intégrale
diverger linéairement en A. D’autre part, la quantité f)(p) a la dimension d'une
énergie, elle dépend de I'impulsion p et du parametre m. Il est tentant de poser

S) = ()5~ B(Ly)m.

avec deux fonctions A et B de la variable sans dimension p?/m? déterminées par
I'intégrale (6.21). Celle-ci est cependant divergente et cette décomposition n’a
guere de sens tant que l'intégrale n’est pas régularisée.

Propagateur du photon, diagramme D2

Le propagateur du photon, calculé & 'ordre e?, correspond aux diagrammes de
la figure 6.2 et aux expressions (6.15) et (6.16). La contribution du diagramme
D2 (figure 6.5) s’écrit:

— 5 | |~ - |Nov + —— :
p? +ie e A p?Hie [ ! (p)} p? + e Tow A p?Hie

10Un cut-off A.
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DQ:

Fig. 6.5 Propagateur photonique: diagramme divergent a une boucle.

avec

~illu(p) = ~(ie)? [

d*k Trl i(f+m) i(f— p+m) (6.22)

Cmd MR —mE e ! (k- p)? — m2 + e

Le signe — est dit a la boucle fermionique. Il est a noter que ﬁuy(p) ne dépend
pas du parametre de jauge .

L’expression (6.22) contient une intégrale infinie qui se comporte apparem-
ment comme [d*kk=2 & grand k: la divergence est potentiellement quadra-
tique. Nous allons pour I'instant manipuler cette intégrale indéfinie sans nous
préoccuper de lui donner un sens. Premierement,

d*k f+m f—p+m
Tr | p — 7, — .
(2m)4 k2 —m?2+ie " (k—p)? —m? +ie
Ensuite, puisque p = f —m — (f — p—m), il vient:

. [ Ak F—p+m F+m
Iz — _je? L AL
P (p) = —ie /<27r)4 g [% (k—p)?—m?+ie k2—m?tic|

Pl (p) = —ie” /

En passant de la variable d’intégration k a k' = k — p dans la premiére intégrale,
une manipulation qui n’a cependant guere de sens pour une intégrale quadra-
tiquement divergente, on obtient

P, (p) = 0. (6.23)

En fait, le résultat (6.23) est une conséquence de I'invariance de jauge. Il est en
particulier vérifié par le propagateur inverse!! a l'ordre le plus bas,

L. (p) = pupy — nu,,pz,

lorsque le terme fixant la jauge —Ap,p, est omis. Puisqu’en général

L (p) = C0*) 1 + D(0*)pps, (6.24)
la condition (6.23) conduirait a
M (p) = (Pups = P10 (D). (6.25)

HEquation (6.16).
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Fig. 6.6 Vertex: diagramme divergent a une boucle.

Alors,
() =~ )
3p?
) 4
- ;%2/ (;1:)?4 Tr [ g 12 ié:,;;r:_ e v G _kp>_2 Ij;g:_ - (6.26)
B 8ie? / d*k 2m? — k? + kp
3p? S (2m)* [k2 — m? +ie] [(k — p)2 — m? + ie]

La décomposition (6.24) suit uniquement du caractere tensoriel de ﬁuu qui ne
dépend que du vecteur p*: les seuls tenseurs symétriques possibles sont alors p,p,
et 1. Par contre, I'équation (6.25) suit du résultat (6.23) qui n’est applicable
qu’apres régularisation des intégrales, et pour autant que cette régularisation
respecte 'invariance de jauge de la théorie.

Vertex, diagramme D3

A Tordre €3, la fonction de vertex recoit les contributions des diagrammes de la
figure 6.3, rassemblées dans les expressions (6.17) et (6.18). La contribution du
diagramme D3 de la figure 6.6, amputé des lignes externes, s’écrit

% . d*k 1 1=\ k,k,
ieN'(p,q) = —i’(ie)® / l??pa s

(2m)4 k2 + ie * A k% e

p K+ d+m 4 K+ p+m i

7 (/~<:+q)2—m2+z‘e7 (l<:+p)2—m2+z‘e7 '
(6.27)

L’intégrale infinie se comporte & grand k comme [ d*k k~*; elle diverge logarith-

miquement.

Il s’agit ensuite d’introduire une régularisation des divergences apparaissant
dans les expressions (6.21), (6.22) et (6.27) des diagrammes D1, D2 et D3.
La régularisation n’est pas une opération physique; il s’agit d'une procédure
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mathématique qui doit rester sans influence sur les résultats de la théorie des
perturbations. Il existe différentes méthodes de régularisation. Dans le cas con-
sidéré ici d'une théorie de jauge invariante sous parité, la régularisation dimen-
sionnelle est la plus satisfaisante puisqu’elle préserve explicitement les symétries
de la théorie de champs.

6.3 Reégularisation dimensionnelle

Le probleme consiste a donner un sens a des intégrales divergentes du type

4
I:/dk L ! - (6.28)
(2m)* k2 —m? +ie (p— k)% — M? + ie
sans détruire les symétries de la théorie (symétrie de jauge, invariance de Lorentz).
On aimerait également que des manipulations analogues a celles menant a 1’équa-
tion (6.23) soient valables puisque cette condition reflete I'invariance de jauge de
la théorie. Ces manipulations utilisent des changements de variables tels que
k' = k — p et il n’est donc pas judicieux de régulariser les intégrales en limitant
le domaine d’intégration par une coupure sur la variable £#: une telle coupure
générerait des termes de bord lors de changements de variables d’intégration. De
méme, les propagateurs résultent de la densité lagrangienne qu’on aimerait ne
pas modifier.

Sans étre unique, la régularisation dimensionnelle remplit naturellement ces
conditions. L’idée de base est 1'observation que des intégrales telles que I de-
viennent finies en dimension d’espace-temps suffisamment petite. Il est ensuite
possible de les définir par continuation analytique pour les dimensions d’espace-
temps n complexes. Finalement, les divergences apparaissant en n = 4 seront
précisément définies comme la limite pour n — 4 de la valeur de l'intégrale
en n complexe. Cette procédure permet de formellement sommer des quantités
divergentes: ces quantités sont bien définies dans le plan complexe n ou il est
possible de les sommer; ensuite, la somme sera finie si la limite n — 4 est finie.

6.3.1 La fonction gamma

La fonction gamma, I'(«), joue un réle important dans la procédure de régularisa-
tion dimensionnelle. Ce bref paragraphe a pour but de mentionner ses propriétés
utiles dans la suite. Tout d’abord, 1’égalité

al'(a) =T(a+1) (6.29)

sert en fait de définition de I'(a). Ensuite, I'(a) est une fonction méromorphe!?
de la variable complexe a qui possede des poles simples lorsque

a=—n, n=20,1,2,3,...

12Ges seules singularités sont des poles.
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Le résidu du pole en & = —n est (—1)"/nl. Il en existe une représentation
intégrale (dite d’Euler), qui est valable (analytique) dans le demi-plan complexe
droit: ~

T(a) :/0 dte >l Rea > 0. (6.30)

Une continuation analytique dans le plan complexe entier amputé des poles en
a=-n, (n=0,1,2,3,...) existe. La propriété (6.29) peut en particulier étre
utilisée pour prolonger la représentation (6.30) dans la région Reaw < 0, Im av # 0.
Il suit de (6.30) et de (6.29) que

r(1) =1, T(n)=(m-1), n=234,... (6.31)

D’autre part, I'(1/2) = /7. Nous utiliserons également les deux limites:

a—0

1
limI'(a) = a—'y—k@(a),

) (6.32)
lim [Na)AY = ——=7+InA+0O(a),
a— (0%
ou v est la constante d’Euler,
v =.577215... (6.33)

Finalement, par le changement de variable Du = ¢ dans (6.30), on obtient
i—i/wd a-lemub Rea >0 D >0 (6.34)
Ds ~ T(a) Jo uut e, a >0, : :

Cette égalité sera utilisée pour représenter les dénominateurs D des propagateurs
(élevés a une puissance entiere ) sous la forme d’une intégrale sur un paramétre
de Schwinger u.

6.3.2 Une intégrale en dimension n

Considérons tout d’abord l'intégrale

d"k 1
I= / _ ,
(2m)" (k2 + A)e
ot le vecteur k = (121, . l;”) est euclidien, ¢’est-a-dire
k2 = (KY2 4+ ()2 + ...+ (k™2
D’aprés (6.34), on peut écrire!®

1 o a*k 7.2
J = —/ d a—1 —uA/— —uk )
[(a) Jo wae (27)" ¢

311 faut pour cela que A soit positif.
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L’intégration sur d"k est gaussienne:

Jamr ™ = (L) = s (V3) = G

Il vient: 1 -
] = / d a—2-1 —uA.
D(a)(dm)? Jo %~ ¢
Par comparaison avec (6.34), on trouve finalement que
dnk 1 1 Da-12) .
= = A279, 6.35
/ 2m)" (k2 4 A)>  (4m)v2 T(a) (6:35)

Cette expression a un prolongement naturel pour les valeurs complexes de n.

Pour relier le résultat (6.35) aux intégrales divergentes de la théorie quan-
tique des champs, considérons par exemple I'extension en dimension entiere n de
'intégrale (6.28):

dk 1 1
h:/ , _ 6.36
(2m)" k2 —m? +ie (p— k)2 — M2 +ie (6.36)

Dans cette expression, les vecteurs tels que p et k possedent n composantes,
p=(@"p',...,p"""), et, par exemple, p* = (p°)? —p%, p* = (p')*+... +(p" )%
La généralisation du facteur (27r)~* en dimension n est purement conventionnelle.
La premiere étape consiste a récrire cette intégrale en introduisant un parametre
de Feynman x défini par 'identité

1 1 _2
5= /0 dr [Az + B(1 — )% (6.37)
Avec (6.37), et apres le changement de variable d’intégration

q =k — zp,

qui est permis dans une dimension n qui évite les divergences, I'intégrale (6.36)
devient

I, = /01 da:/ (;i% [MQ.I +m?*(1—2) —p’z(l —2) — ¢* — ie]_Z, (6.38)

en permutant l'ordre des intégrations. Cette expression est de la forme

hzéwmmﬁ@, hdﬂz/ggﬂﬂﬂ—f—ﬂﬂ, (6.3

avec
A(z) = Mz + m*(1 — x) — p*x(1 — ).

L’intégrale I,, o (x) est proche de celle calculée en (6.35), mais il s’agit ici d’intégrer
sur une variable ¢ minkowskienne.
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Fig. 6.7 Rotation de Wick: contour d’intégration.

Pour se ramener a une intégration sur une variable euclidienne et pouvoir
utiliser (6.35), il convient d’effectuer une rotation de Wick dans U'intégrale I, (z).
Comme

A—q® —ie=A— (") +q* —ie,

I'intégrant de I, () est singulier en
¢’ =tw, w=[q*+ A—ie'? (6.40)

Supposons que ¢2 + A > 0. Le pole avec Req® > 0 est dans le demi-plan
inférieur, celui avec Req” < 0 est dans le demi-plan supérieur. Considérons
ensuite une intégrale dans le plan ¢° complexe le long du contour C défini par la
figure 6.7, les quarts de cercle étant a |gy| — oo. L’intégrale s’annule puisque le
contour n’entoure pas de pole de l'intégrant. Elle ne regoit pas de contribution
lorsque |¢°| — oo. 11 vient donc:

0 = /quo [A—qz—ie]_a

= /_OO dq° {A—q2—iera— > dq” [A—qz—ie]ia.

—1400
Avec le changement de variable!®

q" = —iq’,

dans le deuxieme terme, on obtient

| (A= —id =i [ g [A+ 3 @] (6.41)

14Le contour et 'argument sont identiques si ¢2 + A < 0; mais la position des poles change.
157 est un indice et non un exposant.
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la limite ¢ — 0 pouvant étre prise sans difficulté dans le membre droit qui n’est
jamais singulier. L’égalité (6.41) est le résultat de la rotation de Wick. Finale-

ment,
d"q e d'g 9]~
IM:/ A—g?— :/ A+l 6.42
, ) A= ¢ —ie] " =i ) A+ (6.42)
olt la variable d’intégration ¢ désigne le vecteur euclidien ¢ = (¢!, ..., ¢"), avec

¢ =(¢")*+...4(¢")? Lavaleur de I,,, est alors donnée par I'expression (6.35).
D’apres (6.39) et avec I'(2) =1,

n

L p@ = Myt /01 de [M20+m2(1 - 2) - pa(l - 2)] 7. (6.43)

I, =
1672 2

Ce résultat, qui est I'expression régularisée de 'intégrale I,,, diverge lorsque n est
un entier pair supérieur ou égal a quatre. Dans le voisinage de la valeur d’intérét
physique, n = 4, la seconde limite (6.32) indique que

) 1 2
iy = g |y~ )

7
1672

(6.44)

/01 dx In {M2LL‘ +m*(1 — ) — p*x(l — :U)}

La partie divergente de l'intégrale est contenue dans le premier terme, avec la
constante d’Euler v qui accompagne toujours le pole et la contribution In(47) qui
est due a I'extension conventionnelle (27)* — (27)" dans 'expression (6.36).

6.3.3 D’autres intégrales

La régularisation dimensionnelle de I'intégrale I,, présentée ci-dessus se généralise
facilement a l’ensemble des intégrales qui apparaissent dans le calcul des dia-
grammes de Feynman comprenant des boucles. Les représentations des dénomi-
nateurs des propagateurs sous la forme d’intégrales paramétriques de Schwinger:

1 1 oo
- = duu® e P Rea > 0 D >0 6.45

et de Feynman:
1 1 _
== /0 dr [Az + B(1 — )]2, (6.46)

y jouent un role important. IL’égalité (6.46) possede une généralisation a des
produits arbitraires:

1

1 1 1
Y Y T o ST
1A, A (m—1) ; dxy ; dxy ; de, (1 + ...+ )

. [Alxl + AQ!L’Q + ...+ Amflfm]im
(6.47)
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En général, le probleme est de régulariser une intégrale de la forme

Ak ke k- Ky
= - 6.48
/ (271')” AlAg . As ’ ( )

ou chaque dénominateur A; provient d'un propagateur et s’écrit

Ay = M? — k* — 2kp; — ie, 1=1,...,s,

1

H1---Hm

les quantités M? et p{ étant indépendantes de la variable d’intégration k*. A
laide de (6.47), (6.48) se ramene a une intégrale sur les parametres de Feynman
de I'expression plus simple

i B / d"k kuku, -k,
et = | Gyt R =R = 2hp i)

(6.49)
ol M? et p* dépendent des parametres 1, To, . . ., Ts:
MQ:Zﬂiz‘Mf, p:ZfBiPi-
i=1 i=1

Notez cependant que

; _ / [%51 Hm—1 , 6.50
Bl 2(8 _ 1) 8]?“’" (27’(’)” [MQ — k2 — 2k}p — iE]s—l ( )

et en particulier,

;o / d"k k,
o) 2m)n [M2 — k2 — 2kp — ie]®

R [ dvk 1
T 2(s—=1)apr S (2m)n [M2 — k2 — 2kp — qe]s1
Mais, avec k' = k + p et d’apres (6.42) et (6.35),

d"k 1 "k’ 1
/ (2m)n [M?2 — k2 — 2kp — ie]® / (2m)" [M2 + p? — k' — €]
F(Ot — %) 2 212 —«
W[M +p7]27,
(6.51)
et I’équation (6.50) permet ensuite de calculer par itérations les intégrales (6.49).
Par exemple,

l

1672 (47)*2

n

/ (d”k et LAy I'(a—3)

- T'(a)

— M2 212 —«
om)n [M2 — k2 — 2kp —id® 1672 M p 2

(4 s M 4

: {T(a - g)p“p” — %UW[MQ +pM(a—1— 5)}-
(6.52)

/ d"k Kkt kY o
(2m)" [M?2 — k2 — 2kp — ie]* 1672
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Finalement, puisqu’en n dimensions 7, n*" = n, il vient

'k 2 'k Kk
/ @m)" [M? — k? — 2kp —ice "“”/ (2m)" [M? — k2 — 2kp — il
o 1
1672 [(«)

2 1

2

(a8 M+ ) D = )P = DM 4+ T — 1= ) .

2
(6.53)

Les quatre intégrales (6.51), (6.52) et (6.53) sont suffisantes pour régulariser les
diagrammes divergents de 1’électrodynamique quantique a ’ordre d’une boucle.

6.4 Reégularisation dimensionnelle de
I’électrodynamique

Le principe de la régularisation dimensionnelle est d’effectuer le calcul des fonc-
tions de Green en dimension n d’espace-temps, de maniere a assurer la conver-
gence des intégrations. Il s’avere également judicieux de généraliser la densité
lagrangienne (6.1) en dimension n.

6.4.1 La densité lagrangienne

En dimension n, ’action devient
Sp= [dc L,

avec la densité lagrangienne habituelle!

_ 1
L, = Y[in" (0, —ie,Ay) —mly — ZFWFW, F. =0,A, —0,A,.

Comme S, est une quantité sans dimension, la dimension de £,, est [masse|”. Les
dimensions physiques des quantités apparaissant dans ’action en n dimensions
sont alors:

r : [masse| !, d,, m : [masse|',
L, : [masse|",
F,, : [masse]z, A, @ [masse]2 71, (6.54)
¢ ¢ [masse]"T,
en : [masse]?>"z.

16Le terme fixant la jauge est ici omis: il ne joue aucun role dans I’argument.
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Pour tenir compte de la dimension physique inusitée de la constante de couplage
én, on introduit une masse arbitraire ;1 et on pose
4—n

2
Le role du parametre p sera d’assurer que les quantités calculées par la procédure
dimensionnelle gardent leur dimension physique lorsque la limite n — 4 est prise.
La regle de Feynman du vertex en n dimensions fait intervenir e,, et non e.

€n = e/f*

0|3

:eeXp[(Q—g)ln,u]:e—i— elp+O((4-n)?). (65)

En n dimensions, il est clair que

0" N =", = Tr(1l,) = n, (6.56)
et I'algebre des matrices de Dirac
{("A =21 (6.57)
impose une généralisation en dimension n. On aura donc
Y = " {vwewt = nl, 6.58)
YWy = =W+ 20wt = (2= 1),

et ainsi de suite. L’opération de trace sur les produits de matrices de Dirac
pose cependant un probleme puisqu’il est impossible de réaliser matriciellement
'algebre (6.57) dans un nombre n arbitraire et continu de dimensions. La métho-
de que nous utiliserons consiste a procéder au calcul des traces en quatre dimen-
sions et a ensuite étendre le résultat en dimension quelconque. Dans (6.58), I
sera donc la matrice unité en quatre dimensions, avec Tr I = 4. Par contre, les
produits de matrices v* seront calculés en dimension n, comme dans les égalités
(6.58). On aura par exemple:

1
Tr(y"y") = 5 Tr{y" 7"} = T I = . (6.59)

Le point le plus délicat de la procédure dimensionnelle est la généralisation de la
matrice 5 qui en quatre dimensions est donnée par v5 = —i7°y1y2y3. L’existence
d’une matrice jouant un roéle analogue a 75 n’est garantie que pour les dimensions
paires. Ce probleme est sans importance pour le cas de I’électrodynamique quan-
tique qui est invariante sous parité: 5 n’apparait pas dans les regles de Feynman.
Il existe cependant lorsqu’on applique la procédure dimensionnelle au cas d’un
processus d’interaction faible!”. Le tenseur antisymétrique €,,,, en n dimensions

conduit a une difficulté similaire.

En résumé, les substitutions

&k — d°k,

(6.60)
@2mt — (2m)",

nm=4 — ni=n,

"Pour plus de détails, voir par exemple Collins [11], sections 4.5 et 4.6.
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déterminent la généralisation en dimension n des regles de Feynman de 1’électro-
dynamique quantique.

Avec ces regles, nous allons maintenant établir les expressions dimensionnelle-
ment régularisées des diagrammes a une boucle D1, D2 et D3 des figures 6.4, 6.5
et 6.6 de la section 6.2.

6.4.2 Propagateur du photon: polarisation du vide

En n dimensions, la contribution au tenseur de polarisation du vide (6.22) due
au diagramme D2 de la figure 6.5 devient

) o dE Ftm  F—pim
I - 2 4—n T
ul/(p) e :u (277)” r |:7,Uz k2 _ m2 ’71/ (]f . p)z o m2

(6.61)

On effectue premierement la trace:

Tr[y, (K4 m) v (F— p+m)] =m* Trly ] + Tr[y, fr. (K — )]
= 4[(m?* — k* + kp)nu, + 2k,k, — kup, — kup,).

On introduit ensuite deux parametres de Feynman avec I'identité (6.47):
i i 4_n/ d"k /ld /ld 5(1 )
, = —die T —x—
i [ o J gy y

(2
[(m? = k* + kp)nuw + 2kuky — kupy — kup,

k(x4 y) — m*(x + y) — 2apk + xp?] 2

d"k 1
(27" /O dz [(m?* — k* + kp)nw + 2k.k, — k.p, — kup,)

_ —42'62,u47”/

(k% + 2zpk — xp® + m?| 72

Les intégrales (6.51-6.53) meénent ensuite a:
4—n
- e? 4—n 1 Aty N
=0 (5" s [ o1 - |
(6.62)
Il est a remarquer que le dernier facteur est sans dimension grace a 'introduction
de p. Lorsque n est proche de la valeur d’intérét physique n = 4, puisque

4—n 4-m 2
r< ; >A = A+ O —n),

on obtient

2
m —7+1n(47r)

—6/01 dz (1 - z)In <m2 - 9”(1;2"’5)2’2 - “)]
(6.63)

~ Qo
II,.(p) = —g(pupy—p%w)[
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avec la constante de structure fine a = e*/47 et en négligeant les contributions
s’annulant lorsque n — 4. Le tenseur de polarisation du vide II,,, est transverse:
ML, (p) = 0, une conséquence de U'invariance de jauge qui implique (6.25).

L’expression (6.63) est la somme d’une partie infinie

700 100 ~ o0 (@]
50 (p) = 0% (pupy — P°1jw), 1 :_37<

-+ ln(47r)) (6.64)

et d'une partie finie,
e, = 15?) (pupe — P*njw),

" (p?) = 2?&/01613351:(1—3:)IH<

m? —z(1— x)pQ) (6.65)
I '

Cette division en parties finie et infinie est évidemment arbitraire. Cependant,

comme la contribution —v+1In(47) est générée par la procédure de régularisation

utilisée, par l'intermédiaire du développement de I'(2 — %), il est naturel de

I’associer a la partie divergente.

L’expression régularisée du diagramme a une boucle D2 nous permet ensuite
d’obtenir le tenseur de polarisation du vide a l'ordre e?, correspondant aux dia-
grammes de la figure 6.2 et a ’équation (6.16). En divisant le coefficient Az en
une partie divergente A et une contribution finie AL il vient

[ (p) = |14 (% = AF) + (0 6%) = AD)| (b = 11) = A (6.66)

Le terme fixant la jauge ne recoit pas de correction: il n’est pas nécessaire de
renormaliser A\, une observation qui reste vraie a tous les ordres. Pour obtenir un
résultat fini lorsque n — 4, il suffit de choisir

2
4—n

Agozﬁm:—ﬁ(
3

oyt 1n(47r)> , (6.67)

alors que la partie finie du contre-terme, qui ne dépend pas de p, permet d’imposer
une condition de normalisation du tenseur de polarisation du vide: le choix de
cette condition fait partie de la définition d'un schéma de renormalisation. On
peut par exemple imposer

H/ﬂ/(p)‘p?:/ﬂ = PuPv — p277/w — Apupu,

la masse p étant arbitraire, en choisissant
2 1 2
A =2 [ ar - (2 —at1-0)
m Jo 7

c’est-a-dire

2a0 1 m? — z(1 — z)p?
— _ 2 — —
1L, (p) = (Pupv — P Nyw) ll + - /0 dr (1 —x)In <m2 S APy -
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Un autre choix couramment utilisé!® exige

I (p)

oo = PuPu = P = Apupy, (6.68)

qui se traduit par le choix
2
Acm,F — g In m_
5 3 w? )
Dans ce schéma,

I (p) = (Pupy — P*1w) [14+T1(p%)] = Apupy,

2a0 1 p? (6.69)
N = = [ dea(i—o)m(1-a(1-
(p°) — r x(l—x) n( x( x)m2>
et la constante de renormalisation A§™ s’écrit
om a 2 m?
Aj =3 L_n—’y—i—ln(élvr)—ln <?>] : (6.70)

L’étude du tenseur de polarisation du vide a ’ordre « et de son contenu physique
sera poursuivie dans la section 6.7.

6.4.3 Propagateur du fermion, self-énergie

En dimension n, U'expression (6.21) du diagramme D1 de la figure 6.4 devient

k1 L= Xk = ftm
— Hv + v
(27)" k2 Ak (p—k)2—m2 "

en omettant les contributions ze. Cependant,
M (p— k+m)n = (2—n)(p— k) +nm,
KRy (p— K +m)yn = K (m—p— F)+2(pk) K.

La fonction X (p) dépend du choix de la jauge par 'intermédiaire du parameétre
A: nous calculons une fonction de Green et non un élément de matrice S. Pour
simplifier, nous allons évaluer ¥(p) dans la jauge de Feynman A = 1, ou

S(p) = 24n/ / (2=n)(p— k) +nm

N (k2 — 2xpk + xp? — am?]?’

S(p) = —i62u4_"/ (6.71)

d’apres (6.37). Par le changement de variable k — zp — k, il vient:

S(p) = et 2—n[ K+ (1 —x)p] +nm
=) = /dx/ [—k? — (1 — 2)p? + 2m?)>

18]] g’agit du schéma de renormalisation sur la couche de masse (on-shell), d’ott la notation
15 (p).-
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D’apres (6.51) et (6.52),

- e2 4—n 1 4arp? >
X(p) = 2F< )/ dx 2 L 2
167 2 ) Jo am? —z(l —x)p (6.72)

{4m =201 —2)p+ (4 =n)[(1 —2)p - m]}.

Pour n proche de la valeur physique 4,

~ 2
YX(p) = %{(m —7+1n(47r)> [Am — g + p—2m
_/01 dx [dm —2(1 — x) p|In (xm2 - 31;(21 — x)p2> ] +O(4 —n).
(6.73)
La partie divergente de cette expression est
. 2
£%(p) = - ltm — f (= — 7+ Infam)).

la partie finie étant

SF(p) = % [p— om — /01 dx [4m — 2(1 — z) ] In ("’”m2 _"’;(21 _@pzﬂ .

I1 en résulte que la self-énergie du fermion, définie par I’équation (6.13) et calculée
a lordre €2, est donnée par

S(p) = [5{—%<4En—7+ln(4ﬂ)>—Ag+%
o /01 dz (1—2)In (m2 _9;(21 _a’)pzﬂ

—m l—g (L — 5+ 1n(47r)) + Ao+ —
2T

T \4—n
1 2 1— 2
+Q/ dx m(a:m 33(2 )P )]
T Jo W

Pour obtenir un résultat fini lorsque n — 4, il suffit de poser

Ay = —— (ﬁ —7+1n(47r)> + AY,
(6.74)

« 2
Ay = ;(m—’y—kln(llw))—kAg,
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les contre-termes finis AL et AL étant fixés par le choix du schéma de renorma-
lisation. En conséquence,

N(p) = A@*)p- B )m

— (1 —x)p?
A(n?) — ——AF 7/ 1 xm? — x(
W) = i dz (1 - ) ( 12 C o (6.75)
o O oo /1 xm? — z(1 — x)p?
B(p*) 27r+A0+7r 0da:1n< e :

Comme le propagateur inverse est
p—m—X(p) = [L—A@p)]p—[1-B@p)m
= 1= A@)(#- 1+ A@*) - BEA)]m) + 0(a?),
le propagateur de la théorie en interaction calculé a 'ordre o aura un pole en
p=mp = [1+A(mp) — B(mp)|m,

c’est-a-dire en

2 _ 2
mp = 1—4— (AY + A — /dx + )l (ajm 2l = 2)mp m.

s 2

(6.76)
La position de ce pole correspond a la valeur physique de la masse du fermion,
qui est donc mp. Cette grandeur physique est reliée par I'expression (6.76) aux
parametres e et m de la densité lagrangienne (renormalisée), par I'intermédiaire
du contre-terme arbitraire Al" + AZ. Un choix naturel, mais non indispensable,
de ce contre-terme revient a identifier la masse physique du fermion mp avec m.
Le schéma de renormalisation sur la couche de masse revient ainsi a choisir

1 2?2 3 m?
AF AP =Y Y i+ m (2 ) =22 (I 6.77
0 + 2 47T 27T 0 x ( + 'CU) 1 ILLQ 7T 4 n ILLQ ) ( )

pour obtenir
m=meg.

Le parametre m [noté m, dans la densité lagrangienne renormalisée (6.6)] est
alors la masse physique du fermion, a 'ordre a de la théorie des perturbations.

Avec ce premier choix, le propagateur inverse devient

1= ) ($ 1= g5 [Las @ (T ),

A(p?) dépendant de AL, Et la self-énergie s’écrit

) = A6 -] - G [ as(1+om

xp? 4+ m? — p?
xm? '
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Comme deuxiéme condition de normalisation & imposer pour déterminer A" on
peut demander que le résidu du pole du propagateur lorsque % = m soit unité?
Ce résidu peut étre obtenu en calculant

l y _Ifn_—mz@)] o l pzfm Lo

Il faut donc annuler le coefficient du premier terme du développement en puis-
sances de (p —m) de X(p), qui, d’apres (6.75), est

oot [ o) - BR)| Ay = & [l )

. (6.78)

Cette équation contient une divergence en z — 0 de la derniere intégrale. Il s’agit
d’une divergence infrarouge due a ’absence de masse du photon. Pour le voir, il
suffit de modifier le dénominateur k* de l’expression (6.71) en lui ajoutant une
masse fictive du photon M: k> — k? — M?. L’effet de cette modification est
la substitution

om? —z(1—2)p* — wm*+ (1 —2)M* —2(1 —2)p°

dans les expressions (6.75), et le dernier terme de (6.78) devient
/ z(1l — 2?)
1 . x) M2
qui diverge logarithmiquement lorsqu’on annule la masse M du photon. Le traite-
ment des divergences infrarouges dues a 1’absence de masse de certaines particules
ne sera pas abordé ici?: la nature de ces infinités est entierement différente des

divergences ultraviolettes éliminées par renormalisation. Nous nous bornerons a

considérer 'expression (6.78) comme définissant la partie finie du contre-terme
A,.

En conclusion, le propagateur inverse a l’ordre « est

- 1d$(1_x)1n wp® +m? —p dxl—:g
o e R
'(15—[1—;T/OldﬂHw)ln(meZZZ_pZ)]m),

9(rest-a-dire que la singularité du propagateur [ —m — X(p)]~! en p = m soit de la forme
_1

—m M
20Voir par exemple: Peskin et Schroeder [6], sections 6.4 et 6.5, Weinberg [2], chapitre 13.
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dans le schéma de renormalisation sur la couche de masse. La self-énergie devient

Sp) = (#- m[ /dmlm_x_ __/ dxl—x]

(6.79)

p?
l /da: 2—:1:1n 1—xﬁ>].
Son développement en puissances de p —m,
2(p) = [Zo(0)y=m + [Z1(0)]yem[p—m] + O (($—m)?)
débute a Pordre (g — m)? seulement: [Zo(p)|y=m = [X1(p)]y=m = 0.

Et les constantes de renormalisation utilisées pour définir le propagateur du
fermion s’écrivent:

a 2 1 — 22
Ay = —El4_n—7+ln(47r)+2 (—)—4/ dx ],

Qo 2 3 1 — 2?2
AO = %l4_n—7+1n<4ﬂ)+§—ln< ) /d$ ]7

aux corrections de l'ordre suivant (a?) de la théorie des perturbations pres.

(6.80)

6.4.4 Correction de vertex

Dans la jauge de Feynman A = 1, la contribution (6.27) du diagramme de vertex
D3 (fig. 6.6) s’écrit

iep® 5 A, (p.q) = uSF I,
; /d"k 1 g4+ F+m P+ k+m (6.81)
A

P
2m)n K2 (q+k)2—m2%(p+k‘)2—m2%'

Comme le dénominateur est d’ordre k%, la partie infinie sera clairement due au
terme

VKK, = (2 = )V 2Kk, — K1)
présent au numérateur de l'intégrant.

Afin d’évaluer l'intégrale [,,, introduisons deux parametres de Feynman z et
y, et la variable d’intégration ¥ = k + xq + yp:

_ e YU+ E+m)n (Pt K+m)y,
I, = 2| dz dy
0 0 (2m)" [k% 4 2xqk + 2ypk + x¢® + yp? — (z + y)m?2]3

1—x n 1./
:—Q/dx/ dy/dk

Y+ A —a)d—yp+m)n(K+ 1 —y)p—ad+m)y,
[(x + y)m? — 2(1 — 2)¢2 — y(1 — y)p* + 22ypg — k)3

= Ir+1,
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la partie divergente étant contenue dans l'intégrale

1 1-z d*k
o= 2wt [Cde [ dy [ Gon Gl = )

(6.82)
[z +y)m® — (1l - 2)¢* — y(1 — y)p* + 2zypg — k°] 2,
alors que l'intégrale
1 11—z
15 = =2 de [ dyy i =) f — s+ w0 - )b - ad 4+ mb

4k )
/ —[(z +y)m® —z(1 — 2)¢* — y(1 — y)p* + 2zypq — k*| 2,

(2)
(6.83)
dont I'intégrant se comporte comme k=% & grand &, est finie en n = 4 dimensions.
A Taide des résultats (6.5176.53) et de 'expansion (6.32), on obtient:

= —ie? [1+(4—n)1nu] 2+ I+ 04 —n),

7 2 1 1—x
I = 167T2”y,,{4_n—7+1n(47r)—2—2/0 daj/0 dy
I [(z 4+ y)m® — 21 —2)¢* — y(1 —y)p* + 2mypq]] +0(4—n),
L / dl’/l :c ,yp 1_55)4 yﬁ—i_m]'yz/[(l_ )ﬁ—xq%—m]%
v 1672 (x +y)m? —z(1 —2)¢? — y(1 — y)p* + 2xypq

A ce stade du calcul, la fonction de vertex propre définie par I’équation (6.19)
s’écrit

2 a
I'(p,q) = ie [%{1 A+ (ﬁ — v+ 1n(47r)> ~ o

1 1—z 2 _ 1 — 2 1 — 2 2
_g/ dx/ 2 ln<<x+y>m 2 ( af)q2 y(1 —y)p* + xypq)}
m Jo 0 7

—zeZIF]

Cette expression est libre de divergence ultraviolette si on pose
« [ 2

Ay = ——
! At 4 —n

— v+ In(4m)| + AP, (6.84)

avec une contribution finie A" & déterminer en prescrivant le schéma de renor-
malisation.

Pour étudier la partie finie, il est utile de revenir a une amplitude physique
au lieu d'une simple fonction de Green. Considérons donc la quantité

M, (p, @) = u(q) ieA,(p, q) u(p), (6.85)
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les deux fermions étant sur la couche de masse p?> = ¢> = m? et les spineurs
vérifiant 1’équation de Dirac

(¢ —m)u(p) = (4 —m)u(q) = 0.

La comparaison avec la fonction de Green (6.17) montre que cette quantité peut
étre vue comme l'élément de matrice S réduit pour le vertex fermion—photon,
calculé ici & I'ordre €3,

D’apres I’équation (6.18) et dans la jauge de Feynman,

My(p7 Q) ==

1 o o
Wﬂw(q - p) [alg) y qun I'’(p, q) y ipjn u(p)]-

Dans le schéma de renormalisation sur la couche de masse utilisé pour définir
le propagateur fermionique, le développement en puissances de (p —m) de la
self-énergie débute a I'ordre ( — m)?. Donc, si p? = m?

a(p) X(p)

=l = 10— m), o

oo (p” =m").

F—m u(p) = u(p),

En conséquence,
M) = =1L 0 = ) [i0) 0. 0) i) (6.56)
1 _ B ooy [le=phla=p)y
—Wﬂup(q—p) = =T ((g—p) )[ TR nyp],

I((g—p)?) = 2?&/01 drz(l —x) 1n<1 —z(1—x) (q;zp)2>

Comme u(q)[4 — plu(p) = 0, il vient & I'ordre €3
My (p,q) =T(q)T(p, 9)u(p) + iell (g — p)*) T(q)vu(p).
D’autre part,

(07

7(0) Du(p.q) ulp) = z‘e[mqmu(p){lmf—%

1 1—=x 2,2 . 2
_i/ dx/ d 1n<(f€+y) m? —zy(p — q) )}
27 Jo 0 w2

a 1d 1—xd Yu
—E/o x/o Y+ y)em? —xy(p—qv]’
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Y, = a(@){[(1—2)d—yp+mnl1—y)p—zd+mly,ulp)
= wq){2@+y—2)? = 2dmPy — 21— 2)(1 - y)(p — 0)*%
+4[x(1 = y) =y mp, + 4y (1 — x) — 2% ma, fu(p).

A Taide de l'identité de Gordon

om(a)u(p) = 1(a) (0 + a)* ~ S 1 7"1a ~ ) )u(p)

et de
(a0~ ) wla)u(p) = 5la) 1210 + )y ),
on obtient
palgu(p) = alg)(my" — 304" Ips )ulp),
¢“a(qu(p) = ulq)(my" + 3", 7")g Ju(p),
et
Y, = —2u(@nu@){m(z+y+1)? -3+ (-1 -2)1-y)}

—m(q) [y, ) { (p — )7 (x + y)(1 =z — y)
+Hp+ )@ -y +z+y)}.

A Texception du dernier terme de Y,,, amplitude @(q) I',(p, q) u(p) ne dépend
que de 'impulsion transférée au photon,

k=p—aq,

et les parametres de Feynman n’apparaissent que dans les combinaisons symétri-
ques x + y et xy; cependant, pour toutes fonctions f(x,y) et g(x + y, zy),

1—x 1— 1—x
/dm/ dy f(x,y) = /dy/ yd:vfﬂsy /dfv/ dy f(y,z),
1—x 1— :c
/d:r/ dy (x —y)g(x + y,zy) = /d:c/ )g(x +y,xy) = 0,
0 0

et le terme en question s’annule. Comme u(q)(4 — pu(p) =

u(q)L(p, )u(p) (¢ — p)” =0,
comme exigé par l'invariance de jauge, et on peut alors poser

1

My (p.q) = ieu(g) {7 + Fu(k)% = [ valk” Fa(k?) fu(p). (6.87)
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les deux facteurs de forme étant donnés par les expressions

a 1 l—z x +y)*m? — zyk? Q
Rk = —27T/0 dg;/O dyln<< >u2 — - +Af
= /dx/l © e+y+1)?=3]+k1-2)(1-y)
(x + y)?>m? — zyk?

_/ drx 1—:(:)ln(1—x(1—$)71:;)

e x+y(1—x—y)
B = - / d/
(k) . m—l—y m? — xyk?

am 2(1—2)
B /dz/ dxzzmQ—:z:z—:L’)k
(6.88)

Le facteur de forme F; est une correction & la charge du fermion: & I'ordre oY,
M, (p,q) = ieu(q)y,u(p). Une condition naturelle de normalisation du facteur
de forme F} est d’imposer

F(E=0)=0,  Mp,9)le_y = icu(q)ru(p) — %E(Q)[%, Volu(p)k* F2(0).

(6.89)
Dans ce cas, e est la charge électrique du fermion dans la limite k%> = 0 d'un
photon “test” d’impulsion k. Ce choix correspond a:

2

o 1 1—x m
Al = gllJr/o dx/o dy <ln{(x+y)2?

Comme pour une fonction g de la variable z + v,

/Oldx/olmdyg(x—i—y) I/Oldzg(z)/ozdx:/oldzzg(z)

on obtient

)

2 1 1 — 2
Af:;[m(?;;)—uzl/o dz m"”} (6.90)

et A1 = As, conformément a l'identité de Ward. La forme finale du facteur de
forme F(k?) est:

Rk = /dxxl—x)ln(l—x(l—a?)ji)

—l— / dz /1 37 l ety ?_xl_*)_ y)2i]12_|'_ki(ylk2_ =)

vy  k? 3 a/l 1 — 22
—ln(1- LI
n( (a:+y)2m2>] T o T

(6.91)
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le dernier terme contenant la divergence infrarouge. Notez que la premiere con-
tribution est identique a la correction d’ordre « au tenseur de polarisation du
vide, obtenue dans ’équation (6.69).

Comme F3(0) = —5=, il vient alors

req

My(D; @)oo = i€t(q)voulp) + u(q) Vv, vplu(p)(p — @)’ (6.92)

8mm
Le second terme décrit le moment magnétique anormal du fermion. Il suit de la
définition (6.87) des facteurs de forme que le moment magnétique du fermion est

"1 -F(0) = 5 [14 -]

H= 2m

2m

La correction d’ordre « a été obtenue par Schwinger en 1948. Notez que le calcul
du facteur de forme Fy(k?), et donc du moment magnétique, ne dépend que des
termes finis de la fonction de vertex. La procédure de renormalisation n’intervient
que par le biais de la normalisation de la charge électrique, F;(0) = 0.

6.4.5 Résumé

Le schéma de renormalisation sur la couche de masse que nous avons établi utilise
les constantes de renormalisation suivantes:

2 2\ 112
Zy = 14+ 7—7—|—ln(47r)—|—§—ln o —/daj ’ ,
T |4—n 2 0

_ M2 X
[ 2 1—

7z = — ——fy+ln(47r)—|—2—1n —4/ dx v ,
47 4—
al 2 1— 22
al 2 m?

Jy = 1 - — — In(47) —=In[ — || .

3 37 [4—n v + In(4m) n<u2>]

(6.93)
L’identité de Ward Z; = Z5 est bien vérifiée. Les valeurs obtenues dépendent de
la jauge utilisée, sauf pour la constante Z3 dont le calcul ne dépend pas du pro-
pagateur photonique?!. Les parties finies des contre-termes ont été déterminées
en imposant quatre conditions qui définissent le schéma de renormalisation:

1. Le propagateur photonique est normalisé sur la couche de masse du photon,
en p? = 0. Cette condition détermine Zs qui est la constante de renormali-
sation de la fonction d’onde du photon [éq. (6.4)].

21 A Pordre d’une boucle seulement.
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2. Le propagateur fermionique a un pole en p = m, qui est donc la masse
physique du fermion. Cette condition définit en fait Zy, la constante de
renormalisation de la masse du fermion [éq. (6.5)].

3. Le propagateur fermionique est normalisé sur la couche de masse, p = m:
cette condition détermine Zs, la constante de renormalisation de la fonction
d’onde fermionique [éq. (6.4)].

4. La constante de couplage (la charge électrique du fermion) est définie a
partir de la fonction de vertex pour un photon avec k* = 0. Elle est égale
a e: cette condition fixe la constante de renormalisation de la constante de
couplage de jauge, Z1 [éq. (6.5)].

La densité lagrangienne renormalisée (6.6), avec les valeurs (6.93) des constantes
de renormalisation, permet d’effectuer n’importe quel calcul perturbatif jusqu’a
I'ordre d’une boucle sans rencontrer de divergence ultraviolette. La procédure
de renormalisation a donc permis de construire une théorie des perturbations
cohérente a cet ordre. C’est le propre des théories renormalisables de permettre
I’extension de cette procédure a tous les ordres perturbatifs.

Des quatre conditions imposées pour définir les constantes de renormalisation,
il ressort que la fonction de chaque contre-terme est de soustraire une divergence
et une partie finie afin de définir une fonction de Green normalisée a une échelle
d’énergie choisie. Dans le schéma de renormalisation®? sur la couche de masse,
les échelles utilisées sont k? = 0 (masse du photon) dans les conditions 1 et 4, et
m, la masse physique du fermion.

Le choix des quatre conditions imposées pour définir les parties finies des
contre-termes est arbitraire. Nous verrons plus loin que ce caractere arbitraire
est formellement exprimé par le groupe de renormalisation, qui décrit I'effet sur
les grandeurs physiques d’un changement de schéma de soustraction. Il faut noter
que les conditions de normalisation n’influent pas sur les valeurs régularisées des
divergences ultraviolettes: en particulier, I'identité de Ward A$® = AS° pour les
parties divergentes des contre-termes sera vérifiée dans n’importe quel schéma de
renormalisation.

6.5 L’identité de Ward

Pour localiser 1'origine de la relation observée entre Z; et Z,, reprenons tout
d’abord D'expression régularisée (6.81) du diagramme de vertex D3 de la figure
6.6, lorsque p = g et dans la jauge de Feynman:

k1 1 1
A, (p.p) = —ie? 4—n/ Y ’ . 94
(p;p) = —iep eror i) Frpom Y E s p—m (6.94)

220n utilise aussi le terme de schéma de soustraction.
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Puisque
0 1 1 1

K+ p-m  Frp—m  Frp-—m

on peut écrire

(2m)™ k2 i (k+p)? — m? el

- o | . d"k 1 +p+m
Mmb%w@4/ , K+ 7P

Et, en comparant avec I'expression (6.71) du diagramme de self-énergie,

9)
“ o X (p). (6.95)

A(p.p) =

Cette égalité sera vraie dans n’importe quelle jauge, puisque sa dérivation n’utilise
pas la forme du propagateur du photon.

D’autre part, nous avons choisi les constantes Ay, A; et Ay de maniere a
soustraire les divergences de la self-énergie

X(p) = —Do = Agm + X(p)
et de la fonction de vertex propre
(p,q) = ie[(1+ Ao)y" + A (p, q)].

I1 suit alors de (6.95) que

.0 . ‘
L.(p,p) + Zea—pME(p) — ey, = ie(Ay — Ag)y,. (6.96)

Comme le membre gauche de ’égalité est sans divergence, les parties divergentes
de Ay et Ay doivent nécessairement coincider. Et si (A; — Ay) est fini, on peut
toujours I'annuler par une renormalisation finie?® de e:

6(1 + Al — Ag) = legle — €,
c’est-a-dire Z; = Z,.

L’extension de ce résultat a g # p est simple: a l'aide des expressions régulari-
sées (6.71) et (6.81), on montre facilement que

(p— @)"Tu(p,q) = ie(l+ Ar)(F— o) — ieX(p) +ie3(q)
= ie[p—m —X(p)] —ie[d —m — X(q)]

+ie(Ar — Ao) (P — 4)
= —ieX(p) +ieX(q) +ieZ1 Zy (B — 4),

(6.97)

ZComparer avec (6.5).
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une relation entre propagateurs inverses et fonction de vertex. A nouveau,
puisque les fonctions de vertex et de self-énergie sont sans divergence, A; — Ay
est fini. En fait, le résultat (6.96) est la limite p — ¢ de I"équation (6.97).

Les égalités (6.97) suivent d’'un calcul perturbatif a I'ordre d’une boucle (e?).
On peut en fait montrer qu'une telle égalité existe a tous les ordres, et qu’elle est
la conséquence de l'existence d’une symétrie continue de la densité lagrangienne.
L’argument utilise le courant de Noether conservé j,(z) associé a cette symétrie
qui, dans le cas de la théorie (6.6), est donné par I'expression (6.8). Ce courant
vérifie les régles de commutation suivantes?*:

(@, ¢ ()] = —ey(x), Q. ¥ (@)] = ed(
la charge (indépendante du temps) étant Q = [ dz j°(Z,t). Considérons ensuite

la fonction de Green B
(O[T 5" ()b (y)¥(2)]0).

Un calcul simple qui utilise la conservation du courant 9,j* = 0 conduit a

D OTPERTEI0 = 56— )OI ), b))
+6(2° = ) OITY(y) (@), B()[0)

= —ed( = P{OITHw)H(E)0)

+ed* (= )OI ()5 () |0).

La dérivée de la fonction de Green (0|T5*(z)v(y)1(2)]0) est donc reliée a la fonc-
tion a deux points, au propagateur du fermion. Et ce résultat est une conséquence
de 'existence de la symétrie puisque la conservation du courant a été utilisée. En
transformée de Fourier, cette relation s’écrit

kVE(k, g, —p) = —e(2m)*5* (k + ¢ — p)[S(q) — S(p)], (6.98)

e (7, 1)0* (T — ),
x),

avec les définitions

VA g —p) = [ d'e [ d'y [t et om s O @)y ) o)
et

0T TR0 = [ 55

pour la fonction a deux points, S(r) étant le propagateur en espace des impulsions.

e ir(y—2) zg(r)

A Tordre le plus bas de la théorie des perturbations, il vient avec j*(z) =e:
P(z)y*p(z) - et a l'aide du théoreme de Wick,
i

V*(k,q,—p) = e(2m)*6*(k + ¢ — p) y - e

24Voir par exemple les sections 2.2 et 2.3.



266 RENORMALISATION

qui vérifie bien (6.98) avec S(p) = [ —m|~'. Comme & cet ordre, la fonction de
vertex est ['*(p, q) = iey", ce dernier résultat suggere que

VH(k,q, —p) = i(2m)*6* (k + q — p)S()T"(p, q)S(p). (6.99)

Cette égalité est en fait vraie au-dela de l'ordre le plus bas. En effet, puisque
I'interaction du champ de jauge est de la forme j,A*, on se convainc facilement®
que la fonction de Green (0|7 j#(x)(y)1(2)|0) est obtenue & partir de la fonction
a trois points

(O] A* () (y)1(2)]0)
en omettant®® dans celle-ci le propagateur du champ de jauge externe A,,(x), d’ou
I'égalité (6.99).

En conséquence, il vient
(p = @)ul™(p,q) = —ie[S™(q) — S (p)), (6.100)

qui est I'identité de Ward-Takahashi?”. En écrivant le propagateur inverse sous
la forme S~1(p) = p — m — X(p), on obtient

(p — @) " (p, @) = ie[p — m — X(p)] —ie[g —m — X(q)].

Il est clair que la procédure utilisée pour dériver la relation (6.100) a partir
de I'invariance continue de la théorie peut étre appliquée a n’importe quelle fonc-
tion de Green impliquant le courant. Il existe donc une infinité d’identités de
Ward-Takahashi similaires a (6.100). L’une d’entre elles implique que la partie
longitudinale du propagateur du photon qui est générée par le terme de fixation
de la jauge ne recoit pas de correction. En conséquence, le terme

Sy

de la densité lagrangienne ne requiert pas de contre-terme.

6.6 Ordres plus élevés, renormalisabilité

Considérons un diagramme de Feynman connexe irréductible & une particule
(1PI) comprenant:

25En se référant & I'expansion perturbative des fonctions de Green, 1'expression (3.81).
26 A un facteur i pres.
2TDue & Takahashi (1957). L’équation obtenue dans la limite p — ¢ — 0,

0 54
F“(ZLP):Z@WS (p),

est due & Ward (1950).
28(est-a-dire qui reste connexe lorsque n’importe quelle ligne interne est coupée.
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e m, et myp lignes photoniques et fermioniques externes,
e 1., et np lignes photoniques et fermioniques internes,

e N vertex de 'interaction fermion—photon.

Ce diagramme intervient dans le calcul de la fonction de Green pour m., photons
et mp fermions, en espace des impulsions et a 'ordre N de la théorie des per-
turbations. Les regles de Feynman associent a chaque vertex une distribution de
Dirac §%(...) de conservation d’impulsion. Puisque I'une d’entre elles exprime la
conservation des impulsions externes, il y aura N — 1 impulsions associées aux
lignes internes qui seront fixées par la conservation d’impulsion. L’expression du
diagramme contiendra alors

M=n,+np—N+1 (6.101)

intégrations d*k; (1 = 1,..., M) sur des impulsions internes non contraintes; M
est le nombre de boucles du diagramme. Une premiere contrainte lie les nombres
de lignes et de vertex: chaque ligne photonique interne est connectée a deux
vertex, chaque ligne photonique externe a un vertex, et chaque vertex comprend
une ligne photonique:

N =m, + 2n,.

Un argument similaire appliqué aux lignes fermioniques conduit a

(Par conservation du moment cinétique, mp est toujours pair). Comme les di-
mensions (en énergie) des propagateurs photonique et fermionique sont respec-
tivement —2 et —1, le degré de divergence naif? du diagramme sera

3
d:4M—2n7—nF:4—m7—§mF,

qui ne dépend que du nombre de lignes externes. Le nombre de fonctions de Green
potentiellement divergentes (d > 0) est donc fini, avec un degré de divergence
indépendant de 'ordre N. Il suffira d’un nombre fini de contre-termes pour définir
la théorie des perturbations et la théorie est renormalisable. La liste des fonctions
de Green potentiellement divergentes en théorie des perturbations est la suivante:

e m, =1 mp=2,d=0: fonction de vertex, logarithmiquement divergente.

e m, =0, mp = 2, d = 1: propagateur fermionique inverse. En fait, le
propagateur inverse est toujours de la forme A(p?) g — B(p?*)m, et le degré
de divergence de A et B est seulement logarithmique.

2Le degré de divergence naif du diagramme est d si, lorsqu’on multiplie les impulsions
intégrées k; par une constante A, I'intégrant et les mesures d’intégration d*k; se comportent
comme M. Si d = 0, I'intégrale se comporte comme f dr k™' et diverge logarithmiquement; si
d > 0, l'intégrale se comporte comme [ dk k471, et diverge comme une puissance; I'intégrale
converge si d < 0.
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o m, =2, mp =0, d=2: propagateur photonique inverse; par invariance de
jauge, la divergence n’est que logarithmique.

e m, =3, mp =0, d=1: par invariance sous conjugaison de charge, cette
fonction de Green est nulle & tous les ordres®.

e m, =4, mp = 0, d = 0: par invariance de jauge, les diagrammes de
Feynman contribuant a cette fonction de Green sont convergents.

On constate d’apres cette énumération que I'invariance de jauge ou des arguments
purement dimensionnels peuvent conduire a un degré de divergence réel inférieur
au degré naif d. Ces divergences correspondent a celles obtenues dans le calcul a
I'ordre d'une boucle de la section 6.4.

L’évaluation du degré de divergence naif peut étre effectuée pour une théorie
comprenant des interactions arbitraires. Une interaction (de type i) a la forme
d’un produit de p% champs bosoniques (champs scalaires ou de jauge) et de
p% champs fermioniques, elle comprend p; dérivées spatiales et une constante
de couplage \;. Puisqu’'une interaction est un terme d’une densité lagrangienne
de dimension quatre (en énergie), que les dimensions des champs bosoniques et
fermioniques sont respectivement3! 1 et 3/2, la dimension de la constante de
couplage est

i3
52':4—1)13_5]91?_2%-

Considérons a nouveau un diagramme de Feynman connexe avec:
e mp lignes bosoniques externes, mp lignes fermioniques externes,
e np lignes bosoniques internes, ny lignes fermioniques internes,

e N, vertex de l'interaction de type .

Puisque le nombre total de vertex est N = >, N;, on devra intégrer sur M =
ng+nrp— N+ 1 impulsions internes non contraintes: le diagramme a M boucles.
Le degré de divergence naif est donc

d=4M —2ng —np + > _ piN;,

puisque chaque dérivée dans une interaction introduit une impulsion en espace
des impulsions. La structure des interactions requiert d’autre part les conditions

> Niphe = 2np + mp, > Niply = 2np + mp,

30A T'ordre d’une boucle, le théoreme de Furry impose cette annulation.
310n le voit par exemple dans les termes cinétiques ity 9,1, (0,¢")(8"¢) ou F,, F* de la
densité lagrangienne, ou dans les regles de commutation obtenues dans le chapitre 2.
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si bien que

3
d=4—mp— 5mF—ZJ\fiéi. (6.102)

Le degré de divergence peut augmenter avec 'ordre de la théorie des perturba-
tions, défini par le nombre de vertex >, N;, si un ou plusieurs §; sont négatifs,
c’est-a~dire si la théorie possede une ou plusieurs constantes de couplage dont la
dimension est une puissance inverse de I'énergie. Dans ce cas, il y aura un nom-
bre infini de fonctions de Green divergentes et un nombre infini de contre-termes
seront en principe nécessaires pour les rendre finies, introduisant un nombre infini
de parametres arbitraires (les parties finies des contre-termes) et vidant la théorie
de son contenu prédictif. La théorie est alors qualifiée de non renormalisable.

En fait, on peut démontrer rigoureusement que la théorie de champs renor-
malisable la plus générale combine tous les termes permis par la condition

51207

en imposant de plus que les interactions de chaque champ de spin un soient
invariantes sous une symétrie de jauge. Cette théorie a été décrite dans la section
1.5.

6.7 Groupe de renormalisation, couplages
effectifs

Il est temps de revenir sur la signification en termes de grandeurs physiques des
parametres de la densité lagrangienne renormalisée, en relation avec le probleme
du choix du schéma de renormalisation. Au niveau de la densité lagrangienne
classique, on identifie les deux parametres e et m avec la charge électrique et la
masse du fermion. Cette identification suit des équations d’Euler-Lagrange de
la théorie (Maxwell et Dirac). Notez cependant que changer la normalisation
des champs A, et v influe sur cette identification qui n’est exacte que lorsque
les champs sont canoniquement normalisés, comme dans la densité lagrangien-
ne (6.1). Dans la théorie quantique renormalisée, nous avons des éléments de
matrice S et des fonctions de Green, calculés dans un schéma perturbatif de
renormalisation (qui introduit parfois une masse arbitraire telle que p) en fonc-
tion de parametres renormalisés e, et m,, mais aussi en fonction des variables
cinématiques du processus. Le lien entre grandeurs physiques (éléments de ma-
trice S) et parametres renormalisés, dans un schéma de soustraction donné, se

fera donc dans une configuration cinématique qui est arbitraire mais qui doit étre
définie.

Dans la section 6.4, nous avons obtenu les expressions régularisées suivantes
pour I'électrodynamique quantique a l’ordre d’une boucle:
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Propagateur photonique inverse, polarisation du vide (jauge de Feynman A = 1):

20 1 m? — z(1 — z)p?
_ 2 2 _ AF
I, (p) = (Pupv — P M) [1 + - /0 dr z(1 —z)In ( 2 Al

—DPuPv-

Self-énergie fermionique:

Y(p) = A@*)p— B )m

1 xm? — x(1 — x)p?
AP = & g/d 1—2)1 _AF
(p) 47T+27T 0 x( 'r)n /J/Z 2
1 2 _ 1 — 2
B(?) = g+g/ dz In (m 93(2 x)p>+A§.
2 7w Jo s

Fonction de vertex:
o
r, —jey, A1+ A — —
(p, q) = iey { +A — o
o [t i (z+y)m? — (1l —z)* — y(1 — y)p* + 2xypq
_2 [y / dy 1
27r/o . 0 4 n( 112

e (L —a)d —yp+minl(L—y)p—x g+ mly,
_w—/ dx/ Y+ m? — (L= 2 — y(1 — 9 + 2090

Ces expressions contiennent des contre-termes finis qui sont fixés par le choix d'un
schéma de renormalisation. On les déduit de la densité lagrangienne renormalisée

L= —iZgFZVFﬂ” +iZy Y,y (0, — ie, AL )y — Zom, Y, )y,
en omettant le terme de fixation de la jauge et en réintroduisant la notation de
la section 6.1 pour distinguer les quantités renormalisées des quantités nues, non
renormalisées, dépourvues d’indice r. Dans le schéma de renormalisation sur la
couche de masse de la section 6.4, par exemple, on veut pouvoir directement
interpréter les parametres e, et m, comme étant la charge électrique et la masse
du fermion, ces quantités étant définies a partir d’amplitudes physiques évaluées
(ou mesurées) dans une situation cinématique précise: amplitude de vertex en
k? = 0 ou pole du propagateur fermionique en p = m,. La densité lagrangienne
nue ou non renormalisée

1 — : 7
Lo =~ FuF" + 00" (0, — ie A — mi)

ne conduit a des résultats perturbatifs finis qu’en imposant
m = ZoZ{'m,, e = Z;"%,,

A, = 1/2A7" b = 1/2%
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Les parametres e et m sont alors dépourvus de sens physique: ils doivent étre
choisis divergents et définis a 'aide d’une régularisation spécifique, elle-méme
sans signification physique.

Le choix d’un schéma de renormalisation résulte d’un ensemble de conventions,
de conditions de normalisation de certaines amplitudes de la théorie. Il est donc
arbitraire. On pourrait par exemple poser simplement

Al = A=A = Al =0, (6.103)

et adopter un schéma de soustraction minimale®*. L’identité de Ward A; = A, est
évidemment vérifiée. Dans ce cas, les amplitudes physiques dépendent explicite-
ment de la masse p apparue lors de la procédure de régularisation dimensionnelle,
en plus des parametres renormalisés e, et m,.

Pour discuter le contenu du schéma de renormalisation, nous allons nous con-
centrer sur le tenseur de polarisation du vide calculé dans trois schémas de sous-
traction différents.

Soustraction sur la couche de masse

Le schéma utilisé dans la section 6.4 est basé sur des conditions sur la couche
de masse du photon ou de I’électron, appliquées aux fonctions de Green de la
théorie. La dépendance en p des quantités calculées a 'ordre d'une boucle est
entierement éliminée par le choix des parties finies des contre-termes, au profit
d’une dépendance dans la masse physique m (= m,) du fermion. Les grandeurs
physiques sont en général des fonctions du rapport p?/m?. Le tenseur de polari-
sation du vide

HMV(p) = _p277,u1/ + (pupu - p277;w)H<p2), (6104)
(jauge de Feynman), qui sera abondamment utilisé dans cette section, s’écrit
2% (1 7
sz—/d 1—2)n (1—2(1—2)2 ). 6.105
=2 [(dwat-am(1-a0-02). 109

Il est normalisé par la condition

sur la couche de masse du photon. Notez également que I1(p?) devient complexe
lorsque 'argument du logarithme peut étre négatif, c¢’est-a-dire, puisque 0 <
x(1 —2) < 1/4, lorsque

p? > 4m?,
qui est le seuil de production d’une paire fermion—antifermion.

Pour des valeurs de genre espace ou euclidiennes® telles que |p?| > m?, le
schéma sur la couche de masse n’est pas nécessairement le plus approprié. Par

321 s’agit du schéma de soustraction “MS”.
33(est-a-dire p? < 0. On les rencontre lorsque le photon virtuel d’impulsion p est échangé
dans les canaux t ou u, par exemple dans la diffusion profondément inélastique, section 5.5.
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exemple, dans cette limite,
9 o) P 5
II(p*) = 3 In{——| — 3| (6.106)

d’apres Déquation (6.105), et le logarithme de |p?|/m? peut facilement devenir
grand. En fait, la théorie des perturbations pourrait étre mise en danger lorsque

A2
97| = A2, D <—> = 1.

3T m2

Pour I'électrodynamique quantique,
A=me2™ " ~ m x 1020, (6.107)

et D'échelle d’énergie |p?| ~ A? est bien au-deld du domaine de validité de la
théorie. Il faut cependant noter que 'expression (6.106) n’est pas compatible
avec la limite de masse nulle, m — 0.

Soustraction minimale
Dans le schéma minimal de soustraction (6.103), la polarisation du vide est

m? —z(1 — x)p2>
12

e

= H(p?) + .- n <m2> ,

3 12

(6.108)

I'indice s.m. distinguant la soustraction minimale du schéma sur la couche de
masse, sans indice. Elle coincide avec I’expression obtenue en soustrayant sur la
couche de masse lorsque p = m. Dans la limite |p?| > m?,

I, . (p%) = 3ﬁ lln (—ﬁ> - g] (6.109)

ne dépend pas de la masse du fermion et s’annule en p? = —p2e%/3.

Soustraction a 1’échelle M

La soustraction minimale a l'inconvénient d’étre fortement reliée a la séparation
des parties finies et infinies des contre-termes, effectuée en régularisation dimen-
sionnelle. La condition de normalisation de la polarisation du vide dans la sous-
traction minimale n’est pas particulierement intuitive. Il peut étre utile de définir
un autre schéma de renormalisation adapté au calcul de processus impliquant des
photons virtuels d’impulsion [p?| > m? et défini par une condition de normali-
sation de I1(p?) dans ce domaine de la variable p*. Le schéma va donc dépendre
d’une masse arbitraire M et les grandeurs définies dans ce schéma porteront un
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indice M. Comme condition de normalisation du contre-terme fini Ag My on
impose 'annulation de I1(p?) lorsque®! p? = M?:

(p* = M?) = 0.

11 vient alors

2a0 1 m? — x(1 — z) M?
ALY = ?/0 dxx(l—x)ln( e , (6.110)
et . ) ( ) )
2cv m*—z(l—x)p
1 2:—/d 1— )l . 6.111
) =22 [ vy - oy (=2 6.111)
La relation avec les schémas de soustraction précédents est simplement
HM(p2) = H(p2) - H(M2) = Ilsm. (p2) - Hs.mv(M2)- (6.112)
Dans la limite de masse du fermion nulle, on obtient
- M? 5
’ 3 2 3
(6.113)

2
m—0 « b
R (ﬁ)

Dans cette limite, ce dernier schéma est relié a la soustraction minimale par
pr=—M?e 53, (6.114)

L’intérét de ce schéma de renormalisation réside dans la possibilité de choisir
I’échelle d’énergie arbitraire M de maniere a minimiser les logarithmes qui appa-
raissent lors du calcul d’un processus physique a 'ordre d’une boucle au moins.
Il est en cela similaire a la soustraction minimale si la masse m peut étre négligée.
Par exemple, dans une diffusion profondément inélastique®® échangeant un pho-
ton d’impulsion ¢, ¢> < 0, choisir M? = —¢? supprime les corrections d’ordre a
a la polarisation du vide de ce photon.

Nous avons donc obtenu trois expressions différentes (6.105), (6.108) et (6.111)
de la polarisation du vide, dans trois schémas de soustraction appliqués a la méme
théorie renormalisée. Les trois cas contiennent cependant la méme information
en termes de grandeurs physiques. La différence réside dans l'interprétation des

parametres

62

— r
CAn
et m, par rapport a la mesure de ces grandeurs physiques. Pour mettre en
évidence le role du schéma de renormalisation dans la signification des parametres

(07

341 utilisation de M? a pour but de rappeler la dimension de p?; a ce stade, M? peut étre
positif ou négatif (euclidien).
35Section 5.5.
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de la densité lagrangienne renormalisée, considérons le propagateur photonique

a Pordre d’une boucle (€2), dans la limite de basse énergie, p*> < m?. Dans la
jauge de Feynman,
Duld) = [ (o)) = T
v p) = Fnup[_z (p)]nauﬁ = E AV
_ : PuPv (fi(n2) — AF
=~ = 5 (e = 75 ) (G7) = AF)
1 1 PuPv 1, 2 F 2
= —= = v — I1 —A3)| +0(a”),
T g | 0 - AD) |+ 0l

avec

(p?) = 2?01 /01 drz(l —x)In <m2 — x/312 — x)p2> :

Comme AL est une constante indépendante de p?, on peut écrire, pour |p?| petit
par rapport & m?,

! @ m’ P o P 4 2
DNV<p) - _Enuy ll + 3_7Tln (F) — Ag — 15—7'('@‘| _|_(9<p ) —l-O(Oz )

+termes de jauge.
(6.115)
Les termes de jauge incluent les contributions proportionnelles a p,p,. Ils dépen-
dent du choix de la jauge et ne contribuent pas aux amplitudes physiques puisque
le photon est couplé a un courant fermionique conservé.

La quantité D,,(p) est la transformée de Fourier de la fonction de Green a
deux points du champ du photon renormalisé (0|T'A},(z)A;(y)[0) qui, d’apres
(6.4), est reliée a celle du champ non renormalisé A, (z) par

r r - 1

(0T A} () A, (9)]0) = Z5 (0| A, () Ay (1)]0) = 17 A, 0T Au(@) A (v)[0).
D, (p) est une grandeur finie, alors que Ag et (0|T'A,(x)A,(y)|0) évalués a partir
de la densité lagrangienne nue divergent.

Le terme d’ordre o obtenu dans I’équation (6.115) conduit dans le cas statique

p? = —p? a une correction au potentiel de Coulomb. En effet, comme
/dSme*“ﬁ L _ i
4l p?’
il vient3®

L A 1 _ 1 Q
dS —ip-T <1 . o _) — /dS —ip-T 53 beg
/ ve 15mm?)/ 4w |Z| e A7 || * 15mm? (#)

36 A est ici Popérateur Laplacien.
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L’énergie potentielle d’un électron de charge —e dans le champ d’un noyau de
charge Ze (en & = 0) devient alors

1 o m? «

Epor. = —47rZa/d3x\w(f)\2 (47r|9?! l1 +3-In (F) — AgF] MR~ 53(f)> :

(6.116)
(Z) étant la fonction d’onde stationnaire de 1’électron. Le dernier terme3” ap-
porte une contribution aux niveaux d’énergie atomiques de moment cinétique
orbital ¢ = 0 (états S) puisque seules les fonctions d’onde ¢ = 0 ne s’annulent
pas a lorigine. Il constitue I'une des contributions au déplacement de Lamb,
qui leve la dégénérescence des niveaux atomiques 251/, et 2P/, en abaissant le
niveau 251/,. L’expression (6.116), complétée par I'ensemble des contributions
au déplacement de Lamb, est directement accessible par la mesure des niveaux

d’énergie atomiques. On peut donc directement mesurer la quantité

2

a l1 + % In (%) - ABF] +0(a?), (6.117)

comme étant le coefficient de la contribution coulombienne —Z|#|~! & 1'énergie
potentielle électrostatique.

Soustraction sur la couche de masse

Dans le schéma de renormalisation sur la couche de masse,
2
« m
AF = S (7
3T 0

Epot. = —47rZoz/d3a:|¢(f)|2 ( L = 53(:12")>.

4| 15mm?

Par définition du schéma, le coefficient du terme coulombien est

et

2
o= = (137.035..)7", (6.118)
4

la constante de structure fine. Le potentiel coulombien exprimé en fonction de e,
n’est pas corrigé a 'ordre o puisqu’on a imposé II(p? = 0) = 0. Dans ce schéma, e,
est la constante de couplage électromagnétique statique; c’est la charge électrique
du fermion mesurée par son interaction statique dans le potentiel de Coulomb.

Soustraction minimale

Puisque Af = 0 dans le schéma minimal, le coefficient du terme coulombien est

Qg (1) |1+ B%as.m_(u) In <7Z—;>] = (137.035...)7 1, (6.119)

37Le terme de Uehling.
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pour toute valeur de p. Il est exprimé en fonction de la constante de couplage
Qs.m. (@) caractéristique de la soustraction minimale et dépendant de 1’échelle de
soustraction arbitraire p. Puisque

Qom.(=m) = a = (137.035...)7 ", (6.120)
on aura pour une échelle arbitraire

Qsm. (M)

s.m. (1) = -+ Ol n), (6.121)
1+ 3= (m)In (%)
qui est la solution de I’équation différentielle
b (1) = 0, (1) + O (0, (6.122)
du s.m. 37T s.m. sm. )* :

Comme cette équation est du premier ordre, fixer sa solution requiert une cons-
tante d’intégration fournie par 1'égalité (6.120). Les équations (6.120) et (6.122)
déterminent completement la valeur de la constante de couplage renormalisée
e, dans la soustraction minimale, quelle que soit 1’échelle p. La premiere est de
nature expérimentale alors que la seconde est une équation du groupe de renorma-
lisation qui décrit 1’évolution du parametre o, (1) lorsque 1’échelle de référence
i est variée. Elle exprime ’absence de dépendance des grandeurs physiques dans
le choix de I’échelle de soustraction u; dans notre exemple, le coefficient du terme
coulombien ne dépend pas de p grace a (6.122). La solution (6.121) permet
d’exprimer ag,, (1) en fonction de sa valeur pour n’'importe quelle autre échelle
i/, pas nécessairement égale a m.

Il convient ici de préciser la définition du schéma de soustraction minimale
avec une échelle arbitraire /. Dans l'expression (6.117) dont découle (6.119),
I’apparition de I’échelle i est le résultat de la régularisation dimensionnelle in-
troduite dans la section 6.4. Il n’y a aucune raison d’identifier cette échelle a
priori fixée avec une échelle de soustraction variable. L’introduction de I’échelle
variable p/ dans (6.119) doit étre effectuée en utilisant dans ’expression (6.117)

le contre-terme fini
F_ @ p’

Il s’annule lorsque p/ = p: c’est ce choix qui a servi a définir la soustraction
minimale dans les équations (6.103).

L’équation (6.121) définit s, (1) en fonction de la constante de structure
fine (statique) ag,,.(m) = @ ~ 13771, On peut de méme définir «,, (1) par

s, (1) = —F 57 (6.124)
i ()

L’échelle

A = pexp (%) (6.125)
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est un tnvariant du groupe de renormalisation:

d

—A=0
M dji ;
grace & (6.122). La valeur de A est indépendante du choix de p qui doit rester

arbitraire et sans effet physique. On peut donc par exemple choisir 4 = m dans
(6.125) et

A ~ mexp (%137) ~m x 10% (6.126)

une échelle déja rencontrée plus haut®®. Notez que ., (1) diverge en u = A:
c’est le pole de Landau qui signale que la théorie n’a de sens en théorie des
perturbations que pour des énergies u < A. L’électrodynamique quantique est
une théorie de champs asymptotiquement divergente: elle est bien définie dans
Iintervalle d’énergie 0 < pu < A, borné supérieurement par le pole de Landau.

La notion de groupe de renormalisation peut se comprendre de la maniere
suivante. A l'ordre «, dans la soustraction minimale a 1’échelle p,

.,(p) = (Pupr — Nuwp®)[1 + Uem. (P*|16?)] — by,
(8] m2
Mo (P®) = 1067+ 50 ().

I1(p?), le résultat obtenu en soustrayant sur la couche de masse, ne dépend pas
de p. La notation I, (p?|u?) vise & mettre I’échelle de soustraction en évidence.
Comme p est arbitraire, on peut en changer:

2
2 o H
no— NI : Hs.m‘(p2|/i2> — Hs.m.(p2|ul ) = Hs.m.<p2|u2) + 3T . (P) .

Autrement dit, a 'ordre «,

L+ g (PP = Z(W2 02)[1 + Uy, (9% 12)],

2 (6.127)
2 o K
Z(?, 12) = 1+§ln<ﬁ>.

Changer d’échelle de soustraction revient a multiplier la fonction de Green par
Z(u?, p?).
Il existe une loi de composition des facteurs Z(u/*, u?):
Z(W2 i) Z (2 1) = Z (W ") (6.128)

et comme
Z(? w2 (W i) = Z(p? i) = 1, (6.129)

38Equation (6.107).
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chaque Z(p2, 1i'*) possede un inverse pour I'élément neutre Z(u?, u?) = 1. Ces
propriétés suggerent que les quantités Z (' 2, p?) forment un groupe, d’ott 'appel-
lation de groupe de renormalisation. La structure reste cependant incomplete (et
la terminologie abusive) puisque le produit

Z(IMQ7 ,U/2)Z<M”2> M”/Q)
n’est pas une loi interne lorsque /> # 1%

Les propriétés (6.128) et (6.129) suivent généralement du caractére multipli-
catif de la renormalisation. Par exemple, la fonction de Green renormalisée a
deux points du photon est

(0T A7 (2) AL (y)]0) = Z5 (0] T A" () A" (y)]0).

La constante de renormalisation Z3 dépend du schéma de soustraction alors que la
fonction de Green nue (0]T'A,,(z)A,(y)|0) en est indépendante®. Un changement
de schéma se manifestera ainsi par

(017 A4 () AZ(9)|0)scnima 1 = |25 cngm 1 X Z cehema 2] 01T A (2) A2 ()]0} -

(6.130)

et donc par apparition d’un facteur similaire & Z(u?, i/ et vérifiant les mémes

propriétés. L’argument conduisant a 1’équation (6.130) se généralise évidemment

a n’importe quelle fonction de Green de la théorie, avec un autre facteur Z. Notez
aussi que ce résultat implique, puisque

e

Q. = E :Zg()é,

que dans la soustraction minimale

(Z?))s‘mwuz _ O‘s.m.<:u)
<Z3)s.m.,u’2 As.m. <:u/) ’

une égalité qui peut étre vérifiée a 'ordre a a l'aide de (6.123), (6.121) et (6.127).

AT

Soustraction a 1’échelle M

Selon I"équation (6.110), le coefficient du terme coulombien est cette fois

2 1 M?
anr (M) l1 — Zau(M) [ dwa(l ) ln(l —a(1— x)—z)] — (137.035.. )7,
T 0 m
(6.131)
en distinguant la constante de couplage dans la soustraction a 1’échelle M par

un indice M. L’égalité (6.131) étant valable pour toute valeur de I’échelle de
soustraction M, on en déduit ’équation du groupe de renormalisation

d 4 1 22(1 — x)? 5
My (M) = ;QM(M)/O dx -0 E . —)3’;—2 +0(a},(M)).  (6.132)

39Mais ces quantités divergent: elles sont soumises au choix de la procédure de régularisation.
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Comme le contre-terme fini (6.110) dépend de la masse m du fermion (contraire-
ment a la soustraction minimale) I’équation d’évolution de (M) dépend aussi
de m. Dans la limite m = 0, elle devient

d 2 3
M (M) = S0 (M) + O(a},(M)), (6.133)
qui est identique a I’équation (6.122) de la soustraction minimale: dans la limite
de masse nulle, la soustraction a l’échelle M est équivalente a la soustraction
minimale*’

Le facteur Z(M'*, M?) similaire & celui défini dans ’équation (6.127) pour la
soustraction minimale et controlant le changement d’échelle de M2 & M'? est

Z(M? M?) = 1+AL, —AF,

2ac 1 m? —z(1 —z)M?
= 1+ [ dea(i—a)1
o 0 za(l - 2) n(mQ—x(l—x)M’Q ’

d’apres (6.110). 11 vérifie les propriétés (6.128) et (6.129).

L’intégrale paramétrique contenue dans I’équation (6.132) peut étre effectuée:

22(1 — )3 1 m? m* m2\ 1
/d“" 1—n)—m = 6+M?+M4/d$<$<1_x)_M?>

M?
1 m?> m? 2 | (1—\/ ——%\?j)
Y In | — Y —== |,

VR
6 M M* 1 Am2 1+ _%\%2

en supposant que M? > 4m?.

Dans les deux schémas de renormalisation impliquant une échelle de soustrac-
tion arbitraire p ou M, il est possible de formuler la théorie des perturbations en
fonction de la constante de couplage g, (1) ou ap(M) pour n’importe quelle
valeur de n ou M. La valeur numérique de la constante de couplage est fixée par la
mesure d’une grandeur physique, par exemple par les relations (6.119) ou (6.131).
Dans la soustraction minimale, choisir g = m conduit & ., (m) = o ~ 1377}
le terme coulombien (6.119) est particulierement simple. Par contre un processus
impliquant un photon d’impulsion ¢, —¢® > m?, sera décrit par une expression
dépendant du propagateur du photon et donc de la quantité

A = as,m,(m)[l—f-ﬂs.m.(qQ)}

= apm(m) [H%a&m /dml_x)ln<1_x(1_x) q2>]

~ g (m) {1 + %am.(m) [m (-%) _ gH |

10Equation (6.114).
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Comme —¢?/m? > 1, la force de l'interaction électromagnétique dans la région
cinématique du photon n’est pas correctement décrite par as., (m) ~ 13771 le
logarithme de —q?/m? est grand et l'expansion perturbative dans cette région
cinématique est organisée en puissances de

a1 (=) > 2 )

au lieu de puissances de la constante de structure fine as,, (m). Par construction,
as.m.(m) est la constante de couplage appropriée a la limite de basse énergie.
Cependant, I’équation du groupe de renormalisation (6.121) indique que

2

(1) = 0 ()| 1 - (@)1 (7 )| +0(02..(),

ou nous choisissons @ = v/—¢?. En conséquence,

A= 00 (Q 1= aen Q)] +O(a2,, (1),

La transformation du groupe de renormalisation de m a I’échelle ) caractéristique
du processus a permis d’éliminer le grand logarithme*!. Il reste comme seule cor-
rection perturbative un terme d’ordre a2, (Q). On en conclut que la constante
de couplage ., (Q) dont la valeur est tirée de I’équation (6.121) décrit cor-
rectement la force de l'interaction électromagnétique dans la région cinématique
Q? = —¢*> > m? 1l y a donc une information physique dans la dépendance
d’échelle des parametres o, (1) ou ap(M): elle déerit 1’évolution de l'intensité
de l'interaction selon le régime cinématique dans lequel elle agit.

En général, on qualifie la constante de couplage () définie dans un schéma de
renormalisation impliquant une échelle de soustraction arbitraire p, de constante
de couplage effective*?. Elle vérifie une équation du groupe de renormalisation de
la forme

pg-aln) = B(a(). (6.134)

La fonction béta B(a(p)) peut aussi dépendre d’autres parametres tels que la

masse m du fermion. Elle admet une expansion perturbative dans le domaine de
i ol la constante de couplage effective () est petite:

Bla) =" ba"th. (6.135)

n>1

Chaque coefficient b,, résulte en principe d’'un calcul & n boucles, par exemple de
la polarisation du vide: il faut obtenir Az puisque la renormalisation de la cons-
tante de couplage de jauge est controlée par ce contre-terme. Nous avons montré

<« Leading logarithm” .
42« Running coupling constant’.
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que pour ’électrodynamique quantique d’un fermion de charge e en soustraction
minimale ou a I’échelle M dans la limite de masse nulle m = 0,

2
by = 3
L’extension de ce résultat a une théorie décrivant un ensemble de fermions (de
Dirac, a quatre composantes) de charges Q;e, i = 1,...,n est
2 &
by = 3 ; Q;. (6.136)

Il suffit en effet de remplacer pour chaque fermion e par ;e au long de cette
section.

La généralisation au cas d’une théorie de jauge non abélienne joue un role
important dans la physique du Modele standard des interactions fortes, faibles
et électromagnétiques. Le calcul de la fonction béta non abélienne est hors
d’atteinte: le formalisme requis pour quantifier les théories de jauge non abé-
liennes n’a pas été développé ici. Pour une théorie décrivant:

e les champs de jauge du groupe G,

e des fermions de Weyl (& deux composantes) se transformant selon la repré-
sentation Rg du groupe de jauge,

e des champs scalaires réels se transformant selon la représentation Ry du
groupe de jauge,

I’équation d’évolution de la constante de jauge effective s’écrit

d 1
M@a(ﬂ) = %50042(@,

, (6.137)

11 1
fo = —5C(G)+T(Re) + -T(Rs),
3 3 6
a lordre d’une boucle, les corrections perturbatives négligées étant d’ordre 3.
Le nombre C'(G) est le Casimir quadratique du groupe de jauge G. Il se calcule
a ’aide des constantes de structure de G-

C(G)o*P =y fACP phep. (6.138)

C,D

Le nombre T(R) se calcule & partir des générateurs T3 de I'algébre de Lie de G
pour la représentation R.:

T(R)§*P = Tr(TETE). (6.139)
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Pour les représentations 3 de SU(3) et 2 de SU(2), qui interviennent dans le
Modele standard?3,

T3)=T(2) ==
qui peut étre vu comme une normalisation des générateurs. Il suit alors que

C(SU(N)) = N.

Le groupe de jauge de I’électrodynamique quantique est U(1): C (U (1)) = 0.
Et un fermion de Dirac de charge Qe est équivalent a deux spineurs de Weyl de
charge Qe; sa contribution a (3, est donc

2 4
“x2x Q%= —-0Q?
5 Q 3Q7

en accord avec le résultat (6.136).

L’information cruciale contenue dans les équations (6.137) est le signe de la
contribution a (3, due aux interactions entre champs de jauge non abéliens. En

résolvant, on obtient
a(M)

o) = - (6.140)
1-— f—froz(M) In <%)

pour deux échelles arbitraires d’énergie p et M. Cette égalité peut aussi s’écrire

47
a(p) = ——5v (6.141)

fotn (32)
ol )
7

A = pexp ( ) 6.142
Boa(p) ( )

est I’échelle a laquelle la constante de couplage effective a(u) diverge. A est un
invariant du groupe de renormalisation:

d
— A=
udu 0,

d’apres (6.137). Il caractérise la force de I'interaction.

Si le coefficient 3, est positif, comme dans le cas de I’électrodynamique, alors la
constante de couplage effective a(u) croit lorsque I’échelle d’énergie augmente: la
théorie est asymptotiquement divergente, elle possede un pole de Landau de haute
énergie A. Les équations (6.140) et (6.141) n’ont de sens que pour p, M < A. Le
domaine perturbatif des petites valeurs de a(u) est a basse énergie, u < A.

Par contre, si 3, est négatif et dominé par la contribution des champs de jauge
non abéliens, la théorie est asymptotiquement libre. La constante de couplage

43Chapitre 8.
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effective décroit lorsque 1’échelle d’énergie p augmente. Les équations (6.140) et
(6.141) n’ont de sens que pour p, M > A. Le domaine perturbatif ot a(u) est
petit se situe a haute énergie. Il n’y a en principe pas d’objection a prolonger
le domaine de validité de la théorie jusqu'aux énergies asymptotiques, u — oo.
A basse énergie par contre, u ~ A, a(u) est grand et la dynamique est non
perturbative.

La chromodynamique quantique avec ny quarks, pour laquelle
O(G) = 3, T(Rf) = Ny, T(RS) == 0,

est asymptotiquement libre lorsque ny < 16:

2
ﬁQC’D = —11+ gnf.

La valeur expérimentale de la constante de couplage forte a (90 GeV) ~ .12
implique approximativement?*

AQCD ~ 100 — 200 MeV

(avec ny = 5; le quark ¢ dont la masse est supérieure a 90 GeV n'’intervient pas
ici).

Références

La littérature citée dans la bibliographie propose en général un traitement de la
renormalisation plus complet que celui donné ici. On y trouvera en particulier
d’autres méthodes de régularisation, des discussions des théories de jauge non
abéliennes et du probleme des divergences infrarouges. Pour une présentation
particulierement étendue, voir:

Collins [11].

Sur la renormalisation des théories de jauge non abéliennes, une revue:
Abers et Lee [26].

Sur la régularisation dimensionnelle:
Leibbrandt [27]; Collins [11], chapitre 4.

Sur la fonction gamma, par exemple:
Morse et Feshbach [47], pages 419-424; Magnus, Oberhettinger et Soni [48], sec-
tion 1.1.

Sur les problemes infrarouges, voir aussi:
Yennie, Frautschi et Suura [28].

41e traitement & I'ordre d’une boucle seulement n’est évidemment pas fiable & basse énergie.
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Anomalies dans les identités de Ward: par exemple, les revues et articles rassem-
blés dans:

Treiman, Jackiw, Zumino et Witten [29]. Ou Peskin et Schroeder [6], chapitre
19.

Groupe de renormalisation: parmi beaucoup d’excellentes revues, voir:
Coleman [30], Gross [31] ou Politzer [32].

Exercices

6.1 Moment magnétique anormal et facteur de Landé. Par comparaison avec
la diffusion d’un électron non relativiste dans un champ magnétique, il est
d’usage d’écrire le moment magnétique de 1’électron sous la forme

. _ (€N
M_g<2m>57

ot S est le vecteur de spin de I’électron et g est le facteur de Landé. Ainsi,
selon le paragraphe 6.4.4,

. e !
m 7

puisque le spin de I’électron est 1/2. Le facteur de Landé vaut 2 a l'ordre le

plus bas, mais les corrections perturbatives quantiques se manifestent par

une valeur non nulle de g — 2.

Supposons qu’en plus de son interaction électromagnétique avec le pho-
ton, I’électron interagit avec un champ scalaire réel ¢(x) et avec un champ
pseudoscalaire o(x).

— La densité lagrangienne d’interaction du champ scalaire et de I’électron
est de la forme

A(z))(2)i(2).

Calculer le moment magnétique anormal de 1’électron induit par cette
interaction, a l'ordre des diagrammes a une boucle. En déduire la
valeur de g — 2.

— La densité lagrangienne d’interaction du champ pseudoscalaire et de
I’électron est de la forme

iao(x)(z)ys0(x).

Calculer le moment magnétique anormal de 1’électron induit par cette
interaction, a I'ordre des diagrammes a une boucle.
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Utiliser le propagateur scalaire obtenu dans la section 2.5. Les regles de
Feynman associent un facteur ¢\ au vertex électron—scalaire et un facteur
—ays au vertex électron—pseudoscalaire.

Vérifier I'identité a la base des parametres de Feynman,

r g
E—/de[Ax—i—B(l x)] 7%,

et sa généralisation, I’équation (6.47).

Dans une premiere étape, récrire 1'identité ci-dessus sous la forme

1 ~
E_/0 drdyd(l —x —y)[Ax + By] ™,

ﬁ par dérivation par rapport a A ou B.

Procéder par induction pour établir I'identité généralisée.

et obtenir une identité pour

Montrer a 'ordre d’'une boucle que la fonction de Green a quatre photons
(0|TA,(21)A, (22)Ap(x3)As(24)|0) est libre de divergence. Utiliser 'espace
des impulsions.






Chapitre 7

Symeétrie spontanément brisée

La quantification des champs de spin un ne s’avere possible que si chacun d’eux
est associé a une symétrie de jauge. La conséquence est alors que ces champs de
jauge restent sans masse. Cette situation est satisfaisante pour les interactions
électromagnétiques et fortes, qui font intervenir un photon et des gluons de masse
nulle. Elle est certainement inacceptable pour les interactions faibles et leurs
bosons massifs Z° et W+ de spin unité.

La description des interactions des Z° et W* au moyen d'une théorie quan-
tique de champs impose donc de concevoir une généralisation de la théorie de
jauge qui admette des champs vectoriels massifs sans détruire la cohérence de
la théorie quantifiée. Cette généralisation fait appel au phénomene de brisure
spontanée de la symétrie, qui est décrit a ’aide de deux résultats fondamentaux,
le théoréme de Goldstone, qui s’adresse aux symétries continues d’une théorie
de champs, qu’elles soient globales ou locales, et le mécanisme de Higgs qui in-
tervient lorsque des symétries de jauge sont spontanément brisées. En plus de
I’apparition de champs massifs de spin un, la brisure spontanée de symétries de
jauge a pour conséquence inévitable I'existence de particules élémentaires de spin
nul dénommées génériquement bosons de Higgs.

7.1 Le théoreme de Goldstone

La quantification canonique du champ scalaire réel libre et massif telle qu’elle
a été décrite dans le chapitre 2 implique que la valeur moyenne dans le vide de
l'opérateur de champ ¢(x) est nulle:

(p(z)) = (0|p(z)]0) = 0.

287
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Ce résultat découle de I'équation de Klein-Gordon (O+m?)p(z) = 0, qui interdit
o(x) = v # 0 lorsque m # 0. L’expansion en ondes planes du champ,

o(@) = [ s ke + al ()]

ne comprend pas de terme constant puisque k° = w; > m. Pour un champ de
masse nulle par contre, il existe un opérateur hermitique a(0)+a'(0) qui commute
avec tous les opérateurs de création et d’annihilation de la théorie puisque wip—g =
0:

[a(0) +a'(0), a(g)] = [a(0) + a'(0),a'(q)] = 0.

Cet opérateur est donc proportionnel a 'opérateur identité dans ’espace de Fock
et la constante de proportionnalité réelle est définie par I'action de a(0) + a'(0)
sur ’état du vide,

[a(0) + a' (0)]]0) = v]0),

qui correspond a
(p(z)) = v.

Une valeur moyenne dans le vide v non nulle n’entre pas en conflit avec la cova-
riance relativiste: comme @(z) est scalaire, v est un invariant de Lorentz. Elle
est permise par I'équation de Klein-Gordon Op = 0. Dans une théorie libre de
masse nulle cependant, la valeur de v n’a aucune signification physique. Dans
une théorie interactive, elle interviendrait dans la physique du modele.

Considérons ensuite une théorie classique d'un ensemble de champs scalaires
¢'(z), qui seront choisis réels sans restreindre la généralité. Ces champs sont
solutions des équations du mouvement (d’Euler-Lagrange) obtenues a partir de
la fonctionnelle d’action. On peut envisager cette théorie scalaire comme la limite
d’une théorie de jauge dans laquelle les champs de jauge et les spineurs ont été
annulés, un choix compatible avec les équations du mouvement et les symétries de
la théorie de jauge. Il peut alors exister des solutions des équations du mouvement
pour lesquelles les valeurs moyennes des champs scalaires sont constantes sans étre
nulles. La densité lagrangienne de la théorie scalaire est simplement

Lot = 5 (0,8)(0"") = V(&) (1)

le potentiel V' étant un polyndéme du quatrieme degré en . Et les équations
d’Euler-Lagrange s’écrivent

Op' + — = 0. (7.2)

Ces équations admettent des valeurs constantes des champs, ¢'(z) = ¢, pour
autant qu’elles vérifient

[‘W (7.3)

: =0.
&p’] i
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D’autre part, comme 1’Hamiltonien est

H= [da
la solution ¢’ = ¢’ correspond & une densité d’énergie V(' = ¢'). Classiquement,

cette solution est stable si les valeurs ¢ minimisent localement le potentiel, c¢’est-
a-dire si

@) (B0p') + 5 (F) - (F) + V(1)

V(' +0¢") > V(c)

pour des petites fluctuations d¢* arbitraires des champs. C'est le cas si la matrice
des deuxiemes dérivées partielles,

62
[&ﬂ3@J gk

n’a que des valeurs propres positives ou nulles. Dans la théorie classique, chaque
minimum local de V' est un état stable. Quantiquement, seul un minimum absolu
du potentiel est stable. Cet état fondamental ou état du vide sera désigné par
les valeurs ¢* = v*. Son existence est indispensable; le potentiel V' doit donc étre
inférieurement borné. Comme V' est un polynome de degré quatre, ceci impose
des conditions sur les coefficients de ses termes quartiques.

Supposons que la densité lagrangienne L., est invariante sous un groupe G
de transformations continues, dont ’action sur les champs scalaires est

' — Ulah)y, (7.4)
ou infinitésimalement,
o — o, 0" = i (T, (7.5)

Les matrices T2 forment un ensemble de générateurs hermitiques (T4 = TSAT)
de l'algebre de Lie du groupe de symétrie et les parametres infinitésimaux a4
sont des nombres réels. La réalité des champs impose 74" = —T# et les ma-
trices T4 sont imaginaires et antisymétriques. Ceci indique que le groupe de
symétrie est nécessairement un sous-groupe de O(N), N étant le nombre de
champs scalaires ¢', i = 1,..., N et O(N) le groupe des rotations d'un vecteur
a N composantes. Comme les termes cinétiques de la densité lagrangienne sont
invariants sous O(N),

0 [5(0u")(8"¢")] = i (T (Du")(0"¢7) =
par antisymétrie de T4, le groupe de symétrie ne dépend que de la forme du
potentiel. L’invariance du potentiel V(¢* + dp') = V(') s’écrit

oV a0V

507 = et (TR =0, (7.6)
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ou
%(T;‘)j’f@k =0, A=1,2,... (7.7)
@

puisque les parametres a sont arbitraires. Ces équations sont vraies pour toutes
les valeurs des champs. Elles peuvent étre vues comme déterminant le groupe de
symétrie pour une théorie donnée (c’est-a-dire des équations pour T4, V étant
donné) ou comme des contraintes sur le potentiel V', le groupe de symétrie étant
fixé a priori.

Supposons que I'état fondamental de la théorie soit donné par (') = v’. Si
v\ = 0,4 =1,...,N, alors I’état fondamental est invariant sous le groupe de
symétrie de Lgeq.:

§{¢") = 0. (7.8)

Par contre, si certains v* sont non nuls, on peut diviser les générateurs de I’algébre
: L L7 A e
de Lie en deux catégories notées 7! et 7% et définies par

i (TAYi = 0,

(7.9)
i : (TNl £ 0.
L’état fondamental est laissé invariant par les symétries TSA L’ensemble des
générateurs T;‘ génere un sous-groupe H du groupe de symétrie G de L. qua-
lifié de petit groupe de v* 1. Les générateurs 7', correspondent aux symétries de
G spontanément brisées par ’état fondamental.

L’invariance de la densité lagrangienne implique que si v* est un état du vide
avec les symétries non brisées de H, alors

v = UY)

est encore un état du vide pour n’importe quel élément U du groupe G; 'état
du vide est ainsi (continiment) dégénéré dans une théorie avec une symétrie
spontanément brisée. Et si Uy est un élément de H, Uy v? = v*, alors

(UUxU 1907 =",

Pour chaque U fixé, le petit groupe de v’ " est donné par les éléments UU, U2,
Uy € H: il est donc & nouveau égal & H 2.

Notons qu’il est en principe possible que v* # 0 ne brise pas de symétrie.
C’est le cas si les transformations des champs (7.5) n’agissent pas sur une ou
plusieurs composantes de ¢'. Si par exemple la composante ! est elle-méme
invariante sous les transformations de G, ¢! = 0, alors il est clair quune valeur
(p') = vl # 0 ne brise pas de symétrie.

LOu de stabilisateur de v* dans G, ou encore de groupe d’isotropie de v'.

2Le lien entre théorie des groupes et symétries spontanément brisées est développé par
O’Raifeartaigh [44].
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Une théorie dont 1'état fondamental correspond a des valeurs dans le vide

(") = o' non nulles peut toujours étre reformulée en fonction de nouveaux
champs
=y, (7.10)
pour lesquels I'état du vide est
(#") =0.
La densité lagrangienne est alors
Lo i Sy _ (5 (i Si i
Locat. = 5(0u9")(0"2") =V(2'), V(@) = V(g +0"). (7.11)

Le potentiel s’écrit également

- oV 1] 8V o
V(g = (V) + l ] o'+ [ ] ¢ @
k_qyk pk=uk

Q" | i 2 | 0pi0pl (7.12)
+ termes cubiques et quartiques en ¢,
ot (V) = V(v'). Le premier terme, la constante (V'), est sans signification

4

physique: on peut toujours choisir le “zéro de Iénergie” tel que (V) = 0 3.
Le deuxiéme terme, linéaire en @', s’annule d’apres (7.3). Le terme quadratique
en @' est la matrice du carré des masses des nouveaux champs scalaires,

o*V
2y
(Msb)zy L{)SO@W'] - ’ (7~13)

Puisque v* correspond au minimum de V', elle n’a que des valeurs propres positives

ou nulles.

En prenant la dérivée de I’équation d’invariance du potentiel (7.7) par rapport
A ¢! et en I'évaluant en ' = v, il vient, pour chaque générateur T4,

oV
0pldpi

S

] (T %R = 0. (7.14)

., (o . A : . , . :
Seuls les générateurs des symétries brisées 77, contribuent a ces équations, qui
deviennent

"
(MZ)i (1) 0" = 0. (7.15)
Comme (Tf)jkvk # 0, la matrice de masse des champs scalaires possedera une
valeur propre nulle pour chaque générateur d’une symétrie spontanément brisée.
D’apres (7.15), les vecteurs propres h* associés a chaque masse nulle et & chaque
générateur de symétrie brisée ont pour composantes (h4)7 = (1)ikyk,

S

3La prescription d’ordre normal joue ce role (§ 2.2.1).
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Nous avons ainsi obtenu le théoréme de Goldstone [38]:

A chaque symétrie continue (globale ou locale) de 'action qui n’est pas une
symétrie de ’état du vide, il correspond un champ scalaire réel de masse
nulle qui est le boson de Goldstone de la symétrie spontanément brisée.

La discussion ci-dessus est formulée dans le cadre de la théorie classique.
Son extension a des champs scalaires quantifiés est schématiquement la suivan-
te. L’état du vide de la théorie quantique n’est pas défini a partir du potentiel
classique V' présent dans la densité lagrangienne. Il est défini a partir du po-
tentiel scalaire effectif, qui inclut les corrections quantiques AV,,q,:. au potentiel
classique? V:

‘/eff =V + A‘/:]uant.-

On calcule ce potentiel effectif® en principe en théorie des perturbations, apres
quantification des champs. Selon la procédure décrite dans le chapitre 2, cette
quantification se fait a partir de la densité lagrangienne, en déterminant 1’état du
vide classique v' et en séparant la partie quadratique libre des termes d’interac-
tions. Le fait que v’ minimise le potentiel classique V n’implique pas que ce soit
le cas du potentiel quantique V.;;. En général I'état du vide quantique 9°, pour
lequel

|-
oyt i=0i 7

differe de 1’état du vide classique. La situation la plus commune est que si le
potentiel classique V' détermine completement les valeurs v?, alors les corrections
quantiques 9° — v’ sont de natures perturbatives: le sous-groupe des symétries
non brisées H n’est pas modifié par les corrections quantiques. Mais il peut
arriver que le sous-groupe H des symétries non brisées par I'état du vide de la
théorie quantique ne soit correctement identifié qu’en tenant compte des correc-
tions quantiques.

La dérivation du théoreme de Goldstone donnée ici utilise explicitement la
densité lagrangienne ou le potentiel scalaire effectif. Il est également possible de
I’obtenir a partir de I'existence des courants conservés associés par le théoreme

de Noether a chaque symétrie continue®.

L’exemple le plus simple de brisure spontanée d’une symétrie continue fait
appel a un champ scalaire complexe ¢ avec le potentiel

by 2 2 A 4
V(g9 =3 (016~ %)2 - —%czﬁ*qﬁ +5(¢'0)” + g—x (7.16)

4Complété par les contre-termes nécessaires a la renormalisation de la théorie.

5Pour une discussion du potentiel effectif et de son évaluation, voir par exemple Weinberg
[2], chapitre 16, Peskin et Schroeder [6], chapitre 11, ou Itzykson et Zuber [1], paragraphe 9.2.2.

SVoir par exemple, Weinberg [2], section 19.2, Itzykson et Zuber [1], paragraphe 11.2.2.
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La constante réelle A est positive afin d’assurer que V (et donc 'énergie) soit
inférieurement borné et on choisit x> > 0. Ce potentiel est invariant sous les
transformations continues

b — ¢ = e, (7.17)

du groupe unitaire U(1). Une variation infinitésimale s’écrit d¢ = iaQ¢, le
nombre (fixé) @ étant le générateur unique de la symétrie U(1) et «v le parametre
arbitraire. Le minimum du potentiel est atteint lorsque (¢'¢) = p?/2), ou lorsque

(¢) =€’ v, v =/p?/2), 3 réel.

La symétrie U(1) est donc spontanément brisée. On introduit ensuite le champ
¢ pour lequel le minimum du potentiel correspond a (¢) = 0:

(;Nﬁzcb—ewv.

Il convient également de décomposer gg en deux champs réels selon

1
— B4 ;

x) = e x)+1B(x)].
¢(z) 7 [A(z) +iB(x)]
Finalement, la transformation (7.17) indique que la valeur de 3 correspond a un
choix de jauge; il est donc légitime de choisir 5 = 0. En fonction des nouveaux
champs A et B, le potentiel s’écrit:

1 A A
V(A B) = —p?A® + —=v A(A® + B*) + S (A* + B?)? =\/p2/2\. (7.18
(AB) = 5tA + Sov AL 4 B+ SN B u=2j2h (18)

Il ne possede plus d’'invariance U(1). II décrit un champ réel A de masse pu, en
interaction avec un champ réel de masse nulle B, le boson de Goldstone de la
symétrie brisée.

7.2 Le mécanisme de Higgs

Le mécanisme de Higgs [39] crée le lien entre symétries continues locales spon-
tanément brisées et bosons de jauge massifs.” Le parametre de chaque symétrie
de jauge est une fonction, un champ. L’invariance de jauge implique que cette
fonction est inobservable, qu’on peut la choisir arbitrairement sans modifier la
physique du modele. Elle a pour conséquence de rendre non physique 1'une des
composantes du champ A, (z): un champ de jauge n’a que deux composantes,
deux polarisations transverses.

Nous allons voir que lorsqu’une symétrie de jauge est spontanément brisée,
son champ de jauge acquiert une masse et le boson de Goldstone associé n’est pas

"L’usage commun de la terminologie “mécanisme de Higgs” ne rend pas compte de la con-
tribution de Brout et Englert.
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un état physique indépendant. La liberté de formuler la théorie dans n’importe
quelle jauge subsiste et il existe une jauge particuliere dans laquelle le boson de
Goldstone n’est plus présent: il est “absorbé” par le champ de jauge massif. Le
champ de jauge et le boson de Goldstone forment donc une entité. Ce phénomene
est en accord avec la nécessité de compléter le champ de jauge et ses deux états
transverses par un troisieme degré de liberté: un champ massif de spin un a trois
composantes, de polarisations transverses (deux) ou longitudinale. Le boson de
Goldstone joue ce role.

Pour décrire le mécanisme de Higgs, il convient de coupler les champs scalaires
©* aux champs de jauge d'une symétrie locale®. La théorie de champs s’écrit?

L= ﬁjauge + Q(DMQOZXDHSDZ) - V(SOZ)7 (719)
avec
1 v
Liouge = —gFAFA, Fl = 0,40 = 0,4 "5 AP A7AL,
et
Dy’ = 0up' — iy gt AT (7.20)
A

Supposons a nouveau que le potentiel conduit a I'état du vide (') = v* # 0. En
introduisant comme dans la section précédente des champs de valeur moyenne
dans le vide nulle @' = ¢* — v, la densité lagrangienne devient

1 ~i ~i si i
L= Linge+5(Du)(DHF) ~ V(G +0)

2
1 . . . (T2
+5 2 g g P (TATE )T AG AP E — iy~ g Al (DHG') (T,
2% A
puisque Dyv' = i34 g A (T})907. Deux nouveaux termes quadratiques dans

les champs apparaissent: premierement des termes de masse des champs de jauge
de la forme

1 . o
SMEBARABE B = APl (TATE) ), (7.22)

deuxiemement des termes de propagation mélangeant les champs de jauge Aﬁ et
les champs scalaires':

—iy g AN P)N T =iy gM 0" ANG (T + 04 (..). (7.23)
A A

Il est clair que seuls les champs de jauge associés aux symétries de jauge brisées
pour lesquelles (72917 # 0 contribuent aux expressions (7.22) et (7.23).

8Les fermions n’interviennent pas et sont donc omis.
9Section 1.5.
19Ce terme est réel: les générateurs T4 sont imaginaires et antisymétriques.
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La théorie (7.19) est invariante sous les transformations de jauge

7,

i 1

e

0
ST AT = e 00, 5 g AT e
A A A

(7.24)
mais la décomposition ¢ = @' + v’ et la densité lagrangienne (7.21), qui dépend
du vide v, ne le sont pas. On peut cependant récrire (7.19) dans n’importe quelle
jauge.

Pour identifier le contenu physique de la théorie et éliminer le terme de
mélange (7.23), il est utile d’adopter une paramétrisation particuliere du mul-
tiplet de champs scalaires. Nous avons N champs réels ¢, et nous supposerons
que I'algebre de Lie du groupe de jauge G a dimension M et que le vide v® brise
p symétries. Il y a donc p bosons de Goldstone et, nécessairement, p < N. Les
p vecteurs (T?)” v/, A=1,..., p, dans l'espace N-dimensionnel des champs en-
gendrent les directions des bosons de Goldstone. On peut donc représenter les
champs de Goldstone par

‘ Avigi
fexp (i€ ()70,
avec p champs £4(x). Les autres champs scalaires sont ensuite ajoutés en posant
: , R :
' = [exp (i ()Y (W (x) + ) (7.25)
étant entendu que le vecteur h'(z) ne contient que N — p champs réels, et qu’il
est orthogonal aux directions des bosons de Goldstone,

Wi () (17 = 0. (7.26)

S

Notez que le vecteur h(z)v® est toujours solution de cette équation puisque les
générateurs sont antisymétriques: il y a toujours au moins un champ réel dans
hi(z) (et donc N —p > 0). L’expression (7.25) peut étre directement introduite
dans la densité lagrangienne invariante de jauge (7.19). Mais on peut aussi la
simplifier en lui appliquant une transformation de jauge (7.24) avec les parametres

a’(z) = () (7.27)

lorsque A correspond & une symétrie brisée, T4 = Tf, et a® = 0 pour les
générateurs du petit-groupe H de v*. Donc,

o = = lep (TN = W)+

Exprimée en fonction de ¢’ ' la densité lagrangienne ne dépend pas des bosons
de Goldstone qui ont été éliminés lors du choix de jauge:

1 1
Eunit. - _ZF/ﬁ,FA'LW + §M14BA;?AB#
| (7.28)

+5 (D)D) = V(1 +0),
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la matrice de masse des champs de jauge étant
A B
MPP = g g (T IT )7,

comme dans (7.22). Le terme de mélange (7.23) est absent du fait de ’équation
(7.26). Ce choix correspond a la jauge unitaire (ou jauge physique). La théorie
décrit donc un ensemble de champs de spin un massifs correspondant aux symé-
tries de jauge spontanément brisées, en interaction avec les champs de jauge sans
masse du groupe de jauge non brisé H et avec un multiplet de bosons de Higgs
h' qui comprend au moins un champ scalaire. Il est & noter que les interactions
sont entierement déterminées par la structure de la théorie de jauge originale et
par I’état du vide v; les interactions de jauge sont fixées par les constantes de
structure et les générateurs du groupe G. Et les masses des champs de jauge
sont reliées (par diagonalisation de la matrice de masse M#8) aux valeurs de
(") = v, et donc aux parametres du potentiel.

Une autre méthode de dérivation de la jauge unitaire consiste a éliminer le
terme de mélange (7.23) par une transformation des champs de jauge associés
aux symétries brisées. La densité lagrangienne (7.21) contient en particulier les
termes quadratiques suivants!!:

1

X = 2 [(@u8)(0"3) + MIPALAP = 2ig A" &) (1)
= 2 [ ART I 1 i@, )] [P APHTE Y 4 i(040) ]

Comparons la derniere expression avec la transformation de jauge (7.24) multi-
pliée par v/, au premier ordre puisqu’on ne retient ici que les termes quadratiques
de la densité lagrangienne:

g AT = g AN T 4 () (1),
On choisit alors des parametres vérifiant
AT =i,
une équation reliant p parametres associés aux symétries spontanément brisées a
p composantes du multiplet de champs @°. On arrive ainsi a
X o= 5 oM@ [g AT 4 S0, (0"

1 1 . .

G MIPALATE 4 (0, ("R,
les champs h' représentant les N — p composantes de ¢ laissées inchangées par
la transformation de jauge:

G =h' — i (T, R4y = 0.

S

UTes générateurs sont antisymétriques.
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Cette derniere expression correspond bien a la jauge unitaire (7.27) appliquée a
la paramétrisation (7.25) des champs au premier ordre, et a la condition d’ortho-
gonalité (7.26).

La jauge unitaire est particulierement utile a I’identification des états physi-
ques de la théorie. Elle s’avere cependant a l'origine de complications excessives
si on I’adopte pour quantifier la théorie et développer la théorie des perturbations.

A titre d’illustration, revenons a la symétrie U(1) spontanément brisée exa-
minée a la fin de la section précédente, mais avec cette fois une invariance de
jauge. Comme auparavant le potentiel scalaire est

A 12 2
— | Apth -
v 2<¢ 2)\>’

qui conduit & (¢) = ePv, v = /u2/2\. Au lieu de poser ¢ = %ew[A +iB + ),
on utilise la paramétrisation

. . 1
_ _io(z)+iB B
r)=e x)+ v,
() [ 7 (x) + v]
avec deux champs scalaires réels o et h. Comme le potentiel scalaire ne dépend
que de ¢, o est de masse nulle: c’est le boson de Goldstone. On change ensuite
de jauge,

. . 1
x — "(z) = e @@= Bg(z) = —h(z) + v,
() o (@) @) = sh(a)
pour passer a la jauge unitaire qui ne contient plus que le boson de Higgs h, de
masse i. Et le boson de jauge de la symétrie U(1) acquiert une masse M = gQuv,
d’apres la transformation de jauge (7.17).

7.3 Un exemple: le doublet scalaire complexe

A titre d’exemple, étudions la brisure spontanée de la symétrie d’une théorie
décrivant un doublet de champs scalaires complexes,

H= ( g; ) , H' = (HI H)). (7.29)

Cet exemple est a la fois simple et important puisqu’il correspond au secteur

scalaire du Modele standard de 'interaction électrofaible!?. Le potentiel scalaire
est de la forme

V(H,HY) = —p*(H'H) + %(HTH)Q, (7.30)

12Chapitre 8.
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avec
u? >0, A >0, u?, )\ réels,

et HYH = H{H, + H}H,. Le minimum du potentiel se trouve en
(HYH) = 1%/ ). (7.31)

Le potentiel (7.30) est invariant sous les transformations du groupe'® SU(2) x
U(1)y [ou de manieére équivalente U(2)]. Ces symétries agissent sur le doublet H
par
Ul)y : H — H = ¢°“YH,
(7.32)
SU(2) : H — H = UH,

ott la matrice (2 x 2) U est unitaire, UTU = I, et unimodulaire (det U = 1). On

peut écrire

- ara 1
U= e, T = 50“, a=1,2,3, (7.33)

les matrices o désignant les trois matrices de Pauli. Les générateurs de 1’algebre
de Lie de SU(2) vérifient

[Ta7 Tb] _ ,L-eabchc7 6abc _ _Ebac _ 6cab 6123 — 1.

La constante réelle Y est le générateur de U(1)y. Comme sa valeur est arbitraire,

nous allons poser

1
Y =—. 34
! (734)

En fait, le potentiel (7.30) possede une symétrie plus étendue que SU(2) x U(1)y;
il est invariant sous les rotations O(4) ~ SU(2) x SU(2) des quatre composantes
réelles de H. Nous ne nous intéressons ici qu’au sous-groupe SU(2) x U(1), qui
sera promu au rang de symétrie de jauge.

A ce stade, les parametres o et w® peuvent étre constants ou locaux. La con-
dition de minimum (7.31) est évidemment invariante sous ’ensemble du groupe
de symétrie et 1’état du vide est contintiment dégénéré. Il est donc possible de

choisir
1 v 242

et n'importe quel état du vide est alors obtenu en agissant sur cette forme de (H)
avec une transformation de SU(2) x U(1) de parametres constants.

L’état du vide (7.35) brise spontanément SU(2)xU(1)y. On vérifie facilement
que la symétrie résiduelle laissant (H) invariant est

exp (iw[T* + Y1) (H) = (H). (7.36)

131’indice Y identifie le groupe U(1)y par rapport & un autre groupe U(1) qui apparaitra
plus loin.
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Le petit groupe de (H) est donc U(1)g, généré par
Q=T°+Y, (7.37)
dont 'action sur les composantes de H est:
Ul)g : H, — Hi, Hy — e ™H,.

Trois symétries sont spontanément brisées. Les quatre composantes réelles de H
se divisent donc en trois bosons de Goldstone et un boson de Higgs massif.

Poursuivons en couplant le doublet scalaire aux champs de jauge de SU(2) x
U(1)y qui devient donc une symétrie locale. Il faut introduire les champs de jauge
Wi, a=1,2,3,de SU(2), celui de U(1)y noté B, et deux constantes de couplage
de jauge g et ¢’ pour respectivement SU(2) et U(1)y. La densité lagrangienne
invariante de jauge est

1

£:4

1
Wi, W — 2By B + (D, H)(D"H) -V (H,H), (7.38)
avec, en reprenant les résultats de la section 1.5,
W;V = 0,Wg — 8,,Wl‘j + ge“ch£W§,
B, = 0,B,—-0,B,, (7.39)
D,H = 0,H— %gW;}a“H —1ig'B,YH, (Y = —%)
La forme de la dérivée covariante de H suit de la transformation de jauge (7.32).
Avec la valeur moyenne dans le vide (H), il est plus facile d’identifier le contenu
physique de la théorie en se plagant dans la jauge unitaire. Selon la discussion
de la section précédente, on I'obtient en paramétrisant les champs de Goldstone

par
exp [ig! (x)T" +i€(x)T? + i€ () (T° - Y)| (H),

les trois symétries brisées étant générées par T, T? et

10
3— =
° =Y (0()).

On pose ensuite

H= " exp [ig! ()T + i€ (x)T? + i(2)(T* — V) < M)+ ) ., (7.40)
V2 0
avec un champ réel h(z) qui sera le seul boson de Higgs physique de la théorie. La
vérification de la condition d’orthogonalité (7.26) requiert quelques précautions
puisque nous utilisons ici des champs complexes et des générateurs non anti-
symétriques. Dans notre cas, la condition devient

ha(e) (1) (H;) = [ha(e) (1) ()] hi(z) = h(z),  ha(x) =0
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Et elle est bien vérifiée ici:

alors que

et h(x) est un champ réel. Il suit de (7.40) que le doublet scalaire H se ramene a

Honit. = % ( h(g%+ ! ) (7.41)

dans la jauge unitaire. La densité lagrangienne dans cette jauge sera obtenue en
substituant simplement H,,; dans l’expression invariante de jauge (7.38). Afin
de diagonaliser les termes de masse des champs de jauge, il convient d’utiliser les
redéfinitions suivantes:

Wi = %(W;} — ZWi), W, = %(Wj +2W3) = (WJ)T,
Z, = cos QWWE — sin 0w B, A, = sin QWW;:’ + cos Ow B,,,
(7.42)
I’angle de mélange Oy, étant défini par
/
cos Oy = J sin Oy = S (7.43)

N Vo?+g”?

Dans le Modele standard, Oy est 1'angle de Weinberg, ou 'angle de mélange
faible. Avec les définitions

An = 0,A, —0,A, Zyw = OZ,—0,7,,
le; = @Wj—a,,Wj, w. = oW, -90W,,

on obtient alors:

1 , 1 , 1 o
Eunit. - _ZA/“/A“ - ZZNVZM - §W;—/W H
1 a2 12 2
ST g e S
2 4 4" (7.44)
1 A A ut
—(0,h)(0"h) — pi*h®* — | Zph® — Sh* + —
+5(0uh)(9"h) — p |5k LYY

+£int. .

La premiere ligne contient les termes de propagation des champs de jauge, la
deuxieme les masses des champs de jauge associés aux symétries brisées et la
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troisieme la densité lagrangienne du boson de Higgs. Finalement, L£;,; contient
les interactions de jauge:

Lin. = —igsin Oy (A" + cotgby Z") (W, W™ — W, W*)
~ (A + cotghy Zu)W W]
+(gsinOw)’ {(AHWW(AVWV) (A AR (W)
+c0tg9W{(ZMW+“)(AVW*”) +(Z, W) (AWTY)
—2(A, 2" (WW =)}

ot {2V ZW ) — (Z,20)WW )]

1 _ -V
—50 [WW )2 — (Wrw v, W)

92 2 + 1

= 2 7 7*|.
+ (1 + 20h) [WMW + eg o }

(7.45)
La théorie décrit donc:

e Un champ de jauge de masse nulle’* A, associé & la symétrie non brisée
U(1)g;

e Un champ complexe et son conjugué, W~ et W; , de spin un et de masse

My = . (7.46)

Par rapport a la symétrie de jauge exacte U(1)g, leur charge est’® Q = £1;

e Un champ Z,, de spin un et de masse

(7.47)

invariant (neutre, sans charge) sous U(1)g;

e Un champ scalaire réel h(z) invariant (neutre, sans charge) sous U(1) et
de masse

mj, = 2u* = \? = M, (7.48)
g

le boson de Higgs unique de la théorie.

1Te champ du photon dans le Modele standard.
15Comme U(1)y n’agit pas sur les champs de jauge de SU(2), Y = 0 et Q = T° pour ces
états.
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Il est a noter que toutes les interactions du champ de jauge A, de la symétrie de
jauge résiduelle U(1)g sont controlées par la constante de couplage

/

g9

En effet, les interactions de A, proviennent uniquement des contributions aux
courbures de jauge W, de la combinaison

gsinfy =

gW/‘Z’T?’ = gsin by (A, + cotghw Z,)T? = gsin Oy (A, + cotghw Z,,)Q,

puisque Y = 0 pour les champs de jauge de SU(2). La dérivée covariante agissant
sur Hy,;. ne dépend pas de A,: le boson de Higgs parallele a la direction de
I'état du vide (H), qui existe dans toute théorie avec des symétries spontanément
brisées, est nécessairement neutre sous le groupe de jauge non brisé qui laisse (H)
invariant. Dans notre exemple, il n’y a pas d’autre boson de Higgs.

La densité lagrangienne définie par les expressions (7.44) et (7.45) décrit dans
la jauge unitaire les contributions des champs bosoniques au Modele standard
des interactions fortes, faibles et électromagnétiques. Elle réapparaitra dans le
chapitre 8, avec les termes impliquant les quarks et les leptons.
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Les aspects de théorie des groupes sont décrits dans:
O’Raifeartaigh [44].

Exercices

7.1 On considere la théorie de jauge (7.19) utilisée dans la description du
mécanisme de Higgs (sect. 7.2). Dans la jauge unitaire, la densité la-
grangienne (7.28) décrit des champs massifs de spin un dont le propaga-
teur a été discuté dans la section 4.4. Ce propagateur a un comportement
problématique dans le domaine des grandes impulsions qui rend difficile le
calcul des corrections quantiques. Nous allons utiliser I'invariance de jauge
de la théorie pour construire une autre jauge possédant un comportement
plus favorable mais sans éliminer les bosons de Goldstone.

Pour simplifier, limitons le groupe de jauge a U(1) et le multiplet de scalaires
a un champ complexe ¢:

L= —iFWF‘“’ + (Dup) (D*¢) = V(0) + Lyia.

ou £, =0,X, —0,X, et D,¢p=0,0—19X,¢. Le choix du potentiel

o 1Y
V_2<¢¢ 2a>

implique que le champ scalaire complexe ¢ brise spontanément la symétrie

de jauge avec (¢) = v = 1/u?/2a choisi réel. Le terme fixant la jauge ajouté
a la théorie invariante de jauge est

A ' 2
Ly =5 (0%, + 506 - 9))

En I’absence de valeur moyenne sur le vide, ce terme de fixation de la jauge

est identique a celui utilisé pour quantifier le champ de jauge (sect. 2.4).

— Montrer que la densité lagrangienne (a une dérivée pres) ne contient
pas de terme mélangeant ¢ et X,: le terme fixant la jauge compense
les contributions (7.23).

— En introduisant les champs réels A et B par ¢ = %(A +iB) + v,
calculer la densité lagrangienne libre.

— Montrer que le propagateur de X, en espace des impulsions est

-1 +1—/\ PuPy
p? — M? + ie Ty A p?— AM?

_ -1 {77 _p,upu}_ p,upu/MQ
p?— M2 +ie [ M?2 p? — M2/\+ie’
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avec M? = 2g%v?. 1l se comporte comme 1/p® pour p trés grand et

non comme 1/M? dans la jauge unitaire.

— Montrer que les propagateurs de A et B sont respectivement

1 1
_ t .
p? — p? +ie ¢ p?— M2/ +ie

On retrouve la jauge unitaire dans la limite A — 0: le propagateur du boson
de Goldstone B s’annule et celui de X, a la forme attendue pour un champ
de spin un massif. Le choix A = 1 est la jauge de t Hooft—Feynman.

Pour la densité lagrangienne de l'exercice précédent, dériver les regles de
Feynman des interactions des champs A, B et X,,.

Ecrire a 'ordre le plus bas I’élément de matrice S du processus
A+X,— A+ X,

et montrer qu’il ne dépend pas du parametre de jauge A. Vérifier qu'un
calcul effectué dans la jauge unitaire conduit au méme résultat. (Utiliser
le fait que le produit €(k)k = 0 s’annule pour le vecteur de polarisation du
champ vectoriel.)

Il est possible de prouver a tous les ordres que la matrice S ne dépend pas
du parametre de jauge A. La jauge ainsi définie est souvent qualifiée de
renormalisable: tous les propagateurs ont un bon comportement a grandes
impulsions, mais le boson de Goldstone B est présent dans les lignes internes
des diagrammes.

Généraliser l'exercice 7.1 au cas d'une symétrie de jauge non abélienne
quelconque et donc a la densité lagrangienne (7.19).



Chapitre 8

Le Modele standard

Le Modele standard de Glashow, Salam et Weinberg [40], qui décrit les in-
teractions fortes, faibles et électromagnétiques des quarks et des leptons, est
une théorie de jauge dont la densité lagrangienne est construite selon les regles
énoncées dans la section 1.5. Sa structure est motivée par 'observation de
multiples processus physiques élémentaires et par quelques principes théoriques
développés dans le cadre de la théorie quantique des champs. Des expériences
en grand nombre ont vérifié la presque totalité de ses prédictions, souvent avec
une précision extraordinaire, sans rencontrer de contradiction!. Le but de ce
chapitre est de construire la densité lagrangienne qui définit le Modele standard
sans cependant discuter ses justifications ou vérifications expérimentales.

Le groupe de jauge du Modele standard est
Gus = SU(3) x SU(2), x U(1)y. (8.1)

Le premier facteur, SU(3), est le groupe de jauge de la chromodynamique quan-
tique (QCD), le groupe de la couleur. Le facteur SU(2);, x U(1)y est le groupe
de jauge unifiant les interactions faibles et électromagnétiques dans la théorie
électrofaible. 11 contient 1'isospin faible SU(2)r, I'indice L indiquant que seuls
les fermions de chiralité gauche se transforment sous ce groupe, et 1’hypercharge
faible U(1)y. Le groupe de jauge de l'interaction électromagnétique U (1), est
contenu dans SU(2), x U(1)y.

Le mécanisme de Higgs est utilisé pour briser spontanément les symétries de
SU(2)r x U(1)y autres que U(1)e.m. et générer la masse des bosons de jauge
faibles W* et Z°. Les symétries de jauge non brisées sont donc celles du groupe
de jauge SU(3) X U(1)e.m. des interactions fortes et électromagnétiques, dont la
théorie de champs a été brievement discutée dans la section 4.2.

Les quatre grandes expériences du collisionneur électron—positon du CERN, le LEP,
ont notamment collecté une quantité considérable de résultats de treés haute précision.
Une synthese [41] peut étre consultée sur le site du “LEP Electroweak Working Group”
(http://lepewwg.web.cern.ch /LEPEWWG/).
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8.1 Groupe et bosons de jauge

Pour nos besoins, il est suffisant de définir les groupes U(N) a partir de leur
représentation la plus simple, formée de matrices N x N unitaires U, UTU =
UUT = 1. Le groupe SU(N) est alors le sous-groupe de U(N) des matrices de
déterminant unité, ou unimodulaires. L’algebre de Lie est obtenue en posant

_ T
U=e¢e",

I'unitarité imposant Tt = T, et 'unimodularité Tr7 = 0. Il en résulte que
'algebre de Lie de U(N) est engendrée par N? générateurs hermitiques alors que
la dimension de celle de SU(N) est N? — 1 puisqu’une condition supplémentaire,
I’absence de trace, est appliquée:

d
T=> w'T4 UN):d=N?’  SUN):d=N*-1. (8.2)
A=1

Les groupes SU(3), SU(2) et U(1) ont donc respectivement 8, 3 et 1 générateurs
(chacun associé & un parametre réel w”). Le groupe U(1) est représenté par les
phases complexes

et w = parametre réel,
le générateur T' étant un nombre réel appelé charge du champ sur lequel la trans-
formation de phase agit. Pour SU(3) et SU(2), nous utiliserons les représenta-
tions des générateurs suivantes:

e La représentation tri-dimensionnelle 3 de SU(3) (section 4.2): les huit
générateurs sont des matrices 3 x 3 hermitiques de trace nulle

1
T3A = 5)\A, A=1,...,8, M = matrices de Gell — Mann.

Il n’est pas nécessaire d’en donner une réalisation; elles vérifient les relations

1
(T3, T = if P01, (I Ty) = 5677, (83)

les nombres réels fAPC étant les constantes de structure de SU(3); la se-

conde relation est une normalisation conventionnelle des générateurs.

e La représentation bi-dimensionnelle 2 de SU(2): les trois générateurs sont

1
Ty = 50“, a=1,2,3, 0 = matrices de Pauli;
ils vérifient )
(TS, T8 = 4™ T, Tr(T5TS) = 55@”. (8.4)
Les constantes de structure de SU(2) sont ¢ = —eba¢ = ¢cab 123 = 1,
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Le principe de jauge associe un champ de jauge a chaque symétrie locale et
donc a chaque parametre ou générateur. En conséquence, le Modele standard
contient 12 bosons de jauge:

SU(3) : Al A = 1,....8, (gluons),
SU@),: W o = 1,2,3, (8.5)
U(l)y . B,u-

Les quatre bosons de jauge Wy, a = 1,2,3 et B, donneront naissance apres
brisure spontanée de la symétrie aux bosons W+, W=, Z% et au photon. D’aprés
I'équation (1.171), les courbures de jauge qui apparaitront dans la densité lagran-
gienne s’écrivent:

SUB):  FA = 9,A} —0,A + g, fABCABAC,
SU@),:  Wo, = 9We =W+ ge WhW, (8.6)
Ul)y: Bu = 90,B,—08,B,.

Elles contiennent les constantes de couplage de la chromodynamique quantique
gs et de l'interaction faible g.

8.2 Quarks et leptons

Les champs spinoriels du Modele standard décrivent les quarks et les leptons.
Ils se différencient par leurs interactions, c’est-a-dire par ’existence ou non d’un
couplage aux gluons ou aux bosons de jauge de SU(2); et par l'intensité de
leur interaction avec B, caractérisée par I'hypercharge faible du fermion. Les
interactions faibles violent la conservation de la parité; d’apres la discussion du
paragraphe 4.1.3, une violation de parité dans l'interaction fermions—champs de
jauge apparait lorsque les transformations de jauge des composantes de chiralités
gauche et droite des spineurs different. Il est alors commode de caractériser les
transformations de jauge indépendamment pour chaque chiralité. En fait, il sera
plus simple de travailler uniquement avec des fermions de chiralité gauche, en
remplacant les fermions droits par leur conjugué de charge?:

vr —  (r) =0y (Wh) = (W)

Puisque la conjugaison de charge comprend une conjugaison hermitique, elle con-
jugue aussi les nombres quantiques de jauge: elle échange particules et antipar-
ticules. Ainsi, au lieu d’introduire les composantes gauches et droites des quarks
et des leptons, nous définirons les composantes gauches des quarks, antiquarks,
leptons et antileptons.

2Paragraphe 4.1.1.
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Les quarks et les leptons sont classifiés selon leurs transformations de jauge,
c’est-a-dire selon la représentation du groupe de jauge G ;s qu’ils portent. Cette
classification suit de 'expérience. Il y a trois regles de base:

1. Les quarks interagissent fortement, ils sont triplets de couleur, c’est-a-dire
qu’ils se transforment selon la représentation 3 de SU(3). Les antiquarks se
transforment selon la représentation conjuguée 3. Les leptons et antileptons
n’ont pas d’interaction forte, ils sont singlets (invariants) de SU(3).

2. Les fermions (quarks et leptons) de chiralité gauche sont des doublets de
SU(2): ils se transforment selon la représentation 2 de SU(2)r. Les an-
tifermions de chiralité gauche, et donc les fermions de chiralité droite, sont
des singlets de SU(2) .

3. La classification des fermions forme une séquence de générations identiques
du point de vue des nombres quantiques de SU(3), SU(2), et U(1l)y.
L’observation a mis en évidence trois générations?.

Ces regles empiriques conduisent a la classification suivante:

‘ ‘ Notation ‘ Représentation ‘

Quarks gauches @Dgl)ja (3,2,1/6)
Antiquarks gauches @/J(Unc)j (3,1,-2/3) = 1,2,3,
Y5 | (3,1,1/3) i = 1,2,3,
Leptons gauches ¢(Ln)a (1,2,-1/2) a = 1,2
Antileptons gauches g? (1,1,1)
(v ) | (1,1,0)

La notation utilisée pour les champs spinoriels est celle de la section 4.2. L’indice
L de chiralité gauche est omis: sauf mention du contraire, tous les spineurs sont
gauches. Les fermions sont caractérisés par un indice Q,U¢, D¢ L, E¢, N¢ lié a
la valeur de '’hypercharge faible*. Ensuite, n numérote les trois générations de
quarks et leptons; j est un indice de SU(3), de triplet 3 lorsqu’il se trouve en po-
sition supérieure, d’antitriplet 3 en bas; et « est un indice de doublet 2 de SU(2).
L’identification de ces champs spinoriels avec les quarks u, d, s, ¢, b, t, les leptons
e, i, 7 et leurs neutrinos interviendra plus bas, apres construction de I’ensemble
du modele. Les parentheses entourant les champs wj(yc), qui correspondent aux
composantes de chiralité droite des neutrinos, indiquent que ceux-ci peuvent étre
omis du modele: en fait, le Modele standard minimal ne contient pas de neutrino
droit. Nous y reviendrons plus bas.

La derniere colonne de la table ci-dessus contient les nombres quantiques de
SU(3), SU(2)r, et U(1)y de chaque fermion. Elle indique que, par exemple, la

3Mais il n'y a pas de contrainte théorique sur le nombre de générations.
4Et a celle de la charge électrique, voir plus bas.
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transformation de jauge du doublet de quarks gauches wg )3 ost celle d’un triplet
de SU(3) (représentation 3), d’'un doublet de SU(2) (représentation 2), avec une
hypercharge faible Y = 1/6:

n)jo . i (n) ka . a ava 1 (n)j 1 n)jo
50" = A TG it (T30 + piwug ™, (8)

pour une transformation de parametres infinitésimaux w4, w® et w pour respec-

tivement SU(3), SU(2);, et U(1)y. Ou encore, pour 'antiquark gauche U¢ dans
la représentation (3,1,—2/3),

5@/1[(]23. = —zwA(Tf);?ip[(]c)k — gzwwl(]c)j. (8.8)

Par rapport a la transformation (8.7), le premier signe négatif est caractéristique
de la représentation 3, au lieu de 3. Par conjugaison de charge, la transformation
de jauge du quark droit U sera alors:

U = iw (T + Siwyly . (8.9)

Sa représentation est (3,1,2/3).

Chaque génération de quarks et leptons du Modele standard minimal com-
prend donc quinze spineurs de chiralité gauche, dans des représentations de Gg
dont le choix ne reléve pas a ce stade de contraintes théoriques®.

8.3 Champs scalaires

Le mécanisme de Higgs requiert la présence de champs scalaires se transformant
sous les symétries de jauge qui doivent étre spontanément brisées. Le Modele
standard utilise un multiplet de champs scalaires complexes H*, o = 1,2, dont
les nombres quantiques de G /g sont

(1,2,-1/2).
Les transformations de jauge infinitésimales sont alors

SU@3): dH™ = 0,
SU@2)L: 6H* = iw"(Tg)5H", (8.10)
Ul)y: 66H* = —LiwH~

5A D’exception de la condition d’absence d’anomalie, discutée dans ’appendice B.
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11 va étre utile de définir®

Hl o ' . HZT
H:<H2>, H=io"H :<—H1T>' (8.11)
En effet, puisque 0%* = io? 0%i0?, il vient
SU3): 6H" = 0,
SU@R),: OH" = w(Tg)5H, (8.12)
Uly: 6H = +liwH".

Les nombres quantiques du conjugué H' sont donc
(1,2,+1/2).
La quantité
capH ' H = HYH' + H*'H? = H'H,  cop = —€pa, €10 =1,

est un invariant de Gjs¢ qui sera utile a la construction de la densité lagrangienne.
En fait, tout invariant construit avec H et H est une fonction de ce seul invariant
de G MS-

8.4 Dérivées covariantes, densité lagrangienne

Les nombres quantiques des fermions et des scalaires permettent de construi-
re leurs dérivées covariantes”. Pour un multiplet de champs ¢ (spinoriels ou
scalaires) dans la représentation (ngz,ns,Y’) de G g, I'expression générale est:

D¢ = 0,6 — igems A (T5'9) — igma Wyi(T50) —ig' Y Buo,
avec
ng =3: ms=1, ng =3: mg=—1, ng=1: m3=0,
npg=2: my=1, n,=1: my=0.

Il est sous-entendu que (T4'¢) et (T¢p) contiennent la sommation appropriée sur
les indices de SU(3) et SU(2),, des générateurs et de ¢. Pour les champs spinoriels

6Les matrices de Pauli sont

y (01 2 (0 —i s (1 0
U_(10>’ U_<i 0)’ 7=\ o -1 )

et, pour des champs quantifiés, H* = H1".
"Selon la procédure décrite dans la section 1.5, et 'équation (1.170).
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et scalaires du Modele standard, il vient:

Dﬂqul)ja _ ;ﬂ/’(n ja ngAA(TA)kw (n)ka ZgW“(T“)ﬂzp (n) 8
B
Db, = 00, +ig ANT Y + 2ig Bl
Dy, gc)j = 0Oy ch + lgsAA(TA)kack — %ig’Bu¢g2j,

D = Q) —igWa(T)uy” " + Sig By, (8.13)
D! = 0.0 —ig By,

(Dl = 3.
D H* = 8,H* —igWi(Tg)5H" + 3ig' B, H®,
DH" = 9,H" —igW(Tg)sH — Lig B,H".

Avec ces expressions, la densité lagrangienne a la base du Modele standard
est de la forme

L= Lein + Lyur, — V(H,H") + Lye. (8.14)

Les trois premiers termes contiennent respectivement les termes cinétiques et les
interactions de jauge de tous les champs, les interactions de Yukawa fermions—
scalaires et le potentiel scalaire. Le quatrieme terme rassemble les contributions
des antineutrinos gauches: ce dernier terme est absent du Modele standard mi-
nimal. Les interactions de jauge sont toutes obtenues par covariantisation des
dérivées [éq. (8.13)] ou par I'intermédiaire des courbures de jauge (8.6):

) _  _1pArpuwA _ 1yi/a uwva 1 uy
Lo = —iFAPpwA_Lyejmwe_1lp p

3
+¢Z[¢‘$}MDM P D .+ S D,

n=1 (8.15)
—(n) ) (n)a | —(n) ) (n)
+Vp V' Dy + Vvt Dybpe
+(D,H)"(D"H).

Les interactions de Yukawa sont obtenues en formant tous les invariants de
jauge fermion—fermion—scalaire:

Lyur, = — Z [A%meaﬁﬂa )C’L/J(m)]ﬁ )\gmeaﬁﬁa(lp((}z)j)TC’l/}(Qm)]ﬁ
n,m=1
TAE EaﬁHQ(¢ )TC¢ me conjugué hermitique.

(8.16)
Puisque pour n’importe quel spineur® ;" C = @;, ces interactions s’écrivent

8Paragraphe 4.1.1.
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également sous la forme

nm @ m nm 7o () m)j
Ly, = — Z {)‘ €agH (wDRﬁb( )]B) + Ay €apd (@/JU,ijég,L)]ﬂ)

n,m=1

+AF e H (Eg‘)Rw(L”””LW )| 4+ conjugué hermitique,

(8.17)
en réintroduisant les indices de chiralité L et R. Notez que puisqu’il n’existe
pas d’invariant de Gjs de la forme fermion—fermion, aucun terme de masse
fermionique ne peut étre ajouté a la densité lagrangienne: le fait que SU(2), ne
transforme que les composantes gauches des quarks et des leptons 'interdit. Ceci
est vrai avant la brisure spontanée de la symétrie: le mécanisme de Higgs qui
produira la masse de W et Z° générera également la masse des fermions.

Finalement, le potentiel scalaire est le polynome du quatrieme degré le plus
général en H et H' (ou H) laissé invariant par les transformations du groupe de
jauge Gys:

1
V(H,HY) = —p*H'H + §A(HTH)2. (8.18)

A ce stade, la théorie contient les constantes de couplage (sans dimension) arbi-
traires
957979/7 )\?me )\%m, )\%m

et le parametre p qui introduit une échelle d’énergie elle aussi arbitraire. Con-
trairement aux constantes de couplage de jauge, les constantes de Yukawa sont
des nombres complexes. Il faut cependant remarquer que les phases de certaines
d’entre elles n’ont pas de signification physique: elles peuvent étre éliminées par
une redéfinition de la phase des champs spinoriels et ne sont pas observables.

La contribution des composantes de chiralité droite des neutrinos zl)](\r,i)R (ou de

chiralité gauche des antineutrinos ¢§§Lc) 1) est:

3

. —(’I’L) n
Lye = ZZ%VC,LV“@L ](V)L

n=1

l\D}—‘

3
= Z nm szc )" C’w](\?ﬁ?L + conjugué hermitique (8.19)

3
— Z A"Nmea,gﬁ%%ng@ﬁ + conjugué hermitique.

n,m=1

A une dérivée pres, le premier terme est égal & Y5 _, EE\?’)RW“(‘?N 1(\7)}_-{ Comme le

neutrino de chiralité droite est lui-méme invariant de jauge, il n’a pas d’interaction
de jauge: il ne peut étre directement détecté par un processus d’interaction faible,
forte ou électromagnétique. La deuxieme ligne contient les masses de Majorana
des neutrinos droits?. L’invariance de jauge qui n’agit pas sur les spineurs 1/)](\70)

9Paragraphe 4.1.2.
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n’interdit pas ce terme. Les trois valeurs propres de la matrice M, seront
donc les masses des neutrinos droits, trois parametres arbitraires. Finalement,
I'existence d’une interaction de Yukawa avec les doublets leptoniques ¢(Ln) aura
une conséquence importante: la présence dans le modele de neutrinos droits con-
duit naturellement a des neutrinos gauches et droits massifs; par contre, ’absence
des neutrinos droits implique ’absence de masse des neutrinos gauches.

La densité lagrangienne (8.14) devrait encore étre complétée par des termes
fixant I'invariance de jauge pour permettre la construction de la théorie quantifiée.
Ce probleme ne sera pas abordé ici.

8.5 Mécanisme de Higgs et jauge unitaire

La brisure spontanée de la symétrie SU(2), x U(1l)y par un doublet scalaire
soumis au potentiel (8.18) a été abondamment discutée dans la section 7.3, dont
nous reprenons ici les résultats. Dans la jauge unitaire,

L [ h(z)+w 2 27#2
Hunzt, - \/§ ( 0 ) ) v = ’ (820)

en supposant que p?> > 0, A > 0. La valeur moyenne dans le vide (H) brise
SU(2), x U(1)y, laissant invariant le sous-groupe U(1)g généré par

Q=T+Y. (8.21)

Le générateur @ est la charge électrique et U(1)q est la symétrie de jauge de
'interaction électromagnétique, U(1)g = U(1)em.. Comme le doublet scalaire H
est invariant sous les transformations du groupe de jauge de la chromodynamique
quantique SU(3), le sous-groupe de Gyg laissé non brisé par la valeur moyenne
dans le vide (H) est SU(3) x U(1)c.m.. Ce groupe est la symétrie de jauge exacte
du Modele standard.

Les charges électriques des fermions de chiralité gauche d’une génération sont
récapitulées dans la table ci-dessous, avec leurs autres nombres quantiques du
Modele standard minimal. Chaque génération contient donc les trois couleurs et
les quatre composantes (spineurs de Dirac) d'un quark U™ de charge 2/3 et d’un
quark D™ de charge —1/3, les quatre composantes d'un lepton E™ de charge
—1, ainsi qu’'un neutrino N én) de chiralité gauche seulement, la composante droite
étant supposée absente.
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| Champ | Gus | T3 | Y |Q=T3+Y|
) jo ()3 1/2 2/3
v = ( ZEU?” ) (3,2,1/6) —1?2 1/6 —1?3
e (3,1,-2/3)| 0 | —2/3 —2/3
o) - (3,1,1/3) 0 1/3 1/3
n)a v 1/2 0
() (1,1,1) 0 1 1

La densité lagrangienne dans la jauge unitaire est obtenue en substituant la
forme (8.20) du doublet scalaire dans les expressions (8.14), (8.15), (8.17) et
(8.18) et en effectuant les redéfinitions des champs de jauge et des fermions qui
diagonalisent leurs matrices de masse. Nous allons la diviser en trois parties,

£unit. - Ebos. + Eferm.,l + £fe7‘m.,27 (822>

décrivant respectivement les contributions des bosons, les termes de masse des
fermions, leurs interactions (et termes cinétiques).

Bosons

La partie bosonique L., a été entierement dérivée dans la section 7.3. Son
expression est donnée par les équations (7.44) et (7.45), en termes des nouveaux
champs vectoriels

Wi = %(W,} — ZWi), W, %(W/} + ZWMQ) = (W;)T,
Z, = cos QWWS —sinw B,,, A, = sin QWWE + cos Ow B,
(8.23)
et de I'angle de mélange faible ou angle de Weinberg 6y, défini par
/
cos Oy = J sin Oy = J (8.24)

Le champ A,,, de masse nulle, est le champ de jauge de la symétrie exacte U(1)q,
le champ du photon. Au-dela du simple fait qu’il est le seul champ de jauge
de SU(2), x U(1)y resté sans masse, on peut s’en convaincre en observant par
exemple que les dérivées covariantes (8.13) font intervenir la combinaison

gWET® + ¢'B,Y = gsinby |A,Q + Z,(cotg 0w T* — tgOwY)| .

Le champ A, est bien couplé a la charge électrique @) et la constante de couplage
de l'interaction électromagnétique est

/

99

e = gsinfy = (8.25)
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Les interactions entre champs de jauge de I’équation (7.45) correspondent au cas
particulier Y = 0 puisque ces champs n’ont pas d’hypercharge faible. Chaque
champ A, y est associé a la constante de couplage e = gsin 8y, alors que Z,, est
accompagné par g sinfy cotg Oy = gcosby,. Pour le boson de Higgs par contre,

T3 = 1/2 = —Y, la constante de couplage associée a Chaque Z” est alors
Sin Uy |CO w + w

qui se retrouve dans la derniere des interactions de (7.45). Les interactions cu-
biques et quartiques des gluons sont controlées par la constante de couplage forte
gs, alors que l'interaction & quatre W= est d’ordre g%. Le boson de Higgs a des
interactions de jauge avec WT-W~ et Z°-Z% mais ses interactions purement
scalaires sont controlées par la constante \.

La connaissance de la masse de W détermine la combinaison

1
My = 39Y; (8.26)
alors que la relation'®
MW = COS ‘9W MZ (827)

découle de l'utilisation d'un doublet scalaire pour briser la symétrie SU(2), x
U(1)y. La masse du boson de Higgs est

my = V2=V, (8.28)

indépendante de My, ou Myz. La mesure de My, My /My et e permet ainsi de
déterminer g, ¢’ et v.

Masse des fermions

L’interaction de Yukawa (8.17) est a l'origine des masses des fermions lorsque le
doublet H prend sa valeur moyenne dans le vide (H). Il vient

v > nm m)j nm
Eferm.,l = T = Z {)‘ ¢D R]w(D,z) )\ (¢URJ )])
V2 i (8.29)

)\”m(¢ 5 Rw(m))] + conjugué hermitique.

Dans cette base des champs spinoriels, les matrices de masse ne sont pas na-
turellement diagonales. Comme jusqu’ici I'indice de génération n ou m n’a pas
de signification physique, on effectue un changement de base des spineurs au
moyen de matrices unitaires:

Oy = Up)n ey, = (Op)nwy,
oY = U)oy, o= (Op)n e (8.30)
o= UYL, ViR = (O

10Cette relation recoit des corrections en théorie des perturbations.
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On les choisit!! de maniere a diagonaliser les matrices OEADUD, (’)(T])\UL{U et
OTE}\ gUg, avec des valeurs propres réelles:

(OL PUD)™ = Ap ™™,
(OF U™ = Ay pd™™, (n,m=1,2,3) (8.31)
(OLAgUE)"™ = Agno™™.
Il est d'usage d’ordonner les valeurs propres en valeurs croissantes:
A1 < Ao < Mg, t=D,UFE.

Avec ces manipulations, les termes de masses (8.29) deviennent simplement

3
= (n) (n)j =(n) 1, (n)j (") 1, (n)
Liorma=— [mD,n(\I]D,Rj\IJDj) +mun(Vy r;V0r) +men(UprVET)
n=1
+ conjugué hermitique.
(8.32)
C’est dans cette nouvelle base des états propres des matrices de masse fermio-
niques que les champs spinoriels sont identifiés aux quarks u,d, s,c,b,t et aux
leptons chargés e, u, 7. La génération n = 1 contient les fermions les plus légers
e,d et u,
v v v
Me = Mp1 = /\E,lﬁa Mg =Mmp,1 = AD,I%, My = My, = )\U,lﬁ,
le neutrino associé a 1’électron, v., étant sans masse. La génération n = 2 com-
prend p, s, ¢ et v, la derniere (n = 3) 7,b,t et v,. Notez cependant que la base
naturelle des champs des neutrinos n’a pas encore été fixée: sans masse des neu-
trinos, cette base ne peut se définir que par l'interaction faible de ces particules.

Les masses des quarks et des leptons sont données par les valeurs propres
des matrices des couplages de Yukawa multipliées par v/v/2: elles sont donc
arbitraires. Le Modele standard ne prédit pas de relation entre les masses des
fermions.

Interactions des fermions, termes cinétiques

Les interactions des fermions sont de deux types: premierement les interactions de
jauge contenues dans les dérivées covariantes de 'expression (8.15) et naturelle-
ment associées aux termes de propagation des champs spinoriels; et deuxieme-
ment les interactions de Yukawa avec le boson de Higgs qui suivent de 1’équation
(8.17). On posera donc

['fe?“m‘,2 - Ejauge + £Yuk. (833)

pour distinguer ces deux types d’interactions.

1 est toujours possible.
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Puisque le groupe de jauge non brisé est SU(3) x U(1)g, on peut certainement
écrire les termes cinétiques des fermions a l'aide de dérivées covariantes de ce
groupe. Et puisque les interactions de ce groupe de jauge respectent la parité, on
peut les formuler en termes de spineurs de Dirac (& quatre composantes):

3
.= (n) ~ n)j =(n) ~ n)j =(n) ~ n
Livge = 3 {z%ﬂmu\pg” + iU D, U 4Ty D, w

n=1
T 0, |+ L
WY O N L + Lwz.

Lyw 7 contient toutes les interactions des fermions avec les bosons massifs W/jt et
Z,, et les dérivées covariantes de SU(3) x U(1)q sont

~ n)j n)j . j n)k . n)j

DU = 9,097 —ig ANTMIOS + Lied, whV,

~ n)j n)j . j n)k . n)j

DY = 9,00 —ig ANTMIOTY — 2ieA, U,

Dy = 9,08 tieA, vl

avec a nouveau e = ¢gsinfy,. L'interaction électromagnétique est de la forme

3
. . —(n) n 2—(n) n)j 1_(") n)j
eAugt,. T, = 2:1{_\1% ”V“\I’(E) + g‘I’Uj ’Y“‘I’gj)] - g‘PDj’V“\I/(D)J .
n=
Ces résultats reproduisent ceux de la théorie des interactions fortes et électroma-
gnétiques développée dans la section 4.2.

L’interaction faible des fermions prend la forme suivante:

_ 9wt 9 -t 0
EWZ = EWM ] o4 EWM ] H +ngLj k. (834)
Cette forme générale déja évoquée dans la section 4.5 va recevoir une expression
précise en termes des parametres de la théorie de jauge. Les courants fermioniques
chargés sont

3
- —(n) n mn_(m) n)j
o= Z‘I’N,L’YH‘I’SE,)L‘i‘ Z (L{) U,Lj’Y“\I’g),)ga
n=1 m,n=1

] ) (8.35)
. —n) n mnT, m) n)q -
Jre o= STt S @) ey = [

n=1 m,n=1

Le courant leptonique chargé définit la base naturelle des champs spinoriels des
neutrinos \IIE\?)L Nous avons posé

O\, = Up) o) (8.36)

et défini le neutrino associé au lepton chargé \Ilgl) comme étant celui qui lui

est couplé par l'interaction faible du boson chargé W*. Cette définition est
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légitime puisqu’il n’y a pas de matrice de masse des neutrinos a diagonaliser et pas
d’autre base naturelle de ces champs. La notion de mélange entre générations est
donc absente de l'interaction faible chargée des leptons dans le Modele standard
minimal sans neutrinos de chiralité droite. Il y a alors un nombre leptonique
conservé indépendant pour chaque génération.

Il existe par contre un mélange entre générations dans l'interaction faible a
courant chargé des quarks, par 'intermédiaire de la matrice

U™ = (U Up)™, (8.37)

qui est la matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa. Comme U est unitaire, UTU =
I, elle contient en principe neuf parametres réels, y compris les trois angles d'une
rotation dans l'espace des trois générations. Il est cependant encore possible de
redéfinir les six phases des spineurs \IfgL)L] et \Ifg)g sans altérer la structure diago-
nale des matrices de masse des quarks ou celle des autres interactions'?. Comme
une phase globale est sans effet sur U, cinq des neuf parametres de U sont sans si-
gnification. Il en résulte que la matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa contient
trois angles décrivant le couplage faible entre quarks de différentes générations et
une phase complexe. Cette derniere signale une source de violation de C'P dans
les interactions faibles & courant chargé!®. En effet, la transformation de CP du

terme hadronique contenu dans W, j=* est'*

3 3
mny,\m n)j CP — (9 T \mny, (M n)j
S WU e S W)y e
m,n=1 m,n=1

Le terme obtenu differe de celui présent dans linteraction W jT# lorsque la
matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa est complexe: U™ # UT. Méme si elle
se manifeste dans l'interaction quarks-W=, l'origine de la violation de C'P est
a rechercher dans la forme des couplages de Yukawa A7" et A", C’est en effet
de leur diagonalisation (8.31) que découle la forme de la matrice U et donc la
présence ou non d’une phase violant C'P.

12]] suffit pour cela d’appliquer la redéfinition opposée aux spineurs \118% et \IJ(DTL’)IQ qui
n’interviennent pas dans le courant chargé.

13 Avec deux générations seulement, I/ aurait quatre parametres, un angle de rotation et trois
phases. Comme on peut éliminer 4 — 1 phases dans ce cas, le seul parametre de mélange avec
deux générations est ’angle de Cabibbo et la symétrie C'P n’est pas violée.

4Paragraphe 4.1.4.
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Le courant neutre apparaissant dans 'interaction fermions-Z,, est

I Sl )
cos by =112
+(—%+Sln QW) () ~Hp )L+sm Ow lIf “\IJ%?R
+(% — —sm 9W> \I/gl)L] “\1181)5 - ism O \I/;}i] “\If(n)j
—|—( % —sm 9W> \If%‘)m \I/(n)] + %sm Ow \I/g)Rﬂ \If(") ]

(8.38)
L’interaction faible a courant neutre ne permet pas le mélange entre générations:
il n'y a pas de courants neutres a changement de saveur'®.

Dans la jauge unitaire et dans la base des fermions diagonalisant leurs matrices
de masse, les interactions de Yukawa s’obtiennent d’apres (8.20) en remplagant
v par h dans Lyepm,. 1. 11 vient donc:

1 3 n n n n n
Lyur. = _ﬁh Z[)‘Dn(\IJ(D)RJ‘I]( )J) + )‘Un(\I’U;%J\II >+ )\En(‘ll( ) \I’( ) )
n=1

+ conjugué hermitique,

(8.39)
en fonction des valeurs propres (8.31). La constante de couplage d'un fermion de
masse my au boson de Higgs est donc

my_ 9 my
v 2 M, w ‘
Elle est proportionnelle & la masse du fermion. Il s’agit d’une interaction faible (la

constante g) avec un facteur de suppression m;/My < 1 pour tous les fermions
autres que le top.

Masse des neutrinos

Pour que les neutrinos deviennent massifs, il suffit d’introduire les champs wj(\?g
des antineutrinos gauches (ou des neutrinos droits) et d’ajouter les termes (8.19)
a la densité Lagrangienne. Nous avons défini les champs des neutrinos v, v, et
v, par leur couplage faible aux trois leptons chargés, par le biais du changement
de base unitaire (8.36). Nous allons conserver cette base des champs et obtenir la
matrice de masse des neutrinos, qui ne sera pas diagonale, dans cette base. Les
termes de masse découlant de (8.19) s’écrivent alors

1 3 n m
5 3 (M (R CURE + VRO Ay TRV )
n,m=1 (840)

+ conjugué hermitique,

154« Flavour changing neutral currents” (FCNC).
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avee AN pm = AV (UE)P,, en notant cependant que la matrice Up n’est pas ob-
servable. La matrice de masse des neutrinos implique ainsi a la fois les masses
de Majorana M,,, des neutrinos droits et les termes induits par la brisure de
symétrie et proportionnels aux couplages de Yukawa Avnm. Clairement, cette
modification du Modele standard minimal permet l'introduction de masses des

neutrinos, sans aucune prédiction ou contrainte sur celles-ci.

Interactions a trois champs de jauge: réegle de Feynman

La formulation du Modele standard donnée ici est suffisante pour effectuer des
calculs de diagrammes de Feynman “en arbres”. Elle doit étre modifiée au-dela
de l'ordre le plus bas de la théorie des perturbations, comme pour toute théorie
de jauge non abélienne. Les regles de Feynman peuvent étre obtenues par les
méthodes développées pour l'électrodynamique dans le chapitre 3 et pour les
interactions dérivatives ou les champs de spin un massifs dans le chapitre 4.

La discussion de la section 4.3 et la régle de Feynman (4.96) trouvent une
application dans I'interaction dérivative entre bosons faibles et photons, v—W -
W= et Z°-WT-W~. Cette interaction est définie par les deux premicres lignes
de lexpression (7.45),

Lwwza = i(g cos Oy Z* + BA“)[WV—’—(@HWV_ — a,,W;)
—Wr=(0,W;F — a,W:')]
—i0,(g cos Ow Z, + eA,) [WHW¥T — WHtIWY—].

En utilisant le résultat (4.96), la regle de Feynman pour U'interaction y—W -~
(fig. 8.1) est la suivante:

iel(@— D)o+ ®—0)pw + @ — @)y (8.41)

La régle de Feynman du vertex de U'interaction Z°-W*-WW = s’obtient en rem-
placant e par g cosfy dans (8.41).

Fig. 8.1 Vertex W™~
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8.6 Parametres et valeurs numériques

Au total, le Modele standard contient dix-huit parametres!®:

e Trois constantes de couplage de jauge g, g et ¢'.
L’usage recommande de les caractériser au moyen de

2
g = Z—S, (constante de couplage forte),
T
g/
sin Oy = \/:2, (Ow : angle de Weinberg),
g*+yg
2
a=—~(137)"1, e = gsinfy, (constante de structure fine).
s

Expérimentalement!”, sin? Oy, (Mz) = .231, a,(Mz) = .12, a(m,) = 1377}
(alors que a(Myz) ~ 12871).

e La masse My, du boson faible W=, ou la constante de Fermi G p.
A T’ordre le plus bas de la théorie des perturbations, ces deux quantités sont
reliées par'®
2 1 1
9—2 = =@ r.
8M3, 202 /2

En conséquence, v = (v2Gp)"'/? ~ 246 GeV. Et, avec My = 80.4 GeV,
g .65 (£ =~ .034).

e Les neuf masses des quarks u,d, s, ¢, b, t et des leptons e, u, 7.

Les quarks ne se manifestant que sous la forme d’états liés, les hadrons,
la mesure de leurs masses peut étre difficile et ambigué. Celles des quarks
légers u, d et s ne peuvent etre évaluées directement: ces quarks forment
des états liés dont la masse, qui est mal comprise théoriquement, est en
grande partie due a la dynamique de la chromodynamique quantique et
non a la masse des constituants. On les évalue a partir de leurs interactions
faibles, dont certaines contributions dépendent des masses: m, = 1 — 5
MeV, myg =3 —9 MeV et my = 75 — 170 MeV. Les quarks ¢ et b forment
des états liés plus ordinaires; les masses des états c¢ (charmonium) et bb
(bottomonium) en particulier donnent une bonne évaluation des masses:
m. = 1.15—1.35 GeV et my, = 4.0—4.4 GeV. La masse du quark ¢ s’obtient
par l'observation directe de processus impliquant ce quark: m; = 174.3+5.1
GeV.

16]] faudrait leur ajouter un parametre de nature non perturbative résultant de la structure
de Iétat du vide de la couleur SU(3), la symétrie non abélienne exacte du Modele standard.

1] s’agit de constantes de couplage effectives, dépendant de I’échelle d’énergie (sect. 6.7).

18Sections 5.3 et 5.4. Les processus d’interaction faible aux énergies trés inférieures & My,
donnent une mesure de Gp (par exemple section 5.4).
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e Les quatre parametres (trois angles et une phase violant C'P) de la matrice
de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa.
Leurs valeurs se mesurent a partir des processus faibles a courants chargés,

qui mélangent les générations, et la violation de C'P est (difficilement) ac-

cessible dans les systemes'? KO-K' et B*-B'.

e La masse du boson de Higgs my, [éq. (8.28)].
L’existence du boson de Higgs n’est pas encore avérée, et sa masse n’est
pas connue.

19Tes mésons neutres K° et BY sont des états 3d et bd.



Appendice A

Formulaire, conventions et
notations

Groupe de Lorentz

Les composantes d’un vecteur ou d’un tenseur relativement aux transformations
du groupe de Lorentz (propre, orthochrone) portent un ou plusieurs indices grecs
i, v, T, etc. .. prenant les valeurs 0,1,2,3. En particulier, les coordonnées d'un
point de I'espace-temps sont notées z#, avec 2° = ct (c: vitesse de la lumiere,
t: temps) et T = (2!, 2%, 23). Les composantes spatiales d'un vecteur seront
également notées z*, + = 1,2,3. Par convention, nous utilisons des unités dans

lesquelles ¢ = h = 1.

La métrique de 'espace-temps de Minkowski, notée 7,,,, est

Nw = (A.1)

O = OO
— o O O

0
—1

0 —

0

o O O

Cette notation est conforme a la pratique usuelle en relativité générale, ou g,
est la métrique de l'espace-temps dans des coordonnées quelconques alors que
N est la métrique d'un espace de Minkowski, sans courbure, donnée par (A.1)
dans des coordonnées dites de de Minkowski. Elle differe cependant de beaucoup
d’ouvrages dans lesquels la métrique de Minkowski est notée g,,. La métrique
inverse " est numériquement égale a 1),

TI.U'VT]VP — 5ZL7 /r]l“’,r’“y — 65 — 4
(

La convention de sommation sur les indices répétés (ou indices contractés) est
systématiquement utilisée:

3
77W77up — Z nﬂynyp'
v=0
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Le “produit scalaire” de deux vecteurs z* et y” est alors
3 . .
ry = 2y, = 20y° — Z oyt =%’ -z 7. (A.2)
i=1

Avec
o v
xu - 77/11/55 ’

ce produit scalaire s’écrit également

xy = x,y" = aty,.

Lorsqu’un vecteur est désigné sans indiquer son indice, il s’agit pas convention
du quadrivecteur contravariant: x désignera z*, dont les composantes sont (z°, )
et non z,, de composantes (2%, —7).

Avec la métrique (A.1), si p est le quadrivecteur énergie-impulsion d’'une par-
ticule de masse m, p = (p° = E/c,p) [E: énergie],

2 = m202 = m2.

Le quadrivecteur des dérivées partielles est

0 0
= b= pt0, = —. A.
Puisque z# = (2° = ¢, 7),
0 = 0 =
= ( — H — (— —
aﬂ (at7v)7 a (8t7 v>7

=

V étant l'opérateur gradient. Il suit de (A.3) que

. 0 . -
Mju(zx) = ajo(x) + V- j(z),

sans le signe — caractéristique du produit scalaire minkowskien (A.2). L’opéra-
teur d’alembertien est

0=0'0,=5 —A  A=V.V. (A.4)

La notation suivante est également utilisée:

Eand

A(x) 9, B(z) = A@)[0,B(x)] — 0, A(x)]B(x). (A.5)

La convention utilisée pour le symbole antisymétrique de Levi-Civita €, est

€o123 = 1.
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o 8
Comme €pvpe = ma??yﬁ??py%d‘faﬁ e,

Q128
Les identités suivantes sont utiles:
P € gy = — (040407 + G40L0T + 640005 — 8450407 — 640055 — 046507 ,
e = <3(5 ).
e = —607,
Pl = —24.

Matrices de Dirac

L’algebre des matrices de Dirac est

{" "} =2 Ly, (A7)

(I4: matrice unité de dimension 4). On définit ensuite
W=7y w=1"  w=-7 (i=123).
Comme (Y))T =% (1)1 = =+, i =1,2,3,
7 =709 = 7070, (A8)

Dans les représentations utilisées ici,

e 7% ~1 et 43 sont réelles, v* est imaginaire: (y#)* = 2yH 2.
e En conséquence de (A.8), 7° et 72 sont symétriques, v' et 7 sont anti-
symétriques: (7#)7 = y0y2yHy2A0.
Ces deux dernieres propriétés ne découlent cependant pas de 'algebre de Dirac

mais d’un choix de sa représentation.

La matrice s est:

75 = =i = 072 (A.9)

Elle vérifie (I = 1)
{15,7}=0, w'=I, %' =1,
et permet de définir les projecteurs de chiralité

PL=3(I+7%),  Pr=3(—"),

(A.10)
P2=P,, Pi=Pp  P,Pr=PsP =0, P,+Pp=1
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Avec la notation (“Feynman slash”)

k = ku'}/ua
les projecteurs d’énergie pour un quadrivecteur impulsion vérifiant k* = m? sont:
A+:k+m7 Af:_}é_ma
2m 2m (A.11)
Aa_ :A+, AZ_ :/\_7 A+A_ :A_A+ :07 A++A_ :I

Nous utilisons deux représentations des matrices de Dirac. Celle de Weyl (ou
représentation chirale):

0 I , 0 o 10
0 __ 2 i 7 . _
Y _<_[2 0 >7 v _<_0i 0 )7 Z_]-72737 IQ_(O 1)7

(A.12)
= ( I()2 —012 ) '

Les matrices de Pauli o; vérifient:

{O'@', O'j} = 2(51][2

pour laquelle 75 est diagonale

Et la représentation de Dirac:

0o __ 12 O i 0 g; . 0 ]2
7= ( 0 _[2 ) Y= —0; 0 ) Vs = 12 0 ) (A13)

qui, par rapport a (A.12), échange +° et ~s.

Matrices de Dirac: traces, identités, etc.

La trace du produit d’'un nombre impair de matrice de Dirac est nulle:
Tr[y#t .. qtentt] = Tr[ygykt .. qtenst] = Trlysyht ... yPeetig]
= —Tr[yéyrr .. qpenat] = —Tr[y* .. yk2+] = (.

La deuxieme égalité utilise la cyclicité de la trace alors que la troisieme utilise
{75,7"} = 0 pour ramener la matrice 75 en deuxiéme position dans le produit.
Donc:

Try* =0, Tr[yH .. Fntt] = Tr[y . yH2ntiag] = 0. (A.14)

En général, la trace d'un produit de 2n matrices v* peut se ramener a une trace
de 2n — 2 matrices de Dirac en utilisant ’algebre de Dirac (A.7) et la cyclicité de
la trace:

Tr[y#t...y#en] = Trfykz. . 2]
= — Trh/#z B .f)/,ul fyuzn] + Qnuluzn Tl"[’y“Q N .,szn_l]
= —Tr[y".. . yFn] 4+ X
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ol X est une combinaison de 2n — 1 termes comprenant une trace de 2n — 2
matrices de Dirac, tels que 2n#1#2n Tr[y#2 .. ~H2n=1] Donc:

1
Tr[yH* .. 4#2] = §X.

A partir de
1
Tefyy"] = 5 Ty "} = 0 Talla] = 49",

on obtient par exemple

Triyty"yPy] = 40 — 0" +n"7n"?),
Tr[y#y 7Y% = " TrlyPy7y 7] = 0 Te[y" 7y ”] (A15)
07 Te[y" Py %] = 0 Ty P77
0 Te [y Py 0.
D’apres (A.15),
Trvs = Tr[y#~"~5] = 0, (A.16)
alors que
Tr[y"y" Py ys]) = —die?”. (A.17)
Identités de contraction:
Vv = gVt = 4L
VYW = =29, kv = —2K (A.18)
VYA = AT VREP = Akpl.
Finalement,
kK= ;kuku{v"w”} =K1
Spineurs
Conjugué de Dirac:
P =Ty =iy (A.19)

Les spineurs de chiralité gauche ou droite sont:

1 1
Y =Py = 5(] + 5)%, Yr = Py = 5(1 — V5).
Leurs conjugués de Dirac sont notés:

Uy =0 = TPy’ = PPy, Vp =1’ = 9P

Dans la représentation chirale (A.12),

_ (X _( 0
2/)L_<OL>7 wR_<XR>7
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les spineurs a deux composantes x et xg ¢tant qualifiés de spineurs de Weyl.

Champ de Dirac

Expansion en ondes planes:

00) = [ G 2 3 [ e+ 1) k)]

avec k = (wy, k) et

(@) - 1 (@)
u (k) m(k + m)u )
U(a)(k’) = m<— k + m)v(o‘).

Anticommutateurs non nuls:
{04 (k). bs(@)} = {dL(k), ds(a)} = (2 )3wk5aﬁ (k- ).
Les normalisations utilisées sont:
7 (k)u® (k) = 699, 7@ (K)o (k) = 6P,
@(a)(/f)U(ﬁ)(k) = @(a)(@u(ﬂ)(;ﬂ) =0,
w T ()P (k) = 0@t (k) (k) = u:n_k(gozﬁ’

ainsi que

Zu(o‘) aom = KMy s ey = £y

Champ de Klein-Gordon

Expansion en ondes planes:

¢(z) :/@75)—32% [a(k)e ™ + b1 (k)e™] k= (Wi ), wp = VB2 +m2.

Commutateurs non nuls:

[a(k), a'(q)] = [b(k), b (q)] = (27)*206" (k — ).

Pour un champ réel (ou hermitique), a(k) = b(k).

Champ vectoriel de masse nulle, de jauge

Expansion en ondes planes:

Au(z) = / (275)73];% > [a®(k)el) (k)e*e + alf (k)el (k)e™]

k=0
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avec wy = ]k] puisque k? = 0. Dans la jauge de Feynman,
(0 (k), a1 (q)] = 2 (2m)n™ 5(F - ).

Les autres commutateurs s’annulent. La base des vecteurs de polarisation e (k)
est choisie réelle avec les normalisations

(k) (k) = o,

Z 77m'€ )(k) = TNuw-

K,k =

Les polarisations x = 1,2 sont transverses:
k=1,2: ke (k) = ne™ (k) = 0,
n étant un vecteur unitaire de genre temps (n? = 1, n® > 1) fixé quelconque.

Section efficace différentielle

Pour une collision de particules d’impulsions k; et ko et un état final d’impulsions

P1, - - -, Pe, la section efficace différentielle est:
1 (27.‘_>4 14 3
do = — kl—l—kQ ——pg>
5 4,/ (kikn)? — mim 1;[ 2m) 32% (A.20)

|<p1, <oy Pe, in|i7’|k1, k’g, in)|2,

le facteur 1/.S évitant le comptage multiple d’états finals identiques. Pour chaque
fermion de masse m, ajouter un facteur 2m a do.

Largeur de désintégration

La désintégration d'une particule de masse M en un état final d’impulsions
p1, ..., pe est décrite par la largeur

SYP—pi—...—p
2m) 2wy, ( 1 % (A.21)

'|<p17 <oy Pey Zn|”—|P7 Zn>|2

(2m)t 1 d3p; / d3py
(

Ly = —
A=t 2M ST (2m)32w,,

La signification de S est comme dans do ci-dessus. Chaque fermion de masse
m ajoute un facteur 2m a cette expression. Pour une désintégration en deux
particules d’impulsions p; et py (et sans polarisation),

1

- W\/A(M2 m3,m3) |(p1, pa, inlit| P, in)|?, (A.22)

avec un facteur 1/2 lorsque 1’état final contient deux particules identiques, et

Az, y,2) = 2° +y* + 22 — 22y — 212 — 2y2.
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Espace de phase

L’expression d'une section efficace ou d’une largeur de désintégration contient une
intégrale d’espace de phase invariant de Lorentz (Lorentz invariant phase space,

Lips):
d*py d*py
— | ———— P —p1—...—p). A.23

/ (27)32w,, / (27)32w,, (P =p Pe) (4.23)
Cette intégration pour une collision ou désintégration avec un état final a deux
ou trois particules est discutée dans le paragraphe 3.4.3.

Regles de Feynman

Localisation des regles de Feynman en espace des impulsions et pour les éléments
de matrice S mentionnées dans le texte:

Section | Equation | Page

Propagateur, champ scalaire 2.5 2.153 83
Propagateur, champ spinoriel 2.5 2.160 85
3.3 127

Propagateur, champ de jauge 2.5 2.166 87
3.3 128

Propagateur, champ de spin un massif 4.4 4.110 | 178
Théorie p? 3.3 121
Electrodynamique 3.3 127
Interaction a trois champs de jauge 4.3 4.96 | 174
Interaction a quatre champs de jauge 4.2 4.77 | 168
Interaction scalaire—scalaire-champ de jauge 4.3 497 | 175
QCD: interaction a trois gluons 4.3 496 | 174
QCD: interaction a quatre gluons 4.2 4.77 | 168
Interaction y—W =W~ 8.5 8.41 | 320
Interaction Z%-W -1/~ 8.5 8.41 | 320
Interaction W*—quarks/leptons 4.5 180
Interaction Z%-quarks/leptons 5.3.4 204
Contre-termes, électrodynamique 6.1 235

Constantes physiques, unités, facteurs de conversion [49]

Constante de structure fine, a basse énergie:

82

o =
dmeghce

= (137.036) "%

a la masse du Z, a(Myz) = (127.9 + .2)7!. Cette expression de a est valable
dans le systeme d’unités SI (ou MKSA), dans lequel la charge de 1’électron est
e=—1.602x1071 Cet g = 107(4mc?) 1. Il est d’usage en physique des particules



FORMULAIRE, CONVENTIONS ET NOTATIONS 331

d’utiliser le systeme d’unités de Heavyside-Lorentz pour la charge électrique, avec
€0 = 1, a = e*(4hc)L, qui conduit & a = % lorsqu’on prend /i = ¢ = 1.

Constante de couplage forte?:

as(My) = 1185 % .0020, (10 GeV) ~ .18.

Angle de Weinberg;:
sin? Oy (Mz) = .231.

Constante de Fermi:

Gr 1166 % 10-5 Gev-2,
(he)?
Masses:
W=+ . 80.419 4+ .056 GeV Z% . 91.1882 4+ .0022 GeV
p : 938.27 MeV n : 939.57 MeV
e : .5b110 MeV @ 105.7 MeV
T 1777 GeV

Masses des quarks: m, =1 a b MeV, mg =3 a 9 MeV, my, = 75 a 170 MeV,
me = 1.15a 1.35 GeV, m, = 4.0 a 4.4 GeV, m; = 174.3 £ 5.1 GeV.

Unités d’énergie: 1 GeV = 10° eV, 1 MeV = 10° eV, 1 keV = 10° eV, 1 eV
= 1.602 x 10~ Joule.

En posant h = ¢ = 1, on mesure les longueurs et les temps en unité d’énergie
inverse (GeV™!), et les sections efficaces en (énergie) 2. Comme

h = 6.582x 10722 MeV s,
c 2.998 x 108 m s,
he = 197.33 MeV fm,
(hc)?> = .3894 GeV? mbarn,

avec 1 fm = 1071 m, 1 barn = 1072® m?, on aura les conversions suivantes:

Largeur, en MeV — temps de vie, en secondes:

' = X MeV — r=h""1'=6582x%x 10" x X 's.

Section efficace, en GeV~2 — section efficace, en barn:

o=X GeV~? — o = .3894 x X mbarn.

La valeur de a, qui est un nombre pur (sans dimension physique) ne dépend pas des unités.
2Une valeur tres précise des constantes des interactions faibles et fortes dépend des conven-
tions choisies pour les définir (schéma de renormalisation).
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Glossaire des symboles

T

*

T

5t 8¢, 61
ciik

ehvpo
54(..)
5(..)

Conjugué hermitique (d'un opérateur)
Conjugué complexe
Transposée d’une matrice (avec la signature de la
permutation des opérateurs fermioniques)
Symbole de Kronecker (1 si u = v oui = j, 0 sinon)
Symbole antisymétrique (€% = ek = —eitF €123 = 1)
Symbole antisymétrique (Levi-Civita)
Distribution de Dirac dans ’espace-temps
Distribution de Dirac dans ’espace
Fonction de Heavyside (1 si u > 0, 0 sinon)
22 +y? + 2% — 20y — 202 — 2yz
Mesure d’intégration sur ’espace-temps
Mesure d’intégration sur I’espace
Matrice unité
Matrices de Pauli
Commutateur AB — BA
Anticommutateur AB + BA
“Feynman slash” p,~v*
Dérivée partielle %
D’Alembertien 00,
A(0,B) — (0,A)B
Etat du vide
Densité lagrangienne
Impulsion canonique du champ ()
Opérateur hamiltonien
Tenseur énergie-impulsion
Produit ou ordre normal
Produit ou ordre chronologique
Opérateur de champ omis dans un produit
Section efficace
Largeur de désintégration
Constantes de structure
Spineur de chiralité gauge (L) ou droite (R)
Conjugué de charge, de parité,
de renversement du temps du spineur ¢
Opération de conjugaison de charge,

ou: matrice de conjugaison de charge du spineur

Opérateur de conjugaison de charge,
réalise C' dans 'espace des états
Opération de parité
Opérateur de parité,
réalise P dans ’espace des états
Opération de renversement du temps

ou: matrice de renversement de temps du spineur

Opérateur de renversement du temps,
réalise T' dans 1’espace des états



Appendice B

L’anomalie chirale

Dans le chapitre 1, nous avons vu que le théoreme de Noether associe un courant
conservé a chaque symétrie continue, locale ou globale, de 'action définissant la
théorie de champs. Et dans la section 6.5, nous avons montré par un exemple
seulement que les équations de conservation de ces courants se transcrivent en
identités de Ward reliant leurs fonctions de Green. Dans la théorie de champs
quantifiée, la preuve des identités de Ward équivaut a la preuve de I'existence de
la symétrie.

Supposons que la densité lagrangienne d’une théorie de champs classique
possede une symétrie globale et donc un courant classiquement conservé. Il n’est
pas garanti que la quantification de la théorie respecte cette symétrie: une anoma-
lie peut apparaitre lors du calcul des corrections quantiques a I'une des identités
de Ward, impliquant que la symétrie classique n’est pas présente dans la théorie
quantifiée. L’exemple typique d’'une symétrie classique anormale est offert par
la symétrie chirale caractéristique des théories de fermions de masse nulle, déja
rencontrée dans la section 1.5. Dans le cas d'une symétrie globale, ’anomalie
signale une brisure quantique de la symétrie. Elle implique que les relations entre
certaines grandeurs physiques prédites par la symétrie sont violées par des cor-
rections quantiques calculables et conduit donc a des prédictions nouvelles sur la
physique du modele. Mais elle n’a pas de conséquence néfaste a la cohérence de
la théorie quantifiée.

La situation est différente si la symétrie anormale est locale. Une symétrie de
jauge est nécessairement réalisée a ’aide d’'un champ de jauge dont la quantifi-
cation n’est cohérente que si la symétrie de jauge est exacte (ou spontanément
brisée). L’anomalie d’une symétrie de jauge est donc fatale a la cohérence de la
théorie quantifiée et il faut imposer ’absence d’anomalie comme une contrainte
a la construction de la densité lagrangienne.

Ce probleme a cependant un traitement extrémement simple du fait de deux
observations importantes. Premierement, il n’existe qu'un seul type d’anomalie,
celle liée a la présence de symétries classiques chirales. Et deuxiemement, la
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présence d’une anomalie est entierement reliée a la non-annulation d’'une con-
tribution bien identifiée d’'un seul diagramme de Feynman & une boucle!. Ce
dernier résultat, dont la formulation rigoureuse est le théoréme d’Adler-Bardeen,
implique qu’il suffit d’annuler cette contribution unique pour garantir ’absence
d’anomalie a tous les ordres de la théorie des perturbations.

Considérons une théorie de jauge décrivant un multiplet de spineurs de Weyl
de chiralité gauche?, sans masse, dans une représentation du groupe de jauge
caractérisée par les générateurs T;'. Dans la notation de la section 1.5, la densité
lagrangienne est

L = —iF,LAVFAW + i) Y Dty
F;‘V = 0,A7 — &,A;‘ + ngBCAEAS, (B.1)

Dy = O —igA (T kvr,

g étant la constante de couplage de jauge. La regle de Feynman du vertex
d’interaction fermions—champ de jauge est donc

. 1g
ig(TM) " P = E(TeA)i( Y 4 75)- (B.2)

La densité lagrangienne conduit aux équations du mouvement suivantes:
YDy =0,
(9454 + 5 P+ g2 0.
Comme 0"0"F, MAV = 0, la seconde assure la conservation des courants

I = (T Ll + fABCAB“F,g7

A
o J; =0, (B.3)
que le théoreme de Noether associe aux symétries de jauge.

[’anomalie chirale est alors générée par la somme des deux diagrammes de la
figure B.1, qui ne different que par l'orientation de la boucle. Si on ampute les
lignes externes, ces diagrammes peuvent étre vus comme des contributions a une
boucle a la fonction de Green de trois courants fermioniques:

G (2,9, 2) = (0|5, (2)7, (y); (2)10), g = T xbrmis

L’équation de conservation (B.3) permet de dériver trois identités de Ward pour
les quantités

0 0 0
55 Cun (2,9,2), B Gup @y,2) et —GUF(w,y,2).
1 v P

IPlus précisément: des deux orientations d’un diagramme de Feynman & une boucle.

2Ce choix peut toujours étre fait; nous l’avons utilisé dans I'appendice 8, sur le Modele
standard. Un spineur de Dirac est équivalent a un spineur de Weyl de chiralité gauche et un
spineur de Weyl de chiralité droite. Un spineur de Weyl de chiralité droite peut toujours étre
remplacé par son conjugué de charge de chiralité gauche.
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A p A p
+
< >
P k q P k q
Y vy Y
C,p B,v C,p B,v

Fig. B.1 Diagrammes générant I’anomalie chirale.

Par exemple?,

%Gﬁﬁc(w, y,2) = 0(a® = y*){0IT 55 (2), 57 (W)l (2)]0)
+0(2 = 2075 ()53 (2). 7 (2)]0)

PO (P @) A (@))iE )5 )0

Cette expression est a calculer a l'ordre le plus bas, et donc avec des champs
libres; le dernier terme s’annule* et

g5 (1, 7), 3, (. )] = i6*(& — §).f47C57 (L, 9), (B.-4)

a l'aide des relations d’anticommutation des spineurs libres. On obtient finale-
ment

D GABC(ny,2) = % — ) PAEP(OITID () ()]0}
" (B.5)

+idt(x — 2) FACP 01T 57 (y)dg ()]10),

une relation entre fonctions de Green a deux et trois courants qui dépend des
constantes de structure fAP¢. Cette identité doit étre vérifiée pour assurer
I'invariance de jauge de la théorie, ainsi que les deux identités analogues pour

oy Gy (., 2) et ZGAE0 (2, y, 2).

L’expression en espace des impulsions de la somme des diagrammes de la figure
B.1 peut facilement étre écrite au moyen de la regle (B.2) et des propagateurs

3Le calcul est identique & celui précédant 1’équation (6.98), section 6.6.
4Le théoreme de Wick interdit les contractions sur un seul point z.
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fermioniques. En omettant les lignes externes, il vient®

1.
FABC<p, q> — _5(29)3 Tr(TZATéCTgB) Iupy(pv Q)v

1uvp
) R LS ) P S ) 2
npv p7q - (27'(')4 kz(k + q)Q(k _p)2 75 7/1 ’Yp ’yl/ )
(B.6)
pour le premier diagramme, et
1.
T (P2 @) = =5 (19)* T(TETLTE) Luo(g, ) (B.7)

pour le second qui differe du premier par ’échange ¢, B,v < p, C, p. Ensuite,
To(TATPTY) = §T(TATS TF) + 5 To(TMTP T )

— Ly fABC 4 gABC

avec 17,048 = Tr(TATP), et les diagrammes de la figure B.1 générent en principe
une premiere contribution proportionnelle aux constantes de structure et une
seconde proportionnelle au coefficient symétrique d45° = I Tv(TA{TF, TF}).

L’identité de Ward (B.5) en espace des impulsions relie la quantité
(a+p)'T05p.q),  THPC(p,q) =T100(p,a) + T550 (p.q)

aux fonctions a deux points multipliées par les constantes de structure fABC.

Deux identités similaires existent pour q”I’Z‘ﬁC (p,q) et ppfﬁ,ic (p,q). Le probleme
consiste donc & évaluer (g + p)+I*1B¢

oo (p,q), qui contient par exemple la trace
Te[(I —v)(B— K+ K+ DK — Do kn(K+ 4)]
= —(p— k)2 Te[(I = )9, fv (K + D] + (g + k)2 Te [(T = 35), kv (K — P)]
= dieuprk? |(p = k)%q7 + (g + K)2p° | + ...,

& montrer que les termes proportionnels a fA5¢ sont ceux prédits par (B.5)
et a calculer ceux proportionnels & d48¢ qui devraient s’annuler selon (B.5).
Les intégrales apparaissant dans (p + ¢)*1,,,(p, ¢) sont linéairement divergentes.
Comme la quantité €,,,, n’a pas d’extension naturelle en dimension continue, la
régularisation dimensionnelle est inapte a évaluer leur divergence linéaire; il faut
donc utiliser une autre procédure de régularisation. Nous ne décrirons pas ici ce
calcul®. Le résultat ce résume en deux points:

e les contributions proportionnelles aux constantes de structure sont celles
prédites par 'identité de Ward de la symétrie de jauge,

5 Avec un signe négatif pour la boucle fermionique.
6Voir en particulier: Weinberg [2], section 22.3.
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e les contributions proportionnelles & d4P¢ ne peuvent étre annulées simul-
tanément pour les trois identités de Ward requises. Elle portent donc
I’anomalie chirale.

En conséquence, la condition a vérifier pour garantir ’absence d’anomalie de la
symétrie de jauge est

1
d4PC = 2 T(T{TF, 1)) = 0 (B.8)

pour tous les générateurs de la représentation des fermions qui sont tous de
chiralité gauche. L’équation (B.8) est donc une contrainte sur le contenu en
fermions de la théorie de jauge. Elle n’est cependant significative que lorsque le
groupe de jauge comprend des facteurs SU(N) ou U(1). Dans les autres cas, d2¢
s’annule quel que soit le choix de la représentation des fermions. Mais ’absence
d’anomalie est une condition significative dans le cas du Modele standard.

Sous conjugaison de charge,
c c
TA T4, JABC _JABC

On en déduit qu'une premiere catégorie de solutions a la condition (B.8) est
fournie par les théories dont I'interaction fermions—champ de jauge est invariante
sous parité’, quelle que soit la représentation des fermions gauches. Seules les
interactions de jauge violant la parité sont donc susceptibles d’étre anormales.

Lorsque le groupe de jauge contient des facteurs SU(N) ou U(1), la condi-
tion d’absence d’anomalie (B.8) impose toujours des contraintes sur le choix des
fermions. Des solutions violant la parité existent cependant: le Modele standard
est 'une d’elles.

Absence d’anomalie chirale dans le Modele standard

Pour élucider le contenu de la condition (B.8) dans le Modele standard, il faut
étudier tous les choix possibles de champs de jauge externes dans les diagrammes
de la figure B.1 et dans les coefficients symétriques d“Z¢. On utilisera la notation
suivante:

Indices A, B ou C: générateurs de SU(3);
Indices a, b ou ¢: générateurs de SU(2)y;

Indice ): générateur de la charge électrique.

Comme ) = T3 + Y, I'hypercharge faible Y n’est pas directement nécessaire.
Certaines conditions (B.8) sont banalement vérifiées:

"Et donc sous conjugaison de charge C' puisque cette interaction conserve toujours C'P.
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1. dABC = gABR = g4Q@ —= QR — (): les interactions fortes et électromagné-
tiques conservent la parité.

2. Les générateurs de SU(2)., et de SU(3) sont sans trace: d*P¢ = d¢B@ =
daQQ — dAbc — dAQQ = 0.

3. Comme Tr(c%{0? o¢}) = 26% Tr(c?) = 0, d* = 0.

Il reste une seule condition non triviale, d**@ = 0. Sous SU(2), les fermions sont
soit des doublets,

a 1 a a 1 Qa
Ty =50, (T3, T3} = 50 "I,
soit des singlets T = 0. Comme
ab@ 1 a b
a9 = STHQUT, 7)),

la condition d*@ = 0 s’écrit

> Qr=0, (B.9)

I'indice I parcourant les fermions de chiralité gauche d’isospin faible T3 = j:%
uniquement. Sur une génération de quarks et leptons, la contribution leptonique
est —1 (le lepton chargé @/ng)L), celle des quarks est

( )
3 3

chaque quark w((J et wgb)L] y contribue avec un facteur 3 puisqu’il possede trois
couleurs 7 = 1,2,3. Les contributions des quarks et des leptons se compensent
et chaque génération est donc libre d’anomalie.

Il est a noter que la condition d’absence d’anomalie chirale (B.9), imposée
par la cohérence quantique de la théorie de jauge, est la seule relation entre
les nombres quantiques des quarks et ceux des leptons dans la construction du
Modele standard. Avec la structure séquentielle en générations identiques de
fermions, elle impose la quantification de 'hypercharge faible Y: si on normalise
Y en choisissant la valeur —1/2 pour les doublets leptoniques, alors ’hypercharge
des doublets de quarks doit étre 1/6 pour annuler I’anomalie avec trois couleurs.



Bibliographie

Ouvrages de référence, cités dans le texte

1]

[10]

[11]

Itzykson C. & Zuber J.-B. (1980), Quantum Field Theory (McGraw-Hill,
New York), 705 pages. Ou: International Student Edition (McGraw-Hill,
Singapore, 1985).

Weinberg S. (1995-6), The Quantum Theory of Fields. Volume I: Founda-
tions (Cambridge University Press, Cambridge, 1995), 609 pages.
Volume II: Modern Applications (Cambridge University Press, 1996), 489

pages.

Ramond P. (1990), Field Theory: a Modern Primer, second edition
(Addison-Wesley, Redwood City), 329 pages.

Bjorken J. D. & Drell S. D. (1964), Relativistic Quantum Mechanics
(McGraw-Hill, New York), 300 pages.

Huang K. (1992), Quarks, Leptons & Gauge Fields, second edition (World
Scientific, Singapore), 333 pages.

Peskin M. E. & Schroeder D. V. (1995), An Introduction to Quantum Field
Theory (Addison-Wesley, Reading), 842 pages.

Pokorski S. (2000), Gauge Field Theories, second edition (Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge), 629 pages.

Halzen F. & Martin A. D. (1984), Quarks & Leptons: An Introductory
Course in Modern Particle Physics (J. Wiley & Sons, New York), 396 pages.

Aitchison I. J. R. & Hey A. J. G. (1989), Gauge Theories in Particle Physics,
second edition (Adam Hilger, Bristol), 571 pages.

Renton P. (1990), Electroweak Interactions, an Introduction to the Physics
of Quarks & Leptons (Cambridge University Press, Cambridge), 596 pages.

Collins J. (1984), Renormalization (Cambridge University Press, Cam-
bridge), 380 pages.

339



340 BIBLIOGRAPHIE

Autres références citées dans le texte

[12] Soper D. E. (1976), Classical Field Theory (John Wiley & Sons, New York),
259 pages.

[13] Goldstein H. (1980), Classical Mechanics, second edition (Addison-Wesley,
Reading), 672 pages.

[14] Moussa P. & Stora R. (1968), “Angular Analysis of Elementary Particle
Reactions”, dans Analysis of Scattering and Decay, édité par M. Nikolic
(Gordon and Breach, New York), pages 101 a 176.

[15] Feynman R. P. & Hibbs A. R. (1965), Quantum Mechanics and Path Inte-
grals (McGraw-Hill, New York).

[16] Rivers R. J. (1987), Path Integral Methods in Quantum Field Theory (Cam-
bridge University Press, Cambridge), 339 pages.

[17] Byckling E. & Kajantie K. (1973), Particle Kinematics (John Wiley & Sons,
New York), 319 pages.

[18] Hagedorn R. (1963), Relativistic Kinematics (Benjamin, New York), 166
pages.

[19] Streater R. F. & Wightman A. S. (1964), PCT, Spin and Statistics, and All
That (Benjamin, New York), 181 pages.

[20] Yndurdin F. J. (1983), Quantum Chromodynamics. An Introduction to the
Theory of Quarks and Gluons (Springer-Verlag, New York), 227 pages.

[21] Commins E. D. & Bucksbaum P. H. (1983), Weak Interactions of Leptons
and Quarks (Cambridge University Press, Cambridge), 473 pages.

[22] Georgi H. (1984), Weak Interactions and Modern Particle Theory (Ben-
jamin/Cummings, Menlo Park), 165 pages.

23] Steinberger J. (1949), “On the Use of Subtraction Fields and the Lifetimes
of some Types of Meson Decay”, Physical Review 76, 1180.

[24] Akhiezer A. I. & Berestetskii V. R. (1965), Quantum Electrodynamics (In-
terscience Publishers, New York).

[25] Feynman R. P. (1972), Photon-Hadron Interactions (Benjamin, Reading),
282 pages.

[26] Abers E. S. & Lee B. W. (1973), “Gauge Theories”, Physics Reports 9C,
NO. 1, pages 1-141.

[27] Leibbrandt G. (1975), “Introduction to the Technique of Dimensional Regu-
larization”, Review of Modern Physics 47, 849.



28]

[29]

[30]

[38]

[39]

BIBLIOGRAPHIE 341

Yennie D. R., Frautschi S. C. & Suura H. (1961), “The Infrared Divergence
Phenomena and High-Energy Processes”, Annals of Physics (New York) 13,
pages 379-452.

Treiman S. B., Jackiw R., Zumino B. & Witten E. (1985), Current Algebra
and Anomalies (World Scientific, Singapore), 537 pages.

Coleman S. (1971), “Dilatations”, dans Properties of the Fundamental In-
teractions, édité par A. Zichichi (Editrice Compositori, Bologna, 1973), ou
dans Aspects of Symmetry, Selected Erice Lectures (Cambridge University
Press, Cambridge, 1985).

Gross D. J. (1975), “Applications of the Renormalization Group to High-
Energy Physics”, dans: Methods in Field Theory (Les Houches 1975), édité
par R. Balian et J. Zinn-Justin (North Holland, Amsterdam, 1976).

Politzer H. D. (1974), “Asymptotic Freedom: an Approach to Strong Inter-
action”, Physics Reports 14C, NO. 4, pages 129-180.

Vilenkin A. & Shellard E. P. S. (1994), Cosmic Strings and Other Topological
Defects (Cambridge University Press, Cambridge), 517 pages.

Peebles P. J. E. (1993), Principles of Physical Cosmology (Princeton Uni-
versity Press, Princeton), 718 pages.

Coleman S. & Weinberg E. (1973), “Radiative Corrections as the Origin of
Spontaneous Symmetry Breaking”, Physical Review D7, 1888-1910.

Weinberg S. (1973), “Perturbative Calculations of Symmetry Breaking”,
Physical Review D7, 2887-2910.

Coleman S. (1973), “Secret Symmetry: an Introduction to Spontaneous
Symmetry Breakdown and Gauge Fields”, dans Laws of Hadronic Matter,
édité par A. Zichichi (Academic Press, London, 1975), ou dans Aspects of
Symmetry, Selected Erice Lectures (Cambridge University Press, Cambridge,
1985).

Goldstone J. (1961), “Field Theories with Superconductor Solutions”, Nuovo
Cimento 9, 154-164;

Nambu Y. & Jona-Lasinio G. (1961), “Dynamical Model of Elementary Par-
ticles Based on an Analogy with Superconductivity”, Physical Review 122,
345-358;

Goldstone J., Salam A. & Weinberg S. (1961), “Broken Symmetries”, Phy-
sical Review 127, 965-970.

Englert F. & Brout R. (1964), “Broken Symmetry and the Mass of Gauge
Vector Bosons”, Physical Review Letters 13, 321-323;

Higgs P. W. (1964), “Broken Symmetries, Massless Particles and Gauge
Fields”, Physics Letters 12, 132-133;



342 BIBLIOGRAPHIE

Guralnik G. S., Hagen C. R. & Kibble T. W. B. (1964), “Global Conservation
Laws and Massless Particles”, Physical Review Letters 13, 585-587.

[40] Glashow S. L. (1961), “Partial Symmetries of Weak Interactions”, Nuclear
Physics B 22, 579-588;
Weinberg S. (1967), “A Model of Leptons”, Physical Review Letters 19,
12641266
Salam A. (1968), “Weak and Electromagnetic Interactions”, dans: Elemen-
tary Particle Theory, édité par N. Svartholm (Almqvist and Wiksell, Stock-
holm), 367-377.

[41] LEP Electroweak Working Group: rapport CERN-EP-2001-021 (février
2001), disponible sur le site du groupe, ou sur les archives de physique des
hautes énergies (http://xxx.lanl.gov/archive/): hep/ex/0103048.

Théorie des groupes, mathématiques

[42] Gilmore R. (1974), Lie Groups, Lie Algebras and some of their Applications
(John Wiley & Sons, New York), 587 pages.

[43] Georgi H. (1982), Lie Algebras in Particle Physics (Benjamin/Cummings,
Reading), 255 pages.

[44] O’Raifeartaigh L. (1986), Group Structure of Gauge Theories (Cambridge
University Press, Cambridge), 172 pages.

[45] Gourdin M. (1982), Basics of Lie Groups (Editions Frontieres, Gif-sur-
Yvette), 215 pages.

[46] Cornwell J. F. (1984), Group Theory in Physics, volumes 1 et 2 (Academic
Press, London), 933 pages.
Volume 3 (Academic Press, London, 1989), 628 pages.

[47] Morse P. M. & Feshbach H. (1953), Methods of Theoretical Physics, 2 volu-
mes (McGraw-Hill, New York), 1978 pages.

[48] Magnus W., Oberhettinger F & Soni R. P. (1966), Formulas and Theorems
for the Special Functions of Mathematical Physics (Springer-Verlag, Berlin),
508 pages.

Les valeurs expérimentales sont tirées de

[49] Particle Data Group, “The Review of Particle Physics”, European Journal
of Physics C15 (2000) 1. Ou: http://pdg.1bl.gov


http://xxx.lanl.gov/archive/
http://pdg.lbl.gov

BIBLIOGRAPHIE 343

Autres ouvrages de référence (liste non exhaustive

par ordre alphabétique)

Théorie quantique des champs en général

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

Bailin D. & Love A. (1993), Introduction to Gauge Field Theory, Revised
Edition (Adam Hilger, Bristol), 348 pages.

Bjorken J. D. & Drell S. D. (1965), Relativistic Quantum Fields (McGraw-
Hill, New York), 396 pages. Traduction allemande, édition de poche: B. I.
Mannheim, volume 101.

Brown L. S. (1992), Quantum Field Theory (Cambridge University Press,
Cambridge), 542 pages.

De Wit B. & Smith J. (1986), Field Theory in Particle Physics, volume 1
(North Holland, Amsterdam), 490 pages.

Faddeev L.D. & Slavnov A. A. (1980), Gauge Fields, Introduction to Quan-
tum Theory (Benjamin/Cummings, Reading), 232 pages.

Jauch J. M. & Rohrlich F. (1955), The Theory of Photons and Electrons
(Addison-Wesley, Cambridge), 488 pages.

Kaku M. (1993), Quantum Field Theory, a Modern Introduction (Oxford
University Press, Oxford), 785 pages.

Mandl F. & Shaw G. (1993), Quantum Field Theory, revised edition (John
Wiley & Sons, Chichester), 358 pages.

Nash C. (1978), Relativistic Quantum Fields (Academic Press, London), 223
pages.

Ryder L. H. (1985), Quantum Field Theory (Cambridge University Press,
Cambridge), 443 pages.

Sterman G. (1993), An Introduction to Quantum Field Theory (Cambridge
University Press, Cambridge), 572 pages.

Théorie des champs et physique des particules

[61]

[62]

[63]

Cheng T.-P. & Li L.-F (1984), Gauge Theory of Elementary Particle Physics
(Oxford University Press, Oxford), 536 pages.

Leader E. & Predazzi E. (1982), An Introduction to Gauge Theories and the
‘New Physics’ (Cambridge University Press, Cambridge), 509 pages.

Lee T. D. (1981), Particle Physics and Introduction to Field Theory (Har-
wood Academic Publishers, Chur), 865 pages.



344 BIBLIOGRAPHIE

[64] Quigg C. (1983), Gauge Theories of the Strong, Weak and Electromagnetic
Interactions (Benjamin/Cummings, Reading), 334 pages.

[65] Taylor J. C. (1976), Gauge Theories of Weak Interactions (Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge), 166 pages.

Théorie des champs et physique statistique ou de la matiére condensée

[66] Abrikosov A. A., Gorkov L. P. & Dzyaloshinski I. E. (1963), Methods of
Quantum Field Theory in Statistical Physics (Dover Publications, New
York), 352 pages.

[67] Fradkin E. (1991), Field Theories of Condensed Matter Systems (Addison-
Wesley, Redwood City), 350 pages.

[68] Ttzykson C. & Drouffe J.-M. (1989), Théorie statistique des champs, 2
volumes (InterEditions/Editions du CNRS, Paris) 786 pages. Traduction
anglaise: Statistical Field Theory, 2 volumes (Cambridge University Press,
Cambridge, 1989), 810 pages.

[69] Le Bellac M. (1991), Quantum and Statistical Field Theory (Oxford Univer-
sity Press, Oxford), 592 pages.

[70] Martin P. A. & Rothen F. (1990), Probleme & N-corps et champs quantiques
(Presses Polytechniques et Universitaires Romandes, Lausanne), 404 pages.
Traduction anglaise a paraitre chez Springer-Verlag, Berlin, 2001.

[71] Parisi G. (1988), Statistical Field Theory (Addison-Wesley, Redwood City),
352 pages.

[72] Zinn-Justin J. (1993), Quantum Field Theory and Critical Phenomena, se-
cond edition (Oxford University Press, Oxford), 996 pages.

Sur Ihistoire du sujet

(73] Pais, A. (1986), Inward Bound. Of Matter and Forces in the Physical World
(Oxford University Press, New York), 666 pages.

[74] Schweber S. S. (1994), QED and the Men Who Made it: Dyson, Feyn-
man, Schwinger, and Tomonaga (Princeton University Press, Princeton),
732 pages.



Index

Action, 3
Adler-Bardeen, théoreme d’, 334
Algebre de Lie, 5
Angle

de Cabibbo, 318

de diffusion, 140

de mélange faible, ou de Weinberg,

181, 300, 314, 321

Annihilation eTe™, 184

amplitude, 186

en hadrons, 190

section efficace, 188
Anomalie chirale, 333, 337

dans le Modele standard, 337
Anticommutateur, 26
Asymptotique,

divergence, 277, 282

liberté, 283

Belinfante, tenseur de, 45
Bethe-Heitler, formule de, 196
Bhabha, diffusion de, 190
Bose-FEinstein, statistique de, 52
Boson

de Higgs, 218, 287, 296, 301

de Goldstone, 292, 294

de jauge, voir: Champ de jauge
Bremsstrahlung, 195
Brisure

explicite d’une symétrie, 176

spontanée d’une symétrie, 287,

290, 292

Cabibbo, angle de, 318
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa, matrice
de, 180, 202, 318

Callan-Gross, relation de, 218
Casimir, opérateur de, 15
Champ de Klein-Gordon, 23
Champ de jauge, 36

hamiltonien, 77

345

polarisation scalaire, 68

polarisations transverses, 68

propagateur, 87

relations de commutation, 72

somme de polarisations, 225
Champ massif de spin un, 66, 175

propagateur, 178

somme de polarisations, 177
Champ pseudoscalaire, 157
Champ scalaire complexe,

hamiltonien, 58

opérateur de charge, 57

opérateurs de nombre, 57

propagateur, 83

relations de commutation, 56
Champ scalaire réel,

espace des états, 52

hamiltonien, 54

opérateur de nombre, 50

propagateur, 84

relations de commutation, 50
Champ spinoriel,

antiparticule, 65

hamiltonien, 60, 64

impulsion, 60

opérateur de charge, 65

opérateurs de nombre, 63

propagateur, 85

relations d’anticommutation, 62, 63
Charge

de Noether, 7

électrique, 313
Chirale, symétrie, 29, 35, 333
Chiralité, 33
Choix de jauge, 68, 70
Chromodynamique quantique, 163, 305

facteurs de couleur, 199
Collision: voir diffusion
Compton, diffusion, 191

amplitude, 192



346

section efficace (Klein-Nishina), 195
Condition de Gupta et Bleuler, 75
Conjugaison de charge C, 146
Constante
de Fermi, 179, 202, 321, 331
de structure, 6, 306
de structure fine, 166, 188, 275, 321
d’Euler ~, 244
Constante de couplage
de jauge, 40
effective, 280
forte, 165, 321, 331
faible, 179
Constante de renormalisation, 262
de la constante de couplage de
jauge, 263

de la fonction d’onde du fermion,
263

de la fonction d’onde du photon,
263

de la masse du fermion, 263
Contraction, 114
Contre-terme, 232, 234
Couleur, 164, 305

facteurs de, 199
Coupure, cut-off, 240
Courant

axial, 29, 156, 179

chargé, 317

chiral, 29

de Noether, 7

neutre, 319

neutre a changement de saveur, 181,

204, 319

vectoriel, 156
Courbure de jauge, 38
CP, 157,162, 318

violation de, 159, 180, 318
CPT, 146, 162
Cut-off, coupure, 240

D’alembertien, 324
Dalitz, graphe de, 142
Degré de divergence, 267
Densité lagrangienne, 3
Déplacement de Lamb, 275
Dérivée covariante de jauge, 36
Désintégration

béta, 206

INDEX

du muon, 206
amplitude, 207
largeur, temps de vie, 209
du W=, 199
du Z°, 203
en deux particules, 137
Diagramme de Feynman 1PI, 236
Diffusion
Compton, 191
amplitude, 192
section efficace
(Klein-Nishina), 195
de Bhabha, 190
électron—proton, 212
électron—quark, 210
état final & deux particules, 139
état final a trois particules, 140
inélastique profonde, 210, 215
Dimension canonique, 40
Dirac,
algebre de, 13
conjugué de, 28
courant, 29
densité lagrangienne, 27
équation de, 26
solutions, 29, 31
états d’hélicité, 34
projecteurs d’énergie, 30
projecteur d’hélicité, 34
projecteur de spin, 33
spineur de, 14
Divergence
infrarouge, 256, 262
ultraviolette, 231

Electrodynamique quantique, 43, 163,
165

Electrofaible, théorie, 305

Energie du champ, 22

Energie-impulsion, 20

Espace

de Fock, 51

de phase: intégrales, 137
Etat

asymptotique, 91

du vide, 51, 289, 292
Fuclidien, vecteur, 244
Fuler, constante d’, 244
Fuler-Lagrange, équation d’, 4



INDEX

Facteur
de couleur, 199
de forme, 214, 215, 261
de Landé, g, 284
de symétrie, 118, 122
FCNC, 181, 204, 319
Fermi, constante de, 179, 202, 321, 331
Fermi-Dirac, statistique de, 64
Fermions bilinéaires, 150, 155, 157, 162
pseudoscalaire, 155
scalaire, 155
tenseur, 155
vecteur, 155
vecteur axial, 155
Feynman, jauge de, 71
parametre de, 245, 247
propagateur de, 84
slash, 30, 326
Voir: Regles de Feynman
Fixation de la jauge, 70
Flavour changing neutral current, 181,
204, 319
Fonction(s)
béta, 281
théorie de jauge, 281
de Green, 81, 98, 103
expression perturbative, 110, 173
1PI, 236
de Lagrange, 3
de vertex propre, 238, 258
gamma, [', 243
Fonctions de structure
élastiques, 213
inélastiques, 216
Formule, de Bethe-Heitler, 196
de Gell-Mann et Low, 110
de Klein-Nishina, 195
de Rosenbluth, 212
Furry, théoreme de, 128

Gamma, fonction, 243

Gell-Mann et Low, formule de, 110

Gell-Mann, matrices de, 164

Générateurs, 5

Gluons, 164

Goldstone, boson de, 292, 294
théoreme de, 287, 292

Gordon, identité de, 214, 260

347

Groupe
de Lie, 5
de Lorentz, 7, 12, 146
de Poincaré, 7
de renormalisation, 276, 277, 279
d’isotropie, 290
Gupta et Bleuler, condition de, 75

Hamiltonien, 22, 48
d’interaction, 108

Hélicité, 18, 33
base des états d’, 34, 149

Higgs, boson de, 218, 287, 296, 301
couplage aux fermions, 219
désintégration en deux photons, 218
largeur en deux gluons, 227
largeur en deux photons, 225
largeur en fermion—antifermion, 219
mécanisme de, 293

Hypercharge faible, 305

Identité
de Gordon, 214, 260
de Ward, 233, 261, 263, 264, 333
d’une symétrie de jauge, 263, 334
de Ward-Takahashi, 266
Impulsion du champ, 22
Intégrales d’espace de phase, 137
Interaction de Yukawa, violation de C'P,
159
Interaction faible,
courant chargé, 179, 317
courant neutre, 179, 319
Invariance
d’échelle, 218
de jauge, 35, 269
Isospin faible, 305

Jauge
de Feynman, 71
de Lorentz, 68
de radiation, 70, 78
de 't Hooft—Feynman, 304
renormalisable, 304
temporelle, 70
unitaire, 296

Klein-Gordon,
champ de, 23



348

équation de, 23
courant, 25
densité lagrangienne, 24
solution de I’équation, 24
Klein-Nishina, formule de, 195

Lagrange, fonction de, 3
Lamb, déplacement de, 275
Landau, pole de, 277, 282
Landé, facteur de, 284
Largeur de désintégration, 136
en deux particules, 138
en trois particules, 142
partielle, 137
totale, 137
Leptons, 165, 307
Levi-Civita, tenseur de, 324
Liberté asymptotique, 283
Lorentz,
groupe de, 7, 12, 146
générateurs de ’algebre de Lie, 9
transformation propre
orthochrone, 8
jauge de, 68

Majorana,

condition de, 152

masse de, 153, 213

spineur de, 152
Mandelstam, variables de, 139
Masse, 15

de Majorana, 153, 312

des neutrinos, 312, 319
Matrice(s)

de Cabibbo-Kobayashi-

Maskawa, 180, 202, 318
S, 91,92, 109
de Dirac y*, 13
représentation chirale, de Weyl,
14

de Gell-Mann, 164
Mécanisme de Higgs, 293
Métrique de Minkowski, 8, 323
Modele des partons, 217
Moindre action, principe de, 3
Moment magnétique anormal, 262
Muon, désintégration, 206

amplitude, 207

largeur, temps de vie, 209

INDEX

Neutrinos, masse des, 312, 319
Noether, théoréeme, courant, charge, 7
Nombres leptoniques, 180, 318

Non renormalisable, théorie, 269

Onde

d’énergie négative, 24

d’énergie positive, 24
Opérateur

de Casimir, 15

d’évolution, 106, 109

de nombre total de particules, 52
Ordre normal, 53

Parametre
de Feynman, 245, 247
de Schwinger, 244, 247
Parité P, 8, 146, 154
Partons, modele des, 217
Pauli-Lubanski, vecteur de, 16
Pauli, principe de, 64
Petit groupe, 290
Photon: somme de polarisations, 225
Poincaré, groupe de, 7
algebre de Lie, 10
Polarisation
du vide, 251
longitudinale, 72
scalaire, 72
transverse, 72
Pole de Landau, 277, 282
Potentiel scalaire effectif, 292
Principe
de moindre action, 3
d’exclusion de Pauli, 64
Proca, équation de, 67, 176
Produit chronologique, 81
Projecteur
de chiralité, 15
d’énergie, 30
d’hélicité, 34
de spin, 33
Propagateur de Feynman, ou causal, 84
du champ de jauge, 87
du champ massif de spin un, 178
du champ scalaire complexe, 83
du champ scalaire réel, 84
du champ spinoriel, 85
Propagateur inverse, 236
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Rapport de branchement, 137
Rayonnement de freinage, 195
Réduction, 92, 95, 103
champ scalaire, 99
fermions, 100, 104
photons, 105
Regles de commutation, voir: Relations
de commutation
Regles de Feynman,
champ scalaire, espace de configu-
ration, 118
champ scalaire, espace des impul-
sions, 121
électrodynamique quantique, 127,
130, 167
interaction a quatre gluons, 168
interaction de jauge trilinéaire, 174
interaction dérivative, 168
interaction faible, courant chargé,
180
interaction faible, courant neutre,
181
interaction v -WT-W~, 320
interaction quark—gluon, 167
interaction scalaire dérivative, 175
interaction Z0-W+-W~—, 320
Régularisation, 232, 242
dimensionnelle, 243
Relation de Callan-Gross, 218
Relations de commutation
a temps égaux, 48
canoniques, 48
champ de jauge (jauge de
Feynman), 72
champ scalaire complexe, 56
champ scalaire réel, 50
champ spinoriel, 62, 63
Renormalisabilité, 267
Renormalisable, théorie, 232, 263, 267,
269
Renormalisation,
constantes de, 262
groupe de, 276, 277, 279
schéma de, 252, 255, 259, 263, 271
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Renversement du temps T', 9, 146, 159
Représentation chirale, de Weyl, 14
Rosenbluth, formule de, 212

Rotation de Wick, 246

Running coupling constant, 280

Schéma de renormalisation ou schéma
de soustraction, 252, 255, 259,
263, 271
“a I’échelle M, 272, 278
minimale, 271, 272, 276
sur la couche de masse, 253, 255,
257, 259, 262, 271, 275
Schwinger, parametre de, 244, 247
Section efficace, 131, 133
différentielle, 133
référentiel du laboratoire, 133
état final a deux particules, 140
fermions, 135
inclusive, 134
polarisations, 134
totale, 134
Self-énergie du fermion, 236, 253, 257
Somme de polarisations,
photon, 225
champ massif de spin un, 177
Spin, 17
Spineur
de Dirac, 14
de Majorana, 152
de Weyl, 15
Stabilisateur, 290
Statistique
de Bose-Einstein, 52
de Fermi-Dirac, 64
SU(N), groupe, algebre de Lie, 306
SU(3), 164
Symétrie, 5
brisure explicite, 176
brisure spontanée, 287, 290, 292
chirale, 29, 35, 333
de jauge, 5, 36, 269
d’espace-temps, 7
globale, 5
interne, 5

T: produit chronologique, 81
T: renversement du temps, 9, 146, 159
77, temps de vie, 209
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Tachyon, 16
Temps de vie, 136
Tenseur
de Belinfante, 45
de Levi-Civita, 324
énergie-impulsion, 20
Théoreme
d’Adler-Bardeen, 334
CPT, 146
de Furry, 128
de Goldstone, 287, 292
de Noether, symétrie d’espace-
temps, 22
de Noether, symétrie interne, 7
de Wick, 112
champ scalaire, 113, 114
fermions, 116
Théorie
asymptotique, 92
chirale, 156
de jauge, densité lagrangienne, 42
des perturbations, 106
électrofaible, 305
non renormalisable, 269
renormalisable, 232, 263, 267, 269
vectorielle, 156
't Hooft—Feynman, jauge de, 304
Translations, 10, 11

Uehling, terme de, 275

U(N), groupe, algebre de Lie, 306
Unimodularité, 306

Unitaire, jauge, 296

Valeur moyenne dans le vide, 287
Variables de Mandelstam, 139
Vecteur

de Pauli-Lubanski, 16

de polarisation, 71
Violation de C'P, 159, 180, 318

W,

largeur hadronique, 203

largeur leptonique, 202

largeur totale, 203

rapports de branchement, 203
Ward, identité de, 233, 261, 263, 264,

333
symétrie de jauge, 263, 334
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Ward-Takahashi, identité de, 266
Weinberg, angle de, 181, 300, 314, 321
Weyl, spineur de, 15
Wick,

rotation de, 246

théoreme de, 112

Yang-Mills, densité lagrangienne de, 38
Yukawa, interaction de, 41, 311
violation de C'P dans les interac-
tions de, 159

ZY largeurs leptonique, hadronique, in-
visible, totale, 205
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