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Avant-propos

Ce livre est destiné aux étudiants de mathématiques. Congu comme support pour
leur premier cours de statistique, ce manuel est issu d’un cours donné aux étu-
diants de mathématiques de deuxiéme année de premier cycle & 'EPFL. C’est un
livre de « statistique pour mathématiciens » plutot que de « statistique mathéma-
tique » : son intention n’est pas de faire plonger le lecteur dans les profondeurs
des aspects mathématiques ou théoriques du sujet, mais plutét de fournir une in-
troduction aux notions de base qui soit adaptée a la mentalité et aux intéréts des
étudiants en mathématiques. Car ceux-ci sont parfois découragés par la nature in-
formelle des premiers cours de statistique dans lesquels de nombreux résultats sont
présentés sans preuves ou illustrés par des schémas heuristiques de preuves. Tout
comme on les expose au risque d’« entropie intellectuelle » qui apparait lorsqu’un
trop grand nombre de sujets tres divers sont traités dans un seul cours, donnant
I’impression que la statistique est une suite de recettes dépourvues de lien naturel.
Ce livre peut servir de base pour un premier semestre de statistique élémentaire,
puisqu’il présente les idées fondamentales de 'inférence a un parameétre d’une ma-
niére cohérente tout en respectant une grande rigueur. Il est con¢u d’une fagon
assez compacte, de sorte que la matiere peut étre couverte intégralement au cours
d’un seul semestre, bien que le souhait est de donner envie a des étudiants de ma-
thématiques de suivre d’autres cours électifs de statistique. Cet ouvrage comporte
trois principaux objectifs :

1. Offrir un cours élémentaire mais rigoureuzx. L’effort principal consiste a
prouver tous les résultats de maniere rigoureuse. Parmi ces résultats figurent
les plus centraux, comme les propriétés asymptotiques du maximum de
vraisemblance, ’optimalité dans le cadre de Neyman-Pearson, les propriétés
asymptotiques des tests du rapport de vraisemblance et les résultats d’opti-
malité concernant les intervalles de confiance. L’ouvrage contient également
des preuves détaillées de quelques résultats élémentaires qui sont rarement
travaillés aussi précisément dans les textes élémentaires (par exemple le
calcul de la distribution de la statistique ¢). Les seuls résultats non prouvés
sont des résultats de fond de probabilité et d’analyse. Pour les résultats
de probabilité, les preuves détaillées sont données dans I’annexe et restent
d’un niveau élémentaire. On y trouvera par exemple les résultats du théo-
reme de I'application continue, du théoreme de Slutsky, du théoréme limite
central (troisiéme moment), ainsi que les résultats liés aux fonctions géné-
ratrices des moments. Les résultats analytiques non prouvés concernent la
formule de Taylor et le théoréme de la fonction inverse univariée. Ces der-
niers sont énoncés dans I’annexe ou les références précises de leurs preuves
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sont également fournies. En principe, il suffit que les étudiants aient suivi
un premier cours d’analyse de niveau €/ (comprenant les séquences, la
convergence, les séries, la différentiation a plusieures variables, 'intégrale
de Riemann et la formule de Taylor) et un premier cours de probabili-
tés (comprenant les opérations de base sur les événements et le calcul des
probabilités correspondantes, les variables aléatoires discretes et continues,
les distributions conjointes/conditionnelles/marginales ainsi que les espé-
rances/variance/covariance). Une fiche d’information succincte sur tous les
prérequis en matiere de probabilités est fournie dans ’annexe, pour faciliter
la vérification.

. Offrir un cours con¢u de maniére compacte et donnant un solide sens de

direction. Ce livre peut étre intégralement travaillé au cours d’un semestre.
Pendant une telle période, les étudiants peuvent raisonnablement résoudre
tous les exercices, pour lesquels ils trouveront les solutions détaillées dans
le dernier chapitre. Le nombre de sujets traités a été réduit pour que la
matiere puisse étre travaillée en un semestre, sans compromettre le niveau
des mathématiques et en offrant un apercu des principales idées de l'in-
férence statistique. Le cours couvre les bases des familles exponentielles,
I’analyse exploratoire des données, I’échantillonnage, ’estimation, les tests
et les intervalles de confiance. Il est vrai que ce livre ne raconte pas toute
I’histoire de la statistique et qu’il évite des discussions détaillées sur toutes
les complications possibles et les variantes de chaque section. Cependant,
les sujets traités donnent une base solide qui permettra aux étudiants d’al-
ler plus loin. Il y a de multiples références croisées qui montrent comment
les différents résultats sont liés les uns aux autres. De réels efforts ont été
faits pour développer la matiére sur un « mode linéaire », en expliquant la
raison des actions menées & chaque étape et en annoncant le but final. Au-
cun résultat n’est mentionné en vain (tout résultat mentionné est utilisé par
la suite) et chacun d’eux est accompagné de motivations et de discussions
fournies. Les références relatives aux résultats sont toujours données avec
le nombre en question et l'indication de la page du livre, ce qui facilite la
consultation et I’étude individuelle.

. Offrir un cours qui ne soit pas sur la « statistique mathématique » mais

plutot sur la « statistique a lintention des mathématiciens ». Le public cible
est principalement celui des étudiants en mathématiques du premier cycle,
que l'on espere attirer vers la statistique, plutot que celui des statisticiens —
pour lesquels un cours d’introduction aux aspects plus mathématiques de la
statistique est en gestation. Par conséquent, ce livre n’a pas pour ambition
principale d’étre un cours de théorie statistique. Il est plutot congu comme
un cours de premier niveau sur 'inférence statistique, présenté de maniere
a étre recu au mieux par un public de mathématiciens. C’est pourquoi la
discussion des différents sujets, le style et les considérations sont adaptés
a un tel auditoire. Par exemple, lorsque 'optimalité est discutée, elle est
présentée non pas comme une fin en soi mais plutét comme un moyen de
motiver la méthodologie (I'idée étant que les mathématiciens sont motivés
par les « meilleurs » résultats plus que par ’heuristique).
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Afin de concilier les exigences d'un texte a la fois élémentaire et rigoureux,
nous avons adopté tout au long de 'ouvrage 'utilisation de la famille exponen-
tielle des distributions (plutot que de viser toute généralité). C’est bien slir une
restriction, mais en réalité de faible ampleur puisque la plupart des exemples trai-
tés dans les manuels élémentaires sont les familles exponentielles. Focaliser sur les
familles exponentielles permet non seulement de donner des preuves élémentaires
en utilisant I’analyse fondamentale et la probabilité, mais également de formuler
les théorémes et les conditions requises de maniére simple et intuitive. Chaque fois
que les résultats ont une portée plus générale, une remarque est donnée en marge.
Une description plus détaillée de la structure du_texte et de la progression des
sujets se trouve dans la partie « Bref survol » (p. m)

Nous avons malheureusement dii faire quelques concessions en renoncant a
couvrir certains sujets, notamment la régression et le paradigme bayésien, ce qui
mérite des excuses. Le manuel est basé sur un premier cours de statistique, qui est
souvent le seul cours obligatoire de statistique — et donc le dernier pour beaucoup
d’étudiants (mais espérons que ce livre saura convaincre certains du contraire). Cet
état de fait nous a confronté a un dilemme. Fallait-il s’efforcer d’inclure autant
de sujets possibles afin que ’étudiant soit bien équipé pour la suite, si ce sont
les seules statistiques qu’il voit au cours de ses études? Valait-il mieux essayer
de couvrir un nombre suffisant de sujets aussi clairement et complétement que
possible, en espérant que ces sujets seront mieux intégrés ? Nous avons opté pour
la seconde approche, ayant 'impression que des sujets supplémentaires ne restent
pas forcément en mémoire (& vrai dire, un étudiant ayant suivi un seul cours de
statistique sera probablement obligé de compléter ses connaissances si, par la suite,
il doit utiliser la statistique) ; en outre, nous avons privilégié cette approche parce
qu’elle est plus cohérente avec 'idée d’un cours d’entropie conceptuelle limitée.
Par exemple, des notions telles que les valeurs-p et les intervalles de confiance sont
assez subtiles et peu faciles & comprendre dans un premier temps (pour éviter
des fausses interprétations comme « la probabilité que Hy soit valable » ou « la
probabilité que le paramétre tombe dans cet intervalle est de 95% »). Lorsque
I’étudiant n’a pas encore de solides connaissances, il peut étre déstabilisant — ou
vraiment déroutant — que des éléments soient soudainement inversés.

En écrivant ce livre et en préparant les exemples et exercices qu’il propose,
je me suis inspiré d’excellents manuels qui ont fait leurs preuves sur la durée et
de ressources en ligne plus récentes, y compris Wikipedia et mathstackexchange.
Ce faisant, j’ai essayé d’équilibrer la rigueur des manuels de pointe axés sur les
statistiques mathématiques avec le style plus accessible des manuels de niveau
débutant, en mettant 'accent sur les bases de l'inférence statistique. Parmi les
manuels de la premiere catégorie, il y a Lehmann & Casella [15], Lehmann &
Romano [16], Cox et Hinkley [6], Bickel & Doksum [[], Schervish [22], Shao [23],
et Young & Smith [26]; ceux la deuxiéme catégorie comprennent les ouvrages de
Rice [19], Hogg & Tanis [13], Hogg & Craig [12], et Silvey [24] (le dernier est
peut-étre & cheval dans les deux catégories). Le livre de Knight [14] a également
été une source importante d’inspiration d’exercices et d’exemples, car il atteint
un trés bon équilibre entre accessibilité et rigueur méme si son niveau est plus
élevé que celui que nous visons ici. D’autres textes présentant un bon équilibre
traitent une liste de sujets plus compléte que celui-ci (mais plusieurs preuves en
sont absentes), notamment Casella & Berger 4], Davison [J], et Wasserman [25].
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Les connaissances de probabilités nécessaires pour ce manuel sont parfaitement
couvertes dans le trois premiers chapitres de Knight [14], mais il y a bien sir
plusieurs textes consacrés spécifiquement a la probabilité élémentaire (c’est-a-dire
la probabilité théorique non mesurable) qui suffiraient également (par exemple
Blitzstein & Hwang [3], Dalang & Conus [§] (en frangais), Grimmett & Welsh [11],
Pitman [18], Ross [20]). Comme mentionné plus haut, la section contient un
apercu rapide des principaux prérequis.

Alors que ce livre est essentiellement destiné aux enseignants et étudiants des
programmes d’études supérieures en mathématiques, il pourra également étre utile
dans des programmes d’études incluant un contenu mathématique substantiel.
Par exemple dans le cadre d’études de physique, d’économie, d’informatique et
d’ingénierie qui nécessitent une connaissance plus formelle des inférences a un
parametre. Il est vrai que penser comme un mathématicien signifie penser avec
rigueur, quel que soit le sujet sur lequel on se penche.

Pour conclure, je tiens a exprimer ma gratitude a mes étudiants de doctorat et
de premier cycle dont les commentaires et suggestions méticuleux ont contribué a
améliorer les premieres ébauches de cet ouvrage. J’exprime ma reconnaissance a
Marie-Hélene Descary, qui a effectué la premieére traduction d’anglais en francais, et
a Shahin Tavakoli, Matthieu Simeoni et Yoav Zemel pour leur soutien linguistique
supplémentaire. Accompagnés de Mikael Kuusela et Valentina Masarotto, ils m’ont
aussi donné de nombreux commentaires, soumis des propositions concernant les
exercices, aidé pour la relecture et la mise en page. J’ai particulierement apprécié
de converser avec Yoav Zemel au sujet de la meilleure facon de contourner la
théorie de la mesure pour prouver certains résultats délicats en annexe (tout en
restant totalement rigoureux). Je suis également trés reconnaissant aux experts
anonymes qui ont lu une premiere version de ce livre et m’ont donné des retours
constructifs et encourageants. Toute erreur restante doit bien siir m’étre imputée.
La conception de la couverture a été réalisée par mon bon ami, Chris Pothitakis,
auquel j’exprime ma vive reconnaissance. Enfin, je tiens a remercier Olivier Babel
et les PPUR de I’agréable collaboration.

Victor M. Panaretos
Lausanne, Octobre 2015
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Bref survol

Il est possible de décrire, de fagon générale, les statistiques comme étant la disci-
pline mathématique dont le but est d’utiliser des données empiriques, générées par
un phénomene aléatoire, afin d’inférer sur certaines caractéristiques déterministes
du phénomene, tout en quantifiant I’incertitude liée a ces inférences.

Arrétons-nous quelques instants afin d’analyser les différents éléments de cette
description. Qu’est-ce qu'un phénomene aléatoire ? Nous pouvons considérer un
phénomene aléatoire comme étant un systéme ou un processus dont le résultat X
est incertain. Cela signifie que méme si nous connaissons chaque aspect du systeme
ou du processus, nous ne pouvons pas prédire parfaitement le résultat X. De tels
phénomenes sont formalisés de facon mathématique par la théorie des probabilités :
le résultat X est une variable aléatoire, et le modele qui décrit le phénomene est la
fonction de répartition F(x) = P[X < z] de la variable aléatoire X. Il peut y avoir
une caractéristique 6 de ce phénomene qui influence les probabilités associées aux
résultats possibles de X, une telle caractéristique est appelée parametre. Puisque
la probabilité de {X < z} est influencée par 6, la fonction F(x) est une fonction
de 6, nous I'écrivons donc comme F(z;0) =Pg[X < z].

Si nous connaissons la forme fonctionnelle de F(x;0) et la vraie valeur de 6,
nous pouvons alors calculer la probabilité Py[X < z] = F(z;0) pour n’'importe quel
résultat z. Les statistiques considérent le probléme inverse : supposons que nous
savons la forme fonctionnelle précise de F'(z;6), mais que nous ne connaissons pas
la valeur de 6. Si nous avons un résultat = (une réalisation de X), est-il possible de
dire quelque chose d’utile a propos de 6 7 Il semble que nous devrions étre capables
de faire quelque chose de la sorte. Puisque 8 a une influence sur quels résultats sont
les plus probables, alors le fait de connaitre un résultat devrait nous donner de
I'information sur quels sont les 6 plausibles. Cet ouvrage traitera de la fagon dont
on peut rendre ce lien rigoureux et illustrera comment on peut 'utiliser afin de :
(a) faire la meilleure utilisation possible des données de maniére & bien s’informer
au sujet de 0, et (b) comprendre le niveau d’incertitude concernant les inférences
faites sur 6, étant donné des données .

En résumé, notre cadre de travail est le suivant :

1. Il y a une distribution F'(x;#) qui dépend d’un parameétre inconnu 6 € RP.

2. Nous observons la réalisation de n variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées X7, ..., X,, qui suivent cette distribution.

3. Nous voulons utiliser les n observations (les réalisations de Xj,...,X,)
afin de donner des affirmations concernant la vraie valeur de 6, et afin de
quantifier I'incertitude associée a ces affirmations.
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A premiére vue, ce cadre de travail peut sembler contraignant. Il représente en
effet une simplification significative des cadres beaucoup plus généraux dans les-
quels il est possible de développer des méthodologies statistiques. Par exemple, en
général, le parametre inconnu pourrait ne pas étre un élément de R?, mais plutot
un élément d’un espace mathématique plus général (par exemple, un espace de
fonctions). De plus, les données (X7,...,X,) pourraient étre dépendantes, elles
pourraient étre elles-mémes des vecteurs, des fonctions, ou d’autres objets mathé-
matiques.

Cependant, plusieurs des idées clés, employées par les statisticiens afin d’atta-
quer ces situations plus générales, sont déja présentes dans le scénario plus simple
que nous allons considérer dans ces notes. En fait, plusieurs situations complexes
peuvent souvent étre réduites a ce cas simple en utilisant les mathématiques de
fagon adéquate (par exemple, une fonction réelle peut étre identifiée par un vecteur
dans RP, lorsqu’elle est représentée par les coefficients obtenus suite a son dévelop-
pement par rapport a une certaine base; une collection dépendante de variables
aléatoires peut en fait étre approximativement indépendante; et ainsi de suite).
Dans un certain sens, le cadre que nous allons considérer ici est le cas non trivial
le plus simple, mais il contient néanmoins les idées de bases utilisées dans les cas
plus complexes.

Voici un apercu du contenu de cet ouvrage :

1. Dans le chapitre m, nous passerons en revue les différents types de modeles de
probabilité pour lesquels nous allons construire des méthodes statistiques.
Nous allons tenter de comprendre dans quelles situations ils sont adéquats,
et quelles sont leurs propriétés importantes. Nous allons de plus tenter de
trouver un cadre nous permettant d’étudier plusieurs modeles en méme
temps : plutét que de développer des résultats de fagcon séparée pour chaque
modele, nous allons tenter de donner une description abstraite de certaines
caractéristiques communes importantes qui seront utiles a ’obtention de
résultats généraux.

2. Dans le chapitre E, nous allons développer les concepts pertinents et les
résultats probabilistes dont nous avons besoin afin d’étudier le probléme
concernant 1’échantillonnage d’un modele de probabilité. Nous allons étu-
dier le comportement d’un échantillon aléatoire, la fagon dont celui-ci est
lié au modele original, ainsi que les aspects d’un échantillon qui sont im-
portants a des fins d’inférence statistique. Nous porterons une attention
particuliere & la description du comportement probabiliste des fonctions
d’un échantillon, c’est-a-dire étant donné un échantillon Xi,...,X,, tiré
d’une distribution F', quelle est la distribution de g(Xi,..., X, ) pour une
certaine fonction ¢g? La raison pour laquelle nous ferons cela est simple :
I’échantillon est la seule chose a notre disposition afin de faire des statis-
tiques; tout ce que nous ferons sera donc une fonction de 1’échantillon !

3. Une fois que nous savons quels modeles de probabilité considérer, ainsi que
la facon de traiter les échantillons provenant de modeles de probabilité, nous
allons considérer la question d’inférence statistique la plus simple que 'on
peut se poser : étant donné un échantillon X1, ..., X, tiré d’une distribution
Fy qui dépend d’un parametre inconnu #, comment peut-on construire un
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estimateur, i.e une fonction de I’échantillon dont le but est d’estimer 67
Nous allons considérer la facon de formaliser la qualité d’un estimateur en
quantifiant sa précision, et nous explorerons des méthodes afin de construire
de bons estimateurs (par exemple : existe-t-il des méthodes optimales 7).

4. Le chapitre H considére un probléme un peu différent. Plutdt que d’essayer
d’estimer quel 6 a généré 1’échantillon observé X, ..., X,,, nous allons ten-
ter de répondre a la question suivante : étant donné une valeur plausible
6o pour 0 (ou plusieurs valeurs plausibles formant un ensemble ©g), est-ce
que, sur la base de I’échantillon X7, ..., X,,, cette valeur (ou cet ensemble)
est un bon indicateur de la vraie valeur de # 7 Une partie importante du
chapitre sera consacrée a formaliser les notions de valeurs plausibles et de
bonnes estimations (ou de mauvaises estimations) ainsi qu’a examiner s’il
existe des stratégies optimales afin de répondre a cette question. Nous allons
aussi nous intéresser a la facon de quantifier la précision de nos décisions.

5. Finalement, dans le chapitre E, nous allons considérer le troisieme probléme
du trio de problemes de base de 'inférence statistique : les intervalles de
confiance. De fagon générale, plutot que de tenter d’estimer la valeur pré-
cise du parametre 6 qui a généré notre échantillon X7, ..., X,,, nous voulons
obtenir un ensemble de valeurs sous la forme d’un intervalle, qui aura une
grande probabilité de contenir le vrai parametre 6. Ce chapitre formalisera
cette notion, et considérera la fagcon de construire de « petites » régions
ayant une grande probabilité de contenir le vrai parameétre §. Nous verrons
en fait que le probléme consistant a construire des intervalles de confiance
est fortement lié aux problémes d’estimation ponctuelle et de test d’hypo-
these.






Chapitre 1

Modeles réguliers de probabilité

Avant de commencer & explorer la facon dont la statistique peut étre utilisée afin
d’acquérir des connaissances sur la structure des modeles de probabilité dont sont
issues des données, nous devons tout d’abord spécifier les types de modeles de
probabilité que nous devons considérer (et certaines de leurs propriétés de base).
Dans le cadre de ce livre, un modele de probabilité sera la distribution (aussi
appelée loi ou fonction de répartition) F' d’une variable aléatoire X qui prend des
valeurs dans le sous-ensemble de la droite des réels R :

F(z) =P[X < g, z eR.

Nous écrivons X ~ F pour dire que F est la distribution de X. Si {X;}ier
est une collection de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-

buées selon la distribution F', nous écrivons X; 4 P, La distribution F dépendra
typiquement d’un ou de plusieurs parametres, que nous allons représenter par
0 = (01,...,0,)" € © C RP (selon le contexte, une différente lettre grecque ou
latine peut étre utilisée). L’espace © auquel le parameétre 6 appartient est appelé
I'espace des parameétres. Afin d’indiquer que la distribution F' dépend du parametre
0, nous allons souvent écrire Fy ou F'(z;0). Tous les exemples que nous allons voir,
ainsi qu'une grande partie de la théorie que nous allons développer, s’appliqueront
a des modeles de probabilité dits réguliers.

Définition 1.1 (Modéles de probabilité paramétriques et réguliers).
Soit X une variable aléatoire réelle et soit Fy sa fonction de répartition, avec
f un parametre ayant pour espace des parametres © C R?. Le modele de pro-
babilité {Fp : 0 € ©} est appelé régulier si une des deux conditions suivantes
est respectée :
1. Pour tout 8 € O, la distribution Fy est continue avec fonction de
densité f(z;0).
2. Pour tout 8 € O, la distribution Fjy est discrete avec fonction de masse
f(z;0) telle que >, f(z;0) = 1 pour tout 6 € ©.
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Notons que le modele Fy ne peut pas passer d’'un modele continu & un modele
discret (et vice-versa) selon la valeur de 6. De plus, s’il est discret, I’espace échan-
tillon doit toujours étre un sous-ensemble de Z (par exemple il ne peut pas étre
Z + 0 pour 0 € [0,1]). L’ensemble X := {x € R: f(x;0) > 0} sera appelé 'espace
échantillon (notons que X peut dépendre de 0, mais satisfait toujours X C R dans
le cas continu, ou X C Z dans le cas discret).

Nous allons maintenant étudier plusieurs modeles de probabilité réguliers ainsi
que leurs caractéristiques de base, expliquer dans quelles situations ces modeles
sont appropriés et donner quelques exemples.

Remarque 1.2 (Notation Py et Ey). Lorsque F' dépend d’un parametre 8, nous
avons encore

F(z;0) =P[X < x].

Puisque le membre gauche de I’équation dépend de 6, le membre droit doit aussi
dépendre de 6, méme si cela n’est pas explicité dans notre notation. Il sera parfois
nécessaire de rendre cette dépendance claire, dans ce cas, nous écrirons Py au lieu
de P afin de nous rappeler cette dépendance. Similairement, nous allons quelques
fois écrire Ey au lieu de E pour U'espérance de X lorsque sa distribution est F'(z;6).

1.1 Modeles réguliers discrets

L’exemple imaginable le plus simple d’'un modele de probabilité est peut-étre ce-
lui de la distribution de Bernoulli. Cette distribution modélise une situation ou
il y a seulement deux résultats possibles, souvent appelés « succes » et « échec ».
L’exemple classique d’une telle situation est celui du lancer d’une piéce de monnaie,
ol un succes (disons face) a une probabilité p et un échec (pile) a une probabilité

1—np.

Définition 1.3 (Distribution de Bernoulli). On dit qu'une variable aléa-
toire X suit une distribution de Bernoulli de paramétre p € (0,1), noté
X ~ Bern(p), si

1. X ={0,1},
2. flwip) = pl{z =1} + (1 - p)1{z = 0},
L’espérance, la variance et la fonction génératrice des moments (FGM) de

X ~ Bern(p) sont données par

E[X]=p, Var[X]=p(l-p), M(t)=1—p+pe".

Exemple 1.4. Presque tous les phénomenes aléatoires dont les résultats peuvent
étre classés en deux catégories peuvent étre modélisés par une distribution de
Bernoulli. 11 suffit de nommer une catégorie succes et 'autre échec (la catégorie
succes est habituellement celle qui nous intéresse).

1. Sélectionner de maniére aléatoire une personne qui vote parmi un grand
électorat (si grand que l'on peut le considérer comme infini dénombrable)
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juste apres la fermeture des bureaux de vote. Soit X le résultat du vote
de cette personne au référendum, alors X = 1 (oui) avec probabilité p et
X = 0 avec probabilité 1 — p, oul p est la proportion des votants qui ont
voté « oui ».

2. Considérons une échographie qui est faite dans le but de déterminer le
sexe d'un feetus. Le résultat X peut étre soit X = 1 (fille) ou X = 0
(garcon), avec probabilités p et 1 — p respectivement. La valeur de p dans
ce cas est déterminée par plusieurs différents facteurs environnementaux,
mais en général elle peut étre considérée comme constante a I'intérieur d’une
population homogene.

3. Considérons une mesure quantique du spin d’un électron dans un systéme
de particule. Les résultats possibles sont 1 (« spin up ») et 0 (« spin down »)
avec probabilité respective p et 1 — p. La valeur du parametre dépend ici
des propriétés physiques des particules du systeme.

4. Considérons la pression barométrique dans la région du lac Léman pour une
journée typique d’été. Celle-ci peut étre élevée (si elle est supérieure & un
certain seuil) ou basse (sinon), et ces deux résultats peuvent étre encodés
par 1 et 0, respectivement. Leurs probabilités correspondantes, p et 1 — p,
sont déterminées par plusieurs facteurs environnementaux.

5. Plus généralement, nous pouvons créer une variable aléatoire de Bernoulli YV’
a partir de n’importe quelle autre variable aléatoire X de la facon suivante.
Soit A € X un événement dans l'espace échantillon de X, et définissons
Y = 1{X € A}. Alors Y suit une distribution de Bernoulli de parameétre
p = P[X € A]. Nous pouvons ici interpréter un succes comme étant la
réalisation de I’événement « X appartient a A ».

O

Il arrive souvent que nous ayons plusieurs répétitions indépendantes d’une ex-
périence qui a deux résultats possibles, disons « succes » et « échec », et que nous
voulions modéliser le nombre total de succes. Si les expériences individuelles sont
modélisées par des épreuves de Bernoulli, nous obtenons alors inévitablement la
distribution binomiale. Cette loi modélise le nombre total de faces dans une sé-
quence de n lancers indépendants d’une piece de monnaie.

Définition 1.5 (Distribution binomiale). On dit qu’une variable aléatoire
X suit une distribution binomiale de parameétres p € (0,1) et n € N, noté
X ~ Binom(n, p), si

1. Xx={0,1,2,...,n},

2. fla;n,p) = (Z)pm(l —p)" "

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~
Binom(n, p) sont données par

E[X]=np,  Var[X]=np(l—p),  M(t)=1—p+pe)"
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Exercice 1.

Montrer que si X =>""" | V; on Y] & Bern(p), alors X ~ Binom(n, p).

Exemple 1.6. Puisqu’une loi binomiale est la somme de variables aléatoires in-
dépendantes de Bernoulli, nous pouvons nous attendre a ce que les exemples pré-
cédents puissent étre modifiés afin de donner des exemples de I'utilisation de la
distribution binomiale (ce n’est cependant pas le cas pour tous les exemples; en
effet il faut que les variables soient indépendantes et qu’elles aient des probabilités
de succes égales afin qu’une loi binomiale soit induite).

1. Sélectionner n électeurs d’un électorat infini juste apres la fermeture des
bureaux de vote. Soit Y le nombre d’électeurs dans cet échantillon qui a
voté oui, alors Y est binomiale avec n épreuves et une probabilité de succes
p, ou p est la proportion d’électeurs qui a voté « oui ».

2. Considérons des mesures quantiques répétées du spin d’un électron dans un
systeme de particules ayant pour but de déterminer ses propriétés électro-
magnétiques. On postule que le spin d’une particule individuelle est indé-
pendant du spin des autres particules. S’il y a n particules, alors le nombre
Y de particules « spin up » suit une distribution binomiale de parametres
n et p, ou p est défini comme précédemment et est lié aux propriétés élec-
tromagnétiques du systeéme.

3. Considérons encore une fois la pression barométrique dans la région du lac
Léman pour une journée typique d’été ; celle-ci peut étre élevée ou basse avec
les probabilités correspondantes p et 1 — p. Soit Y le nombre de jours avec
une pression barométrique élevée pour une période de n jours consécutifs.
Malgré le fait que Y soit une somme de variables de loi de Bernoulli, elle ne
suit pas une distribution Binom(n,p). La raison a cela est que les conditions
atmosphériques ne sont pas indépendantes d’un jour a 'autre (et donc les
variables de Bernoulli ne sont pas indépendantes).

4. Pour revenir a 'exemple de 1’échographie, supposons que la probabilité
qu’un foetus soit de sexe féminin est p. Considérons maintenant une écho-
graphie dont le but est de déterminer le nombre de foetus de sexe féminin
parmi deux foetus portés par la méme femme (jumeaux). Le résultat Y
peut étre_soit 0, 1 ou 2. Si nous savons que les jumeaux sont des « faux »
jumeaux¥ (appelons cet événement A), alors :

PIY =0]4] = (1 - p)%, P[Y = 1]4] = 2p(1 — p), P[Y = 2|4] = p*.

En d’autres mots, sachant que les jumeaux sont des faux jumeaux, on a

2
PlY = y|A] = <y>py(1 —p)*7Y, y=0,1,2,

1. Ou jumeaux dizygotes en des termes scientifiques (deux ovules fécondés par deux sperma-
tozoides différents).
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et donc Y, sachant A, est de loi binomiale. Dans le cas ou 'on ignore si les
jumeaux sont des « faux »jumeaux ou « vrais »jumeaux¥, on a :

ac]
>~<
Il

&
Il

PIY = gl AJB[A] + PIY = y|A°JB(A)
(2)oa =Bl (1t =2+ (1= 91y = 0))PlaY

Si P[A€] # 0, il ne sera en général pas possible d’exprimer cette expression
sous la forme de la fonction de masse d’une loi binomiale, et donc Y peut
ne pas étre de distribution binomiale. Cette exemple montre que la dépen-
dance entre des épreuves peut étre parfois tres subtile, il faut donc réfléchir
attentivement sur la nature de ’expérience aléatoire avant d’aller plus loin
avec un modele spécifique.

O

Supposons maintenant que nous commengons une succession d’épreuves de
Bernoulli indépendantes, disons le lancer d’une piece de monnaie, et que nous
continuions a lancer la piece jusqu’a ce que nous obtenions un succes (face) pour
la premiére fois. Le nombre d’échecs (pile) jusqu’a 'apparition du premier succes
(le premier face) a pour loi de probabilité une distribution géométrique.

Définition 1.7 (Distribution géométrique). Une variable aléatoire X suit
une distribution géométrique de parameétre p € (0,1), noté X ~ Geom(p), si

1. X ={0}UN,

2. f(z;p) = (1—p)7p-
La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~
Geom(p) sont données par

(1-p)

pour t < —log(1l — p).

Exercice 2.

Soit {Y; }i>1 une collection infinie de variables aléatoires, ol Y; “ Bern(p).
Soit T'=min{k € N: Y, = 1} — 1, montrer que T~ Geom(p).

Qu’en est-il de la distribution du nombre d’échec jusqu’au r¢ succes dans une
séquence d’épreuves de Bernoulli? Dans cette situation, le nombre d’échecs suit
une distribution binomiale négative (aussi connu sous le nom de distribution de
Pdlya).

2. Ici encore, en des termes scientifiques on parle de jumeaux monozygotes (un seul sperma-
tozoide féconde I'ovule et la cellule ceuf qui en découle se sépare en deux).
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Définition 1.8 (Distribution binomiale négative).
Une variable aléatoire X suit une distribution binomiale négative de para-
metres p € (0,1) et 7 > 0, notée X ~ NegBin(r, p), si

1. X = {0}UN,
2. )= (7T -

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~
NegBin(r, p) sont données par

(1-p)

2 Y

E[X]=r Pl Var[X| =r )

pour ¢t < —log(1l —p).

— Exercice 3. \

Montrer que si X =Y., V; ou Y; & Geom(p), alors X ~ NegBin(r, p).
En déduire 'espérance, la variance et la fonction génératrice des moments

de X.

\. J

Que se passerait-il si nous voulions compter le nombre de succes, non plus dans
un ensemble discret, mais plutét dans un ensemble borné infini non dénombrable,
tel qu’'un intervalle 7 Prenons par exemple le nombre total d’appels d’une hotline
arrivant dans un intervalle de dix minutes. En principe, le téléphone pourrait son-
ner a n’importe quel instant : il y a cependant un nombre infini non dénombrable
d’instants (= épreuves) ! Il s’avére qu’une telle distribution existe, & condition que
la probabilité de succes pour n’importe quel instant donné soit « tres petite » ;
cette distribution est appelée la distribution de Poisson.

Définition 1.9 (Distribution de Poisson). Une variable aléatoire X suit
une distribution de Poisson de parametre A > 0, notée X ~ Poisson(\), si
1. X ={0}UN,
AT
!
La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~
Poisson(A) sont données par

2. flx;\) =e

= A, Var[X] = A, M(t) = exp{\(e" — 1)}.

Exercice 4.

Soit X; % Poisson()). Montrer Y = >""" | X; ~ Poisson(n)\).
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Exercice 5.

Soient X~Poisson(\) et Y~Poisson(u) deux variables aléatoires in-
dépendantes. Montrer que la distribution conditionnelle de X sachant
X +Y =k est Binom(k,A\/(A + n)).

A premiere vue, il semble que la distribution de Poisson soit sortie de nulle part,
alors que les autres distributions que nous avons considérées jusqu’a maintenant
étaient liées a la distribution de Bernoulli. Il s’avere cependant qu’il y a une impor-
tante relation entre les distributions de Poisson et binomiale. Informellement, une
distribution de Poisson est la limite d’une distribution binomiale lorsque n — oo
et p = A/n (le nombre d’épreuves diverge vers l'infini tandis que la probabilité de
succes décroit vers zéro de facon linéaire en fonction du nombre d’épreuves). Cette
relation nous aide aussi a rendre précise 'interprétation mathématique de la fagon
dont nous avons introduit la distribution de Poisson. C’est la loi des événements
rares, qui sera énoncée rigoureusement dans 1’exercice (p- pY)-

Exemple 1.10. Nous énumérons ici quelques exemples d’expériences aléatoires
pour lesquelles la distribution de Poisson est un modele de probabilité raisonnable.
Tous ces exemples concernent la modélisation de décomptes dans un horizon de
temps fini, lorsque le nombre d’occurrences n’est a priori pas borné supérieurement.

1. Le nombre de visites sur un site web pour une journée donnée peut tres
bien étre modélisé par une distribution de Poisson. Le parametre de la
distribution sera interprété comme étant le nombre moyen de visites dans
cette journée.

2. Le nombre annuel de tremblements de terre dans une certaine région spa-
tiale bornée suit typiquement une distribution de Poisson, dont le parameétre
est égal au nombre moyen de tremblements de terre par année dans cette
région.

3. Les matériaux radioactifs possedent des atomes instables qui émettent des
particules (tels que des particules alpha et des rayons gamma). La théorie
quantique postule que, au niveau de 'atome, le nombre de particules émises
a l'intérieur d’un intervalle de temps fixé est aléatoire. Le modele habituel
pour cette variable aléatoire est la distribution de Poisson dont la moyenne
est donnée par la constante de dégradation du matériel.

4. En tomographie par émission de positrons, nous tentons d’imager 1’inté-
rieur du corps humain afin d’y détecter des caractéristiques d’intérét, tels
que des cancers. Un traceur émettant des positrons est injecté dans le corps
humain. Il se propage alors dans tout le corps, mais se trouvera en plus
grande concentration dans les tissus ayant une grande activité métabolique
(par exemple un tissu cancéreux). En comptant le nombre de positrons émis
a un emplacement physique donné, nous obtenons une indication de ’acti-
vité métabolique & cet emplacement (et par le fait méme une indication d’un
éventuel cancer). Le nombre de particules émises & un emplacement phy-
sique donné peut étre modélisé par une distribution de Poisson de moyenne
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donnée par la concentration du traceur & cet emplacement. En d’autres
termes, l'intensité de 'image tomographique obtenue a n’importe quel pixel
suit une distribution de Poisson de moyenne donnée par la concentration
du matériel & cet pixel.

]

1.2 Modeles réguliers continus

Nous allons maintenant nous intéresser au cas continu et considérer des modeles
de probabilité classiques pour des variables aléatoires prenant des valeurs dans R.
Afin de définir de tels modeles, il suffit de déterminer leur fonction de densité.
Nous allons premiérement considérer un des modeles de probabilité continus les
plus simples : une variable aléatoire qui prend avec « la méme probabilité » n’im-
porte quelle valeur d’un intervalle borné.

Définition 1.11 (Distribution uniforme).
Une variable aléatoire X suit une distribution uniforme de parametres —oo <
01 < 03 < 00, notée X ~ Unif(hy,62), si

(92 — 91)71 six € (91,02),

0 sinon.

fX(I;Q)—{

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~
Unif(#;,02) sont données par

E[X] = (61 +62)/2,  Var[X] = (f —6,)?/12, M(t)

t#0, M(0) = 1.

Dans le cas discret, la distribution uniforme donne des probabilités égales a
chacun des résultats possibles, ot I’ensemble des résultats possible est fini. Dans
le cas continu, la probabilité d’observer un nombre spécifique dans (6;,6) est
précisément zéro ; le mot uniforme dans ce cas signifie que la probabilité d’observer
un résultat tombant dans un sous-intervalle de (61,62) est proportionnelle a la
longueur de ce sous-intervalle.

Exemple 1.12. La distribution uniforme est étalée autant que possible dans un
intervalle fini. Dans ce sens, elle peut étre utilisée afin de modéliser des situations
ou nous sommes dans '« ignorance », c’est-a-dire ou nous ne pouvons pas faire de
suppositions, ou dans le cas ol le phénomeéne est tres imprévisible.

1. Supposons qu'un autobus est supposé passer touts les 10 minutes et que
nous arrivons & un moment aléatoire a l’arrét d’autobus, sans connaltre
I’horaire. Il est naturel de modéliser notre temps d’attente par une distri-
bution uniforme sur (0, 10).
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2. Supposons que notre boussole est brisée et que ’aiguille se déplace libre-
ment. Si nous nous dirigeons dans la direction indiquée par la boussole
comme étant le nord & un moment pris au hasard, la vraie direction dans
laquelle nous allons marcher peut étre modélisée par une distribution uni-
forme sur (0, 27) (ot nous pouvons imaginer 7/2 comme étant le vrai nord).

3. Considérons le mouvement de molécules de gaz excités (& haute tempéra-
ture) dans un contenant en forme de cube dont les ¢dtés sont de longueur
1. Si nous laissons les molécules se déplacer librement dans le contenant,
et nous regardons par la suite ’emplacement d’'une molécule spécifique
aprés un certain temps ¢ (ou ¢ est grand), les coordonnées de I’emplace-
ment (X,Y, Z) peuvent étre modélisées trés précisément par des variables
aléatoires uniformes iid sur (0, 1), et ce, indépendamment du point de dé-
part de la molécule.

O
Le modeéle suivant est particulierement approprié lorsque nous voulons modé-

liser le temps écoulé jusqu’a l'occurrence d’un certain événement, ou entre deux
événements.

Définition 1.13 (Distribution exponentielle). Une variable aléatoire X
suit une distribution exponentielle de parameétre A > 0, notée X ~ Exp()), si

Ae ™ sixz >0
T;\) = ’ -
Fx (@) {0 si z < 0.
La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments X ~ Exp(\)
sont données par

A

E[X] =", Var[X] = A2, M(t) = St

t< A

Il faut prendre note de linterprétation suivante : A~! est le temps moyen
jusqu’a loccurrence de ’événement d’intérét (mesuré dans une certaine unité de
temps donnée). Le parameétre A peut donc étre interprété comme un parameétre
d’intensité. La distribution exponentielle peut donc étre considérée comme la ver-
sion continue de la distribution géométrique, lorsque le nombre d’épreuves devient
grand et que la probabilité de succes devient petite.

Une propriété fondamentale de la distribution exponentielle est que celle-ci est
« sans mémoire » ; peu importe le temps déja attendu, la probabilité d’attendre
un temps additionnel z dépend seulement de z, et non du temps déja attendu.

Exercice 6.

Soit X ~ FExzp(\), montrer que P[X >z +t|X > t] =P[X > x].
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La distribution exponentielle est en fait 'unique distribution sur [0, 00) ayant
cette propriété (voir exercice |14, p. Bll). Il est donc important, avant de choisir
cette distribution afin de modéliser un temps aléatoire, de se demander s’il est
raisonnable de supposer que ce temps aléatoire satisfait cette propriété d’absence
de mémoire.

f(z)

D S R G—l)
0,—0,

FIGURE 1.5 — La fonction de densité d’une distribution uniforme pour des valeurs
générales de (01,0s).

1.5

1.0

f(x)

0.5
|

FIGURE 1.6 — La fonction de densité d’une distribution exponentielle pour diffé-
rentes valeurs du parametre A.
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Exemple 1.14. La distribution exponentielle a des connections importantes avec
la distribution de Poisson. Sans entrer dans les détails, si les temps d’attente entre
des occurrences consécutives d’un certain phénomene sont des variables aléatoires
indépendantes qui suivent des distributions exponentielles, alors le nombre d’occur-
rences du phénomene jusqu’a un temps donné suivra une distribution de Poisson.
Par exemple :

1. Le temps entre deux occurrences consécutives d’un tremblement de terre
dans une région spatiale donnée peut étre modélisé par une variable aléa-
toire exponentielle.

2. Le temps entre deux émissions consécutives de particules alpha par un
atome contenu dans du matériel radioactif est trés bien modélisé par une
distribution exponentielle. L’intensité de cette distribution sera fortement
liée a la constante de dégradation du matériel.

3. La période de temps entre deux visites consécutives d’un site web peut aussi
étre modélisée par une distribution exponentielle.

O

Exercice 7.

Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes qui suivent des dis-
tributions exponentielles d’intensité A\ et Ao respectivement. Prouver que
Z = min{X,Y} est une variable exponentielle d’'intensité A\q + Aa.

Supposons maintenant que nous sommes intéressés par le temps jusqu’au r®
événement, dans le cas ou les temps entre les événements sont iid Exp(X). No-
tons que cette situation ressemble a la situation dans le cas discret o nous étions
intéressés au temps d’attente avant le 7° succes dans une séquence d’épreuves de
Bernoulli ; cette situation nous avait amenés de la distribution géométrique a la
distribution binomiale négative (la distribution binomiale négative étant la somme
de r variables aléatoires géométriques iid). Il s’avere que la somme de r variables
aléatoires exponentielles iid suit une distribution gamma :

Définition 1.15 (Distribution gamma).  Une variable aléatoire X suit
une distribution gamma de paramétres > 0 et A > 0 (respectivement le
paramétre de forme et le paramétre d’intensité), notée X ~ Gammal(r, A), si

A xrfle*”, siz>0

fx(@ir, A) = {F(’”)

0 six <O0.

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~
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Gamma(r, A) sont données par

EX]=7r/\,  Var[X]=7/) M) = (A)‘t) . t<

Notons que la facon dont nous avons défini la distribution gamma ne restreint
pas r & étre un nombre naturel. Il est effectivement vrai que la distribution peut
étre définie plus généralement pour r > 0. Cependant, son interprétation comme
étant une somme de r variables exponentielles d’intensité A est seulement valide
lorsque r est un entier positif. Cette distribution est un modele flexible pour une
grande variété de phénomeénes qui donnent lieu a des variables aléatoires non né-
gatives. La pertinence de ces modeéles n’est pas toujours fondée sur des principes
physiques concrets. En effet, elle est parfois utilisée par commodité, ou alors dictée
par l'expérience pratique.

La fonction I'(y) est la fonction gamma (d’ott le nom de la distribution). Dans
le cas spécial ol r est un entier positif, nous avons 1’égalité T'(r) = (r — 1)/ Il y a
un cas particulier de la distribution gamma, connu sous le nom de distribution khi
carré (ou khi-deux), qui est particulierement important en théorie de la statistique
et en pratique :

Définition 1.16 (Distribution khi carré). Une variable aléatoire X suit
une distribution khi carré de parameétre k € N (appelé le nombre de degrés
de liberté), notée X ~ x2, si X ~ Gamma(k/2,1/2). En d’autres mots,

1 k_1 _=z .
fX(:IU'k):{Qk/zr(g)m2 es szz2

0 six <0.

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~ x?2
sont données par

E[X] =k, Var[X] =2k M) = (1—26)"/2, t<%.

Exercice 8.

Montrer que X ~ x3 si et seulement si X ~ Exp(1/2).

Les modeles de probabilité continus que nous avons rencontrés jusqu’a main-
tenant étaient tous restreints a des intervalles bornés ou aux réels positifs. Dans
plusieurs phénomenes, nous nous attendons cependant a ce que la variable aléatoire
puisse prendre n’importe quelle valeur dans les réels, mais telle que sa distribu-
tion soit centrée en (et symétrique par rapport a) une position u. Le parameétre
de position u représente la « position » ou la valeur autour de laquelle nous nous
attendons a observer des réalisations typiques de la variable aléatoire. En plus de
la position, il y a typiquement un « parameétre d’échelle », disons o2, qui indique



1.2 Modéles réguliers continus 19

a quel point la distribution est concentrée autour du centre. Une grande famille
de modeles de ce genre est la famille des modeles de position-échelle (location-
scale family of models). Parmi ces modeles, la plus importante et la plus étudiée,
et peut-étre méme la plus largement applicable, est la distribution normale, aussi
appelée la distribution gaussienne.

Définition 1.17 (Distribution normale). Une variable aléatoire X suit
une distribution normale de paramétres u € R et 02 > 0 (respectivement le
parametre moyenne et le paramétre variance), noté X ~ N(u,o?), si

1 1 /x—p 2
2
Ty, 0%) = expl —— , TR
fx(@ip,07) oo P{ 2( p >}

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~
N(p, 0?) sont données par

E[X]=pu,  Var[X]=o? M(t) = exp{tp + t*c?/2}.

Remarque 1.18. Dans le cas spécial Z ~ N(0,1), nous utilisons la notation
o(z) = fz(2) et ®(z) = Fz(2), et nous les appelons respectivement la fonction de
densité normale centrée réduite (ou fonction de densité normale standard) et la
fonction de répartition normale centrée réduite (ou fonction de répartition normale
standard).

Exemple 1.19. La distribution normale peut étre un trés bon modele pour une
variété déconcertante de phénomenes. Intuitivement, presque tous les phénomenes
qui peuvent étre vus comme étant le résultat de 'addition d’un grand nombre
de variables aléatoires de variance finie peuvent étre modélisés par la distribution
normale (voir le théoréme central limite pour un énoncé précis, théoréme m
(p. p2)). En général, la distribution normale est un bon modeéle pour les variables
aléatoires de variance finie, dont la distribution est symétrique par rapport a une
certaine valeur p, et dont la probabilité d’étre loin de p décroit rapidement.

1. Les erreurs de mesures sont typiquement modélisées par des variables aléa-
toires normales. Supposons que nous essayons de mesurer une quantité g,
mais que notre outil de mesure est imparfait, nous obtenons donc des me-
sures Y qui ont été contaminées par 'erreur . Si l'erreur est additive, un
modele de probabilité naturel est le suivant : Y = y + ¢ avec € ~ N(0,02),
et donc Y ~ N(u,0?).

2. 11 est bien établi que plusieurs phénomeénes physiques aléatoires suivent
une distribution normale. Par exemple, la position apres un temps t d’une
molécule qui se déplace sur une ligne et qui est sujette a des collisions avec
d’autres molécules suit une distribution normale de moyenne égale a son
point de départ et de variance égale a t. La vélocité de n’importe quelle
particule dans un espace a une dimension en équilibre thermodynamique
suit une distribution normale. L’état non excité d’un oscillateur harmonique
quantique suit aussi une distribution normale.
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3. La différence standardisée entre une variable aléatoire et sa moyenne peut

étre treés souvent approximée par une distribution normale. Cela dépend ty-
piquement de l'utilisation d’un argument limite sur certains parametres de
cette variable aléatoire. Ce fait inclut aussi les variables qui sont discretes.
Par exemple, nous allons voir plus tard que cette approximation est valide
dans le cas de la distribution binomiale de paramétre n grand, ou dans le
cas de la distribution de Poisson avec un grand parametre d’intensité (dans
les deux cas, il faut d’abord centrer et mettre a I’échelle appropriée).

. L’expérience montre qu'une grande gamme de phénomenes dans les sciences

biologiques, une fois convenablement transformés, sont remarquablement
bien approximés par une distribution normale. Ceci est aussi vrai pour des
phénomenes dans les sciences sociales, économiques et financieres. Dans la
plupart de ces cas, 'effet sous-jacent est le théoreme central limite.

O

g | — r=1,A=05
— r=2,1.=05
— r=3,1=1
— r=9,A=2
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FIGURE 1.7 — La fonction de densité d’une distribution gamma pour différentes
valeurs de r et A.

1.3 Familles exponentielles de distributions

Meéme si cela ne semble pas évident a premiere vue, plusieurs modeles que nous
avons considérés auparavant — que ce soit dans le cas discret ou dans le cas continu
— ont d’importantes similarités au niveau de leur structure et de leurs propriétés.
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1.0
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|

f(x)
0.6
1

0.4

0.0

FIGURE 1.8 — La fonction de densité d’une distribution normale pour différentes
valeurs de p et de o2.

Dans cette section, nous allons donc introduire un niveau additionnel d’abstrac-
tion ; nous allons considérer la plupart des modeles précédents comme étant des
cas spéciaux de familles exponentielles de distributions. L’avantage d’une telle ap-
proche est qu’'une fois que nous avons cette définition abstraite, n’importe quelle
propriété prouvée pour le cas général sera aussi valide pour les cas spéciaux. Voici
la définition :

Définition 1.20 (Les familles exponentielles de distributions). Une
classe de distributions de probabilités régulieres est une famille exponentielle
de distributions & « k-parameétre » si sa fonction de densité (ou fonction de
masse) admet la représentation

k
f(ZC):eXp{ZQJhTZ(LU)—’y(¢1,,¢k)+S($)}, .’L'EX (11)

i=1
ou :
1. ¢ = (¢1,...,¢x) est un parametre de dimension k dans R” ;

2.7, : X - R, i=1,....,k S(x): X - R, et v: R¥ - R, sont des
fonctions a valeurs réelles ;

3. D'espace échantillon X’ ne dépend pas de ¢.
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Remarque 1.21. Le parametre ¢ est appelé le parametre naturel.

Remarque 1.22. Le fait qu’il y ait une exponentielle dans la formule (@)
n’est pas la propriété structurale la plus importante des familles exponentielles
de distributions, puisque toute fonction de densité peut s’écrire comme f(z) =
exp{log f(z)} lorsque x est dans son support. La propriété importante est que la
fonction de densité peut s’écrire sous la forme de trois facteurs : un qui dépend
seulement de ¢, c’est-a-~dire exp{—v(¢)}, un qui dépend seulement de z, c’est-a-
dire exp{S(z)} et finalement un qui dépend de ¢ et = d’une fagon tres spéciale,
c’est-a-dire comme une combinaison linéaire des coordonnées de ¢, ou les coeffi-
cients sont des fonctions de x.

Remarque 1.23. Les familles exponentielles de distributions ne doivent pas étre
confondues avec la distribution exponentielle. Il est dommage qu’elles partagent un
nom tellement similaire. Afin d’éviter toute confusion, nous allons toujours parler
de familles exponentielles afin de les distinguer de la distribution exponentielle.

Nous allons voir que toutes les distributions que nous avons vues jusqu’a main-
tenant, a l’exception de la distribution uniforme, sont des familles exponentielles.
Afin de le prouver, nous allons devoir manipuler les expressions correspondant aux
fonctions de densité (ou de masse) afin de les écrire sous la forme de ’équation
(IL.1). Il arrivera souvent que le parametre usuel 8 ne coincide pas avec le parameétre
naturel ¢. Cependant, il existera typiquement une fonction injective n : ©@ — R¥
deux fois différentiable, tel que ¢ = (@) (et donc v(¢) = ~v(n(f)) = d(F), pour
d = v on). Sous cette forme, la fonction de densité (ou de masse) de la famille
exponentielle sera :

k
exp {Z ¢/ Ti(x) —v(6) + S(x } — exp {Z n:(0)Ts(x) — d(0) + S(x)} :
=1

Les deux formulations peuvent étre utilisées, on choisit habituellement celle qui
est la plus pratique par rapport a un contexte spécifique. Par exemple, si le but
est de faire de la théorie et de prouver des résultats généraux, la représentation
naturelle (aussi appelée la paramétrisation naturelle), donnée par

GXP{Z(Z% i () + S(x )}

est la plus pratique E Dans la plupart des cas pratiques, les problemes sont présen-
tés de fagon a ce que le parametre d’intérét soit le parametre 6 de la représentation
usuelle (aussi appelé paramétrisation usuelle), donnée par

k
exp {Z ni(0)T;(z) — d(0) + S(fc)} :

3. La raison de ceci est que dans la représentation naturelle, le parametre apparait linéaire-
ment dans ’exposant. Au contraire, dans la représentation usuelle, le paramétre apparait non
linéairement en tant qu’image de la fonction n. Cela complique les choses lorsque nous devons
prendre la dérivée par rapport a ce parametre.
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Généralement, la stratégie est donc de prouver les théorémes nécessaires dans la
représentation naturelle et d’ensuite traduire les résultats dans la représentation
usuelle.

Exemple 1.24 (Famille exponentielle binomiale).  Soit X ~ Binom(n, p).
Rappelons que cela signifie que X = {0,1,2,...,n} et f(z;p) = " p"(1—p)" "
x

Nous pouvons maintenant prendre le log suivi de I’exponentielle afin d’obtenir :

(ot = oo (12 Yttt 410 (7).

Définissons :

¢ = log (ﬁ’p) . T(x)==, S(z)=Ilog (Z)

v(¢) = nlog(l + e?) = —nlog(1 — p).

Ainsi, si n est maintenu fixe et que seulement p a le droit de varier, le support de
f ne dépend pas de ¢ et nous pouvons voir que la distribution binomiale avec un
n fixé est une famille exponentielle a 1-parametre. Nous avons ici que le parametre
usuel p est une bijection deux fois différentiable du parametre naturel ¢ :

S0 ema)=ts (1
P= T es =T,
Ici p € (0,1), mais ¢ € R. O

Exemple 1.25 (Contre-exemple : distribution uniforme).

Soit X ~ Unif(#;,62). Remarquons que f(x;601,02) est positive si et seulement si
x € [01,02]. Ainsi, le support de f dépend du parametre et donc la distribution
uniforme n’est pas une famille exponentielle. Notons cependant que si nous fixons
01 et 05 et que nous considérons la fonction de densité correspondante (plutot
qu'une famille de fonctions de densité uniformes correspondant au fait que 6, et
0y varient), nous obtenons bien une famille exponentielle, bien que celle-ci soit
dégénérée, car elle ne contient qu'un seul membre. O

Exemple 1.26 (Famille exponentielle gaussienne). Soit X ~ N(u,0?). Nous
pouvons alors écrire :

9 1 1 (x—p 2
f(T/;HvU) EGXP 2< pn )

1 5 p 1 2 Iy
= exp{—w +72x_§10g(2ﬂ-0- )_@
Définissons :
o 1 2
b1="5 ¢2=—55 TN =2 Dh)=2" S@)=0
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2 1
Y(o1, 92) = *4(%712 + 5 log (;2) )

et observons que le support de f est toujours R, indépendamment des valeurs
du parametre. Nous obtenons donc que la distribution N(u,0?) est une famille
exponentielle & 2-parameétres. O

,—[Exercice 9 (Plus de familles exponentielles).} N

Montrer que les distributions suivantes constituent des familles exponen-
tielles (peut-étre lorsqu’un de leurs parameétres est fixé) :

1. La distribution de Poisson.

La distribution géométrique.

La distribution binomiale négative.
La distribution exponentielle.

La distribution gamma.

SN

La distribution khi carré.

\. J

Il y a plusieurs autres modeles de probabilité qui forment des familles expo-
nentielles. Méme si nous ne les avons pas étudiés explicitement ici, il est bon d’en
mentionner quelques-uns : la distribution Pareto, la distribution de Weibull, la dis-
tribution de Laplace, la distribution log-normale, la distribution inverse-gamma, la
distribution inverse-gaussienne, la distribution normale-gamma et la distribution
béta.

Plus tard, nous allons prouver des théoremes clés pour l'estimation et les tests
d’hypotheses pour les familles exponentielles; ces résultats seront alors valides
pour n’importe quelle famille exponentielle spécifique.

1.4 Modeles de probabilité transformés

Il est fréquent d’avoir un modele pour un phénomene aléatoire particulier dont les
résultats possibles sont décrits par une variable aléatoire X, mais que nous soyons
intéressés par la modélisation d’un certain aspect de ce phénomene, disons g(X),
ou g est une fonction connue.

Exemple 1.27. Supposons que R est une variable aléatoire positive représentant
le rayon de couverture d’une antenne Wireless et considérons que R ~ Unif[a,b],
pour 0 < a < b. Quelle est la distribution de 'aire de couverture A = mR?? |

Le but de cette section est d’examiner quelle est la distribution de g(X), lorsque
nous connaissons celle de X ; en d’autres mots, examiner comment la distribution
d’une variable aléatoire X est transformée, lorsque la variable aléatoire X est
transformée. Ceci est relativement simple a faire dans le cas discret, malgré le
fait que nous obtenons rarement des expressions simples et explicites pour les
distributions résultantes.
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Lemme 1.28. Soit X une variable aléatoire discrete, et Y = g(X). Alors,
lespace échantillon de Y est Y = g(X) et

Fy(y) =Plg(X) <yl = D fx(@)l{g) <y}, Wyedy (1.2
TEX

) =PgX)=yl = > fx@1fgx)=y}, Vyed. (13)
rzeX

Démonstration. 11 suffit d’observer que P[Y = y] = 3 cy. =, PIX = ],
Vye). O

Dans le cas ou X est continue, les choses sont un petit peu plus délicates a
énoncer et a prouver : 'obtention d’une formule générale n’est pas possible pour
une fonction g non bijective. Si g n’est pas une bijection, le probleme doit étre
attaqué par des méthodes directes et qui sont spécifiques au contexte.

Exemple 1.29 (La normale standard au carré a une distribution x?).
Soit Z ~ N(0,1). Nous voulons trouver la distribution de ¥ = Z2. Noter que
Fy(y) =P[Y <y]=0siy <0. Pour y > 0 nous avons :

P[Z* <y =P Z] < V]
Pl-vy < Z <yl =2(y) — (=) = 2(Vy) — (1 — 2(Vy))
= 20(/y) - L.

Nous pouvons aussi trouver la densité en dérivant :

d d d
—d 2——®(Vy)—\/y

dy (Vy) = NG (\f)dy\f

y—1/? 1 y=1/2

= 2¢(\/37) 2 :2\/%6 2

Fy (y)

Iy (y)

—y/2, —1/2 _ 1 1/2=1,-y/2

= eV T wmap

Noter que la derniére expression est la densité d'une distribution x? (voir la défi-
nition , p- @) Nous avons donc :

Z ~N(0,1) = Z%~ 2. (1.4)

O

D’un autre c6té, si g est une transformation monotone différentiable, alors nous
pouvons dériver une expression explicite pour la distribution et la densité de g(X).
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Lemme 1.30. Soit X une variable aléatoire continue sur X C R et soit
g : X — R une fonction dérivable et monotone, de dérivée non nulle sur tout
X. Soit Y = g(X). Alors, I’espace échantillon de Y est Y = g(X) et

— Si g est croissante, alors Fy (y) = Fx (g7 (v)).

— Si g est décroissante, alors Fy (y) =1 — Fx (g~ (y)).

Dans les deux cas, nous aurons :

fr(y) = %g‘l(y)‘fx(g‘l(y)k ye.

Démonstration. Considérons premiérement le cas ot ¢’ est positive partout sur X
(g est croissante). Cela signifie que © <y <= g(x) < g(y). Alors, pour y € ),

Fy(y) =Plg(X) <y] =P[X < g (y)] = Fx(97'(v)).

Ainsi,
Fr) = 5 Frl) = 5 Fxla™ ) = Fx(o™ )5 a7 (0)
— (™M) | 597 0.

ot la dernicre égalité vient du fait que ¢’ est positive partout. Considérons main-
tenant le cas ol g est décroissante (et donc ¢’ est négative partout). Cela signifie
que z <y <= g(x) > g(y). Alors, pour y € Y,

1—Fy(y) =Plg(X) >y =PX < g '(y)] = Fx(¢7 () —PIX =g~ (v)].

—_——
=0
Cependant fy (y) = —8%(1 — Fy(y)), ainsi
Fe) =~ o1~ Fr(0) = ~x (07 0) g™ () = (o™ (@) | g™ (0)
dy dy Ay ’
puisque —¢g’ est positive partout. Ceci compléte la preuve. |
,—[Exercice 10 (Loi 1og—norma1e).] \

Soit X ~ N(u,0?), montrer que la fonction de densité de Y = eX est
donnée par

Ty (y)

1 (—(ln y —p)°
= exp
Yo/ 2m 202

La loi de Y est appelée la loi log-normale.

), 0<y<oo.
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,—[Exercice 11 (Génération de variables aléatoires).] \

Soit Y ~ Unif(0,1) et soit F' une fonction de répartition. Montrer que
la fonction de répartition de la variable aléatoire X = F~X(Y) est F, ou
F=1(y) = inf{t € R : F(t) > y} (voir définition @, p. ) Observons
qu’avec ce résultat, nous pouvons générer des réalisations d’une modele
quelconque, pourvu que nous puissions générer des réalisations issues de
la loi uniforme.

\. J

Un corollaire simple résultant de la combinaison des deux lemmes précédents est
le suivant :

Corollaire 1.31 (Transformations affines). Soit X une variable aléatoire
et Y = g(X). Sig(x) =ax +b, a#0, alors
Fx (yT_b) a>0,

VweY,  Fy(y) = 1—FX(yT_b)+]P’(X:yT_b) a <0,

avec P (X = ”T_b> = 0 si X est une variable aléatoire continue. Ainsi, pour
yey:

—-b
L fy(y)=la""|fx <y>’ si X est continue,
a

—b
2. fy(y) = fx (ya)’ si X est discrete.

Un important cas spécial de ce corollaire est celui du comportement de aX + b
lorsque X ~ N (u,0?).

Lemme 1.32 (Transformations affines de la distribution normale).
Soient X ~ N(u,02), a # 0. Alors aX + b ~ N(au + b,a?0?). Par consé-
quent, si X ~ N(u,0?), alors

FX(z)é(”ﬂ”),

g

 est la fonction de répartition standard, ®(u) = [*_(2m)~1/2exp{—2?/2}dz,
qui est, on le rappelle, la fonction de répartition d’une variable aléatoire Z ~
N(0,1).

Exercice 12.

Prouver le lemme .
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Ce dernier résultat est particulierement important puisqu’il nous permet de calcu-

ler des probabilités associées a des variables aléatoires normales. Le probleme est
que l'intégrale f_uoo a\}% exp{—(x — u)?/20%}dz ne peut pas étre résolue explicite-

ment, il faudrait donc avoir une table des probabilités pour toutes les combinaisons
de u et de o (ceci est impossible). Le dernier résultat nous dit cependant qu’il est
seulement nécessaire de calculer ces probabilités pour p = 0 et de o = 1, c’est-a-
dire de calculer la fonction de répartition normale standard ®, et d’ensuite calcu-
ler les probabilités désirées par transformation linéaire. Le processus consistant a
soustraire la moyenne et a diviser par ’écart-type s’appelle standardisation.

Pour conclure cette section, nous énongons un théoréeme donnant une formule
générale pour la densité conjointe d’une transformation bijective d’une collection
de variables aléatoires multiples.

Théoréme 1.33 (Transformations multidimensionnelles). Soit g :
R™ — R™ une bijection différentiable,

g(@) = (q1(@), - gn(®)),  ®=(T1,...,20)" ER™
Soit X = (X1,..., X,,) " un vecteur aléatoire continu ayant la densité conjointe

fx(x), x € R™, et définissons Y = (Y1,...,Y,)" = g(X). Alors, si Y" =
g(X™), nous avons

Fr ) = Ix(g7 )| det [T @)]|,  poury = (1, oym) " € V",

et zéro sinon, lorsque .J,-1(y) est bien défini. Ici, J,-1(y) est la matrice jaco-
bienne de g~!, c’est-a-dire la fonction & valeurs dans I’espace des matrices de
dimension n X n,

-0 @) o 29 (w)

900 (Y) o aagn ' (y)

Exercice 13.

Utiliser la formule d’intégration par substitution afin de prouver le théo-
réme.

Parfois, nous pouvons utiliser le résultat décrit dans le théoreme de fagon
intelligente, méme s’il ne s’agit pas d’'une transformation inversible : il suffit de
« augmenter » la transformation, comme dans le corollaire suivant :

Corollaire 1.34 (Convolution de densités). Soient X et Y deux variables
aléatoires continues, avec densités fx et fy. La densité de la variable X +Y
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égale la convolution de fx et fy :

+oo
x4y (u) = / fx(u—0)fy(v)dv.

—0o0

Démonstration. Définissons
g:R* =R (2,9) D (v +y,y)
qui est inversible, avec I'inverse
—1

(u,v) > (u—wv,v).

Le matrice jacobienne de 'inverse est
10
-1 1
dont la déterminante absolue vaut 1. Il s’ensuit du théoreme que

[xyvy(u,v) = fxy(u—v,v) = fx(u—v)fy(v),

ou nous avons utilisé 'indépendance de X et Y. Nous intégrons maintenant par
rapport a v pour trouver la densité marginale fxyy :

+oo
fxiy(u) = / fx(u—wv)fy(v)dv.

— 00

O

Nous concluons cette section avec une application immédiate de notre dernier
résultat, concernant les sommes de variables aléatoires normales.

Corollaire 1.35. (Sommes de variables aléatoires normales indépen-
dantes). Soient Xi,...,X,, de variables aléatoires indépendantes telles que
X; ~ N(p;,0?), et soit S, = Y1 | X;. Alors, on a

Sn~ N <Zu§jo—2> :
=1 =1

Démonstration. 11 est clair que E[S,] = > | y;, et donc nous pouvons supposer
que p; = 0, et montrer que S, ~ N(0,02+...4+02). Nous procédons par induction
et considérons tout d’abord le cas n = 2. Ecrivons 02 = 0% + 3. Le corollaire
implique que

+oo

Fxrsxa () = / Fx (= 0) fy (0)do

— 00

teo o2u? + o3v? — 203uv + o3v?
exp | — o) dv.
oo 010227 20105
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Un peu d’algebre montre que

oau’ 4 oiv? — 205w + o3 =

o§u2 + 0302 - 2051“) + a%v2 + 030_2u2 - 030‘2112 =
- 1 32
(O’S — aga 2) u? + (av — Uga lu)

102
o3u? 4+ 0v? —203uv +ofv?  u? (0w —oj0 ')

2 2 — T 9.2 2 2
20705 20 20705

Alors, si on fait le changement de variables w = ov, nous avons

f (W) = 1 u? /+oo o (av—a%a‘lu)Q J
X1+X2\U - o2 exXp 202 o 0109 /—27_[_ exp 20_%0_% v

1 { u? } /+°° 1 (w— O‘%O'_lu)Q J
= ——expl——s — —exp{ —~——F—— b dw
oV 2m P1 202 —oo 0102V2T P 20303

=1

car l'intégrale est d'une densité N (030 1u,0?03). Nous avons montré que

f (u) . v
= — X _——
X1+X. (U a\/ﬁ P 202

qui est la densité d'une loi N(0,0?).
Pour I'étape inductive, en supposant que Sy ~ N (0,07 +.. .—i—a,%), nous voulons
montrer que Sky1 ~ N(0,0% + ...+ 0p,,). Observons que

Si+1 =Sk + Xp1

est la somme d'une variable N (0,07 + ... + 0}) avec une variable N(0,07,,)
indépendante. Il s’ensuit par la premiere partie de notre preuve que Sg41 ~
N(0,0f + ...+ 0%,4), et notre démonstration est compléte.

|

1.5 Sélection de modele et analyse exploratoire
des données

Dans la suite de cet ouvrage, nous allons typiquement supposer qu'un modele de
probabilité spécifique a déja été sélectionné afin de décrire un phénomene aléatoire,
nous allons donc développer la théorie en considérant ce modele comme « vrai ».
Par contre, avant d’agir ainsi, il est intéressant de s’interroger en premier lieu
sur le « comment » et le « pourquoi » de la sélection d’un modele. En d’autre
mots, pourquoi est-il logique d’affirmer que la distribution exponentielle est un
bon modele pour le temps d’attente avant I’émission d’une particule radioactive,
ou que la distribution de Poisson est adaptée afin de modéliser le nombre de
bactéries dans un réservoir d’eau? En termes tres généraux, nous pouvons dire
que la sélection d’'un modele de probabilité peut étre basée sur : (1) la théorie
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scientifique et des expériences préalables; (2) des principes philosophiques; (3)
une analyse exploratoire des données; (4) une combinaison de (1), (2) et (3).

La situation idéale est celle ou I'on peut choisir le modele de probabilité d’apres
une théorie scientifique bien fondée, ou sur la base d’une grande évidence empi-
rique. C’est souvent le cas pour les phénomenes aléatoires qui se produisent en
sciences physiques, plus communément en physique, puisque dans de telles situa-
tions, nous pouvons baser notre modele sur des lois et/ou des expérimentations
physiques. Ces lois peuvent suggérer que le phénomeéne aléatoire doit satisfaire
certaines conditions et/ou posséder certaines propriétés. Si nous sommes assez
chanceux, nous pouvons avoir assez de conditions et de propriétés afin de déter-
miner de facon unique un modele de probabilité adapté au phénomene. Dans le
domaine de la caractérisation des modéles de probabilité, il y a beaucoup de théo-
ries sur si oui ou non une liste de propriétés peut nous permettre de spécifier de
fagon unique un certain modele de probabilité.

Exemple 1.36 (Distribution exponentielle pour le temps d’émission).
La théorie scientifique suggere qu’il est impossible de prédire le temps nécessaire
pour la désintégration d’un noyau instable. Ce temps est une variable aléatoire T
En fait, ce processus aléatoire est tel que méme si un certain temps s’est écoulé et
que nous n’avons pas encore vu de désintégration, cela ne nous donne aucune infor-
mation sur le temps que nous devons encore attendre. En termes mathématiques,
cela donne :
PIT >t+s|T >t]=P[T > s].

Nous savons que la distribution exponentielle f(t) = Ae 1{t > 0} posséde cette
propriété. En fait, il peut étre prouvé que c’est la seule distribution avec support
[0,00) & avoir cette propriété; ce fait nous oblige donc & choisir cette distribution
afin de modéliser les temps d’émission des particules radioactives. O

— Exercice 14. \

Montrer que la distribution exponentielle est I'unique distribution sans
mémoire. Plus précisément, soit X une variable aléatoire telle que P(X >
0) >0 et

P(X >t+s|X >t) =P(X > s), Vt, s > 0.

Montrer qu'’il existe un A > 0 tel que X ~ Exp(A).

Indice : Soit G(t) = P(X > t). Montrer que 'absence de mémoire implique
que G(t+s) = G(t)G(s) pour t,s > 0. Poser g(t) = —InG(t) et A = g(1).
Montrer que g(t) = t\ pour chaque t > 0 rationnel. En déduire que
g(t) = t\ pour chaque t > 0. Quel est le signe de A ? Enfin, montrer que
A < oo en utilisant le fait que G(0) > 0 et la continuité a droite de G.

Il peut sembler qu'une caractérisation parfaite d’'un modele de probabilité a
des chances de se produire que pour des phénomenes relativement simples. Cepen-
dant, ce n’est pas nécessairement le cas. Assez souvent, nous pouvons construire
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des modeles de plus en plus compliqués en combinant plusieurs contraintes diffé-
rentes (découlant de la théorie ou d’expérimentations), caractérisations partielles,
approximations et manipulations mathématiques. Nous n’allons pas considérer ici
des exemples plus élaborés, mais mentionnons toutefois le modele d’Einstein pour
le mouvement d’une particule dans un gaz ou un liquide (le fameux mouvement
brownien) qui a été développé avec de tels moyens.

En d’autres occasions, méme si nous imposons toutes les conditions nécessaires,
nous ne pourrons pas déterminer de fagcon unique un modele de probabilité. En
d’autres mots, il y a plusieurs modeles de probabilité respectant les conditions
imposées par la théorie scientifique ou par I’expérimentation. Si nous n’avons pas
d’autres sources d’informations ou d’autres évidences afin de nous aider a choisir
un modele, il faudra alors choisir au moyen d’une sorte de principe ou de postulat,
par exemple un principe philosophique ou épistémologique.

Exemple 1.37 (Entropie). Supposons que nous voulons modéliser un phéno-
mene naturel dont les résultats possibles sont décrits par une variable aléatoire
continue X prenant des valeurs dans un sous-ensemble donné X C R. Supposons
que la théorie scientifique nous dicte que le phénomene doit satisfaire certaines
propriétés en moyenne, ce qui signifie que les espérances de certaines fonctions de
X doivent étre fixes :

E[T;(X)] = a;, i=1,...,k

S’il y a plusieurs fonctions de densité f pour lesquelles X satisfait ces contraintes
d’espérance, le principe philosophique d’entropie nous dicte que parmi ces modeles,
nous devrions préférer celui qui maximise I’entropie de X,

H(f) = - /X loglf ()] (x)da.

L’entropie de f mesure a quel point une variable aléatoire de densité f est « im-
prévisible ». Si nous choisissons la densité f qui a une faible entropie, nous allons
alors imposer un comportement plus « prévisible » & X, un comportement qui nous
est plus favorable en terme de facilité a prédire X. Cependant, si nous ne connais-
sons rien outre nos contraintes, nous ne voulons pas imposer cette simplification
artificielle. Nous devons donc choisir le pire scénario, c’est-a-dire le modeéle le plus
imprévisible possible : celui qui maximise 1’entropie.

Un résultat tres intéressant dit ceci : si un modele respectant les k contraintes
d’espérance et maximisant I’entropie existe, alors celui-ci est une famille exponen-
tielle & k-parametre (en fait, les 7; qui apparaissent dans les contraintes d’espé-
rances vont aussi apparaitre dans la formule de la densité de cette famille exponen-
tielle spécifique). Ceci explique pourquoi la famille exponentielle revét une grande
importance dans les modeles de probabilité et pourquoi les membres de la famille
exponentielle constituent des exemples fondamentaux en statistique. (Il

Exemple 1.38 (Parcimonie). Si nous avons deux modeles de probabilité diffé-
rents f(-;60) et g(-;1), qui dépendent de parametres & dimensions multiples 6 et 9
respectivement, et qui satisfont aussi bien I'un que l'autre toutes les contraintes
et les conditions que le phénomene aléatoire doit satisfaire, alors il faut choisir le
modele avec le plus petit nombre de parametres efficaces. Par exemple, si 6§ prend
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des valeurs dans un ensemble de dimension d et que ¢ prend des valeurs dans un
ensemble de dimension d’, ou d’ < d, alors il est préférable de choisir g plutot
que f. Le principe de la parcimonie repose sur I'idée qu’étant donné deux modeles
adéquats pour le méme phénomene, nous devrions choisir celui qui est le moins
complexe. |

Il se peut toutefois qu’il y ait des situations ou un modele de probabilité ne
peut pas étre choisi sans équivoque au moyen de lois physiques et/ou de principes
scientifiques, ou nous ne sommes simplement pas disposés & faire un choix basé
uniquement sur un principe. Dans ce cas, nous pouvons chercher des évidences
empiriques afin de compléter nos principes pour le choix de modele, ou afin de
valider un modele. Par exemple, il se peut que nous ayons observé n réalisations
indépendantes d’une variable aléatoire X. En regardant, les caractéristiques de ces
n valeurs, il se peut que nous puissions suggérer un modele qui semble bien s’ajuster
a la forme des données, ou du moins, que nous soyons capables d’exclure quelques
modeles dont les caractéristiques ne seraient pas compatibles avec les données que
nous avons observées. Le processus consistant a explorer les configurations que
l’on retrouve dans des données observées afin de choisir un modele de probabilité
approprié s’appelle analyse exploratoire des données.

Analyse exploratoire des données

Soit x1,...,2, un ensemble de données comprenant n valeurs réelles. Ces valeurs
constituent la réalisation de n variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées X1, ..., X,, dont la distribution de probabilité a une fonction de den-
sité/masse f qui nous est inconnue. Pire encore, nous ne savons méme pas a quelle
classe de distribution appartient f. Afin d’étre capable de sélectionner un modele
de probabilité approprié, 'analyse exploratoire des données prend en considération
différentes représentations graphiques et différents aspects quantitatifs des don-
nées 1, ..., T,, qui nous permettront d’acquérir une idée sur la forme générale de
f, ainsi que sur certaines de ses caractéristiques de base, ce qui, nous 'espérons,
nous guidera dans le choix du modeéle.

Quels sont les aspects de base de la forme d’une distribution de probabilité
auxquels nous devrions nous intéresser 7 Voici quelques-unes des caractéristiques
les plus importantes que nous devrions prendre en considération :

1. Position. La position d’une distribution est généralement considérée comme
étant un point sur une droite réelle représentant un certain centre d’une dis-
tribution. La notion de centre est un concept vague que l'on peut rendre
précis de plusieurs facons différentes. Par exemple, nous pouvons le consi-
dérer comme étant le centre de masse (la moyenne, u = E[X]), comme
étant le maximum global (le mode, argsup,cy f(x)), ou comme étant un
point qui sépare la masse de probabilité en deux (la médiane, m = inf{x :
F(x) > 1/2}). Noter que la position peut ne pas étre uniquement définie :
la moyenne lorsqu’elle existe est unique, mais le mode peut ne pas l'étre (il
suffit de penser & une distribution avec deux sommets de méme hauteur.)

2. Dispersion. La dispersion d’une distribution nous indique le niveau d’éta-
lement de la distribution (i.e si elle concentrée ou diffuse). Similairement
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a la position, ce concept peut étre formalisé par différentes mesures. Tres
souvent, on mesure la dispersion en quantifiant & quel point la distribution
est concentrée autour d’une mesure de position. Par exemple, la variance
E[(X — 1£)?] est une mesure de dispersion classique, qui mesure le deuxiéme
moment d’inertie d’une distribution autour de la moyenne. On peut aussi
considérer la déviation absolue par rapport d la moyenne, E[|X — pl], ou
1 = E[X]. Nous pouvons de plus considérer des mesures qui ne font pas
explicitement référence au centre de la distribution. Par exemple, I’ étendue
interquartile est définie par EIQ = inf{z : F(x) > 3/4} — inf{z : F(x) >
1/4} ; en gros, il mesure la longueur de U'intervalle le plus « central » conte-
nant les 50% de la masse de la distribution.

. Symétrie/Asymétrie. Une fonction de densité/masse f est symétrique par

rapport & un point zg si f(xo — z) = f(xo + x) pour tout x € X. Une
distribution peut étre symétrique, légerement asymétrique ou fortement
asymétrique. Nous pouvons mesurer I’asymétrie d’'une distribution grace a
la notion de coefficient de dissymétrie, qui est défini comme suit :

(1)

ou u = E[X] et 0 = y/Var[X]. Si la distribution est symétrique, alors son
coefficient de dissymétrie doit étre égale a zéro. Lorsque le coefficient de
dissymétrie est positif, nous parlons de distribution asymétrique da droite
(respectivement, un coefficient de dissymétrie négatif nous donne une dis-
tribution asymétrique & gauche).

E

. Comportement des queues. Les queues d’une distribution sont les valeurs

prises par P[|X| > ] lorsque @ — oo. Notons que puisque f est toujours
positive et inteégre/somme a 1, il faut que lim,_, o P[|X| > z] = 0. Le taux
de décroissance de P[|X| > z] lorsque 2 — oo est ce qui détermine le com-
portement des queues de la distribution. Une distribution a queue légere est
une distribution qui a un taux de décroissance rapide (par exemple expo-
nentiel) tandis qu’une distribution & queue lourde a un taux de décroissance
lent (par exemple polynomial). Une distribution a queue lourde est telle que
la probabilité d’observer une valeur extréme est non négligeable. Il se peut
que la queue droite et la queue gauche d’une distribution soient lourdes,
mais il se peut bien que ce soit le cas seulement pour une des deux.

Si un modele de probabilité potentiel pour une variable aléatoire X n’a pas une

position, une dispersion, une dissymétrie et un comportement des queues similaires
a ceux observés pour X, alors ce n’est pas un bon modele pour le phénomene décrit
par X. Que voulons-nous dire par « ceux observés pour X » ? Nous voulons dire
que nous pouvons utiliser les valeurs de notre échantillon, z1,...,z,, afin de se
faire une idée sur ces propriétés. Nous allons faire ceci de fagon quantitative (en
utilisant des résumés numériques) et de fagon qualitative (en utilisant des résumés
graphiques).
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(x)

(a) Deux densités de positions différentes.

(x)

0.4

0.2

0.0

(c) Deux densités qui différent par leur posi-
tion et leur dispersion.

(e) Une densité a queue lourde (noir) et une

densité & queue légere (gris traitillé).
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(b) Deux densités de dispersions différentes.

0.3

(x)
02
L

0.1

0.0

(d) Deux densités asymétriques : une avec une
asymétrie positive (noir), et une avec une asy-
métrie négative (gris traitillé).

P[X>x]

(f) Graphique de la fonction x — f;o fly)dy
pour les deux densités de gauche (sous-figure

1.9(e)).

FIGURE 1.9 — Illustration des notions de position, dispersion, dissymétrie et queue

lourde/légere.



36 Chapitre 1. Modéles réguliers de probabilité

Résumés numériques

Nous allons tout d’abord introduire quelques notations utiles : si z1,...,z, sont
n valeurs réelles, nous dénotons par ;) la j¢ valeur de I’échantillon, lorsque ces
valeurs sont placées en ordre croissant (tel que z(;) = min{xy,...,2,} et x(,) =
max{x1,...,x,}). Notez que ceci signifie que

Ty Sz S S Znm1) S T

Afin d’illustrer la notation, supposons que n = 4 et que nous avons r; = 5,zs =
12,23 = 2 et x4 = 12. Nous écrivons alors z(1) = 2, z(2) = 5 et z(3) = z(4) = 12.
Dans ce cas, nous avons donc (1) = r3, T(2) = T1, T(3) = T(4) = Ta = T4.

Gréce a cette notation, nous allons commencer par définir deux résumés nu-
mériques de I’échantillon qui peuvent étre utilisés afin d’évaluer la position de
I’échantillon.

Définition 1.39 (Moyenne et Médiane empirique). Soit 21, ...z, une
collection de nombres réels, appelé un échantillon. Nous définissons :

1. La moyenne empirique comme suit

8l
I
S|

n
E ZTi.
i=1

2. La médiane empirique comme suit

Les deux caractéristiques ont des avantages et des inconvénients en tant que
descripteur de la position. La moyenne prend en compte 'amplitude de chaque
observation lorsqu’elle détermine la position, et elle peut étre vue comme le bary-
centre des valeurs de ’échantillonB. Cependant, la moyenne peut étre fortement
affectée par une trés grande (ou une trés petite) valeur, ce qui peut réduire sa
capacité a décrire la position. D’un autre c6té, la médiane ne prend pas en compte
la valeur précise des observations, elle considére tout simplement leur « position »
dans ’échantillon, elle peut donc étre vue comme 1’observation du « milieu » # (ou
comme la moyenne des deux observations du milieu lorsque le nombre d’obser-
vations est pair). Dans ce sens, la médiane est un indicateur plus « grossier » de
la position. Notons que cela peut aussi étre un avantage : la médiane est moins
sensible & la présence de trés grandes (ou de trés petites) observations, puisque
qu’elle ne prend en considération que leur position (et non pas leur amplitude).

4. C’est-a-dire, si nous prenions le segment de droite z(,,) —2(1) et que nous placions des poids
égaux a chacun des points z1,...,Zy, alors le point Z serait situé a ’endroit ou le segment de
droite est a équilibre.

5. Dans le sens que la moitié des observations doivent étre plus petites ou égales a la médiane
et que la moitié des observations doivent étre plus grandes ou égales a la médiane
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— Exercice 15. \

1. Calculer la moyenne Z et la médiane M des données suivantes :

9.2 115 97 11.0 85
9.8 100 121 105 10.1

2. Refaire le calcul quand la valeur 12.1 est remplacée par 48.6.

3. Comparer les valeurs de Z et M dans les parties (1) et (2). Que
note-t-on 7 Expliquer vos observations.

\. J

— Exercice 16. N

Montrer que

1. la fonction f(vy) = Yi_,(x; — v)? atteint son minimum (unique-
ment) en Z.

2. la fonction g(y) = Y-, |z; — | atteint son minimum en M. At-
tention : g n’est pas dérivable au point 7y si v = x; pour un %
quelconque.

\. J

Nous allons maintenant considérer plusieurs résumés numériques pouvant étre
utilisés afin d’évaluer la dispersion de la distribution sous-jacente & un échantillon
Llyeeeyp.

Définition 1.40 (Variance empirique et DAM). Soit z1,...,z, une col-
lection de nombres réels, appelée un échantillon. Nous définissons :

1. La variance empirique comme suit

i=1
(écart-type empirique est défini comme suit & = v52).

2. La Déviation Absolue par rapport & la Moyenne (DAM) comme suit

1 n
DAM = — e
= fei—a

i=1

Exercice 17.

Montrer qu’une formule équivalente pour la variance est 62 = % Sy z?—
z2. Expliquer pourquoi cette formule peut étre plus utile.
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La variance empirique nous indique le niveau de concentration des observations
autour de la moyenne empirique. D’un point de vue physique, elle représente le
deuxieme moment d’inertie autour de la moyenneH. Comme c’était le cas pour la
moyenne empirique, la variance empirique peut aussi augmenter substantiellement
lorsqu’il y a une observation extréme dans ’échantillon. Ceci va créer 'impression
d’une tres grande dispersion, alors que 1’échantillon peut étre assez concentré, a
I’exception d’une seule observation extréme. Le DAM, de son c6té, est en quelque
sorte moins affecté dans de telle circonstance, puisqu’il est formé par la somme de
distances absolues et non de distances élevées au carré (le carré a pour conséquence
d’augmenter de fagon disproportionnée la contribution d’une valeur extréme a la
somme). Il est possible de montrer que lorsqu’il n’y a pas de valeurs extrémes,
la variance est un meilleur indicateur de dispersion; par contre, en présence de
valeurs extrémes, le DAM est recommandé. Comment pouvons-nous juger si une
observation est extréme ou non? La notion a utiliser est celle des données aber-
rantes, la présence de celles-ci est en fait un indicateur d’une distribution & queues
lourdes.

Définition 1.41 (Quartiles, EIQ et valeurs aberrantes). Soit z1,...,z,
un échantillon de n valeurs réelles, et soit

J](l),...,M,...,aﬁ(n)

I’échantillon ordonné, ot M est la médiane. Nous définissons :

1. Le premier quartile, ()1, comme étant la médiane du sous-échantillon
ordonné x(1y, T(2),- .-, M.

2. Le second quartile, Q2, comme étant la médiane M, Qo = M.

3. Le troisieme quartile, @3, comme étant la médiane du sous-échantillon
ordonné M, ..., T(,_1), T(n)-

4. L’écart interquartile (EIQ) comme étant FIQ = Q3 — Q1.

5. Une valeur aberrante est une observation qui n’appartient pas a l'in-

tervalle [Ql — %EIQ, Qs + %EIQ].

Tout comme la médiane peut étre interprétée comme ’observation du « mi-
lieu », le premier quartile peut étre vu comme ’observation au « premier quart »
(et le troisiéme quartile peut étre vu comme I'observation au « troisieme quart ») 4.
La moitié des observations de ’échantillon sont contenues dans l'intervalle [Q1, Q3]
Dans un certain sens, I'intervalle [Q1, Q3] est I'intervalle le plus centrale contenant
50% des observations. La longueur de cet intervalle, le EIQ, peut aussi étre un
indicateur de dispersion. Sa longueur nous indique a quel point la portion centrale
de I’échantillon est étalée. Finalement, les notions de quartile et de EIQ peuvent

6. C’est-a-dire, si nous prenions le segment de droite z(,) — z(1) et que nous placions des
poids égaux sur chacun des points z1, ..., z, et que nous essayions ensuite de tourner le segment
autour du point Z, alors la variance nous indiquerait la force que nous devrions appliquer sur le
segment. Si les observations sont étalées loin de &, nous aurons besoin de beaucoup de force (une
grande variance empirique) ; tandis que si les observations sont prés de Z, notre tache sera plus
facile (une petite variance empirique).

7. Pour étre plus précis, 25% des observations de I’échantillon sont inférieures ou égales & Q1
et 25% des observations de I’échantillon sont supérieures ou égales a Q3.
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étre utilisées afin de définir les observations pouvant étre qualifiées d’observations
« extrémes » (valeurs aberrantes). La définition de valeur aberrante peut sembler
en quelque sorte arbitraire, mais notons qu’il y a des raisons mathématiques plus
profondes qui soutiennent cette définition.

— Exercice 18. 3\

Soit un échantillon x4, ..., z,. Quels sont la médiane M et les quartiles Q¢
et Q3 quand n = 12, 13, 14 ou 157 Deuxieme partie un peu fastidieuse :
trouver des formules générales (pour n quelconque) pour le premier et
troisieme quartile, Q1 et Q3. Indice : ces formules seront de la forme

7?7 n=0 mod4
7?7 n=1 mod4
?7 n= mod 4
?7 n=3 mod 4.

Nous allons conclure notre bréve discussion sur les résumés numériques en
considérant une mesure d’asymétrie : le coefficient de dissymétrie empirique.

Définition 1.42 (Coefficient de dissymétrie empirique). Soit z1,..., 2,
un échantillon de n valeurs réelles. Nous définissons le coefficient de dissymé-
trie de cet échantillon comme

% Z?=1<xi - 5)3 .
(L (@i —2)2)*”

Si le numérateur et le dénominateur sont égaux a zéro (ce qui peut se produire
dans un échantillon discret), alors SK est indéfini.

SK =

Comme il en a déja été discuté, il est possible de regarder si SK est positif,
négatif ou pres de zéro afin de juger si la distribution qui a généré 1’échantillon était
asymétrique a droite ou a gauche, ou était en fait symétrique. Un inconvénient de
cette procédure est que le coefficient de dissymétrie empirique peut ne pas étre
une bonne approximation du vrai coefficient de dissymétrie de la distribution. De
plus, il est difficile de définir des bornes adéquates sur « la magnitude » que doit
avoir le coefficient afin d’affirmer que la distribution est asymétrique, ce probléme
délicat requiert en fait des méthodes que nous allons aborder dans des chapitres
subséquents. Au lieu d’aborder tout de suite ces méthodes, nous allons plutot nous
tourner vers des résumés graphiques qui nous permettront d’obtenir intuitivement
une idée sur I’asymétrie des données, et ce, sans avoir recours a des calculs élaborés.

Résumés graphiques

Nous allons maintenant présenter deux représentations graphiques de 1’échan-
tillon z1,..,x, qui peuvent nous aider a visualiser la forme de la fonction de
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densité/masse f sous-jacente : I’histogramme et la boite 4 moustaches (boxplot en
anglais). Un histogramme est une approximation de la densité inconnue, construit
a 'aide des valeurs de ’échantillon x4, ..., x,. L’idée est simple : s’il y a plusieurs
observations appartenant a un certain intervalle I, alors la densité devrait étre
relativement élevée dans cet intervalle. Ainsi, si nous partitionnons ’axe des x en
intervalles disjoints et définissons une fonction en escalier (aussi appelée fonction
constante par morceaux) qui est constante sur ces intervalles (de fagon & ce que
la hauteur de chaque marche soit proportionnelle au pourcentage d’observations
appartenant a Uintervalle correspondant), nous aurons alors construit une fonction
en escalier qui approxime la densité inconnue.

Définition 1.43 (Histogramme). Soit z1,...,z, une collection de n va-
leurs réelles et h > 0 une constante. Soit {I;},ez une partition réguliére de R
contenant des intervalles de longueur h > 0,

L=lr+(- 1)h,m+jh), je
ou k € R est un certain nombre réel fixe. L’histogramme de z1,...,z, avec

des intervalles de longueur h > 0 et d’origine x est défini comme étant le
graphique de la fonction :

_ 1 1<
y = histe e, (y) =5 > ye i} > Y € I}
JEL i=1

Notons que I’histogramme est une approximation raisonnable de f par une fonc-
tion en escalier. En effet, nous avons par définition que la fonction histy, . .., (y)
prend seulement des valeurs positives et que son intégrale est égale a 1. De plus,
l'intégrale de histy, .. ., (y) sur un intervalle I; nous donne la proportion des ob-
servations de I’échantillon qui appartiennent a I;. L’histogramme possede donc les
propriétés d’une fonction de densité. Nous avons aussi

E

/ histx, . . x, (y)dy] = %ZP[Xi € 1] :/l f(y)dy.
i=1 J

1;

En ce sens, 'histogramme est en quelque sorte une approximation par sommes
de Riemann de la densité f, construite en utilisant les valeurs de I’échantillon. Il
peut étre utilisé afin d’évaluer des propriétés telles que la position, la dispersion,
la symétrie et le comportement des queues via une analyse visuelle.

Remarque 1.44 (Largeur des intervalles). Dépendamment du choix de h, un
histogramme peut étre plus ou moins informatif sur la structure des données que
nous possédons. Considérons les deux extrémes, h — 0 et h — co. Dans le premier
cas, les intervalles deviennent éventuellement si petits qu’ils ne contiennent aucune
observation ou qu’une seule observation, I’histogramme nous indique donc simple-
ment ou se situent les observations sur l'axe des x (voir figure (p- B1)).
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(a) Densité dune N(0,1) (courbe
noire) et I’histogramme d’un échan-
tillon aléatoire de taille 20 tiré d’une
N(0,1) (en gris).
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(c) Densité d’une x2 (courbe noire)
et 'histogramme d’un échantillon aléa-
toire de taille 20 tiré d’une x3 (en gris).
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(e) Densité d’une x2 (courbe noire)
et 'histogramme d’un échantillon aléa-
toire de taille 20 tiré d’une x3 (en gris)
lorsque la largeur des intervalles h est
trés petite.
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Densité

(b) Densité d’une N(0,1) (en rouge)
et l’histogramme d’un échantillon
aléatoire de taille 100 tiré d’une
N(0,1) (en gris).
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(d) Densité d'une x2 (courbe noire) et
I’histogramme d’un échantillon aléa-
toire de taille 100 tiré d’une x3 (en
gris).
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(f) Densité d’une x3 (courbe noire) et
I’histogramme d’un échantillon aléa-
toire de taille 20 tiré d’une x3 (en gris)
lorsque la largeur des intervalles h est
trés grande.
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FIGURE 1.10 — Histogrammes pour différents échantillons (et, respectivement, pour
différentes largeurs d’intervalles) comparés avec la densité de laquelle les échantillons ont
été tirés.
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Dans le second cas, toutes les observations sont éventuellement contenues dans un
seul intervalle, ’histogramme nous informe donc simplement qu’il y a une large ré-
gion de l'axe des x qui contient toutes les observations (voir ﬁgure (pg@))
Cependant, des valeurs raisonnables pour h nous permettent de visualiser la struc-
ture de I’échantillon. En principe, la valeur de h devrait dépendre de la taille de
I’échantillon n : plus n est grand, plus h doit étre petit ; ceci signifie intuitivement
que lorsque nous avons plus d’observations, nous pouvons tenter d’explorer des
détails plus fins de la structure de I’échantillon z1,...,z,. La condition précise
requise est en fait que h "0 et hn =X 00, 1 y a beaucoup de résultats concer-
nant la valeur optimale de A pour une valeur donnée finie de n, mais nous n’allons
pas les considérer dans ce cours. Un choix simple (mais souvent sous-optimal)
est de prendre h = n~'/2. Un choix dépendant des données, appelé le choix de
Freedman-Diaconis, est h = 2E1Q X n-s.

Remarque 1.45 (Centre des intervalles). Noter que pour n’importe quelle va-
leur donnée de h > 0, il y a plusieurs histogrammes possibles dépendamment du
choix de k. Malheureusement, il n’y a pas de moyens sans-équivoques afin de déter-
miner quel est le « bon » x a utiliser. L’analyste doit soit essayer plusieurs valeurs,
ou alors, au minimum, garder en téte qu’il ne doit pas donner une interprétation
trop rigoureuse a l’histogramme, puisque sa forme peut étre perturbée par un
changement de la valeur de x (par exemple une petite variation de k peut faire en
sorte que certaines observations qui appartenaient au k° intervalle, appartiennent
maintenant au (k + 1) intervalle, et ainsi de suite).

Les histogrammes ont quelques inconvénients de taille ; le principal étant le fait
de devoir choisir une largeur d’intervalle h et une origine x. Un autre inconvénient
est qu’ils peuvent parfois devenir trompeurs lorsqu’ils sont sur-interprétés. Par
exemple, en regardant I’histogramme de la figure [1.10(c) (p. §1]), nous pouvons y
déceler une légere tendance asymétrique. Est-ce que nous devons considérer ceci
comme une indication que la distribution sous-jacente est asymétrique ? Pas né-
cessairement, puisqu’un histogramme est trés rarement symétrique en raison de
la variation causée par ’échantillonnage. Le message ici est que nous ne devrions
pas essayer d’extraire des informations plus détaillées que ce que notre résumé
graphique est vraiment capable de nous offrir. Les histogrammes peuvent malheu-
reusement paraitre plus interprétables qu’ils ne le sont vraiment.

Un autre type de représentation graphique nous permettant d’examiner la po-
sition, ’échelle, ’asymétrie et les queues d’une densité est la boite & moustaches. A
I'opposé de ’histogramme, la boite a moustache est une description plus grossiere
de la structure de 1’échantillon et elle ne requiert pas la spécification de para-
metres de réglage. Elle indique simplement la position de résumés numériques clés
sur I'axe des x. Ceci est habituellement fait sous forme de boite, d’ot son nom.
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Définition 1.46 (Boite & moustaches). Soit zy,...,x, une collection de
n valeurs réelles. Soient :
1. M la médiane, @ le premier quartile, et Q3 le troisiéme quartile de
{z1,...,2,}.
2. W1 = minlgjgn{xj ] > Ql —1.5x EIQ} & W2 = maxlgjgn{xj :
z; < Q3+ 1.5 x FIQ}.
3. 0= {Z € {1,,n} LT ¢ [Wl,WQ]}.
La boite & moustaches de z1,...,x, est une annotation des valeurs M, Q,

Qs, Wi, Wy, et {z; : j € O} sur la droite réelle. La figure suivante est une
annotation standard :

———————————————————— oo
xf)l x(12

La définition est un petit peu difficile a visualiser, mais la figure est tres par-
lante : nous annotons la médiane (M), le premier/troisieme quartile (Q1/Qs), et
la premiere et la derniére observation (W7 et Wa) dans lintervalle [Q1 — 1.5 x
EIQ,Qs5+1.5x EIQ] (ces deux observations sont appelées les moustaches). Toutes
les observations tombant en dehors des moustaches sont marquées séparément et
sont des valeurs aberrantes (les {x; : j € O}). Puisque Wy < Q1 < M < Q3 < Wy,
nous omettons habituellement la notation explicite, car en raison de leur ordre, il
est facile de savoir quelle composante de la boite a moustaches représente quelle
valeur.

La boite a moustaches illustre la position de ’échantillon au moyen de la mé-
diane. Elle donne aussi une indication sur la dispersion de la distribution sous-
jacente en représentant les quartiles Q1 et Qs (et leur distance) ainsi que les
moustaches (W7 et Wa) : une grande distance entre ces valeurs indique une grande
dispersion. L’asymétrie peut étre examinée en observant la position des quartiles
et des moustaches relativement a la médiane. S’ils sont situés de fagon a peu pres
symétrique de chaque coté de la médiane, alors nous avons une structure a peu
pres symétrique. Si la distance d’'un des quartiles ou d’une des moustaches a la
médiane est plus grande que 'autre, nous avons alors une asymétrie du coté de la
plus grande distance. Finalement, la boite a moustache nous permet de détecter
la présence de queues lourdes, et ce, en regardant combien il y a de valeurs aber-
rantes, et sur quelles queues elles sont situées. Encore une fois, il est plus facile
de se faire une idée des différentes formes de boites & moustaches en observant
quelques images (voir figure , p. 44).
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FIGURE 1.11 — Trois boites & moustaches correspondant & trois échantillons dif-
férents. Dans chaque cas, les tirets sur ’axe en dessous de la boite a moustaches
représentent les valeurs de I’échantillon qui ont servi a construire la boite & mous-
taches. Quelques aspects importants des trois échantillons que 1’on peut déduire
grace aux boites & moustaches sont : le premier échantillon semble présenter un
degré élevé de symétrie, tandis que les deux autres échantillons démontrent une
claire asymétrie & droite (coefficient de dissymétrie positif). Le troisiéme échan-
tillon semble présenter une queue lourde a droite, ce qui est indiqué par la présence
de plusieurs valeurs aberrantes.
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— Exercice 19.

45

Les données suivantes représentent les charges maximales (en tonnes) sup-
portées par les cables fabriqués par une usine :

10.1 122 93 124 137 11.1 133
10.8 11.6 10.1 11.2 114 118 7.1
122 12,6 9.2 142 10.5

1. Représenter les données sous la forme d’un histogramme dont la
largeur des intervalles est égale a h = 1 et l'origine est égale a
k = 10. Refaire I'histogramme avec h = 2 et kK = 11 et comparer
les deux figures.

2. Quelle est approximativement la valeur de la charge que les trois
quarts des cables peuvent supporter ?

3. Donner le troisieme quartile.

4. Tracer une boite a moustaches. Parmi les données, y a-t-il des
valeurs aberrantes 7 Dans ce diagramme, ou visualise-t-on la valeur
déterminée au point (ii) ?
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— Exercice 20. N

Le tableau suivant contient les résultats des matchs de rugby a XV des
onzieme et douziéme journées (novembre 2014) du championnat frangais
de rugby de premiére (“Top 14”) et deuxiéme (“Pro D2”) division. L’équipe
jouant a domicile est celle notée a gauche du tiret.

Top 14 D2
Montpellier — Brive 1025 | Albi — Agen 22-9
Castres — Toulon 22-14 | Béziers — Aurillac 14-19
Clermont — Stade Frangais 51-9 Colomiers — Pau 50-10
Grenoble — Lyon 34-30 | Montauban — Tarbes 31-13
Oyonnax — La Rochelle 37-9 | Biarritz — Massy 21-3
Racing Métro — Bayonne 27-10 | Dax — Narbonne 12-3
Bordeaux Begles — Toulouse  20-21 | Perpignan — Bourgoin 42-0
Carcassonne — Mont-de-Marsan ~ 17-28
Toulon — Clermont 27-19 | Biarritz — Agen 42-18
Castres — Racing Métro 9-14 Albi — Carcassonne 34-22
La Rochelle — Bayonne 19-19 | Aurillac — Colomiers 20-13
Lyon — Montpellier 23—20 | Bourgoin — Montauban 14-20
Oyonnax — Bordeaux Begles  28-23 | Massy — Dax 50-13
Toulouse — Grenoble 22-25 | Mont-de-Marsan — Béziers 32-18
Stade Francais — Brive 20-17 | Narbonne — Tarbes 36-23
Pau — Perpignan 22-19

1. Nous voulons comparer le comportement des équipes en premiere
et en deuxieme division. Pour ce faire, calculer pour chacune des
divisions quelques statistiques pertinentes (la moyenne, la médiane,
les quartiles et I’écart interquartile) pour la différence de points
entre le club jouant a domicile et le club visiteur et pour la somme
des points par match.

2. Représenter cote a cote, sous forme de deux boites & moustaches,
la somme de points par match en premiere et en deuxieme divison.
Faire de méme pour la différence de points. Quelles conclusions
peut-on en tirer ?




Chapitre 2

Echantillonnage de distributions de
probabilité

Comme nous I’avons mentionné dans I'introduction, I'inférence statistique traite
du probleme consistant a extraire des informations & partir de données, et ce, en
présence d’incertitude. Les modeéles de probabilité nous donnent le cadre mathé-
matique nécessaire a la réalisation de cette tache. D’une fagon générale, I'inférence
statistique peut étre décrite de la fagon suivante :

1. Nous supposons qu’'un phénomene aléatoire X est décrit par un modele
de probabilité régulier {Fy : § € O}. Pour toutes les valeurs possibles du
parametre § € © C RP, la forme fonctionnelle de Fy est complétement
connue.

2. Nous observons un échantillon provenant d’une version spécifique du mo-
dele de probabilité, c’est-a-dire nous observons n réalisations de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées X1, ..., X,, de dis-
tribution F(z;6), pour un certain § € ©. Bien que nous sachions que nos
observations proviennent d’une version du modele régulier et paramétrique,
nous ne connaissons pas le 6 précis qui a généré les données (c’est-a-dire
nous connaissons le modele, mais nous ne savons pas quel est le membre du
modele qui a généré les données).

3. Nous souhaitons utiliser I’échantillon (X7, ..., X, ) afin de faire des affirma-
tions sur la vraie valeur de 6 qui ’a généré, et afin de quantifier I'incertitude
liée a ces affirmations.

2.1 Echantillonnage, statistique et exhaustivité
Puisque tout ce que nous avons en main est I’échantillon, nous travaillerons es-

sentiellement avec une fonction de ’échantillon, disons T'(X7,...,X,). Une telle
fonction est appelée une statistique.

47
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Définition 2.1 (Statistique). Soit X’ un espace échantillon. Une statistique
est une fonction 7 : X" — R, oun > 1.

Notons que la fonction T ne peut pas dépendre du parametre 0, puisque sa
valeur nous est inconnue. Si la fonction 7" dépend aussi de 6, alors elle ne peut pas
étre appelée une statistique.

Puisqu’une statistique 7' : ™ — R réduit une collection de n nombres a
une seule valeur, elle ne peut pas étre une fonction injective. Par conséquent,
T(X4,..,X,) fournit généralement moins d’informations au sujet de 6 que les don-
nées completes (X7, ..., X, ). Cependant, pour certains modeles, il est possible de
choisir une statistique T telle que T'(Xj, .., X,,) soit aussi informative au sujet de
0 que (X1,...,X,). Une telle statistique est appelée une statistique ezhaustive.

Définition 2.2 (Exhaustivité). Soit Xi,..., X, i fo. Une statistique T :

X™ — R est appelée exhaustive pour le parametre 0, si P[X; < zq,...,X, <
2,|T = t] ne dépend pas de 6, pour tout (z1,...,2,) € R™ et pour tout
teR.

L’interprétation intuitive de cette définition est : la distribution conditionnelle
de (Xy,...,X,), sachant la valeur de T(X1,...,X,) ne dépend pas de 6. Ainsi,
le fait de connaitre (X1,...,X,) en plus de T'(X1,..., X,) ne fournit pas plus ou
pas moins d’information au sujet du 6 qui a généré les données. La définition est
habituellement difficile a vérifier, mais la condition suivante, qui lui est équivalente,
I’est beaucoup moins :

Théoréme 2.3. (Critére de Fisher-Neyman ou Critére de factori-
sation). Supposons que (Xi,...,X,) a une fonction de densité/de masse
conjointe fx, . x,(x1,...,2,;0), 6 € O. Une statistique T : X" — R est
exhaustive pour 6 si et seulement si il existe des fonctions g : R x © — R et
h: X" — R telles que

fxiox, (@, x0;0) = g(T (21, ..., 20),0)h(z1, . . ., Tp).

Démonstration. La preuve pour le cas continu requiert des notions de la théorie
de la mesure. Nous allons donc seulement donner la preuve dans le cas ou les X;
sont des variables aléatoires discretes. Notons que si les X; sont discretes, alors la
statistique T'(X7, ..., X,,) Pest elle aussi. Supposons que T est exhaustive, alors

fxiox, (@, . 20 0)
=Po[X1 =21,..., X = ]
=Py[X1=z1,.... Xpn =2, T =T(x1,...,2,)]
+P[ X1 =xz1,...,. X =2, T #T(21,...,7,)]

=0
=Py[T =T(x1,...,20)|Pe[X1 =21,..., Xy =2, |T =T (21,...,25)]
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Puisque T est exhaustive, le deuxieéme terme est indépendant de 0, et le critere
de Fisher-Neyman est donc vérifié. Afin de prouver la réciproque, supposons que
Ixyox, (@, 20 0) = g(T (1, ...y 2p), 0)h(21, ..., 2y). Alors, on a

Py[X1 =21,..., X, = 2,|T = ]

PQ[Xl :Ila"'aXn :xnaT:t]
Po[T = ¢]

]Pg[Xl = ZEl,...,Xn = .Z‘n]
- YT (z1,...,2,) =t
Py[T = 1] {Tl@r,. o an) = 8}

Po[X1=21,..., X = x,|U{T(x1,...,2,) =t}

ZyleX o 'Zyne){ PQ[XI =Yi,--- y Xn = yn]l{T(ylv . . »yn) = t}
g(T(x1,...,xn); O h(z1, ... xn) {T(x1,...,2,) =t}

Sopex 2y ex 9T, un); OR(y1s -y H{T (Y1, -+ yn) =t}

_ gt;Nh(z1, ..., x0){T(21,...,2,) =t}

TS em Sy ex My T (o) = 1)
hxy, ... ,zn){T(x1,...,2,) =t}

dSopex - gnex MLy ) T (Y1, yn) = 1}

La derniére expression ne dépend pas de 0 puisque ni h (par définition) ni 7' (étant
une statistique) dépendent de 6. (I

Exemple 2.4 (Estimer le biais d’une piéce de monnaie).
Soit X1,..., X, i Bern(p). Alors,

n

Fxrvntn (@1, wa) = [ (@) — p(Ci tei=1}) (1 _ ) (n=Xi tei=1})

i=1

Ainsi, le critere de Fisher-Neyman est satisfait avec T'(X1,...,X,) =Y i 1{X; =
1} = >, Xi (la derniere égalité vient du fait que chaque X; est soit 0 ou 1),
g(t,p) =p'(1 —p)"~t et h(x1,...,x,) = 1. Il Sensuit que > | X; est exhaustive
pour p. Intuitivement, cela signifie qu’afin d’obtenir des informations concernant
p, tout ce qui est important est de connaitre le nombre total de « faces » ; en effet,
lordre précis dans lequel sont apparues ces « faces » n’est pas pertinent dans ce
cas-ci. O

Lorsqu’une statistique (exhaustive ou non) est appliquée & un échantillon, elle
devient elle aussi une variable aléatoire, avec sa propre distribution. Cette distri-
bution est appelée une distribution d’échantillonnage, puisqu’elle est le résultat
d’un échantillonnage aléatoire.
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Définition 2.5 (Distribution d’échantillonnage). Soient Xi,..., X, b

FetT:X™ — R une statistique. La distribution d’échantillonnage de T" sous
la distribution F' est la distribution de probabilité

Fr(t) =P[T(Xy,...,X,) <1, teR.

Remarque 2.6 (Notation). Nous considérons toujours une statistique comme
étant appliquée a un échantillon, nous allons donc tres souvent supprimer la dé-
pendance de la statistique avec X1,..., X}, en écrivant simplement 7" au lieu de
T(X1,...,X,). Dans cette notation, la distribution d’échantillonnage de T' sous
F est Fr(t) =P[T <t

— Exercice 21. \

Soit X1,..., X, o Unif(0,0). Montrer que T'(X1, ..., X,) = X(,) est une

statistique exhaustive pour 6, et trouver sa distribution d’échantillonage.

~ Exercice 22. \

Soit Xi,..., X, “ Pois(\). Montrer que T'(X1,...,X,) = > X; est
une statistique exhaustive pour A, et trouver sa distribution d’échantillo-
nage.

Notons que dans la définition de la distribution d’échantillonnage de T', nous
avons spécifié sous quelle distribution F' celle-ci se produit. Ceci doit étre fait,
puisque le fait de changer la distribution de Xi,..., X, (pour une certaine distri-
bution G plutoét que F') aura pour conséquence de changer aussi la distribution
d’échantillonnage de T'. Dans ce chapitre, nous allons examiner précisément la dé-
pendance de la distribution d’échantillonnage avec la forme de T et la forme de
F'. Spécifiquement :

— Nous allons examiner certaines formes spéciales de T" et de F' pour lesquelles
la distribution d’échantillonnage est exactement connue.

— Dans des situations générales, lorsque la forme de T" et de F' ne nous permet
pas de déterminer exactement la distribution d’échantillonnage, nous allons
tenter de donner des moyens d’établir une distribution approximative (et le
cadre mathématique requis afin de donner du sens au terme « distribution
approximative » ).

Nous allons nous concentrer sur des statistiques 7" exhaustives et des modeles
F constituant des familles exponentielles.
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2.2 Echantillonnage d’une distribution normale

Nous commencgons avec le cas le plus simple possible : établir la distribution
d’échantillonnage des statistiques

X:lzn:Xi & 5?2 = 1 Z(Xi—)_()27

n 4 n—14
=1 =1
lorsque ’échantillon Xi,...,X,, est un échantillon aléatoire tiré de la distribu-
tion normale, c’est-a-dire Xq,..., X, i N(u,0?). Notez que X est simplement

la moyenne empirique et que S? est égal & n/(n — 1) multiplié par la variance
empirique (la raison pour laquelle nous utilisons S? au lieu de la variance empi-
rique sera présentée sous peu). Malgré le fait que ce probléme semble trés élémen-
taire, nous allons voir plus tard que, pour plusieurs autres distributions ainsi que
pour plusieurs autres types de statistiques, le probléme consistant a déterminer la
distribution d’échantillonnage de ces statistiques peut étre (approximativement)
réduit a un probléme impliquant la moyenne empirique et la variance empirique
de variables aléatoires approximativement normales. La proposition suivante nous
donne la distribution d’échantillonnage de X et de S2.

Proposition 2.7 (Echantillonnage gaussien).

Soit X1,...,X, e N(u,0?), alors

1. La distribution conjointe de X7,..., X, a pour fonction de densité :

n/2 n
1 1 9
i, x, (@1, %) = (27mg) €Xp {_M ; (zi — 1) } °

2. La moyenne empirique est distribuée comme suit : X ~ N(u,0%/n).

3. Les variables aléatoires X et S? sont indépendantes.
7 —
>

1
4. La variable aléatoire S? satisfait S% ~ X2y

Démonstration. Pour la partie (1), puisque les variables aléatoires sont indépen-
dantes, il suffit de prendre le produit des densités marginales N(u,o?) afin d’ob-
tenir 'expression de la densité conjointe.

Pour la partie (2), nous avons par indépendance que Y ., X; est aussi une
variable aléatoire normale, de moyenne nju et de variance no? (par corollaire ,
p. @) Il s’ensuit que X =n~ 1 Y7 | X; ~ N(u,0?/n).

Afin de prouver la partie (3), notons tout d’abord qu’il suffit de prouver I'in-
dépendance entre X et X1 — X, ..., X, — X. Afin de prouver ceci, définissons

leX & }/j:Xj—X, j:2,,n
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Noter que la transformation (Xy, ..., X,) = (Y1,...,Y,) est une bijection linéaire
de R™ — R"™ puisque

Vi=X Xi=Y1-2,Y
Yo=X3—X X3=Y3+Y;
Y, =X,-X Xn=Y,+1

Puisque la transformation est linéaire, son jacobien est une constante qui ne
dépend pas de (X71,..,X,,) (il est en fait égal & 1/n). Nous obtenons donc par les
résultats sur les transformations de variables aléatoires (théoréme , p- B) que

v un) = nfxox, (@1, T0)

la fonction de densité conjointe de (Y7,...,Y},) est donnée par
n 2
o3 (M)
(2mo? )"/2 { i=1

(zm—z)“” { Z:< _Hx_uf}'

Puisque Y. (@i — %) = Y.i",x; — nT = nZ — nZ = 0, nous obtenons que
Yo (xi —2) (T —p)=0et que (1 — %) = — > ,(x; — Z). En utilisant ces deux
identités, nous obtenons

l\.’)\»—t

l\D\»—l

le,...,Yn (yh ey yn)

n 1
(271'02)"/2 Pl 202 \4

- me’(p {_2; <($1 —2) 4D (wi =)+ (7 - u)2> }

n 2 n
:mexp —% <Z(m—x)> +Z(xi_x) 4 (@ —p)?

ngh
\
8
+
S
8
\
=
[V
N———
—

r 2
n 1 n n
:Wexp 952 (E yi) + E yi +n(y —p)?
i=2

=2

2
\/ﬁ - 2
= T o o1 /2 &XP Yi| + Yi
(2 2)(77, 1)/2 20—2 Z 7’22

JF1(y2,--5yn)

WGXP{—QUiM (1 — M)Q]}-

fa(y1)
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Notons que fo(y1) est la densité marginale de Y1 = X ~ N(u,0?/n), tel que
prouvé dans la partie (2). Ainsi, si nous intégrons la partie de gauche de ’équa-
tion par rapport & yi, nos obtenons que f1(y2,...,¥yn) est la densité conjointe de
(Ya,...,Y,). Nous pouvons donc conclure que

i Yu Wi Yn) = fyarv (2o Un) fya (W)
Par conséquent, ¥; = X est indépendante de Yo = Xo — X,...)Y, = X,, — X

et puisque (X; — X) =—>"" ,(X; — X), il s’ensuit que Y; = X est aussi indé-
pendante de X; — X. Ceci prouve le point (3), c’est-a-dire que X et S? sont
indépendantes.

Afin de prouver la partie (4), notons tout d’abord que

n n

SXi-p? = DX - X242 (X - X)X - )+ (X — p)?

i=1 =1 =1

=0
= (n-1)8*+n(X —p)®

=D, (X=s)"

™
N
>
Al
=
N——
[

=1 ———— O'/\/ﬁ ,
v w

Puisque nous avons prouvé dans la partie (3) que X et S? sont indépendantes,
nous obtenons que la FGM de @ doit étre le produit de V et de W (lemme ,

p. L71) -

Mgq(t) = My (t) My (t).

Par la partie (2), nous savons que f/?/% ~ N(0,1) et donc que W ~ x? (en tant
que carré d’une variable aléatoire normale standard, voir équation ([l.4) et donc

My (t) = (1 —2t)"1/2,

Xi—p 2 iid 2
p ~ Xi-

Nous savons aussi que % N (0,1), il est donc aussi vrai que (
Ainsi, la FGM de @ est égale a :
Mq(t) =[] -20)7"2 = (1 —2t)/2
i=1
En résumé, nous avons que
(1—20)7"/% = My (£)(1 — 26)~V/2,

—— ——
Mq () M (t)

duquel il s’ensuit que
My (t) = (1 —2t)~(=1/2,

Cette derniére expression est la FGM d’une distribution x2_;. Comme la FGM
caractérise une loi (proposition .9, p. ), ceci prouve la partie (4) et compléte
la démonstration. O
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Le résultat suivant découle directement du théoréme précédent :

Corollaire 2.8. (Les moments pour l’échantillonnage d’une distri-
bution normale). Soit X7,..., X, e N(u,0?), alors

_ _ 2 2 4
E[X] = 4, Var(X):%, E[S?] = 0%, Var(S?) = —

n—1

Le dernier résultat explique pourquoi nous utilisons un facteur (n — 1)~! au
lieu de n~! dans la définition de S2. En effet, cette définition nous donne une
statistique dont ’espérance est égale a la vraie variance. Finalement, nous allons
présenter un résultat, qui sera assez utile par la suite. La preuve de ce théoréme
est laissée comme exercice.

Théoréme 2.9. (La statistique de Student et sa distribution d’échan-
tillonnage). Soit X5,..., X, w

N(u,0?), alors
X —p

< = ~th-1.
S/\/n

Ici t,,_1 représente la distribution de Student avec n — 1 degrés de liberté.

Définition 2.10 (Distribution t de Student). Une variable aléatoire X
suit une distribution t de Student de parameétre k € N (appelé nombre de
degrés de liberté), noté X ~ tg, si

k+1
r (@) ( 22\ T2
SLIC A
La moyenne et la variance de X ~ t; sont données par

k
E[X]| =0, Var[X] = ——,
by X] =
pour k£ > 2. La moyenne n’est pas définie pour k£ = 1 et la variance est non
définie pour k < 2. Pour tout k£ € N, la fonction génératrice des moments
n’est pas définie.

Preuve du théoréme @ Soient Z = (X — pu)/(o/\/n) et V = (n — 1)S%/02, ob-
servons que

Z _X—,u
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Afin de prouver le théoreéme, donc, il suffit de trouver la densité de T'. La propo-
sition ﬁ (p. a) implique que :

1. Z ~N(0,1).

2. V~x2 g

3. Z et V sont indépendants.

On trouve d’abord la densité conjointe de (T, V') (puis on va intégrer pour trouver
la marginale de T'). Considérons la transformation

g:(Z,V)= (T,V) = (\/%7‘/)

dont la fonction inverse est donnée par

Vv
-L.(r Ty ——
g (,V%+< n_rV>

et ayant pour jacobien

—1/2
Iy = ( \/V/(On—l) Tzvj(nl) ) = det(Jy-1(t,v)) = nil'

Rappelons que Z et V sont des variables aléatoires indépendantes et donc

1 n—1

—le—%(v-&-zQ).

fzv(z,v) = fz(2) fv(v) =

La fonction de densité conjointe de (T, V) est alors donnée par
frv(t,v) = fzv (g7 (t,v))|det(Jy-1 (8, 0))]

_ b ity (0
28maT (251) n—1

1 n—2
= -V 2

/e T ()

La densité marginale de T est donc

Nl

) 2
e_%(l-’—ﬁ).

n—2
v 2 dv.

_ 1 —5 (75
fT(t)_QQI‘(%l)«/i(n—l)w/Q S

S (S
Y= \n=1 ’

2 2
vziy et dv =

2 2 ’
(nt—l + 1) <nt—1 + ]‘)

En posant

nous obtenons
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et donc

1 -y
fr(t) = 25T (251) m./e

2

_ T3 1 ( t2 +1>2
L(*) V-1

ou l'intégrale de l’avant-derniere ligne est égale a 1, car c’est l'intégrale de la

fonction de densité d’une distribution I'(n/2,1). O

2.3 Echantillonnage d'une famille exponentielle

Dans le paragraphe précédent, nous avons été capable de déterminer la distribution
conjointe d’un échantillon de variables aléatoires normales X1, ..., X, la distri-
bution d’échantillonnage de deux statistiques clés et les moments de ces deux
statistiques clés. Que se passerait-il si la distribution a partir de laquelle nous
échantillonnons n’était pas normale, mais plutét binomiale, ou Poisson, ou expo-

nentielle 7 Plus généralement : que se passe-t-il si I’échantillon Xq,..., X, vient
d’une certaine famille exponentielle? En d’autres mots, soit X1,..., X, ud f,ou

k
f(x)-exp{zsbm(x)w<¢1,...,¢k>+s<x>}, rex.
i=1

1. Est-il possible de trouver la distribution conjointe de 1’échantillon
(X1, X0)?
2. Est-il possible de trouver les moments exacts de certaines statistiques clés ?

3. Est-il possible de trouver la distribution d’échantillonnage exacte de cer-
taines statistiques importantes ?

Le prochain théoreme donne une réponse affirmative aux deux premieres ques-
tions. Malheureusement, la réponse a la troisiéme question est que cela est com-
pliqué. Pour des raisons de simplicité, nous allons nous concentrer sur les familles
exponentielles & 1-parametre, mais notez que les résultats peuvent étre facilement
généralisés au cas a k-parametre.

Proposition 2.11 (Echantillonnage d’une famille exponentielle). Soit
X1, X, M £ on

f(z) = exp{¢T(z) —(¢) + S(x)}, zeX
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avec ¢ € & C R, est une densité ayant la forme d’une famille exponentielle a
1-parametre. Alors :

1. La densité conjointe de (Xi,...,X,) a la forme d’une famille expo-
nentielle a 1-parametre, donnée par

fX17~--7Xn('1:1’ 000 733?7,) = exp {¢T($1, o 71'77,) - n7(¢) + Zs(ml)} 5
=1
x; € X,

ou
n

(@1, an) = > T(xi).

i=1
2. Si @ est ouvert, alors v est infiniment dérivable, et
E[r(X1,...,X,)] =1y (¢) < 00

et
Var[r(X1,...,X,)] = ny'(¢) < co.

Remarque 2.12. Le théoréeme démontre pourquoi 7 est une statistique clé qui
nous intéresse : par le théoreme du critére de Fisher-Neyman, nous pouvons immé-
diatement voir que T est exhaustive pour ¢ (si ¢ = n(#) pour une certaine injection
n(-), alors il est clair que 7 est aussi exhaustive pour 6).

Remarque 2.13. La distribution d’échantillonnage de la statistique exhaustive
7 a aussi la forme d’une famille exponentielle & 1-parameétre, c’est-a-dire elle est
de la forme

fr(t) = exp{¢t — A(¢) + B(t)},

pour certaines A : ® — R et B : R — R (nous n’allons pas prouver ceci, car cela
requiert des notions de théorie de la mesure). Cependant, une forme explicite et
précise de la densité ne peut généralement pas étre déterminée (c’est-a-dire nous
ne pouvons pas trouver de formules générales pour les fonctions A et B). Pour
obtenir une formule générale, nous allons devoir recourir & des approximations
pour ces distributions d’échantillonnage, et c’est ce que nous allons faire dans la
prochaine section. Néanmoins, il est possible de déterminer de formules générales
pour la moyenne et la variance de 7(X71,..., X,).

Remarque 2.14. Le fait que « est infiniment dérivable quand ® est un ouvert
(voir deuxiéme conclusion du théoréme) sera tacite dans le reste du texte.

Preuve de la proposition , La partie (1) est un résultat immédiat de 'indépen-
dance des variables et de la forme de la densité (forme d’une famille exponentielle
a l-parameétre). Pour prouver la partie (2), nous calculons tout d’abord la FGM
de T(X;), pour un i < n fixé :
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Myp(u) = l[;exp{uzxx>}exp{¢IXx>—-w(¢>+-s<x>}dx

- wm&w+¢%—%@}Afmﬂw+¢ﬂ@0—wu+@+S@wa

Puisque @ est ouvert, il existe un € tel que (u+ ¢) € ® si |u| < e. Ainsi, u + ¢ est
un parametre valide lorsque |u| < €, ce qui donne [, exp{(u+¢)T () —y(u+¢)+
S(z)}dx = 1. Nous concluons que :

Mr(u) = exp{y(u+¢) —=v(9)},  |ul <e (2.1)

Comume la fonction génératrice des moments existe pour |u| < ¢, la proposition @
(p. ) implique que Mr est infiniment dérivable pour |u| < ¢, et alors on déduit
que 7 est infiniment dérivable sur ®. De plus, par proposition (p. ), tous
les moments de T'(X;) existent pour tout ¢ € @, et

BFCO) = Mrt)| = (6)
2
BT = faMe)| = 70+ WO

Il s’ensuit que Var[T(X;)] = E[T?(X;)] — E*[T(X;)] = 7"(¢). Par I'indépendance
de X1,...,X,, il découle immédiatement que

ZT(Xi>

ZT(Xi)

Elr(Xy,...,X,)]=E

:ZE[T(Xv:)] = ny'(¢) et

Var[r(Xy,...,X,)] = Var

:ZVar[T(Xi)] = nY"(¢).

— Exercice 23. N

Soit X1,..., X, =z f, ou f est de la forme d'une famille expo-
nentielle, exprimée dans la paramétrisation usuelle comme f(z) =

exp ()T (z) — d(0) + S(z)], 6 € © ouvert. Montrer que :

1. Si n est k-fois continiment dérivable (k > 1), inversible, et de dé-
rivée jamais nulle, alors d est aussi k-fois continliment dérivable.

2. Si n est deux fois contintiment dérivable et inversible (alors de dé-
rivée jamais nulle), alors

E[T(Xla coo 7Xn)] =n

« &(0)0/(60) — d(O)"(6)
EIGE

Indice : utiliser le théoréme des fonctions inverses (théoréme @, p. @)

Var[r(Xi,...,Xn)] =n
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Remarque 2.15. Le fait que, pour k& > 1, d est k-fois dérivable quand © est
un ouvert et 7 est k-fois continiiment dérivable et inversible (voir partie (i) de
lexercice) sera tacite dans le reste du texte.

2.4 Distributions d’échantillonnage approximative

Nous avons vu dans la section précédente que la distribution d’échantillonnage
d’une statistique exhaustive 7(Xi,...,X,) ne peut pas étre déterminée exacte-
ment lorsque ’échantillon est tiré d’une famille exponentielle & un parametre.
Par conséquent, nous allons souvent tenter de I'approximer en supposant que la
taille de I’échantillon n est assez grande. Pour cela, nous devons définir en termes
mathématiques ce que nous entendons par : la distribution Fr(x, . x,) est ap-
proximée par une certaine distribution G'. Si nous voyons Fr(x, .. x,) comme une
séquence de fonctions de répartition F), indexées par la taille de I’échantillon n,
alors « approximation par G » devrait étre formalisée par une certaine forme de
convergence de F;, a G lorsque n — oo. Le type de convergence approprié est
appelé convergence en loi.

Définition 2.16 (Convergence en loi). Soit {F},},>1 une séquence de fonc-
tions de répartition et G une fonction de répartition sur R. Nous disons que

. P d . .
F,, converge en loi vers G, et écrivons F,, — G, si et seulement si

Fo(z) =% G(x),

pour tout les x qui sont des points de continuité de G.

Remarque 2.17. Noter que la convergence en loi est similaire a la convergence
ponctuelle de la séquence de fonctions de répartition, a ’exception qu’il n’est pas
nécessaire d’avoir une convergence ponctuelle aux points de discontinuité de la
limite (rappelons que toute distribution est cadlag : continue & droite et admettant
une limite a gauche).

Exemple 2.18 (Le maximum de variables aléatoires uniformes). Soient
X1, Xn X URif(0,1), My, = max{X1,..., X}, et Qn = n(1 — M,).

P[Qnﬁx]ZP[MnZl—x/n]=1—<1—%)n”1’>°1—e‘z.

Noter que la limite est la fonction de répartition d’une variable aléatoire Exp(1).
]

,—[Exercice 24 (Loi des événements rares).} \

Soit { X, }n>1 une séquence de variables aléatoires Binom(n, py,), telle que

Prn, = A/n, pour une certaine constante A > 0. Montrer que X, N Y, ou
Y ~ Poisson(\).
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Lorsque F),(z) = P[X,, < z] pour une séquence de variables aléatoires { Xy, }»>1
et G(z) = P[Z < z] pour une autre variable aléatoire Z, nous allons abuser de la
notation et écrire

X, %z

pour signifier que la distribution de X,, peut étre approximée, pour des n grands,
par la distribution de Z. Si nous dénotons 7, = (X1, ..., X, ), le probléme consis-
tant & déterminer la distribution approximative de 7(X,...,X,) est alors équi-
valent au probleme consistant a trouver une variable aléatoire Z dont la distribu-
tion explicite est connue, et telle que 7, %, 7. Nous allons donner une solution
partielle & ce probleme dans les deux prochains paragraphes.

Avant de conclure cette introduction, nous allons considérer un second type de
convergence qui mérite une attention particuliere.

Définition 2.19 (Convergence en probabilité). Lorsqu’une séquence de
variables aléatoires { X, } est telle que P[|X,, — Y| > ¢] "=3° 0 pour tout € > 0
et pour une certaine variable aléatoire Y, nous disons que X, converge en
probabilité vers Y, et écrivons X,, — Y.

-y p d . . - .
En général, X;, — Y = X,, — Y, mais l'inverse n’est généralement pas vrai.

— Exercice 25. 3\

Soit {X,}52; une suite de variables aléatoires avec
1
X,=(-1)"X, PX=-1=PX=1]= 3
Montrer que X, S X, mais que X,, % X.

Cependant, si Y = ¢ € R est une constante et si {X,,},>1 est une séquence telle

d . .
que X, — ¢, nous avons alors le résultat suivant :

Lemme 2.20. Soit {X,,},>1 une séquence de variables aléatoires prenant
des valeurs dans R, et ¢ € R une certaine constante, alors

n—r oo

X, L e e P[X,—c|>¢"=230, Ve>O0.

Exercice 26.

Démontrez le lemme précédent.
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2.4.1 Distributions approximatives pour les sommes

Nous avons vu a la proposition (p. @) que la statistique exhaustive pour un
échantillon iid X4,..., X, tiré d’une famille exponentielle & 1 parametre

f(x) = exp{¢T(x) —v(¢) + 5(x)}
est de la forme 7(X1q,...,X,,) =Y. T(X;), ou
E[r(X1,...,Xn)] =ny(¢) <oo et Var[r(Xy,...,X,)] =ny"(¢) < <.

Si nous définissons
Ty = ~7(X1,..., X,) = = 3 T(X))
n=—T seeey ) = i)s
n ! n 4

alors nous remarquons que nous sommes en présence d’une variables aléatoire
qui est en fait la moyenne de n variables aléatoires iid, et qui a une moyenne
finie 4/(4) et une variance finie v"(¢)/n. Malgré le fait qu’il est en général diffi-
cile de connaitre exactement le comportement de la distribution d’échantillonnage
de telles moyennes, nous allons voir que ce comportement devient étonnamment
simple lorsque n est grand. Le but de cette section est de décrire ce comporte-
ment. En d’autres mots, étant donné des variables aléatoires iid Y7,...,Y,, avec
E[Y;] = u < oo et Var[V;] = 0% < oo, nous aimerions étudier la distribution
d’échantillonnage de > | Y;.

Notons que l'espérance de .-, Y; est nu et que celle-ci tend vers l'infini lorsque
n augmente. Par conséquent, nous devons controler cette inflation afin d’espérer
obtenir une distribution d’échantillonnage approximative. La premiere idée qui
vient a D’esprit est de diviser la somme des Y; par n, c’est-a-dire de considérer
la moyenne empirique Y,, = % > i, Y;. L'espérance de cette moyenne empirique
est u, celle-ci reste donc constante peu importe la valeur de n. Par 'inégalité de
Chebyshev (lemme (.4, p. ), nous avons que

2
]P’H?nf,u|>e]§%”_£>00, Ve 0.

Théoréme 2.21 (Loi faible L? des grands nombres). Soient Y7,...,Y,,
des variables aléatoires independentes telles que E[Y;] = 1 < oo et Var[V;] =
0% < o00. Soit Y, = 231 |V}, alors

Y. % p

Remarque 2.22 (Loi faible L' des grands nombres). En fait, la méme
conclusion reste valable sous de conditions plus faibles : il suffit de supposer que
E|Y;| < oo, au lieu que Var[V;] < oo.

Par conséquent, les réalisations de la variable aléatoire Y,, deviennent de plus
en plus concentrées autour de la moyenne lorsque n augmente, c’est-a-dire
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(Y, —p) 2 0. Mais de quelle facon Y, varie autour de p lorsque n augmente ?
Le facteur n~! a pour effet de faire converger n=! >i, Y; vers une constante. La
raison de ceci est qu’en multipliant par n=1, la variance devient égale a o2 /n, et
elle converge donc vers zéro lorsque n tend vers l'infini. L’observation clé est que
la moyenne de ¢ X Z?zl Y; est linéaire en ¢ tandis que sa variance est quadra-
tique en c¢. Afin d’obtenir une approximation plus fine, nous devons considérer les
différences rééchelonnées v/n(Y, — u). Noter que ces variables ont pour variance
o2 quel que soit n. Le remarquable résultat suivant nous dit que les différences
rééchelonnées sont approximativement normales :

Théoréme 2.23 (Théoréme central limite).
Soient Y1,...,Y, des variables aléatoires i.i.d. telles que E[Y;] = u < oo et
Var[Y;] = 02 < co et soit Y,, = - 37 | 'Y;, alors

V(¥ — ) -5 N(0,02).

Nous considérons la preuve du théoréme central limite dans la_section
(p. ) En combinant le théoréme central limite et la proposition (p. b9,
nous obtenons un corollaire qui est tres utile en inférence statistique, et qu’on
utilisera plusieurs fois :

Corollaire 2.24. (Distribution d’échantillonnage approximative — fa-
milles expon.). Soient X1,...,X, o f,ou

f(z) = exp{¢T(z) —7(¢) + S(x)}, zeX

avec ¢ € & C R et soit

T, =

S|

> T(X) =n"'r (X, Xn).
i=1

Si @ est ouvert, alors

VaTn —+'(9)) ~2 N(0,7"(9)).

2.4.2 Distributions approzimatives pour les fonctions de sommes

Que se passerait-il si la statistique dont nous essayons de déterminer la distribution
d’échantillonnage n’était pas simplement une somme de variables aléatoires iid,
mais plutdt une fonction contintiment dérivable d’une telle somme ? Par exemple,
supposons que nous voulons considérer une statistique de la forme g(Y;,) plutot
que de la forme Y,,. Pouvons-nous dire quelque chose sur le comportement asymp-
totique de cette nouvelle variable aléatoire? Les trois prochains résultats nous

donnent une réponse positive a cette question pour des cas spéciaux importants.
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Théoréme 2.25. (Théoréme de ’application continue (Continuous
mapping theorem)). Soit X une variable aléatoire telle que P[X € X] =1,
et g : R — R est continue en X, alors

X, 5 X = g(X,) S g(X).

Démonstration. Consulter la section @ (p. ) O

Théoréme 2.26 (Théoréme de Slutsky). Soient X une variable aléatoire

et ¢ € R une constante. Si X, 4 X et Y, & ¢, alors, X,, +Y, LN e +c
lorsque n — oo.

Démonstration. Consulter la section @ (p. ) 0

Il est important de noter que nous ne pouvons pas, en général, remplacer la
constante ¢ € R avec une variable aléatoire non dégénérée, Y dans le théoreme de
Slutsky. Le probléme est que le théoreme ne spécifie pas quelle est la loi conjointe
de (X,,Y,). Pour un simple contre-exemple, prenons X,, = —Z +n~!et Y, =
Z—-n"!=-X,, pour Z ~ N(0,1). Alors, X, 4z (car —Z ~ N(0,1)), Yy, 5z,
mais pour tout n, on a X,, +Y,, =0, et donc X,, +Y,, ne converge pas vers 27 en
loi.

Théoréme 2.27 (La méthode delta). Soit Z,, = a,(X, — 0) 4 Z on
an,0 € R pour tout n et a, T oo. Soit g : R — R dérivable en 0, alors

an(9(Xn) — 9(0)) % g'(0)Z, lorsque ¢’ (8) # 0.

Démonstration. On peut écrire
9(Xn) = g(0) + g'(07,)(Xn — 0),

ou 6} se trouve entre X,, et 0, par le théoreme de Taylor (théoréeme @, p. @)
Donc |05 —0| < | X, — 0] = a; ' |an (X, — 0)| = a;* Z,, B 0 comme consequence du
théoreme de Slutsky. Alors 6 % 0. Le théoreme d’application continue implique
maintenant que ¢'(6*) = ¢/(0). Par conséquence,

an(9(Xn) —9(0)) = an(9(0) +g'(67)(Xn — 0) — g(0))
= ¢ (67)an(X ~0) % g'(6)2,
en utilisant le théoréme de Slutsky une derniere fois. O

Ces trois résultats nous permettent d’obtenir de nouveaux théorémes limites
(nouvelles approximations) & partir des plus vieux. Par exemple, le théoréme cen-
tral limite nous dit que si Y7, ...,Y,, sont des variables aléatoires iid de moyennes
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et de variances o2 < oo, alors \/n(Y, — i) N N(0,0?%). Grace a la méthode
delta, nous obtenons de plus que

Valg(Ya) — g(n) ~5 N(0,02(¢' (1)),

pour toutes les fonctions continues et dérivables g. Maintenant considérons W,
une séquence de variables aléatoires telle que W, B 5. 10 est facile d’utiliser le
théoréeme de Slutsky afin de conclure que

\/’E (g(YTL)I/;ng(M))) i> N(O, (g/(ﬂ))Q)-

— Exercice 27. N

Soit Xy,..., X, = Pois(\), ou A € (0,00)\{1} et considérons la probabi-
lité 7 = P(X; = 1) = Ae~*. Nous voulons approximer 7 par 7, = Xne_j‘"
ou ;\n = %22;1 X;. Nous savons que \ satisfait le théoréme limite cen-
tral. Montrer que nous pouvons aussi obtenir un théoréme limite central
pour 7., de la forme

A\/ﬁ(’irn B ﬂ-)A i> }/7
Ve (1 =)\,)

oY ~ N (0,1). Indication : on aura besoin du théoréme limite central, de
la méthode delta, de la loi faible des grands nombres ainsi que du théoreme
de Slutsky.

\ 7
— Exercice 28. \
Soient x1,...,x, des réalisations indépendantes d’une variable aléatoire

X ayant une fonction de densité f continue. Soit y € R, montrer que la
fonction histy, . ., (y) converge en probabilité vers f(y), lorsque n — oo,
h,, — 0 et nh,, — oco. Indication : le nombre d’observation tombant dans
Vintervalle I, , donné par N,, = 31" | 1.1, 3, suit une loi Binom(n, p,)
o p, = [ I, f(z)dz. On aura besoin d’utiliser le fait que

Nn

nh,,

N,  pn

nh,  h,

_|_

—f(y)‘ <

ainsi que l'inégalité de Chebyshev (lemme @, p- @)




Chapitre 3

Estimation ponctuelle des parametres
d’un modele

Nous retournons maintenant au probleme général : nous modélisons un phéno-
meéne stochastique par une famille de distributions paramétriques et réguliéres
F ={Fy:0 € O}, on ©® C RP. Nous observons n réalisations indépendantes et

identiquement distribuées, disons Xi,..., X, g Fy pour un certain 6y € O, mais
nous ne connaissons/observons pas le § € © qui a servi & les générer (le vrai état
de la nature). Avec cet échantillon iid a notre disposition, nous voulons faire de
Iinférence au sujet de 6. Une des inférences les plus simples a laquelle nous pou-
vons penser est : quelle est la valeur de 8 qui a généré I’échantillon X,..., X, ? Ce
probleme est appelé un probleme d’estimation ponctuelle. Puisque X1, .., X,, est la
seule chose que nous avons en main afin d’estimer la valeur de 6, notre estimateur
sera construit a I'aide d’une fonction de ’échantillon.

Définition 3.1 (Estimateur ponctuel). Une statistique prenant des va-
leurs dans © est appelée un estimateur ponctuel. Réciproquement, un estima-
teur ponctuel est une statistique 7' : X" — O.

Remarque 3.2. Puisque l'objectif d’'un estimateur est de fournir une estimation
du vrai 6 qui a généré les données, nous le dénotons typiquement 6. Notons de
plus que 0 est un parametre déterministe tandis que 0 est une variable aléatoire,
puisque 6 = T(Xq1,...,X5).

Il est clair que 'objectif d’un estimateur est d’estimer un parameétre inconnu.
Cependant, par définition, n’'importe quelle fonction dont I'image est incluse dans
O pourrait étre un estimateur : Laquelle devons-nous choisir ? Ou, plus simplement
encore, si on nous donne un estimateur 9, comment peut-on juger de sa qualité?

Le fait important ici est que les estimateurs sont des variables aléatoires. Ainsi,
pour chaque réalisation d’un échantillon X1,..., X,,, 'estimateur 0 prendra une
valeur différente. Un bon estimateur devrait étre tel que ses réalisations typiques
tombent « prés » de . En d’autres mots, la distribution d’un bon estimateur est
concentrée autour de la valeur du vrai parametre 6 (c’est-a-dire ses réalisations
tomberont avec une grande probabilité pres de 6).

65
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3.1 Criteres pour comparer des estimateurs

Encore une fois, la question reste la suivante : comment peut-on mesurer la concen-
tration de la distribution de 07 11 y a plusieurs critéres différents que 1’on peut
utiliser, mais les statisticiens consideérent typiquement deux caractérisations de
base de la concentration : la moyenne et la variance de 0. Pourquoi ?

1. Une raison est que la moyenne et la variance sont faciles a interpréter : la

moyenne E[f] nous dit & quel point nous sommes proche en moyenne de
notre objectif et la variance Var[f] nous dit & quel point notre estimateur
est dispersé autour de sa moyenne. Si la moyenne est pres de 6 et que la

variance est petite, nous devrions avoir une concentration raisonnable.

2. Une deuxiéme raison est que la distribution exacte de 0 est rarement connue.
Comme nous ’avons vu dans les sections précédentes, nous devons souvent
avoir recours a une approximation asymptotique, et il arrive relativement
souvent que la distribution approximative de 6 soit normale. De plus, pour la
loi normale, la moyenne et la variance capturent toutes les caractéristiques
de concentration de la distribution.

3. Méme si la distribution n’est pas normale, les inégalités de concentration,
telles que l'inégalité de Markov et I'inégalité de Chebyschev (lemmes £.3,
p- et , p- ), peuvent étre utilisées afin de borner la probabilité
P{||0 — 0|| > €} (cette probabilité exprime la concentration) sachant la
moyenne et la variance. De telles inégalités sont valides indépendamment
de la distribution exacte de é, pour autant que la variance de chaque coor-
donnée de 6 existe (soit finie).

Il s’avere que 1'erreur quadratique moyenne prend en compte la moyenne et la
variance.

Définition 3.3 (Erreur quadratique moyenne). Soit 6 un estimateur du
parametre § d’un modele paramétrique {Fy : § € ©}. L’Erreur Quadratique
Moyenne (EQM) de 6 est définie comme suit

EQM(0.6) = E[|l0 — o).

Noter que 'EQM dépend a la fois de notre estimateur et du vrai état de la nature.
Ainsi, un estimateur  peut étre trés performant si la vraie valeur de 6 est dans
une certaine région de l’espace des parametres ©, et 1’étre beaucoup moins pour
d’autres régions de ’espace des parametres. Nous allons réexaminer cette question
plus tard.
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Pour le moment, nous pouvons voir pourquoi 'EQM est connectée avec la moyenne
et la variance de 6 :

Lemme 3.4 (Décomposition biais-variance). Ecrivons = (6y,...,6,)T.
L’erreur quadratique moyenne d’un estimateur admet la décomposition

EQM(9,6) = |EI6] - 6| +E[[1§ —E(9)|°] = ||biais(9, 6)|* + Y Var[f].
k=1

Remarque 3.5. La quantité ]E[é -0 = biais(é,@) est appelée le biais de l'es-
timateur 0 lorsque la vraie valeur du parameétre est 6. Il exprime & quel point 0
est loin de # en moyenne. Lorsque le biais est positif, nous sommes en présence
de surestimation ; lorsqu’il est négatif, nous avons une sous-estimation ; lorsque
le biais est égal a zéro, nous parlons alors d’estimateur non biaisé. Noter que les
variances Var[ék} peuvent aussi dépendre de 6, malgré le fait que cela ne soit pas
explicité dans la notation.

Preuve du lemme . Nous faisons un développement de 'EQM aprés y avoir

additionné et soustrait E[f] :

E[l6 — 6% = E[|6 —E[6] + E[6] — 6||°]
- E [(é —E[] +E[6] — 0)7 (6 — E[f] + E[§] - 9)}

IE[] — 61> + E[I6 — E(6)[*] + 2E | (6 — E[9)) " (E[F] — 9)}

(6] — 6112 + E{I0 — E@)|1?] + 2(E[0] - EI6)) ' (E[6] - 0)
—_——

=0

IE[G] — 0117 + > El(6 — E(Gx))*],
k=1

par linéarité de l'espérance et puisque (E[f] — 0) est déterministe. O

,—[Exercice 29 (Existence d’estimateurs non biaisés).} \

L’existence d’un estimateur non biaisé n’est pas toujours garanti. Soit
Y ~Binom(n,p), oup € (0,1).

1. Montrer que Y /n est un estimateur non biaisé pour p.
2. Montrer qu’il n’existe pas d’estimateur non biaisé pour 1/p.
3. Montrer qu’il n’existe pas d’estimateur non biaisé pour le parametre

naturel ¢ = log <1%p>

Remarque : ¢ s’appelle le log du rapport des chances (anglais : log odds
ratio).
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Comme nous 'avons précédemment mentionné, la concentration d’un estima-
teur @ autour du vrai parametre 6 peut toujours étre bornée en utilisant ’erreur
quadratique moyenne (pour autant que I’estimateur 6 ait une variance finie).

Lemme 3.6. Soit 6 un estimateur de 6 € RP tel que Var[é] < 00. Alors, pour
tout € > 0,

A EQM(6,6)
(|6 — o] > 4 < ZOMO0)
Démonstration. Soit X = ||6 — ||2. Puisque ¢ > 0, I'inégalité de Markov (lemme

, P- @) nous donne,

E[X] _E[|6 - 6|2 _ EQM(.9)
2 2 2 :

P[]0 — 0] > ] = P[X > €] <

€ €

]

Soit 6,, = T(Xy,...,X,) un estimateur du parametre 6 ('indice n est utilisé
afin de mettre l'accent sur la dépendance avec la taille de 1’échantillon). Noter
que si EQM (én, 0) converge vers zéro lorsque n — 0o, alors le résultat précédant
implique que 6, 25 0. Lorsqu’un estimateur possede une telle propriété, nous
disons que cet estimateur est consistant.

Définition 3.7 (Consistance). Un estimateur 0, de 6, construit a I'aide
d’un échantillon de taille n, est consistant si 6,, — 0 lorsque n — oc.

Remarque 3.8. Noter que la convergence de 'EQM vers zéro implique la consis-
tance, mais que la réciproque est généralement fausse.

Malgré le fait que nous allons nous concentrer sur l'erreur quadratique moyenne,
celle-ci n’est pas le seul criteére afin de juger la performance d’un estimateur : il
est possible d’en imaginer plusieurs autres. En général, nous pouvons définir une
fonction de perte, L : © x © — [0,00) qui représente la perte encourue lorsque
I'on estime 6 par 6. 1l est alors possible d’utiliser la perte moyenne, ou le risque,
comme mesure de performance : R(6,60) = E[£(6,0)]. Le fait qu'un estimateur soit
« bon » ou « mauvais » dépendra clairement de la fonction de perte choisie, ce
choix doit donc étre fait judicieusement. Noter que ’erreur quadratique moyenne
est le risque obtenu lorsque la fonction de perte est définie comme étant la distance
euclidienne au carré.

3.2 Limitations fondamentales de la précision
de 'estimation

Nous pouvons utiliser I'erreur quadratique moyenne afin de comparer deux es-
timateurs, et ainsi obtenir une idée de leur performance relative. Cependant, il
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serait encore mieux d’avoir une référence absolue afin de comparer 'erreur qua-
dratique moyenne de n’importe quel estimateur avec la meilleure erreur quadra-
tique moyenne réalisable pour un probleme donné. Il s’avere que ce probléme est
tres difficile, car il est équivalent au probléme consistant & trouver un estima-
teur uniformément optimal : un estimateur T, tel que EQM (Ty,0) < EQM (T, 0)
pour tout # € O et pour tous les estimateurs 7. Nous n’allons pas considérer ce
probleme dans ce livre ; notons cependant que ce probleme ne peut généralement
pas étre résolu, a moins de restreindre la classe des estimateurs que 1’on consi-
dere. Nous allons plutét considérer une version simplifiée de ce probleme : pour
un biais donné, peut-on rendre la variance d’un estimateur arbitrairement petite ?
Par exemple, si nous avons un estimateur non biaisé, est-ce que la variance est
bornée inférieurement ? La réponse est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 3.9 (Borne de Cramér-Rao). Soit X7, ..., X,, un échantillon
iid tiré d’un modele paramétrique régulier f(-;6), © CR et soit T : X™ — ©
un estimateur de 8, pour tout n. Supposons que :

1. Var(T') < oo, pour tout 6 € O.
2. % [Soon [X1 X0 (@15 o0y T 0)da] = [ %th__,xn(xl,...,xn;O)dx.
3. % an T(:cl,...,xn)fxl,,__,xn(:cl,...,xn;ﬁ)d:c] =

= [n T(1, -~-7$n)%fx1,...,Xn (X1, ey Ty 0)d.

Si nous dénotons le biais de T par 8(0) = E(T') — 6, alors 3(0) est dérivable
et

N (8@ +1) _ (pe+)

> 3 2 P) 4
n/X (%logf(m;9)> f(z;0)dz nE {80 logf(Xl;G)]

Remarque 3.10. Les intégrales deviennent des sommes, si la loi de X est discrete.

Meéme si le biais est égal a zéro, la variance sera bornée inférieurement par I’inverse
de la quantité positive n [, (% 10gf(x;9))2 f(x;0)dx = nE (% log f(Xl;G))2 =
nlI(0), et donc 'EQM le sera aussi. La variance (et donc 'EQM) des estimateurs
non-biaisés posséde donc la borne inférieure fondamentale 1/nlI(#). La quantité
1(0) est appelée I'information de Fisher®. La présence du terme n~! dans la partie
de droite de l'inégalité de Cramér-Rao, nous indique que la meilleure variance
réalisable lorsque la taille de I’échantillon est n est de 'ordre de n™1'.

La bonne nouvelle dans tout ceci est que si nous sommes intéressés uniquement
par des estimateurs non biaisés, et que nous trouvons un estimateur non-biaisé de
variance (nI(#))~1, alors nous savons que cet estimateur est le meilleur estimateur
non biaisé en terme d’EQM, et ce, indépendamment de la vraie valeur de 6.

1. Plus généralement, nous définissons
2

1s]
In(0) =E 20 log fx,,...x,(X1,..., Xn;0)

comme linformation de Fisher d’un échantillon de taille n. Dans le cas ou 1’échantillon est
composé de variables aléatoires iid, nous avons 1'égalité I,,(0) = nI(0).
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Preuve du théoréme @ Nous allons tout d’abord prouver le théoréme pour la cas
spécial n = 1. Définissons la variable aléatoire Uy () = % log f(X1;6). Puisque le
modeéle de probabilité est régulier, le support de f ne dépend pas de 6. Ainsi, par
I’hypothese (2),

0 -0
s ~ [ (groero) fwos = [ 2D o
0 0
= X%f(x;ﬁ)dx:%-/xf(x;e)dx
= 0.
Ainsi,

Var[Uy(9)] = E [U7(0)] = /X (59 log f(x; 9)) fx;0)dx = 1(0). (3.1)

Encore une fois, puisque le support de f ne dépend pas de 6 et en utilisant I'hy-
pothese (3),

50 = 5 | Tt -1~ [ 1605 o -1
&5 f (;0) d
= X 86737 7/ xZ. X — = X — 10, X, X, X —
= [ 1@ p0yan -1 = [ 100 (108 @:0)) flai0)d 1

— E[TU(6)] - 1 = { E[TUA(6)] - EITE[H (0)] b — 1
=0
= Cov|[Uy(0),T] -1
= Cov|Ui(0),T] = p'(9) + 1.

Maintenant, en utilisant I'inégalité de corréla‘ciona7 nous obtenons

' CvBOT]_| <) — (5(6) +1)? < Varlth (6) Var[Z].

\/Var[Uy (0)]Var[T]

Finalement, ’équation (@) nous permet de conclure que

(B'(0) +1)?

Var[T] > . ’
[y (& 1og f(;0))" f(x;0)dx

ce qui prouve le théoréme lorsque n = 1. Pour une valeur de n quelconque, dé-
finissons U; = & log f(X;;0) et U™(0) = S, Ui(f). Noter que les U;(#) sont
indépendants et identiquement distribués & U;(6). Alors nous obtenons, respecti-

2. Une conséquence de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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vement, par linéarité et indépendance :
E[U"(0)] = ZE[Ui(ﬁ’)] =nE[U1(0)] =0
o 2
Var[U"(0)] = ZVar =nVar[U;(0)] = n/ <89 log f(x;@)) f(z;0)dx
X

g = /n T(x1,...,2p) ( aaglogf(xl, )) Hf(xi;ﬁ)dml...da:n—l
i=1
= Cov[U"(9),T] —1.

En appliquant 'inégalité de corrélation & Cov [U™(#), T], nous obtenons le résultat,
ce qui termine la preuve. |

Exercice 30.

Soit Xq,...,X, % Poisson(A). Montrer que ’estimateur Xn =X, =
Yoi, Xi/n atteint la borne inférieure de Cramér-Rao.

Remarque 3.11. La condition (3) du théoréme est que l'intégrale et la dérivée
commutent. Elle peut étre vérifié au cas par cas, ou alors elle peut étre remplacée
par n’importe quelles conditions suffisantes sur T" et f(x;6) impliquant cette com-
mutativité. Nous énumérons ici deux ensembles de conditions; chacun de ceux-ci
implique la condition (3).

1. Sila statistique T est telle que nous pouvons écrire f(x;0) = exp{n(0)T(x)=

d(0) + S(x)} avec n(-) et d(-) des fonctions sur © comme dans l’exerciceE
(p- @) En d’autres mots, si nous avons une famille exponentielle & 1-
parametre et que la statistique T en question est sa statistique naturelle
exhaustive (Bickel & Doksum [Il, Prop. 3.4.1]).

2. Pour f(x;0) une densité avec 6 € R, et T'(x) une fonction réelle, nous avons

que
aa/ :c@da:—/T( )aaef(a:e)d

pour tout 6 € (a,b) si les quatre conditions suivantes sont respectées (Dur-
rett [10, Théor. 9.1]) :

) [3 |T(2)|f(x;0)dx < oo pour tout 6 € (a,b).

(b) Pour n’importe quel z € X fixé, %f(ac;@) existe et est une fonction
continue de 6 € (a,b).

¢) [ T( aaf x;0)dx est continue sur (a,b).

d) foa |T(2) 2 f(x;0)| dfdz < oo.
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3.3 Méthodes afin de construire des estimateurs

Nous avons maintenant un moyen de juger la qualité d’un estimateur, et méme
dans certains cas, le moyen de savoir quelle est TEQM minimale que 'on peut
espérer. Mais comment pouvons-nous proposer un estimateur ? Toute fonction de
X™ — © est un estimateur, il y a donc un immense choix ! Nous avons donc besoin
de méthodes générales pouvant étre appliquées a n’importe quel modele afin de
produire un estimateur. Il est évident que nous aimerions avoir des méthodes pro-
duisant des estimateurs raisonnables. Une fois que nous aurons de telles méthodes,
nous étudierons les propriétés des estimateurs qu’elles induisent.

3.3.1 La méthode du maximum de vraisemblance

Une des méthodes les plus importantes en estimation ponctuelle est basée sur la
notion de vraisemblance. Nous allons tout d’abord en donner la définition rigou-
reuse et nous allons par la suite considérer son interprétation intuitive.

Définition 3.12 (La vraisemblance pour une collection iid).

Soit X1,..., X, une collection de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées de fonction de densité/masse f(x;6), ou § € RP. La
vraisemblance de 6 a partir de X1, ..., X,, est définie par

n

L) = [[ (x:6).

i=1

La vraisemblance de 6 est donc la fonction de densité/de masse conjointe des
variables aléatoires Xj,..., X, évaluée en (Xi,...,X,), mais vue comme une
fonction de 6. Notez que la fonction de vraisemblance est une variable aléatoire,
puisqu’elle dépend de ’échantillon aléatoire X1,...,X,,. En principle, il faudrait
écrire L, (0) pour dénoter la vraisemblance, afin de souligner le fait que ¢a depend
sur la taille de I’échantillon. Néanmoins, nous allons supprimer l'indice n pour
simplifier la notation, & ’exception de cas ou c’est nécessaire pour de raisons de
clarté.

L’interprétation de la vraisemblance est plus facile dans le cas discret. Dans ce
cas, la vraisemblance de 6 peut étre considérée comme la probabilité d’observer
Péchantillon (X7,...,X,,), cette probabilité étant vue comme une fonction de 6.
En d’autres mots, dans le cas discret, la vraisemblance L(6) est la réponse a la
question :_quelle est la probabilité de [’échantillon observé lorsque le paramétre est
égal a 678 Lorsque 6 est inconnu, il semble que I'estimation la plus adaptée serait
une valeur  pour laquelle ce que nous observons est le plus probable — une valeur
qui serait compatible avec nos observations empiriques. Nous venons de motiver
la définition d’un estimateur du maximum de vraisemblance.

3. Dans le cas continu, une interprétation similaire est faisable lorsque I’on considére un petit
voisinage autour de notre échantillon : puisque F(z + ¢/2;6) — F(z — €/2;0) = ef(x;60) lorsque
€ | 0, nous pouvons voir € L(0) comme étant la probabilité approximative d’un voisinage ayant
la forme d’un carré, dont les cotés sont de longueur e, centré autour de notre échantillon, et vu
comme une fonction de 6.
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Définition 3.13 (Estimateur du maximum de vraisemblance).
Soit X1, ..., X, un échantillon aléatoi}"e iid tiré d’une distribution Fy de fonc-
tion de densité/masse f(x;0) et soit 6 tel que

L(0) < L), Voeo.

Alors 6 est appelé un estimateur du mazimum de vraisemblance (EMV) de 6.

Lorsqu’il existe un unique maximum & la fonction de vraisemblance, nous par-

lons de Pestimateur du maximum de vraisemblance § = argmaxL(6). Lorsque la
6co
vraisemblance est une fonction de 6 dérivable, nous pouvons déterminer 1’estima-

teur du maximum de vraisemblance en utilisant des notions du calcul différentiel.
Le maximum de la fonction L(6) doit étre une solution de 1’équation

VoL(0) =0,

et donc en résolvant cette équation nous obtenons une valeur potentielle pour
PEMV. Avant de déclarer qu'une solution 6 de cette équation est un EMV, nous
devons d’abord_vérifier que c¢’est bien un maximum (et non un minimum! Voir
exercice B4, p. [/§). Si la vraisemblance est deux fois dérivable, ceci peut étre fait
en vérifiant que

— V3L(0)],_; - 0,

c’est-a-dire que (—1) multiplié par la matrice hessienne est définie positive. Lorsque
le parametre est de dimension un, ceci se réduit a vérifier que la seconde dérivée
est négative lorsqu’elle est évaluée a la solution de ’équation de vraisemblance.
Noter qu’afin de résoudre Vg L(#) = 0, il faut déterminer la dérivée d’un produit
de n fonctions, ce qui peut étre un calcul fastidieux. Afin d’éviter ceci, nous nous
concentrons habituellement & maximiser la log-vraisemblance £(0) := log L(0) au
lieu de la vraisemblance. Puisque la fonction log est monotone, la vraisemblance
et la log-vraisemblance ont les maximums et les minimums pour les mémes 6.
L’avantage de la log-vraisemblance est que nous travaillons avec une somme de n
fonctions plutoét qu’un produit, ce qui rend les calculs moins fastidieux :

£(0) =log (H f(Xi;9)> = ZIng(Xi§ 0).
i=1 i=1

Encore une fois, si la fonction log-vraisemblance est deux fois dérivable, un EMV
0 de 0 satisfera
Vol(0)lg_g =0 & — V3l(0)],_; - 0.

Exemple 3.14 (EMV pour la loi de Bernoulli). Soit Xi,...,X, w Bern(p)
et supposons que nous voulons utiliser la méthode du maximum de vraisemblance
afin de construire un estimateur de p € (0,1). La vraisemblance est :

n n

Lp) = [[f(Xiip) = [[ P (1 =)' = p=i=s (1 — p)n i X,

=1 =1
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En prenant le logarithme de chaque co6té de ’équation, nous obtenons la fonction
de log-vraisemblance

lp) = IngZX +log(l—p <n—ZX>

i=1

Nous pouvons noter que cette fonction est deux fois dérivable par rapport a p et

calculer .
iﬁ 712)( p)~! (n—ZXl).
i=1

Résoudre I’équation ¢'(p) = 0 en fonctlon de p est équivalent a résoudre

p_lin—(l—p)_l (n—ZX) =0

et nous pouvons voir que cette derniere équation a une unique racine donnée par
%2?21 X,; = X. Appelons cette racine p, nous devons maintenant vérifier qu’elle
correspond bien & un maximum. Noter que

d2 n n
LR SE ST (R 9B
i=1 =1

et que cette expression est toujours non positive, car 0 < 27:1 X; < n presque

stirement et p € (0,1). Ainsi p=X = L 3" | X; est 'unique EMV de p. O

Exemple 3.15 (EMV pour la loi exponentielle). Soit X5,..., X, e Exp(X)

et supposons que nous voulons utiliser la méthode du maximum de vraisemblance
afin de construire un estimateur de X € (0, 00). La vraisemblance est :

Hf (Xis\) = HA —AXG —)\"exp{—)\zn:Xi}.
=1

En prenant le logarithme de chaque coté de ’équation, nous obtenons la fonction
de log-vraisemblance

n
((A) =nlogA— A X;.
i=1
Nous pouvons noter que cette fonction est deux fois dérivable par rapport a A et

calculer
d _

Résoudre l'équation ¢'(A) = 0 en fonction de A nous donne l'unique racine
( % S XZ-) o /X . Appelons celle-ci A, nous devons maintenant vérifier qu’elle
correspond bien a un maximum. Noter que

— N =——
d\? () A2
et que cette expression est toujours négative, car A > 0. Ainsi A= (% 21;1 Xi) =

1/X est 'unique EMV de . O
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Exemple 3.16 (EMV pour la loi gaussienne). Soit Xi,...,X, ¢ N(u,o?)
et supposons que nous voulons utiliser la méthode du maximum de vraisemblance
afin de construire un estimateur de 6 = (u,02?) € R x (0,00). La vraisemblance
est :

n

b TS — T o {-)

i=1 i=1

() ol )

En prenant le logarithme de chaque coté de ’équation, nous obtenons la fonction
de log-vraisemblance

O(p, 0 )77710g (2m0?) QZ

Nous pouvons noter que les dérivées secondes par rapport & u et o2 existent et
obtenir

o) 9 1
@f(u, o%) = o) ;(Xi — W)
0 n 1 &
— H = = X; — )2
o2 (1, ) 202 + 204 i:l( 2
Résoudre I’équation V(Iwz)é(u,az) = 0 en fonction de (u,0?) donne un sys-

teme de deux équations a deux inconnues. L’unique solution de ce systeme est
(X,n7 '3 (X; — X)?). Appelons cette solution (f,6%), nous devons mainte-
nant vérifier qu’elle correspond bien & un maximum. Noter que

0? 9 9 n 1 ¢
TMQK(M,U )**ga 8(02)25(%0 ) = ﬁ*g;(x -

0? 0? S (Xi—p) np—nX
/ 2y Y 2y i=1 ? — .
9002 (1,0%) 90207 (11,0%) p p
En évaluant ces dérivées secondes en (ji,52), nous obtenons
92 52 n  no?
—l(p,0?) = S, o %) = T
2 ) 27 2 T 4 6
(“)u (p,02)=(,62) g 3(0 ) (w,02)=(f1,62) 26 g
92 2 np — nj
P o?) S =My,
Ouda® (o?)=(ae2) 970N (1,02)=(j1,6?) o

Nous obtenons que la matrice

B 2 O(u, 02 ‘ ]
[ ORI T
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est diagonale. Afin de montrer qu’elle est définie positive, il suffit de montrer que
les éléments de sa diagonale sont positifs. C’est bien le cas ici, puisque 62 est positif
avec probabilité 1. Ainsi I'unique EMV de (u, 0?) est donné par

(4,6 = (X, Sy —X)?) .

i=1

O

Il y a des situations ol nous ne sommes pas intéressés a estimer 6, mais plutot
une transformation ¢ = g(0) de celui-ci. Si la fonction g est une bijection, nous
n’avons pas besoin de répéter le processus entier d’estimation, puisque les maxi-
mums d’une fonction sont équivariants par rapport a une reparamétrisation de
leur domaine.

Proposition 3.17 (Equivariance bijective de PEMYV). Soit {f(-;0): 0 €
O} un modele paramétrique ot ©® C RP. Supposons que 6 soit un EMV de 0,
sur la base de I’échantillon X7,...,X,, tiré de f(z;0). Soit g: © — & C RP
une fonction bijective, alors, ¢ = g(é) est un EMV de ¢ = g(0).

Démonstration. Définissons h(z;¢) = f(z;9(4)), et notons que h est une fonc-
tion bien définie, car g~ : ® — © est bien définie. La fonction h(x;@) est sim-
plement la fonction de densité/masse de X; sous la paramétrisation donnée par
¢ € ®. Un EMV de ¢, disons (ﬁ, doit satisfaire

ﬁ WX, ¢) gf[ Vo € ®.
=1 i=1

Soit # un EMV de 6, et soit ¢ = g(0 ) Soit ¢ € ® une valeur quelconque, nous
observons que

Hh(Xi;¢): Hf(Xi;é)
i=1 ;

—
=
o
5
S
IA

=1
= H F(Xi5971(9))
= H h(X
ce qui prouve la proposition. O
Exemple 3.18. Soit X1,...,X, i N (u,1), et supposons que nous sommes inté-

ressés par l'estimation de P[X; < z], pour un z € R donné. Notons que
PX; <] =P[X1 —p <z —pl=2(x—p),

ol ® est la fonction de répartition normale standard (voir lemme , p. @) La
fonction p — ®(z — p) est une bijection, car ® est monotone; donc, 'TEMV de
P[X; < x] est ®(x — i), ou i est TEMV de p (par exemple precedent a=X). 0O
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Exemple 3.19. (Parameétre usuel vs naturel dans les familles exponen-
tielles). Soit Xi,..., X, i f, avec

f(@) = exp{oT() = 7(6) + S()}, aeX

ou ¢ € & C R est le parameétre naturel. Supposons maintenant que nous pouvons
aussi écrire ¢ = 1(f), ol 6 € O est le paramétre usuel et 1) : © — P est une certaine
fonction bijective et dérivable (et donc v(¢) = v(n(6)) = d(8), pour d = v o 7).
Avec cette notation, la fonction de densité/masse de la famille exponentielle prend
la forme :

exp{¢T'(z) —~(¢) + S(x)} = exp {n(0)T'(z) — d(0) + S(x)}.

La proposition (p. @) implique que si 6 est "EMV de 0, alors n(é) est TEMV
de ¢ = n(0). La réciproque est elle aussi vraie : si ¢ est I'unique EMV de ¢, alors
n~1(¢) est 1’un1que EMV de 6 = n~1(¢). Pour des exemples concrets, voir les

exemples - @ et [l - @ g
~— Exercice 31. \

Soit X1,..., X, = Exp(X\), oun > 2, et soit An Destimateur du maximum

de Vraisemblance de X a la base de I’échantillon.

1. Montrer que Ey(),) = An/(n — 1), et trouver un estimateur prE
non biaisé de A. Indice : utiliser le fait que Z = > 1" | X; ~

Gamma(n, A).
2. Montrer que Vary(A,) =n2A2/((n —1)%(n — 2)) .

3. Llestimateur ANB atteint-il la borne inférieure de Cramér-Rao ?

4. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance 6MV et
la borne de Cramér-Rao associés au parametre § = 1/\. Peut-on
utiliser la proposition B

GMV

977.

Comparer la variance de et la borne de Cramér-Rao obtenue.

\. J

Il y a des situations pour lesquelles le calcul différentiel ne sera pas applicable,
et ou d’autres approches seront donc nécessaires. De telles situations peuvent se
produire, par exemple, dans des modeles dont I’espace des parametres © est discret,
dans des modeles dont la densité n’est pas dérivable par rapport a 6, ou dans
certains modeéles non réguliers, o le support de la fonction L(#) dépend de 6. Si
0 est de dimension un, il est parfois possible d’utiliser une inspection directe afin
de déterminer 'EMYV.

iid

Exemple 3.20. Soit X1,...,X, ~ Unif(0,0). La vraisemblance est

LO) =60 J[1{0 < Xi <0} =607"1{6 > X (1) }1{X (1) > 0}.
i=1
Ainsi si § < X(,,) la vraisemblance est égale a zéro. Dans le domaine [X .y, c0), la
vraisemblance est une fonction décroissante en 6. Ainsi § = X (n) - O
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,—[Exercice 32 (Minimum de vraisemblance).} <

Soit X une variable aléatoire discrete qui prend les valeurs

0 avec probabilité 662 — 40 + 1;
1 avec probabilité 6 — 262;
2 avec probabilité 36 — 462,

ou # € [0,1/2]. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance &
partir d’une seule observation .

\. J

,—[Exercice 33 (Vraisemblance conditionnelle).} \

Soient X1, ..., X, e Exp(A), o A > 0. Comment change-t-il I'estima-

teur du maximum de vraisemblance si nous savons que toute réalisation
X,; a dépassé sa moyenne? (en termes mathématiques, sachant I’événe-
ment {X; > E[X;],i = 1...,n}). Attention : comme avec ’exemple ,
le support de la distribution conditionnelle dépend de la vraie valeur du
parametre .

3.3.2  Le maximum de vraisemblance dans les familles exponentielles

A T'exception de la distribution uniforme, tous les exemples de modeles de probabi-
lité que nous avons vus jusqu’a maintenant afin d’illustrer la méthode du maximum
de vraisemblance étaient des cas spéciaux de familles exponentielles. Il est donc
naturel de se demander si on peut obtenir des résultats généraux sur 'utilisa-
tion de la méthode du maximum de vraisemblance pour un modeéle paramétrique
arbitraire appartenant a la famille exponentielle.

Ce n’était pas par hasard que ’EMV existait et était unique dans les exemples
3.14 (p. @), @ (p. @), et (p. @) : ¢’est un phénomene général pour les
modeles qui sont des familles exponentielles. Par souci de simplicité, nous allons
considérer ici seulement le cas a 1-parameétre.

Proposition 3.21. (EMV pour la famille exponentielle & 1-parameétre)
Soit X7, ..., X, un échantillon iid tiré d’une distribution dont la fonction de
densité/masse appartient & une famille exponentielle & 1-parameétre,

f(z;0) = exp{opT(x) — v(¢) + S(x)}, reX, pcd

avec T une fonction non constante et I’espace des parametres ® C R un
ensemble ouvert. Alors si TEMV ¢ de ¢ existe, il est unique, et il est donné
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par I'unique solution par rapport a u de I’équation

V' (u)=T.
Ici, T = % Yo T(X,).
Démonstration. La vraisemblance de ¢ sur la base de ’échantillon X7, ..., X,, est
L(¢) = ﬁe¢T(Xi)*v(¢)+S(Xi),
i=1

et la log-vraisemblance est

((9) =log L(9) = —ny(#)+D_ S(Xi)+¢ Y T(Xi) = —ny(9)+Y_ S(X;) +ngT.

=1

Puisque () est dérivable deux fois, nous pouvons aussi dériver ¢ deux foix, nous

obtenons alors
n
> T(X))
i=1

ou la derniere égalité découle de la proposition (p. @) Puisque la dérivée
seconde est négative pour tout ¢, la fonction £(¢) est concave, ce qui prouve que
EMV est unique quand il existe. Puisque ® est ouvert, I'unique maximum (;AS de
£(¢) doit résoudre de fagon unique I’équation ¢'(¢) = 0 en fonction de ¢, ou de
facon équivalente, il doit satisfaire de facon unique

v (¢)=T.

¢'(6) = —ny"(¢) = —Var <0,

O

Remarque 3.22 (Paramétrisation usuelle). Si ¢ = 7n(#) pour une bijection
7, alors par la proposition (p. [Fd), TEMYV de 6 est unique quand elle existe.

,—[Exercice 34 (Borne de Cramér-Rao et famille exponentielle).j—

Soit f(x;0) = exp(n(0)T(x) — d(#) + S(x)) une famille exponentielle non
dégénérée telle que

— lespace de parametres © C R est ouvert;

— T(X) n’est pas une constante (c’est-a-dire Varg[T'(X)] > 0) pour

chaque 6 ;
— la fonction 77 : ® — R est injective, deux fois dérivable et de dérivée
non nulle.
Soit Xq,..., X, i f(x;0). Soit 0., I'estimateur du maximum de vraisem-

blance de 6, et supposons qu'il existe et que sa variance soit finie pour tout
6 € ©. Montrer que ,, atteint la borne de Cramér-Rao (pour tout 6 € ©)
si et seulement si h(0) = d'(0)/n'(0) est une fonction affine (h(0) = ad+
pour certains «, 8 € R).

Indice : il y a un seul endroit a la preuve du théoreme de Cramér-Rao
ou on utilise une inégalité. L’exercice (p- bY) peut s’avérer utile pour
vérifier que é\n correspond a un maximum.
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3.3.83 Les propriétés du mazimum de vraisemblance liées
a un échantillon de grande taille

Examinons a nouveau I’exemple (p. @) Rappelons que 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance pour le parameétre (u,0?) d'une distribution gaussienne,
basé sur un échantillon iid X1,..., X, est

(fin,62) = (X, %i(xi —X)2> — (K n; 153),

i=1

ou §2 = L5 (X; — X)?. En utilisant la proposition @ (p. El) et le co-
rollaire @L(p%), nous avons donc une description compléte du comportement
probabiliste de ces estimateurs :
— L’EMV de pu, fi, est non biaisé pour tout n. Pour tout n, sa distribution est
normale, avec variance égale & o2 /n. Ainsi, I'erreur quadratique moyenne
est exactement o2 /n, et ce, peu importe la vraie valeur de p.
— L’EMV de 02, 62 est biaisé pour tout n. Par le corollaire @ (p. a), son
biais est égal a :

-1 -1 1
biais(62,0%) = E[52] — o® = E [” 32] Rk Y S S
n n

Ainsi, 62 sous-estime o2, méme si asymptotiquement, le biais se réduit a

zéro. La distribution de 42 est la méme que celle d'une variable aléatoire
khi carré multipliée par o2 /n, c’est-a-dire

2

n
~2 2
ﬁan ~ Xn-1-

Par conséquent, lerreur quadratique moyenne de 62 est

2\ 2 4
2(n — 1
EQM(62,0%) = biais®(62,0%) + Var[g?] = (—U> J Hn=bo?

— Exercice 35. \

Soient Xi,..., X, “ N(p,0?) o les deux parameétres sont inconnus
(n > 1). On peut estimer ¢% par 52 = L >" | (X; — X)?, ou bien

par Uestimateur de maximum de vraisemblance 62 = (n — 1)S2 /n.

1. Lequel de ces estimateurs est meilleur au sens de ’erreur quadra-
tique moyenne ?

2. Considérons les estimateurs de la forme aS2 ou a € R. Quelle est
la meilleure valeur de a au sens de I’erreur quadratique moyenne ?
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Les figures @ (p. @) et @ (p- @) illustrent le comportement de 'EMV dans
le cas gaussien. On peut y voir les fluctuations causées par I’échantillonnage de
IEMV autour des vraies valeurs du parameétre, ainsi que la fagon dont cela change
lorsque la taille de I’échantillon augmente. Notons que plus n augmente, plus les
réalisations de 'EMYV se concentrent autour des vraies valeurs du parametre. Ceci
n’est pas causé par le hasard : l'erreur quadratique moyenne de fi et de 62 est
décroissante lorsque n augmente, avec une limite égale a zéro lorsque n — oo.
Ainsi, les deux estimateurs sont consistantst (ce résultat découle du lemme ,
p. pg).

Le cas normal est un cas spécial, car nous sommes capables de déterminer la dis-
tribution d’échantillonnage exacte de I'estimateur par maximum de vraisemblance
et de déterminer 'erreur quadratique moyenne pour tout n. Ceci nous donne toute
I'information nécessaire en terme de performance de ’estimateur.

Malheureusement, nous ne sommes pas aussi chanceux avec les modeles diffé-
rents de la distribution normale. Il n’est habituellement pas possible de déterminer
de facon exacte la distribution d’échantillonnage de 'EMV ou méme la valeur de
IEQM. Comme nous ’avons vu dans la section , lorsque nous sommes in-
capables de déterminer une distribution d’échantillonnage de fagon exacte, nous
devons recourir a des approximations en utilisant la notion de convergence en loi.
En fait, nous avons vu que, pour les familles exponentielles a 1-parametre, la dis-
tribution approximative de la statistique naturelle et exhaustive T, est normale
(corollaire , - b2). Puisque 'EMV d’une famille exponentielle & 1-parameétre
est_donnée par la solution d’une équation contenant T',, (voir proposition B.21,
p. '), nous pourrions penser que la distribution asymptotique de 'EMV d’une
famille exponentielle & 1-parameétre est, elle aussi, normale (car si la solution de
I'équation dépend de T',, de facon « dérivable » , alors la méthode delta (théoréme

, - B3 peut étre utilisé). Cette intuition s’aveére vraie.

Théoréme 3.23. Soit X;,..., X, un échantillon iid tiré d’une distribution
dont la fonction de densité/masse f(z; @) appartient & une famille exponen-
tielle a 1-parametre non dégénérée,

f(@;¢) = exp{dT(z) —7(¢) + 5(x)}, weX, pecd.

telle que la fonction 7" n’est pas une constante et que I’espace des parametres
® C R est un ensemble ouvert (ce qui implique que la fonction ~(+) soit deux
fois dérivable). Soit an I'estimateur du maximum de vraisemblance ¢, dont
on suppose 'existence. Alors,

et
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Remarque 3.24 (Non-dégénérescence). Dire qu'une distribution est non dé-
générée (tel que le théoreme le requiert) signifie que la distribution n’assigne pas
une probabilité égale & 1 a une seule valeur xz € X.

Preuve du théoreme . Sous les hypotheses du théoreme, la proposition
) implique que ’EMV ¢,, est unique pour tout n. De plus, la proposition
(p. @1; implique que

/(6) = - Var [T | € 0,00),

ce qui prouve que 0 < m < oo pour tout ¢ € ®. Afin de prouver que v”(¢) > 0

(inégalité stricte), nous remarquons qu'il faut prouver que Var(7;) > 0. Cette

derniére inégalité est vraie, car si Var(Zy) = 0, alors P[T; = E(T;)] = 1 (par

I'inégalité de Chebyshev, lemme @, p. @), ce qui signifie que soit X; est une

constante presque stirement, soit T’ () est une fonction constante sur X. Ces deux

possibilités contredisent nos suppositions (que la famille exponentielle considérée

est non dégénérée, et que T n’est pas une constante). Nous pouvons donc conclure
1

queO<W<oopourtout¢€q>.

Puisque ® est ouvert, I'unique maximum ¢, de £(¢) doit résoudre de facon
unique ¢'(¢) = 0 en fonction de ¢, ou de fagon équivalente, il doit satisfaire de
fagon unique .

Y (¢n) =T.
Puisque ' est continfiment dérivable (par la supposition (2)) et que nous avons
montré que 7 > 0, le théoréme de la fonction inverse® implique qu’il existe une
boule ouverte centrée en v/ (¢g) et de rayon € > 0, disons B.(v'(¢0)) = {y € R :
ly —7(¢0)| < €}, telle que la fonction g(-) = [y/]7(+) existe sur B.(7'(¢0)) et telle
qu’elle soit continiment dérivable, ce qui est décrit explicitement par

FOoN — T =1 N 1 = L
g ={1"Y{ = Y] ()) - (g’

Par convention, nous définissons la fonction g telle qu’elle vaille zéro a I'extérieur
de Be (’}/(d)O) O
Le corollaire (p. @) implique queE

Y al d
V(T =+ (¢0)) = N(0,9" (¢0))-
Si nous définissons ¢, = g(T), alors la méthode delta (théoréme , p. @)
implique
- — d
V(én — ¢o) = V(g(T) — g(v/'(¢0))) = N (0, 7"(¢0) x [¢'(+/(¢0))]?) -

4. Rappelons le théoréme de la fonction inverse : soit h(z) : R — R une fonction contintiment

dérivable, avec une dérivée n’égalant pas zéro au point z, € R. Alors il existe un € > 0 tel que

h~1 existe et qu’elle soit continiiment dérivable sur (h(zo) — €, h(xo) + €), et en fait (h~ 1) (y) =
(W' (R (y))] = for |y — h(zo)| <e.

5. Rappel : puisque T est la somme des termes iid T4,..., Ty, qui satisfont Var(T(X;)) =
¥"(¢o) < oo et E[T(X;)] = v'(¢0), le théoréme central limite implique que /n(T — +'(é0)) 4
N(0,7"(¢0))-
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Cependant, par le théoréme de la fonction inverse, nous avons que g(y) = [v'] 71 (y),
et donc

’ o 1 N _ 1 _ 1
PO =g 0D = ey T e

Nous pouvons donc conclure que

\/ﬁ(én—%)_d)N(O’ wlqzao))

Afin de compléter la preuve, supposons que nous pouvons montrer que

\/ﬁ((bn - (lgn) L 07

alors le théoréme de Slutsky (théoréme , p. @) impliquerait que \/ﬁ(dgn—gbo) LY

N (0, m , ce qui prouverait le théoréemeH. Noter cependant que

T € By (¢0)) = &n = bn = V(¢ —bn) =0,
car ¢, = g(T) = ¢ lorsque T € B(y'(¢h)). Ainsi, si 6 > 0,
Vildn = dn >3 = T & B(7/(¢0)) = [T —+'(¢0)] > ¢,
et par conséquent
P[V/nl¢n — dul > 6] < P[IT —+'(¢0)] > ¢] =5 0.

La convergence vers zéro découle de la loi faible des grands nombresa. Ceci prouve
que /n(¢n, — dn) %0 et complte la preuve. a

Remarque 3.25 (Variance asymptotique et la borne de Cramér-Rao).
Nous pouvons interpréter le théoréeme de la facon suivante : pour des grandes
valeurs de n, 'EMV ¢ est approximativement N (¢, [n7”(¢0)]~*). Nous consta-
tons que la moyenne asymptotique de TEMYV est égale au vrai parametre, le biais
asymptotique est donc égal a zéro. De plus, notons que

/ 2 — 9 2
E[(/'($)?] = E { |:(9¢ (o7(X1,y..., X)) — n7(¢)):| }
= E[r(X1. X0) - n7(9))?]
= Var[r(Xy,..., X,)]
_ n’y//(¢)'

6. Afin de voir cela, il suffit d’utiliser le théoréme de Slutsky avec X, = /n(¢n — do),
Yo = /n(on 77¢n) et la fonction continue (Xn,Yn) — Xpn + Ya.

7. Puisque T est la moyenne des termes iid T(X1),...,T(Xn), qui satisfont Var(T(X;)) =
7" (¢0) < 0o et E[T(X;)] = v (¢0)), la loi des grands nombres implique que T' — ~/ (¢0)
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Rappelons maintenant le théoreme de la borne de Cramér-Rao (théoréeme @,
p. B9) : il nous dit que la variance d’un estimateur non biaisé ne peut pas étre in-
férieure a I'inverse de ’expression de gauche de ’équation ci-dessus. Nous venons
cependant de prouver que l'inverse de ’expression de droite de I’équation ci-dessus
est la variance asymptotique de 'EMV. Nous pouvons donc en déduire que, pour
des échantillons de grandes tailles (n grand), l'estimateur du maximum de vrai-
semblance de ¢ a une performance quasiment optimale. Ceci explique pourquoi la
méthode du maximum de vraisemblance est centrale en estimation ponctuelle.

Corollaire 3.26. (Consistance de ’EMYV dans les familles exponen-
tielles). Dans le méme cadre et les mémes conditions que pour le théoréme
E (p- Bl)), nous avons

én N o, lorsque n — oo.
Démonstration. Définissons Y, = n=/2, X f —¢o)et g : RxR = R
comme ¢g(z,y) = zy. Alors le théoréme ) combiné au théoreme de

Slutsky (théoreme , - p3) implique que

9(Xn, Vo) = (I — d0) 5 0

Par conséquent, le lemme (p. @) implique que (q@n — o) 25 0 et la preuve est
complete. ([l

Noter que v (¢) = —¢"(¢) est (—1) fois la dérivée seconde de la log-vraisemblan-
ce. Méme si la log-vraisemblance est une fonction aléatoire, nous avons, dans le cas
de la famille exponentielle, que sa dérivée seconde est une fonction déterministe de
¢. Quelle est I'interprétation de cette fonction ? Rappelons que la dérivée seconde
d’une fonction & un certain_point représente la courbure de la fonction a ce
point. Ainsi, le théoréme @ (p. @) nous dit que la variance asymptotique de
EMV est égale a 'inverse de la courbure de la log-vraisemblance évaluée au vrai
parametre ¢g. Ceci est en fait assez intuitif; plus la log-vraisemblance est plate
autour du vrai parametre, et plus son maximum sera « incertain » : une petite
perturbation de la log-vraisemblance (par exemple causée par la variation engen-
drée par I’échantillonnage) engendrera une grande perturbation de son maximum
(grande variance). D’un autre c6té, si la log-vraisemblance est trés pointue, nous
nous attendons a ce que le maximum ne change pas beaucoup lorsqu’elle est per-
turbée (petite variance). Ce phénomeéne est illustré aux figures (p- BY) et
(p- BY), ot nous pouvons observer que la dispersion de 'EMV décroit lorsque la
courbure de la log-vraisemblance croit.

La distribution asymptotique du parameétre usuel § = 7~(¢) d'une famille
exponentielle est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 3.27. Soit Xq,...,X,, un échantillon iid tiré d’une distribution
dont la fonction de densité/masse f(x;6y) appartient a une famille exponen-
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tielle non dégénérée a 1-parametre
f(z;0) = exp{n(0)T(z) — d(6) + S(z)}, reX,0e0.

Supposons que
1. L’espace des parametres © C R est une ensemble ouvert.

2. La fonction 7(+) est une bijection deux fois continiment dérivable entre
O et & =n(0), de dérivée jamais nulle.

3. La fonction T'(z) : X — R n’est pas une constante.

Soit én I’estimateur du maximum de vraisemblance de 8y, dont on suppose
I’existence. Alors,

5 d [’ (60)]
Vi, — o) = ¥ (0. =)

Démonstration. Soient ¢ = n(0) et v(¢) = d(n~'(4)), alors la fonction de den-
sité/masse est de la forme

exp{¢T(z) —7(¢) +5(x)}, zeX, 9c?,

et les conditions du théoreme (p. @) sont toutes satisfaites. L'EMV ¢, de
¢o = n(0p) est donc unique. De plus, il satisfait

V(dn — o) i>N(o, 7(1%))

1
ou 0 < —— < 0.
7" (¢o)

Nous pouvons déduire de I'équivariance injective du maximum de vraisem-
blance (proposition , p- @; voir aussi ’exemple , p- @) que 'unique EMV
de 6y est 0, = 7 (y,). Le théoréme de la fonction inverse implique que (1) (y)
existe dans un petit voisinage B.(¢o) de ¢¢ et que

(™) (¢0) = ' (n""(¢0))] ™" = 1/n(6o).

Posons 17 L(-) égale & zéro a Pextérieur de B(¢g). En utilisant la méthode delta
(théoréme , - B3), nous obtenons

V(0 = 60) = V(i (@n) =07 (d0)) = N (0’ (77’(90))2;’(77(90))) |

De plus, notons_que sous les conditions du corollaire, nous avons montré dans
Pexercice P3 (p. bY) que

d"(00)n' (80) — d'(6)1" (Ao)
[ (60)]?

= Var[T(X;)] =" (o) >0,

et donc

Vn(f, —0)) -5 N (o,



86 Chapitre 3. Estimation ponctuelle des paramétres d’un modéle

Remarque 3.28. (Variance asymptotique et la borne de Cramér-Rao,
encore). Noter que pour la paramétrisation usuelle, nous avons aussi que la
moyenne asymptotique de P'EMV est égale au vrai parametre, et donc encore
une fois, que le biais asymptotique est égal & zéro. De plus, si ¢ = 7n(0) et
v(¢) = d(n~1(¢)), nous notons que

EI(¢(6))") = E[(W) f’g;”)] — (W OPE( )]
|

In(0)
= ((0)*Var[r(Xy,.... Xp)
— a2 (9) d’(9) '(9)
)

0
d"(0)n'(8) —d'(6)n"(9)
[ (0)] ’

oll nous avons utilisé le méme calcul que dans la remarque (p- @) et le résultat
de ’exercice (p. pY). L’inverse de lexpression du coté gauche de I’équation est
la borne de Cramér-Rao (théoréme B.9, p. p9). L’inverse de l'expression du coté
droit de I’équation est la variance asymptotique de 6. Nous pouvons donc voir que
I’EMV de 6 a une performance quasiment optimale pour de grandes valeurs de n.

= n

Remarque 3.29. Une conclusion similaire a celle du théoréme (p. @) est en
fait valide pour une classe plus large que la famille exponentielle. En imposant des
conditions de régularité & la fonction de densité/masse du modele, des conditions
analytiques permettant de dériver a l'intérieur de l'intégrale, et si TEMV 6 de 6
est unique, il est possible de montrer que

A d
Vn(fn, —60) — N (0,1(60)/J*(00)) ,
ott 1(6g) = E[((6p))?] est l'information de Fisher et J(6p) = E[—£"(6p)]. En
effet, lorsque nous pouvons dériver sous l'intégrale, il est facile de montrer que
1(0) = J(6), et qu’alors la variance asymptotique de /n (6, — 6y) devient 1/I(6p).

— Exercice 36. 3\

Dans le contexte du corollaire (p. @), montrer que

0
|:69 logf(Xla"'7X7’L79):| :0

E l((,?e log f(X; 9))21 [;; log f(X; 0)] .

En conclure que
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— Exercice 37.

Soit f(x;6) un modele paramétrique régulier (pas forcément une famille
exponentielle!) tel que

X={zeR: f(z;0) >0}

ne dépend pas de 60, et que f est doublement dérivable par rapport a 6.
Soit en plus X1,..., X, o f(x;0). Montrer que ’égalité

E [(; log f(X;H))Q] =-F [aa; log f(X;H)]

est équivalente a une condition de régularité qui dit que ’on peut inter-
changer la dérivée et 'intégrale. Rappel : pour toute fonction g : R™ — R,

Elg(X)] = / g(x) f(x:0) dae

n

quand cette intégrale existe (x = (z1,...,2,) € R™).

— Exercice 38.

Nous verrons dans cet exercice deux exemples de ce qui se passe en dehors
du cadre des familles exponentielles.

1. Soit Xq,..., X, & Unif(0,0), on 8 > 0. Soit 0,, l'estimateur de

maximum de vraisemblance. Trouver une suite de nombres réels a,,

telle que a,,(#—0,,) converge en distribution vers une variable limite

non dégénérée (c’est-a-dire pas une constante ot 0o).

2. Considérons Xn, I’estimateur de ’exercice @ (p. @) Trouver une
suite de nombres réels a,, telle que a, (A — Xn) converge en distri-
bution vers une distribution non dégénérée.

Indication : Montrer que si X ~ Exp()), alorsY = aX ~ Exp(\/a)
pour a > 0, puis utiliser ’exercice é (p.
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I A 1 1 [ 1]

— EMVdeu
— Vrai

— EMVden
— Vrai u

T T T T T T T T T T T T
3 2 El 0 1 2 3 3 2 A 0 1 2 3

(a) Fonctions de log-vraisemblance pour le
parametre de moyenne correspondant a 25
réplications d’un échantillon iid N(0,1) de

(b) Fonctions de log-vraisemblance pour le
parameétre de moyenne correspondant a 25
réplications d’un échantillon iid N(0,1) de

taille 1. taille 20.
Mwm — EMVdeyn — EMVdepn
— Vrai p —— Vrai p

(c) Fonctions de log-vraisemblance pour le
paramétre de moyenne correspondant a 25
réplications d’un échantillon iid N(0,1) de
taille 100.

(d) Fonctions de log-vraisemblance pour le
parameétre de moyenne correspondant a 25
réplications d’un échantillon iid N(0,1) de
taille 450.

FIGURE 3.1 — Illustration des fluctuations aléatoires de la fonction de log-vraisemblance
et de son maximum (PEMV). Nous considérons 'estimation de la moyenne p d’une
distribution normale de variance égale a 1. Nous avons généré 25 échantillons iid de
taille n, disons {Xi1,..., Xin}i2, tirés d'une N(u,1) ott u=1, et & chaque fois nous
avons représenté graphiquement la fonction de vraisemblance €; (1) = (5 Xi1,. -+, Xin),
oui = 1,2,...,25, et TEMV correspondant. Nous avons fait cela pour quatre tailles
d’échantillon : n = 1, n = 20, n = 100, n = 450. Nous observons que les fonctions
de log-vraisemblance deviennent de plus en plus courbées lorsque n augmente, et donc
que leur maximum fluctue de moins en moins d’une réplication a ’autre. Nous pouvons
aussi observer que les maximums se rapprochent de la vraie valeur p lorsque n augmente
— en fait, lorsque n augmente, il semble que la distribution des maximums devienne
graduellement symétrique autour de u. Les valeurs de ’axe des y ont été supprimées, car
elles ne sont pas importantes, dans un sens absolu, pour la détermination de 'EMV.
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— EMVde o’
= Vrai ¢

— EMVde o®
— Vrai o
T T T T T T

T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0

(a) Fonctions de log-vraisemblance pour le
parametre de variance correspondant a 25
réplications d’un échantillon iid N(0,1) de

(b) Fonctions de log-vraisemblance pour le
parameétre de variance correspondant a 25
réplications d’un échantillon iid N(0,1) de

taille 10. taille 50.
—aEe e

T T T T T T T T T T T T
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

o o

(c) Fonctions de log-vraisemblance pour le
parameétre de variance correspondant & 25
réplications d’un échantillon iid N(0,1) de
taille 150.

(d) Fonctions de log-vraisemblance pour le
parameétre de variance correspondant a 25
réplications d’un échantillon iid N(0,1) de
taille 450.

FIGURE 3.2 — Illustration des fluctuations aléatoires de la fonction de log-vraisemblance
et de son maximum (PEMV). Nous considérons l’estimation de la variance o® d’une
distribution normale de moyenne égale a 0. Nous avons généré 25 échantillons iid de taille
n, disons {X;1,...,Xin}22,, tirés d'une N(0,0?) olt o*=1, et & chaque fois nous avons
représenté graphiquement la fonction de vraisemblance £;(c?) = £(0%; Xin,..., Xin),
oui = 1,2,...,25, et 'EMV correspondant. Nous avons fait cela pour quatre tailles
d’échantillon : n = 1, n = 20, n = 100, n = 450. Nous observons que les fonctions de
log-vraisemblance deviennent de plus en plus courbées lorsque n augmente, et donc que
leur maximum fluctue de moins en moins d’une réplication & I’autre. Nous pouvons aussi
observer que les maximums se rapprochent de la vraie valeur o2 lorsque n augmente
— en fait, lorsque n augmente, il semble que la distribution des maximums devienne
graduellement symétrique autour de 0. Les valeurs de I’axe des y ont été supprimées,
car elles ne sont pas importantes, dans un sens absolu, pour la détermination de 'EMV.
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3.3.4  Autres méthodes d’estimation

Il peut parfois arriver qu’il soit impossible d’écrire 'EMV a ’aide d’une fonction
explicite des données. Dans de telles situations, il faudra évaluer 'EMV numéri-
quement.

Exemple 3.30 (EMYV pour la loi de Cauchy). Supposons que Xi,..., X,
sont des variables aléatoires iid suivant une distribution de Cauchy dont la fonction

de densité est 1
)= ————— R.

La fonction de log-vraisemblance dans ce cas est
00) ==Y log[l + (X; — 0)*] — nlog(n).
i=1

Cette fonction est dérivable, ainsi si § est un maximum de £(6), il doit satisfaire

2 (0) =0, ou de fagon équivalente

~ 2(X;—6)
;14‘()(1'*@)2_0'

L’équation ci-dessus ne peut pas étre résolue explicitement afin de nous donner
I’estimateur du maximum de vraisemblance sous la forme d’une fonction concrete
des données. L’estimateur reste donc défini de fagon indirecte. Pour un échantillon
concret X1 = x1,...,X, = x,, il sera alors nécessaire de résoudre I’équation

2?:1 % = 0 a l'aide d’une méthode d’approximation itérative, ce qui nous

donnera la valeur numérique de 'estimateur du maximum de vraisemblance. [

Il y a plusieurs méthodes numériques qui peuvent étre employées afin de cal-
culer la valeur de I'estimateur du maximum de vraisemblance pour un échantillon
spécifique (c’est-a-dire afin de calculer I’ estimation). Les méthodes les plus couram-
ment utilisées parmi celles-ci sont la méthode de Newton-Raphson, la méthode de
dichotomie, ’algorithme du gradient et I’algorithme EM. Le choix de la méthode a
utiliser dépend de la situation spécifique dans laquelle on travaille. Ces méthodes
ont en commun le fait d’étre itératives : elles commencent & une valeur initiale
donnée et elles iterent des opérations jusqu’a ce qu'un critere de convergence soit
atteint. Puisque la fonction ¢’ n’est souvent pas monotone (et peut donc avoir
plusieurs racines), il est important que la valeur initiale é(o) fournie a la méthode
soit & une distance raisonnable du vrai maximum (par exemple, dans I'exemple
(p. @) la fonction ¢’ n’est pas monotone) ; sinon 'algorithme peut converger
vers une racine qui ne correspond pas au maximum.

Exemple 3.31 (Itération de Newton-Raphson). Nous considérons I'idée gé-
nérale en arriere de l'itération de Newton-Raphson. Nous voulons résoudre 1’équa-
tion ¢'(6) = 0, mais nous ne pouvons pas le faire de facon explicite. Supposons
que nous ayons une valeur initiale é(o) qui est prés du vrai maximum 6. Puisque
6 est le maximum global, il satisfait ¢’ (é) = 0. Supposons maintenant que £ soit
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telle qu’il est possible de faire un développement en série de Taylor (théoréme @,
p. ) Nous aurions alors :

=1(0) =1{(00)) + (0 — 00))l" (00)) + 5(9 —00))*0" (6.),

ot 0, = M\ + (1—- )\)é(o) pour un certain A € [0,1]. En supposant maintenant
que |0 — é(0)| est petit, nous obtenons que le terme (0 — é(o))g est négligeable par
rapport au terme (é - é(o)). Alors, lorsque ¢ est bornée, nous pouvons écrire
' (60)) + (0 — 0(0))t" (B0)) ~ 0,
ce qui suggere que
5 (00
(0(0))

La procédure peut maintenant étre itérée en définissant é(l) = é(o) — f”((%(m))’
©)

, et ainsi de suite. La suite de points générés par ces itérations

(1))
e// (9
convergera eventuellement. La garantie de convergence ainsi que la vitesse de celle-
ci dépendent de la forme spécifique de £. O

O2) = Oy —

Comment peut-on trouver une valeur initiale 6y raisonnable? Dans certains
cas, des valeurs initiales peuvent étre trouvées par inspection directe.

Exemple 3.32 (EMYV pour la loi de Cauchy, suite).
Noter que la densité f(z;0) est symétrique par rapport & 0,

1
z;0) = ———~, x eR.
F(@;6) m(1+ (z —0)?)
Une valeur initiale potentielle pour 6 est donc la médiane de X1, ..., X, celle-ci
peut étre utilisée afin d’initialiser une itération de Newton-Raphson. |

Dans d’autres cas, les choses peuvent ne pas étre si claires.

Exemple 3.33 (EMV de la distribution gamma).

. iid .
Soit X1,...,X,, ~ Gamma(r,1) et supposons que nous voulons estimer le para-
metre r par la méthode du maximun de vraisemblance. La vraisemblance est

ol
Lir) =] ==X "te X
avec la log-vraisemblance correspondante
Lr) = —nlogTl(r)+ (r —1) ZlogX ZX

En dérivant et en posant ’expression obtenue égale a zéro, nous obtenons que
PEMV 7 doit satisfaire

1 n
—TogX == log X;.
T ~ X =g 2l
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Cette équation ne peut pas étre résolue explicitement. Pire encore, il n’y a pas de
valeur plausible immédiate pour r lorsqu’on examine la forme de la densité. Dans
ce cas, nous avons besoin d’un autre moyen afin de trouver une valeur initiale pour
Iitération de Newton-Raphson. ([l

Afin de traiter du probléeme consistant a trouver des méthodes générales afin de
déterminer des valeurs initiales é(o), il est utile d’avoir des méthodes d’estimation
qui donnent des estimations explicites. En effet, ces estimations peuvent par la
suite étre utilisées afin d’initialiser des techniques itératives dont le but est de
trouver un estimateur du maximum de vraisemblance. Ces méthodes n’ont pas
besoin d’étre aussi efficaces que la méthode du maximum de vraisemblance, elles
doivent simplement produire des estimateurs qui sont relativement bons. Une telle
méthode est la méthode des moments.

La méthode des moments

Considérons premiérement un probléme de dimension un, ou {fy : § € O} est
un modele régulier & un parametre, © C R, et Xi,.., X, est un échantillon iid
généré par le vrai parametre § € ©. La méthode des moments est motivée par
I'heuristique suivante. En supposant que E[|X;|] < oo, la loi des grands nombres
nous dit que

1 n
- > X B EX).
=1

Mais E[X;] = fj—;o xf(x;0)dx dépend du parametre inconnu 6, nous pouvons donc

écrire E[X;] = m(0) pour une certaine fonction m. En d’autres termes
I p
— E Xi — m(9),
n
i=1

ce qui veut dire que pour des grandes valeurs de n, nous nous attendons a ce que

pour 6 le vrai parametre. Alors si 6 est pres de 6, nous nous attendons a ce qu’il
satisfasse

1 -
- ;Xi ~ m(0).

Ceci motive la méthode des moments.

Définition 3.34. (estimateur par la méthode des moments - Cas
pour un seul paramétre). Soit Xi,...,X,, un échantillon aléatoire iid tiré
d’une distribution Fy de fonction de densité/masse f(x;6). Supposons que
E|X1| < oo pour tout § € © C R. Soit § tel que
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ou

m(0) = /+<><> xf(z;0)dz, 6 €R.

—0o0

Alors 0 est appelé I estimateur par la méthode des moments (MoM) de 6.

En d’autres termes, la méthode des moments dit que nous devons poser le pre-
mier moment théorique égal au premier moment empirique observé. Ceci nous
donne une équation dont I'inconnue est le parametre & estimer ; en résolvant cette
équation par rapport a cet inconnue, nous obtenons un estimateur de 6, qui est
I’estimateur par la méthode des moments. La chose importante a observer ici est
que cette équation est habituellement plus facile & résoudre que 1’équation obte-
nue en posant la dérivée de la log-vraisemblance égale a zéro, car la fonction du
parametre est d’un coté de I'équation et les données sont de I'autre (ce qui résulte
en un seule constante numérique étant donné 1’échantillon observé). Alors plutot
que d’avoir une équation de la forme

9(Xq,...,X,,0) =0,
nous avons un probléme plus facile de la forme

9(0) = h(Xq,...,X,).
Nous allons maintenant illustrer la technique a ’aide d’un exemple simple.
Exemple 3.35 (Estimateur par la MoM pour la loi uniforme).

Soit Xq,..., X, w Unif(0,0), et supposons que nous voulons estimer 6 € R,.

Dans ce cas, nous avons qu’un seul parametre, alors ’estimateur par la MoM de
0, disons 0, doit étre tel que

Dans ce cas,

0
T 0
mﬁz/fdx:f.
0)= [ Gar=3

Ainsi, 'estimateur par la méthode des moments est

O

Dauns le cas ot nous devons estimer plus d’un parameétre, disons § = (64, ... ,GP)T,
alors la méthode des moments dit que nous devons poser les p premiers moments
empiriques égaux aux p premiers moments théoriques. Nous obtenons ainsi un
systeme de p équations a p parametres inconnus. L’estimateur de 6 est obtenu en
résolvant ce systéme.
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Définition 3.36. (estimateur par la méthode des moments — Cas
pour plusieurs parameétres). Soit X7, ..., X, un échantillon aléatoire iid
tiré d’une distribution Fp de fonction de densité/masse f(x;6). Supposons
que E|X;|P < oo, pour tout § € © C RP. Soit 6 tel que

1 — .
E}:szn%wy k=1,...,p
=1

—+oo
mk(ﬁ):/ ¥ f(z;0)dz, O€RP, k=1,...,p.

— 00

Alors § est appelé Destimateur par la méthode des moments (MoM) de 6.

L’exemple suivant illustre une situation & deux parametres ou la méthode du
maximum de vraisemblance ne donne pas d’estimateurs explicites, tandis que la
méthode des moments en donne.

Exemple 3.37 (Estimateur par la MoM pour la loi gamma). Supposons

iid .
que Xi,...,X, ~ Gamma(r,\) et que nous voulons estimer le vecteur (r, \)'.
Les équations des deux premiers moments sont :

1 & . 1 & .
=Ny X, = AL t =) X2 = ).
- ; my(7f,A) e - ; i =ma(7,A)

De plus, nous avons vu que
mi(r,A) =7r/A et ma(r,\) = B[ X ]+ Var[X ] = 72 /A2 41 /A% = r(r+1) /A%

En résolvant le systeme des équations des moments par rapport aux parametres
inconnus, nous obtenons les estimateurs
nX?2 nX

TA = 1" ~ o5 et 5\ = N ~  T\9°
Ei:l(Xi - X)Q Zi:l(Xi - X)2

]

Un inconvénient de la méthode de moments est qu’il n’est pas garanti qu’elle
fonctionne tout le temps. Afin de simplement pouvoir définir la procédure pour un
probleme a p parametres, nous avons besoin de ’existence d’'un p® moment absolu.
Si un tel moment n’existe pas, la méthode ne fonctionne pas.

Exemple 3.38 (Echec de la MoM dans le cas de la loi de Cauchy).
Soient X7, ..., X, des variables aléatoires iid suivant une distribution de Cauchy
avec fonction de densité

1

f(x;&):m, z € R
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Noter que

1 [T 2 1 /0 x 1 [T =z
— - L . S S
m1(0) F[m 112" 77/,001—1—902 x+7r/0 112" oo o0

(pas définie)

Ainsi les équations des moments ne sont pas définies et la méthode des moments
ne fonctionne donc pas. O

— Exercice 39. N

Soit X, ..., X, un échantillon i.i.d. tiré d’une distribution de densité
3034, siz >4,
flx;0) = { :
0, sinon,
ou 6 > 0.

1. Trouver l'estimateur é,l\l/[OM de 0 par la méthode des moments.

2. Trouver l'estimateur du maximum de vraisemblance é}\fw de 6.

3. Montrer que é,l\l/[OM est non biaisé, tandis que é,l\fv est un estimateur
biaisé.

4. Calculer lerreur quadratique moyenne de é,I\L/IOM et de éi\l/w Quel
estimateur est le meilleur au sens de ’erreur quadratique moyenne 7

En général, lorsque la fonction génératrice des moments existe, alors la mé-
thode des moments est bien définie, et ce, indépendamment de la dimension des
parametres. Par contre, il n’est pas certain que le systeme d’équations des mo-
ments aura toujours une solution. Nous n’allons cependant pas pousser plus loin
notre analyse sur les conditions pour lesquelles ce systeme a toujours une solution.

3.4 Méthodes d’estimation vs estimateurs vs estimations

Nous concluons ce chapitre en faisant une petite remarque sur la terminologie, car
celle-ci peut parfois préter a confusion. Il est important de distinguer les notions de
méthode d’estimation, d’estimateur et d’estimation. Voici quelques points a garder
en mémoire :

1. Une méthode d’estimation est une procédure générale qui peut étre appli-
quée & n’importe quel modele paramétrique afin d’obtenir des estimateurs.
Par I’exemple, nous avons vu des exemples sur la fagon d’appliquer la mé-
thode du maximum de vraisemblance afin d’obtenir des estimateurs pour
les parametres des lois Bernoulli, exponentielle, normale et uniforme.
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2. Il peut trés bien arriver que la méme méthode d’estimation produise des

estimateurs différents lorsqu’elle est appliquée a des modeéles paramétriques
différents. Par exemple, la méthode du maximum de vraisemblance produit
I'estimateur X pour la moyenne d’une distribution normale et I'estimateur
1/X pour la moyenne d'une distribution exponentielle.

. Il peut aussi arriver que deux méthodes d’estimation différentes produisent

le méme estimateur pour le méme modele. Par exemple, I'estimateur du
maximum de vraisemblance pour la moyenne d’une distribution normale
est le méme que 'estimateur par la méthode des moments pour la moyenne
d’une distribution normale.

. Une estimation est la valeur spécifique que prend un estimateur lorsqu’on

I’évalue sur la base d’un échantillon observé. Rappel : un estimateur est une
variable aléatoire et la réalisation de cette variable est appelée estimation.



Chapitre 4

Tests d’hypothese pour les parametres
d’un modele

Nous avons considéré jusqu’a maintenant le probleme d’estimation ponctuelle :
étant donné un modele paramétrique {Fy : 6 € ©} et un échantillon iid X,..., X,
issu d’un modele spécifique Fy, estimer la valeur du 6 qui a généré 1’échantillon.
Cependant, il y a des situations ou la valeur précise du vrai parameétre n’est pas
I’objet d’intérét principal. En effet, il arrive que nous soyons plutot intéressés a
utiliser ’échantillon afin de vérifier si la vraie valeur du parametre appartient ou
non a un sous-ensemble spécifique de I'espace des parameétres.

Exemple 4.1 (Lancer d’une piéce de monnaie). Considérons une situation
ou nous voulons vérifier si une piece de monnaie est équilibrée ou biaisée. Nous
pouvons lancer la piece n fois et enregistrer le résultat de chaque lancer. Nous
souhaitons alors utiliser ces résultats afin de décider si la probabilité d’obtenir
« face » est égale & 1/2 ou différente de 1/2. Nous pourrions formaliser ce probléme

en disant que Xq,...,X, ud Bern(p) et que nous voulons décider si p € {%} ou

peE (07 1) \ {%}

Afin de rendre les choses plus concretes, supposons que nous savons que le
parametre appartient a 'un des deux ensembles suivants : O ou ©1, avec ©gNO; =
(. Nous voulons utiliser ’échantillon X7, .., X,, que nous avons & disposition afin
de décider a quel ensemble il appartient. Cette situation se produit tres souvent
en science lorsqu’il y a deux hypotheses scientifiques concurrentes pour un méme
phénomene : I’hypothése nulle Hy qui dit que 6 € Og,

Hy:0 € 0,
et I'hypothése alternative qui postule plutot que 6 € O,
Hy:60€ 0.

Exemple 4.2 (Recherche du boson de Higgs). Une des plus grandes ques-
tions du dernier quart de siecle en physique des particules était de savoir si le
fameux boson de Higgs existait ou non. Une maniere de détecter si cette parti-
cule élémentaire existe bel et bien est via sa désintégration en deux photons. En

97
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utilisant le modele standard de la physique des particules, nous pouvons calculer
combien de diphotons seraient produits en moyenne s’il n’y avait pas de boson de
Higgs. Appelons ce nombre b. De fagon similaire, nous pouvons calculer combien
de diphotons de plus seraient produits en moyenne si le boson de Higgs existait.
Dénotons ce nombre par s. Dans le domaine de la physique, il est admis que les
événements correspondant a ’observation de diphotons suivent une distribution
de Poisson avec une certain moyenne, disons p. Ainsi, I’hypotheése nulle (qui cor-
respond a I’état de la nature si le boson de Higgs n’existait pas) est

Hy:p=5,

et ’hypothése alternative concurrente (qui décrit ’état de la nature si le boson de
Higgs existait) est
H :p=>b+s.

O

Un test d’hypothese est un probleme statistique qui considere la facon d’utiliser
I’échantillon de maniere efficace afin de faire un choix entre deux hypotheses pos-
sibles, Hy et Hy. Pour ce faire, nous devons premieérement considérer comment il
possible d’utiliser un échantillon a cette fin et quelle sorte d’erreur cela va produire.
La section suivante introduit les notions pertinentes liées a ce probléme.

4.1 Fonctions de test et types d’erreurs

La décision que l'on doit prendre, afin de faire un choix entre Hy and H;, doit
étre basée sur I’échantillon observé X1, .., X,,. Une maniere simple d’énoncer ceci
mathématiquement est la suivante :

Définition 4.3 (Fonction de test). Une fonction de test ¢ est n’importe
quelle fonction § : X™ — {0, 1}.

Une fonction de test prend la valeur « 0 » lorsque nous prenons une décision,
basée sur I’échantillon, en faveur de Hy et une valeur de « 1 » lorsque notre décision
est en faveur de H;. Une fonction de test prendra habituellement la valeur 0 ou 1
dépendamment de si I’échantillon satisfait certaines conditions ou non. En d’autres
mots, les fonctions de test sont habituellement construites de la fagon suivante :

S(Xe . X,) = {1, s T(X,,...,Xn) €C,
0, siT(Xy,...,Xn)¢C,

ou T est une statistique appelée statistique de test et C' est un sous-ensemble de
I'image de T, appelé région critique. Noter que nous pouvons réécrire la fonction
de test de fagon plus compacte :

§(X1,..., Xp) = 1{T(X1,...,Xn) € C}.



4.1 Fonctions de test et types d’erreurs 99

Ainsi, choisir une fonction de test est équivalent a choisir T' et C. Comment
pouvons-nous faire ce choix afin d’obtenir une bonne fonction de test ? Noter que
§ est toujours une variable aléatoire de Bernoulli, puisqu’elle prend les valeurs 0
oul,
5 1, avec probabilité P[T(X,...,X,) € C],
10, avec probabilité P[T(X,...,X,) ¢ C].

Il est clair que la fonction de test est une variable aléatoire, car elle peut donner
des décisions différentes pour des réalisations différentes des variables aléatoires
X1,...,X,. Ainsi, tout comme avec le probléeme d’estimation ponctuelle (ot nous
devions choisir de bons estimateurs), notre choix de la fonction de test doit étre
guidé par une inspection des types d’erreur que nous pourrions commettre. Une
bonne fonction de test sera donc une fonction § dont les comportements d’échan-
tillonnage sont bien adaptés, relativement a ces criteres d’erreurs.

Dans les tests d’hypothese, il y a deux états possibles de la nature, et deux déci-
sions possibles que 'on peut prendre. Ainsi, les erreurs qui peuvent étre commises
sont données par le tableau suivant :

Décision / Vérité || H, Hy
0 Pas d’erreur erreur de type 11
1 erreur de type 1 Pas d’erreur

Si Hy : 0 € Og est vraie, nous espérons que la distribution de §(X7,...,X,)
sera concentrée autour de la valeur 0. Inversement, si H; : 6 € ©1 est vraie, nous
espérons que la distribution de §(X1,...,X,,) sera concentrée autour de la valeur
1. Ainsi une bonne régle de décision devrait étre concentrée autour de i, lorsque
H; est vraie, pour ¢ € {0,1}. Par un léger abus de notation, nous pouvons donc
comparer les régles de décisions ¢ en considérant quelque chose de similaire a leur
« erreur quadratique moyenne »,

EQM (6, H;) = Eg[(6 — i)?], i€ {0,1}.

Puisque 0 est une variable de Bernoulli et que i prend des valeurs dans {0, 1}, nous
avons que

Pg[(s:].], si 0 € Oy,

EQM(0,H;) = {Pe[(;:()], sif e O.

Ceci motive la définition suivante.

Définition 4.4 (Les probabilités d’erreurs). Soient Hy : 6 € Og et H; :
f € O, deux hypotheses a tester. La probabilité de commettre une erreur de
type I est définie comme la fonction h : ©9 — [0, 1],

hO) =P[5 =1], 6 €0,
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La probabilité de commettre une erreur de type II est définie comme la fonc-
tion g : ©1 — [0, 1],

g(0) = Py[d = 0], 0c0,.

Remarque 4.5. Le fait que les deux probabilités d’erreurs soient des fonctions
de # nous indique que nos erreurs dépendent du vrai état de la nature : il sera plus
facile de distinguer entre Oy et ©; pour certains valeurs de 6 que pour d’autres.
Par exemple, considérons ©g = (—o0,b] et ©; = (b, 00). Pour une fonction de test
donnée, nous nous attendons a ce qu’il soit plus facile de prendre la bonne décision
lorsque le vrai parametre est loin de la borne b que lorsqu’il en est proche.

Remarque 4.6 (Avertissement sur les probabilités d’erreurs). Noter que
h(0) # 1—g(0) puisque les deux fonctions ne sont pas définies sur le méme domaine.
C’est une erreur commune qu’il faut éviter.

Afin d’avoir une bonne fonction de test, nous devons tenter de choisir la sta-
tistique de test T et la région critique C telle que la probabilité de l’erreur de type
I soit petite pour tout 8 € Qg et telle que la probabilité de l’erreur de type II soit
petite pour toutes les valeurs de § € O;. Le cadre de Neyman-Pearson présenté
dans le prochain paragraphe considere la facon de s’attaquer a ce probleme.

Remarque 4.7 (erreur de type I vs erreur de type II). Ce n’est pas par
hasard que les deux types d’erreurs portent des noms différents, et qu’en fait ces
noms suggerent qu’il y a une sorte d’erreur qui est d’importance primaire (type
I) et que l'autre est d’importance secondaire (type II). Dans plusieurs contextes
pratiques, les deux hypothéses sont asymétriques : faire une sorte d’erreur est
beaucoup plus grave que faire une erreur de ’autre type. Le type d’erreur le plus
sérieux est appelé le type I et 'autre est 'erreur de type II. Ainsi, dans toutes les
situations pratiques, Hy est '’hypothése dont le rejet erroné (c’est-a-dire lorsque
Hj est en fait vraie), est le plus dommageable.

Exemple 4.8 (Filtre de spam). Supposons que nous voulons une fonction de
test qui décide si un nouveau courriel est un spam ou non. Le nouveau message
contient n mots X1, .., X,, et nous avons besoin d’une fonction de test pour décider
entre deux hypotheéses possibles : « spam » vs « pas un spam ». Noter que de
classifier un message dans la catégorie spam, lorsqu’il ne I’est en fait pas, peut avoir
des conséquences sérieuses (puisque nous n’allons pas le voir et qu’il se pourrait
qu’il soit important). Classer un message dans la catégorie « pas un spam » lorsqu’il
est en fait un spam est agacant, mais ce n’est pas un gros probléme. Dans ce
contexte, il est raisonnable de définir « Hy : le message n’est pas un spam » et
« Hy : le message est un spam ». En faisant ceci, ’erreur de type I sera précisément
de classer un message comme étant un spam lorsqu’il n’en est pas un. (]
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— Exercice 40. N

Pour chacun des scénarios suivants, trouver les hypotheses a tester ainsi
que les deux types d’erreurs qu’on peut commettre. Sur la base de ces
informations, décider quelle hypothése devrait étre I'hypothese nulle Hy
et laquelle devrait étre l'alternative H;.

1. Une physicienne travaille sur une expérience dont le but est de
détecter des particules de matieéres noires. Elle aimerait tester si
ses données indiquent la présence de matiere noire.

2. Un fétard voudrait savoir s’il est en mesure de conduire apres un
apéro. Il aimerait donc tester si le taux d’alcool dans son sang est
supérieur a celui autorisé par la loi.

3. Barack Obama et Mitt Romney étaient les deux candidats princi-
paux a [’élection présidentielle de 2012 aux Etats-Unis. Le direc-
teur de campagne de M. Obama aimerait savoir si M. Obama est
en téte dans ’Etat d’Towa afin de décider s’il doit allouer ou non
plus de ressources financiéres pour la campagne dans cet Etat. Il
faut donc tester si M. Obama est en téte dans I’Etat d’lowa. De
quelle fagon le test changerait-il si on était a la place du directeur
de campagne de M. Romney ?

4. Un scientifique travaillant pour une compagnie pharmaceutique a
pu développer un nouveau médicament afin de réduire la pression
artérielle trop élevée. Il voudrait tester si le médicament produit
leffet attendu.

— Exercice 41. \

Soit Xi,..., X, un échantillon iid provenant d’une distribution N(u,1).
On va tester I’hypothese nulle Hy : 4 = 0 vs I’hypothese alternative H; :
1 # 0 en utilisant la statistique de test

To( X1y, Xp) = Xy =

S|

n
> X,
i=1
et la fonction de test

1, si|Ta(X1,...,X0)| > Q,

0, sinon,

6(X1,...,Xn):{

ou @ > 0.
1. Trouver la probabilité de commettre une erreur de type I.
2. Trouver la probabilité de commettre une erreur de type II.

3. Comment se comportent ces deux probabilités lorsqu’on augmente
la valeur de Q7
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— Exercice 42. \

Soit X1, ..., X, un échantillon iid tiré d’une distribution Bernoulli(p) avec
p € (0,1). On va tester ’hypotheése nulle Hy : p = % vs ’hypothése
alternative Hy : p € (0,1) \ {1/2} en utilisant la statistique de test

To(X1,..., Xp) = X, — 1o 72

et la fonction de test

1, si|Th(Xq,...,Xn)| > Q,

0, sinon,

5(X1,...,Xn):{

ou @ € (0, 3]
1. Trouver la probabilité de commettre une erreur de type I.
2. Trouver la probabilité de commettre une erreur de type II.

3. Comment se comportent ces deux probabilités lorsqu’on augmente
la valeur de Q7

,—[Exercice 43 (Correction de Bonferroni, tests multiples).} \

Pour tout j =1,...,J, soient

{le, 000 ,an}

les variables aléatoires de Bernoulli avec probabilité de succes (inconnue)

€ (0,1), et n > 1. A noter que les variables sont indépendantes pour
Jj fixé et ¢ variant, peuvent étre dépendantes pour ¢ fixé et j variant (par
exemple, imaginer que X;; est la réponse (oui/non) du seme individu a
la jéme question d'une enquéte de satisfaction). Nous voulons tester les

hypotheses :
Hoipjz% V]:].,J
Hy:35€e{1,...,J}: p;

(Dans le méme exemple : les clients sont-ils satisfaits moyennement dans
chacune de J catégories, ou est-ce qu’il existe au moins une catégorie ol
les clients ne sont pas satisfaits, en moyenne ?) Construire une fonction de
test pour cette paire d’hypothéses respectant un niveau de signification
donné a € (0, 1).
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4.2 Cadre de Neyman-Pearson

Rappelons les conclusions du paragraphe précédent : nous devons tenter de choisir
une statistique de test T" et une région critique C' de maniere a ce que la probabilité
de Uerreur de type I soit petite pour tout 6 € ©¢ et que la probabilité de ’erreur
de type II soit petite pour toutes les valeurs de 6 € ©;. Est-il toujours possible de
rendre ces deux probabilités petites pour tous les parameétres 6 contenus dans les
ensembles O et ©1 respectivement 7

Malheureusement, la réponse est non. Voici pourquoi : soit 6(Xy,...,X,) =
1{T(X1,...,X,) € C} une fonction de test et supposons que nous voulons dimi-
nuer sa probabilité d’erreur de type I,

h() =P[5 =1], 6Oy,

pour tous les 6 € ©¢. Pour cela, nous devons « rejeter moins souvent », c¢’est-a-dire
que nous devons remplacer C' par un ensemble C, C C, ce qui nous donne la
nouvelle fonction de test §, = 1{T(Xy,...,X,) € C.}. Observons que,

Py[s, = 1] = P[T(X1, ..., X,) € C\] < P[T(X4, ..., Xn) € C] = Py[6 = 1],

V6 € 0.
Notons cependant que C, C C = C¢ D C° et alors

PO[(S* = 0] :P[T(XlwnaXn) ¢ C*} > P[T(Xla---aXn) ¢ C] = PO[(S = O]a
Vo e 0.

En d’autres termes, en essayant de diminuer la probabilité de l'erreur de type
I, nous avons augmenté celle de 'erreur de type II! Par symétrie, nous pouvons
montrer qu’essayer de diminuer la probabilité de 'erreur de type II aura pour effet
d’augmenter celle de erreur de type I (pour des exemples plus concrets, voir les
exercises {1] et 42, p. ).

Il semble que nous ne puissions pas diminuer les deux types d’erreur simultané-
ment, nous allons donc devoir faire des concessions. Le paradigme fondamental du
cadre de Neyman-Pearson est que puisque 'erreur de type I est la plus importante,
nous devons premierement fixer la probabilité de 'erreur de type I & un certain
niveau (celui-ci sera habituellement petit). Une fois ce niveau fixé, nous pouvons
nous concentrer sur le probléme d’obtenir une petite probabilité de ’erreur de type
II. Le cadre est décrit par les étapes suivantes :

Définition 4.9 (Cadre de Neyman-Pearson). Soient Hy : 0 € ©g et
H, : 0 € ©; deux hypotheses a tester.

1. Fixer un « € (0,1) et lappeler seuil (ou niveau) de signification ou
simplement seuil du test.

2. Considérer seulement les fonctions de test § : X™ — {0,1} qui res-
pectent ce seuil, c’est-a-dire les fonctions de test d telles que

sup Pyp[d =1] < a.
0€0y
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Nous allons appeler la classe contenant de telles fonctions D(Og, «).
En d’autres mots,

D(Og,a) = {5 X" —{0,1} eseug Pylo =1] < a}.

3. A lintérieur de la classe des fonctions de test D(Og, ), comparer les
fonctions de test en considérant laquelle a la plus petite probabilité de
commettre une erreur de type II

g(0) =Pe[5 =0, HecO.

De fagon équivalente, il est possible de comparer les fonctions de test
en considérant laquelle a la plus grande puissance

BO)=1-g(0) =Pyl6 =1], €O

L’intuition derriere le raisonnement de Neyman-Pearson est la suivante : nous
savons que commettre une erreur de type I est plus dommageable. Controler la
probabilité de D'erreur de type I doit alors étre notre priorité numéro 1. C’est
pour cette raison que nous considérons uniquement des fonctions de test dont la
probabilité d’erreur de type I est inférieure & un certain seuil @ (habituellement ce
seuil est petit, par exemple o = 0.05). Une fois que cette restriction est satisfaite,
nous pouvons nous concentrer a essayer de minimiser la probabilité d’erreur de
type II, ou de facon équivalente, & essayer de maximiser la puissance du test.

— Exercice 44. N

1. Dans le contexte de 'exercise @ (p. @), trouver la plus petite
valeur de @ pour laquelle la probabilité d’erreur de type I est o €
(0,1). Quelle est cette valeur lorsque a = 0.05 et n = 107 Trouver
le supremum (par rapport au vrai parametre) de la probabilité de
commettre une erreur de type II pour cette valeur de Q.

2. Dans le contexte de ’exercise @ (p. @), supposons que n = 10.
Trouver les valeurs de @ pour lesquelles le seuil de signification est
a = 0.05. Qu’est-ce qui est différent ici par rapport a la premiere
partie ? Pourquoi ?

4.3 Méthodes pour construire des fonctions de test

Grace a la section précédente, nous savons ce qu’est une fonction de test, quel
type d’erreur nous pouvons nous attendre a commettre, et quelles propriétés les
fonctions de test doivent satisfaire (celles-ci sont dictées par le cadre de Neyman-
Pearson). Il est maintenant temps d’explorer les différentes méthodes afin de
construire des fonctions de test. La facon de construire des fonctions de test dépend
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fortement du type d’hypothese a tester. Afin de simplifier les choses, nous allons
seulement considérer des parametres # de dimension 1 et des paires d’hypotheses
de la forme suivante :

1. Simple vs simple (Hy : 6 = 0y, Hy : 6 = 01, pour un certain 6y # 6; donné).

2. Unilatéral gauche vs unilatéral droit : (Ho : 6 < 0y, Hy : 8 > 0y, pour un
certain 6y donné).

3. Unilatéral droit vs unilatéral gauche. (Hy : 6 > 6y, Hy : 0 < 6y, pour un
certain 6y donné).

4. Simple vs bilatéral : (Hy : 0 = 0y, Hy : 0 # 6y, pour un certain 6y donné).

En résumé, nous allons seulement considérer des paires de la forme :

HUZGZGO ou H0:9§90 ou HO:GZGO
Hi:0=0¢ Hyi:0 >0y Hy:0 <6,
| ———

simple vs simple unilatéral vs unilatéral

H029:90
ou Hy:0+# 06

—_————
simple vs bilatéral

Bien que cela puisse sembler restrictif, notons que ces formes de tests d’hy-
pothese englobent une grande variété de situations que I'on retrouve en pratique.
Dans les applications, on cherche souvent a choisir entre deux valeurs possibles
d’un parametre, ou a décider si un certain parametre est plus grand, plus petit ou
s’il dévie d’un seuil donné.

Avant de considérer les méthodes afin de construire des fonctions de test, rap-
pelons que dans le cadre de Neyman-Pearson (définition §.9, p. ), nous fixons
un seuil « et nous considérons seulement les fonctions de test qui respectent ce
seuil. En d’autres mots, nous restreignons notre attention au éléments de D(Og, ).
Ceci motive la définition suivante d’optimalité :

Définition 4.10 (Tests optimaux). Une fonction de test § pour Hp : 0 €
Og vs Hy : 0 € ©1 est appelée optimale au seuil « (ou uniformément plus
puissante au seuil «) si les deux conditions suivantes sont respectées.

1. 6 € D(Og, ).
2. Py, [¢p = 1] <Py, [0 = 1] pour tout #; € O et pour tout 1p € D(Og, ).

Ainsi, nous voulons trouver des méthodes qui donnent des tests respectant un
seuil, et qui sont les plus puissantes possibles, pour le plus d’éléments possibles dans
I’ensemble alternatif ©,. Il s’avere qu’il existe parfois des méthodes de tests qui
sont optimales — lorsque c’est le cas, il n’y a aucune raison de considérer d’autres
méthodes. L’existence de test optimal dépend fortement de la structure de ©q et
de ©q, et aussi du modele de probabilité considéré. Nous allons donc structurer
notre étude des méthodes de test en fonction des types de paires d’hypotheéses
considérés. Voici un apercu de ce qui nous attend :
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a) Simple vs simple : Dans ce cas, nous allons étre capable de trouver des test
optimal, et ce, indépendamment du modele de probabilité sous-jacent.

b) Unilatéral : Dans ce cas, nous allons étre capable de trouver des test optimal
pour des classes spécifiques de modeles, plus spécifiquement pour la famille
exponentielle.

¢) Bilatéral. Dans ce cas, nous allons démontrer, qu’en général, il n’existe pas
de test optimal. Nous allons néanmoins proposer deux méthodes générales,
inspirées par le concept de vraisemblance, qui jouissent généralement de
bonnes performances.

4.3.1 Cas simple

Dans le cas d’une hypothese simple vs une hypothése simple, le résultat suivant,
que l'on doit a Neyman et a Pearson, nous donne une méthode afin de construire
des test optimal.

Lemme 4.11 (Neyman-Pearson). Supposons que X = (X3,...,X,) ala
fonction de densité/de masse conjointe fx (x;6) et que nous voulons tester

H0:9:(90 vs H129:91,
a un certain seuil a € (0, 1), pour 0y # 61. Si la variable aléatoire

. fx(Xl,...,Xn;el) - L(@l)

C fx(Xa,.., X 60)  L(6o)’

est telle qu’il existe @ > 0 satisfaisant

A(X)

PQU [A > Q] = Q,
alors le test dont la fonction de test est donnée par
6(X) = H{A(X) > Q},

est un test optimal (le plus puissant (PP)) de Hy versus H; a un seuil de
signification a.

Remarque 4.12. Une condition suffisante a l’existence de @, tel que décrit dans
le lemme, pour n’importe quel seuil « € (0, 1), est que A soit une variable aléatoire
continue sous 1'hypothese nulle. Si la distribution de A sous Hy est discrete ou
qu’elle a des discontinuités, alors il se peut qu’il existe un « € (0,1) pour lequel
Pp, [A > Q] # « pour n’importe quel @ > 0.

Notons que l'intuition derriere le test est la suivante : nous savons que la
méthode du maximum de vraisemblance est une tres bonne méthode d’estimation.
Plus la vraisemblance d’un parametre est élevée, plus la valeur de ce parametre
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est une estimation plausible pour le vrai parametre. Alors, afin de tester Hy : 6 =
0y contre Hy : 6 = 61, nous décidons de comparer la valeur de la fonction de
vraisemblance aux deux valeurs a comparer g et ;. Si la vraisemblance de 0, est
significativement plus élevée que celle de 6, alors nous rejetons Hy en faveur de
H;. Quelles valeurs sont considérées comme étant significativement plus élevées?
Le théoréme nous dit que @ fois plus élevé est significativement plus élevé, ou @
est la valeur critique choisie de maniére a ce que le seuil « soit respecté.

Preuve du lemme . Nous devons vérifier les propriétés (1) et (2) de la défini-
tion 110 (p. ). Puisque Q est tel que Py, [A > Q] = «, nous avons immédiate-
ment que

Py, [0 =1] = « (puisque Py, [0 = 1] = Py, [A > Q]). (4.1)

Ainsi 0 € D({6p}, @) (c’est-a-dire § respecte le seuil @), ce qui vérifie la propriété
(1).

Afin de montrer la propriété (2), considérons ¢ € D({y}, ). Afin de simplifier
la notation, nous allons écrire (X1,...,X,)" = X et (z1,...,7,) " = x. Sans perte
de généralité, supposons que fx est une fonction de densité (remplacons sinon les
intégrales qui suivent par des sommes), et observons que

f(@:01) = Q- f(x;00) 2 0sid(x) =1 & f(2:61) — Q- f(z;60) < 0sid(x) =
Ainsi, puisque 9 peut seulement prendre les valeurs 0 et 1,
V@) (f(i0) ~ Q- Jwif0)) < 6@)(f (i) — Q- Flawi o)) et
[ (@) (@6~ Q- f(wib0)da / S (@ 01) — Q- s )

IN

IN

En réarrangeant les termes, nous obtenons

| Wi - s@nf@ode < @ (@) - @)@
— Eolo(X) =B 0] < QEn V(X)) ~EnliX))

L’équation (EI)7 combinée aux faits que ¥ € D({fp}, ) et que Q > 0, implique
que le coté droit de la derniére inégalité non positif. Ceci prouve la propriété (2)
de la définition (p- ), et compléte donc la preuve. |
Exemple 4.13. Soit Xq,...,X, i Exp(\) et soient Ay > Ay deux constantes.
Considérons le probléme consistant a tester la paire d’hypotheses :

H(): )\:)\0
Hlt )\2/\1

La vraisemblance est

f(Xh coes X )\) = H)\ei/\x"' — \le A iz X
i=1
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Par le lemme de Neyman-Pearson, nous savons que nous devons baser notre test
sur la statistique

_f(thXn’)\l)_ )\1 "
A(Xl’vXn)_.f(thXnv)\O) B )\O P

n
()\0 - )\1) ZXZ] )
i=1
et rejeter ’hypothese nulle si A > @, pour @ tel que Py [A(X1,...,X,) > Q] = ¢,
lorsqu’un tel @ existe. Afin de déterminer 8’il existe, et si c’est le cas, quelle est sa
valeur, notons que A(X71, ..., X,,) est une fonction décroissante de 7(X1, ..., X,) =
o, Xy (puisque Ao < Ap). Ainsi,

A(Xl,...,Xn)ZQ@T(Xl,..an)SCL
pour un certain ¢, tel que
OZZIP)\O[AZQ} — Oé:P)\O[T(X17...7Xn)§q]~

Sous la distribution nulle, nous savons que 7(X1,...,X,) suit une distribution
gamma de parameétres n et Ao (voir p. [L7). Ainsi, il existe un ¢ tel que o =
Py, [7(X1,...,Xn) <g], et ce ¢ est donné par le g,-quantile de la distribution
gamma(n, \o).

En résumé, le test optimal consiste a rejeter Hy au seuil « si la statistique
7(X1,...,X,) est inférieure au a-quantile d’une distribution gamma(n,Ag). O

L’exemple précédent démontre quelque chose d’intéressant : la statistique de test
pour le test optimal est en fait la statistique naturelle exhaustive 7 de la distri-
bution (notons que la distribution exponentielle est une famille exponentielle &
l-parametre avec la statistique naturelle 7(z1,...,2,) = > i, @;). Ce n’est pas
une coincidence : cela fonctionne de la méme maniere pour toutes les familles
exponentielles & 1-parametre.

Exemple 4.14 (Test simple vs simple pour les familles exponentielles).
Soit X1,...,X, ¥ f(z;0), ou f(x;0) = exp{n(0)T(x) — d(0) + S(x)} est une fa-
mille exponentielle & 1-parametre, avec 1 une fonction croissante. Supposons que
nous voulons tester Hy : 8 = 6y contre Hy : § = 6;. Sans perte de généralité,

supposons que 0y < 1. Le lemme de Neyman-Pearson (lemme , p- ) nous
dit que nous devons chercher une statistique de test de la forme

5 = 1{L(6:)/L(60) > Q} = 1{log L(6:) — log L(0y) > log Q).

Gréce a la forme de f(x;6) (famille exponentielle), nous obtenons que
0=1 {(0(91) = n(00)) Y T(X;) = n(d(61) — d(6o)) > IOgQ} =
i=1

" _ log @ + n(d(61) — d(6))

Notons que n(61) —n(6y) > 0, puisque 7 est croissante, et n(d(f1) — d(6p)) est une
constante. Nous pouvons alors simplement écrire

0 =1{r(X1,...,Xn) > q}.
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Si 7 est une variable aléatoire continue, et que nous voulons un test avec un seuil
a, alors g va étre le (1 —a)-quantile de Go(t) = Py, [7(X1, ..., Xp) < 1], Cest-a-dire
le (1 — a)-quantile de la distribution d’échantillonnage de 7(Xj,...,X,), lorsque
lon utilise le parametre 6, (cette distribution est appelée la distribution sous Hy
de 7).

Si i est une fonction décroissante, alors pour §y < 1, nous avons 1(61)—n(6p) >
0. Dans ce cas, nous pouvons voir que la statistique de test optimal devient

6= 1{r(X1,..., Xn) < g}

Cette fois-ci, si nous voulons un test avec un seuil «, ¢ doit étre le a-quantile de
GO(t) = IPGO [T(Xla cee 7Xn) < t]

Nous pouvons observer que la forme du test dépend du comportement de
7 (si elle est croissante ou décroissante), et de si 6y < 61 ou 6y > 6. Le ta-
bleau suivant résume les formes de statistique de test pour les différents cas pos-
sibles. Dans chaque cas, ¢ représente le s-quantile de la distribution Go(t) =
IPOQ [T(le s 7Xn) S t]

’ | o < b1 \ 0y > 04 ‘
7n(-) croissante H{r(Xq,...,Xn) > q—a)t | H{r(Xy,...,X,) < qa}
n(-) décroissante Hr( Xy, ., X0) <qat | H{r(Xq,. ., X0) > qioat

Une observation intéressante est que la fonction de test ne dépend pas de la valeur
précise de 01, mais seulement de si 61 < 0y ou 61 > 6. O

Notons que Go(t) = Pg,[7(X1,...,X,) < ] n'est pas toujours une distribution
continue. Ceci signifie qu’il se peut que nous ne soyons pas capables de trouver
un test optimal pour tous les « (nous allons étre capables d’en trouver seulement
pour des « spécifiques). Voici un exemple.

Exemple 4.15. Soit Xq,...,X, w Poisson(p) et considérons la paire d’hypo-
theses
Hy:p=po vS Hy:p=p.

Notons que c’est la paire d’hypotheses que nous avons vue dans ’exemple du boson
de Higgs (exemple I@ g si nous posons pg = b et pu3 = b+ s. Ceci est un
exemple avec une famllle exponentielle a 1-parametre, il est donc facile de voir que
la statistique exhaustive est

(X1, Xn) =) X,

et que la fonction 7(-) est strictement croissante (elle est égale & la fonction log(-)).
Puisque p1 > po, nous obtenons, par notre travail dans I'exemple §.14, que la sta-
tistique de test optimale, dictée par le cadre de Neyman-Pearson, est la suivante :

5(X1,..., X,) =1 {ZXl > qla},
i=1
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lorsqu’il existe un gi—q tel que Go(gi—a) = Puy[7(X1,..., Xpn) < qima) =1 — .
Puisque les variables aléatoires X; sont indépendantes et qu’elles suivent une loi
de Poisson, c’est un exercice simple (en utilisant des fonctions génératrices de mo-

. H )
ments ; voir lemme , p- ) de montrer que 7(X1,...,X,) ~ Poisson(npuyg).
Puisque c’est une distribution discréte, les seuls a pour lesquels ce sera le cas sont

2
e—n,u(,7 e~ o (1 +n,uo), e~ THo (1 + npo + (n,l;O) ) )

(nuo)? (nuo)3>
+ )

—n L
e "Ho (1 + npo + 5 3l

et ainsi de suite (rappelons la fonction de masse d’une variable aléatoire de Poisson
donnée dans la définition [1.9, p. [L1)). Cependant, une observation intéressante est
que lorsque n augmente, cette suite de valeurs devient de plus en plus dense pres
de l'origine. Plus précisément, pour chaque € > 0 et chaque k entier, il existe un N
tel que si n > N alors il existe au moins k valeurs possibles de a dans l'intervalle
[0, €].

O

— Exercice 45. \

Soit X1,..., X, e N(u,0?) avec 02 > 0 connue. Trouver le test le plus

puissant pour tester Hy : = pg vs. Hy : u = p1 avec pg < pq a un seuil
de signification « € (0,1).

— Exercice 46. )
Pour un échantillon X7, . ..,X, "= Bernoulli(p), on veut tester

Hy: p=049 vs Hy: p=0.51.

Déterminer approximativement la taille de ’échantillon pour laquelle la
probabilité de commettre une erreur de type I et la probabilité de com-
mettre une erreur de type II sont égales a 0.01. Utiliser une fonction de
test qui rejette Hy si ), X; est grande. Indice : utilisez le théoreme central
limite. S’inspirer de la remarque a la fin de ’exercice (p- B4). On a
aussi besoin du fait que zg.g9 & 2.33, ol zg.99 est le 0.99-quantile de la loi
N(0,1).
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— Exercice 47.

111

Soit X1,..., X, R Unif(0,0) et considérer Hy : 6 = 6y et Hy : 0 = 64

avec 01 < 0.

1. Trouver le test le plus puissant de Hy vs H; a un seuil de significa-
tion o = (A1/6p)™. Considérer le comportement de ce seuil, comme
fonction de 6y, 07 et n. Quelle est la puissance de ce test ? Est-ce
qu’on peut définir un test optimal de type Neyman—Pearson pour
d’autres valeurs de a7

2. Considérer un test (pas nécessairement optimal) de seuil de signi-
fication o < (01/600)" qui rejette Ho quand X,y < k. Trouver la
valeur appropriée de k. Quelle est la puissance de ce test ?

,—[Exercice 48 (Tests d’hypotheses intuitifs).w

J

Le but de cet exercice est de donner une motivation intuitive aux tests
d’hypotheses. Soient X7, ..., X, iid avec la fonction de densité

1
fx(x) = @)\5313/267)\\/5, x>0,

ou A > 0 est un parametre. On aimerait tester ’hypothese Hy : A = Ag
vs. Hy : A= Aq, ol Ag > Aq.

1. Trouver ’estimateur du maximum de vraisemblance \,,.

2. Comme expliqué au chapitre 3, Xn est un bon estimateur. Ainsi, il
est en un certain sens naturel de rejeter Hy si Ao n’est pas « com-
patible »avec A,. Dans notre cas, cela voudrait dire : rejeter Hy
lorsque A, est petit. (Si A, > Ao, on préferera certainement H et
non H;.) Quelle forme prendra donc la fonction de test ? La donner
a une constante D pres.

3. Maintenant, il faut trouver la fonction de test précise. Pour cela, il
faudrait choisir une borne en dessous de laquelle on juge A, suffi-
samment petit pour rejeter Hy. Pour un seuil a € (0, 1) donné, on
voudrait que la probabilité de commettre une erreur de type I soit
a. A partir de 1a, décrire la relation entre « et D.

4. Voila un test au niveau a. On peut ensuite se demander s’il est le
meilleur test. Aurions-nous pu faire mieux, c’est-a-dire trouver un
test au niveau « mais plus puissant ? Montrer que la réponse est
négative, en montrant que notre fonction de test est exactement
la méme que celle décrite par le lemme de Neyman—Pearson. (On
peut supposer que la valeur ) du lemme existe; ce résultat sera
démontré ultérieurement. )

5. Trouver une formule, la plus simple possible, pour la fonction de
test 0(X1,...,X,). Indice : A\, contient une somme dont chaque
élément suit une distribution qu’on a déja vue.




112 Chapitre 4. Tests d’hypothése pour les parameétres d’un modéle

4.3.2  Cas unilatéral

Dans le cas d’une hypothese nulle unilatérale vs une hypothese alternative unila-
térale, il n’y a pas de résultat similaire & celui du lemme de Neyman-Pearson (qui
décrit un test optimal indépendamment du type spécifique du modele de probabi-
lité). Nous pouvons toutefois trouver de grandes classes de modéles pour lesquelles
nous pouvons trouver des test optimal. Nous n’allons pas considérer les spécifica-
tions générales de tels modeles, mais mentionnons toutefois que les modeles qui
sont des familles exponentielles & 1-parametre satisfont ces conditions. Voici la
forme d’un test optimal unilatéral pour les familles exponentielles & 1-parametre.

Théoréme 4.16. (Tests unilatéraux uniformément les plus puissants
pour les familles exponentielles). Soit X, ..., X, un échantillon iid tiré
d’une famille exponentielle & 1-parametre avec fonction de densité

f(x;0) = exp{n(0)T(x) — d(0) + S(z)}, z€X,0€OCR,

ou :
1. © est un ouvert, et

2. n(-) est strictement croissante et contintiment dérivable.

SiT =3 ,T(X;) est une variable aléatoire continue, alors :

1. Pour « € (0,1), la statistique de test 6 = 1{7 > ¢1_,} est Uniformé-
ment la Plus Puissante (UPP) pour tester

HO 10 S 90
Hy:0 >0y
au seuil a. Ici, g1_o est le (1 — a)-quantile de Go(t) = Py, [T < t].

2. Pour a € (0, 1), la statistique de test 6 = 1{7 < ¢, } est uniformément
la plus puissante pour tester

HO:GZHO
Hy:0 <06

au seuil a. Ici, g4 est le a-quantile de Go(t) = Py, [T < t].

Remarque 4.17. Si 7(-) est strictement décroissante, alors définissons n;(-) =
—n(-) et Ty = —T. Nous avons une famille exponentielle

f(x;0) = exp{m (0)T1(x) — d(0) + S(z)}, reX,0eO CR,
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avec 11 (+) strictement croissante. Le théoréme s’applique maintenant de la méme
fagon, en utilisant 7 = Y ;" | 71(X;) & la place de 7. Dans le tableau suivant, nous
avons résumé la forme de la statistique de test, qui dépend de la direction des
hypotheses et de la monotonicité de 7.

H()I@S@O HQZQZGO
<H129>90) <H119<90>
7n(-) croissante H{r(Xq,..., Xn) > q—a) | H{r(Xy,...,X,) < qa}
n(-) décroissante | 1{7(X1,...,X,) <dqa} | H{7(X1,...,Xn) > q@1—a}

Remarque 4.18. Noter que la forme du test est exactement la méme que celle
du test pour la famille exponentielle d’une paire d’hypotheéses « simple vs simple »
(comparer la table ci-dessus avec la celle de I'exemple , p. ) Comment cela
est-il possible ? L’observation clée est que, comme nous ’avons vu dans I’exemple
, la forme du test de Neyman-Pearson ne dépend pas de la valeur précise de
01, mais seulement de si #; < 0y ou 01 > 6y, et de la valeur de 6. Cela explique
pourquoi la forme du test pour le cas unilatéral est la méme que celle du test
pour le cas simple. Ceci n’est pas vrai en général, mais ¢a l’est pour les familles
exponentielles a 1-parameétre, en raison de leur forme spéciale.

Preuve du théoreme . Nous allons seulement prouver la partie (1), puisque la
partie (2) découle directement de fagon analogue. Afin de prouver la partie (1),
nous devons vérifier deux choses :

I) Que supge(_oo g, Po[d = 1] < @ (c’est-a-dire que 6 maintient le seuil a pour
tout lespace nul des parametres). Noter que puisque d est une variable
aléatoire de Bernoulli, Py[d = 1] = Eg[d].

IT) Pour tout ¢ : X™ — {0, 1} telle que supye (_ o g,) Po[t) = 1] < a, il faut que

Eg[1)] <Eg[d], VO € (6o, 00),

(c’est-a~dire que § ait une puissance maximale pour tout l'espace alternatif
des parameétres).

L’argument clé pour prouver (I) est de montrer que 6 +— Eg[d(X7, .., X,,)] = Py[0 =
1] est croissante, en montrant que sa dérivée est non négative. Puisque n(-) et
d(-) sont dérivables, f(x;0) est de la forme d’une famille exponentielle et que
0 : X — {0,1}, nous pouvons échanger l'ordre de la dérivée et de I'intégrale (voir
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remarque , p. @)7

0 0 .
%Eg[(ﬂ = 9 /. §(x1,...,xn)£[1f(xi,9)dx1...da:n
= o(x x )2 ﬁf(m--@)dx dx
- on 1y-ee naei:1 (2] 1.-- n
_ [Ty f@0N O 17 (0
= /.. 0(x1,. .. ) T, f@::0)) 90 Hf(x,,@)dxl...dxn

Xxn

=1
= 0(x1,. .., ) (869 logH fxs; 9)) H f(zi;0)day ... dxy,
= Ey [5(X1,...,Xn)zaaelogf(Xi;G)l

i=1

n a
= Covyg l(S(Xl, X)), Z 20 log f(Xy; 0)]
i=1

= Covg [6(X1,..., X)), (W (O)T(X1,...,X,) —nd'(0))]
n'(0)Coveld, 7).

La troisieme avant-derniére égalité vient du fait que lorsque nous pouvons dériver
sous l'intégrale®,

Eq lz gglogf(Xi;H)] =0.
i=1

Dans le cas discret, on remplace les intégrales avec des sommes, bien stir. Avec
ce résultat en main, nous pouvons maintenant vérifier (I). Noter premiérement
que Py [0 = 1] = Py, [7 > qi—a] = 1 —Po,[7 < q1_q]- Mais 1 — Py, [T < q1_a] =
1—Golqi—a) =1— (1 — @) = a, puisque g;_q est le (1 — a)-quantile de Gy. De
plus, nous avons calculé que ZPy[d = 1] = ZEy[5] = 1/()Cove[0, 7]. Cependant,
7' (0) est positive, car 7(-) est croissante, et Covgld, 7] > 0, car § = 1{T > q1-0}
est croissante comme fonction de 7, et est donc corrélée positivement avec 7 (voir
lemme @, p. @) Il s’ensuit que %]P)g [0 =1] > 0, et donc Py[d = 1] est croissante.
On en déduit que Py[d = 1] < Py, [0 = 1] = a pour tout 6 < by, et la preuve de (I)
est complete.

Afin de prouver la partie (II), soit #; un élément arbitraire de (6p, 00). Noter que

A (X1, ., X0 601) = exp{n(61)T — nd(01) — n(6)7 + nd(6y)}

f(X1,..., X0 60)
= exp{[n(0h1) — n(0o)]T — nd(01) + nd(6h)}.

1. Afin de vérifier ceci, remplacer ¢ par 1 dans les équations ci-dessus.
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On en déduit que le rapport de vraisemblance est une fonction strictement mono-
tone de 7, puisque 7n(-) est strictement croissante. Ainsi, J est égale a la fonction
de test du rapport de vraisemblance

1{A > exp{[n(6h) ~ n(6)la1o — nd(6) + nd(6o)} }.
Q

puisque ¢ est égal & 1 si et seulement si 1{A > @} est égal & 1. Par le lemme de
Neyman-Pearson (lemme .11 p. [106), on déduit que

Eel [1/]] < IE‘91 [6]7 Vo, € (90a OO),
pour tout ¢ : X™ — {0, 1}, telle que Py, [ = 1] < a. Noter cependant que

sup Pp[p = 1] <a = Py, [ =1] < o
<8,

Et donc, avec ce que nous venons tout juste de prouver, nous obtenons que
supy<g, Pg[t) = 1] < a implique que

Egl [w] < Egl [(5], Vo, € (90, OO)

Ceci prouve la partie (II) et complete la preuve. a

— Exercice 49. 3\

Un laboratoire de traitement d’images a développé une nouvelle méthode
pour scanner le cerveau. Le laboratoire prétend qu’ils sont capables de
scanner le cerveau en moins de 20 minutes. Voici un échantillon de temps
de 12 scans de cerveau :

X = {21,18,19, 16, 18, 24, 22, 19, 24, 26, 18, 21}.

1. Supposons que la durée de scan suit N(u,3%). Tester si la durée
moyenne de scan est moins de 20 minutes, c’est-a-dire, tester Hy :
w <o vs Hy: pu> poavec up = 20 a un seuil de signification
a = 0.05.

2. Pourrions-nous faire la méme analyse sachant que la va-

riance de la loi normale est inconnue? Indice : Utiliser § =

1 (w > tn_1,1—a | comme fonction de test. Icit,_11_o est

le 1 — a quantile de la loi Student avec n — 1 degrés de liberté.
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— Exercice 50. N

Soient Y7,..., Y, des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribues selon une loi normale N (y,42). On veut montrer que u est plus
grand que pg = 10. Par conséquent, on effectue un test au niveau a = 5%
de I’hypothese nulle Hy : i < 10 contre l'alternative Hy : p > 10.

1. Calculer la puissance du test pour des vraies valeurs de p égales a
13 et 11.

2. Pour augmenter la chance de détection, déterminer le nombre d’ob-
servations nécessaires pour obtenir une puissance de 90% dans le
cas pu = 13.

\. J

,—[Exercice 51 (Test apparié).] \

Un probleme standard dans I’industrie pharmaceutique est de déterminer
si le traitement avec un nouveau médicament a un effet sur un patient.
Considérons le probleme de réduction de la pression sanguine, peut-étre
méme par l'effet placebo. Soit X; la pression sanguine de la i® personne
avant le traitement et soit Y; sa pression a la fin du traitement. On
peut supposer que X; sont iid, puisque les différentes personnes ont été
choisies au hasard. De méme pour Y;, car chaque personne a regu le méme
traitement. De plus, on suppose que X; ~ N(u1,0%) et Y; ~ N(pa2,03),
avec o2 et o5 inconnus. Tester ’hypothése que le médicament abaisse la
pression sanguine au seuil @ = 0.05.

Remarque : puisque X7 et Y7 proviennent de la méme personne, il est
irréaliste de les supposer indépendantes. Dans ce contexte, on parle d’un
test apparié (anglais « paired test »).

Valeurs critiques approximatives

Notons qu’afin d’étre en mesure d’implémenter un test en pratique, nous avons
besoin de savoir comment calculer les quantiles g5 du tableau ci-dessus. Ils peuvent
étre calculés lorsque Gy(t) = Py, [7(X71,...,X,) < t] est connu, comme c¢’était le
cas dans I’exemple .13. Cependant, comme nous 'avons constaté dans la section

(p- p9), ce n’est en général pas possible de déterminer la distribution précise de
Go(t). Toutefois, il est possible de 'approximer pour des échantillons de grandes
tailles. De fagon plus précise, le corollaire .24 (p. p2) nous dit que

Vi (X, X)) =) <5 N(0,97(6)),

ou, de facon équivalente, par ’exercice @ (p. @

(58 - £D) (o, SOV 01 @)
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Cette derniére expression nous suggere d’approximer la distribution Go(t) =
Py, [T(X1, ..., Xy) < 1] par une distribution

2(00)  d"(B0) (65) — d'(Bo)" (60)
N (nn’(%) " 7 Go)? ) ’

lorsque n est suffisamment grand. Grace au fait que cette derniére distribution
est continue, nous obtenons que, pour des échantillons de taille assez grande tirés
de familles exponentielles, il est possible de construire de fagon approximative des
test optimal de Neyman-Pearson, et ce, pour n 1@1“56 Eel seuil a.. Ceci peut étre

fait par la méthode de standardisation (lemme et donc en employant
la table des quantiles d’une dlstrlbutlon N(0,1).

4.8.8  Cas bilatéral

Malheureusement, pour des paires d’hypothéses de la forme Hy : 6 = 6y et Hy : 8
0o, il se peut qu’il n’existe pas de test optimal tels que décrit dans la définition E
(p. ). Afin de voir ceci, noter que pour que ¢ : X" — {0, 1} soit uniformément
plus puissante pour Hy : 0 = 0y vs Hy : 0 # 0y, il faut qu’elle soit uniformément
plus puissante pour Hy : 6 = 6y et Hy : 6 = 61, pour tout 6, # 6y. Considérons le
probléeme consistant a tester I'une de ces paires pour une famille exponentielle a
1-parametre f(x;0) = exp{n(0)T(x) — d(f) + S(x)}. L’exemple (p. ) nous
dit que la forme du test dépend de si 6; > 6y ou 0; < 6y, et donc, il n’existe pas
de test optimal : si un test est le plus puissant pour la région (6, 00), alors il sera
nécessairement moins puissant qu’un autre test pour la région (—oo, 6p).

C’est pour cette raison que nous devons abandonner l’espoir de déterminer
de fagon unique la meilleure méthode de test. A la place, nous devons chercher
des méthodes qui nous donneront des tests qui sont raisonnablement performants
en général. Dans cette sous-section, nous allons considérer uniquement deux mé-
thodes, qui font toutes les deux appel a des notions de vraisemblance : la méthode
du rapport de vraisemblance et la méthode de Wald.

Test du rapport de vraisemblance

Nous avons vu dans le chapitre précédent que le concept de vraisemblance a une
importance fondamentale pour le probléme d’estimation ponctuelle. Plus particu-
lierement, nous avons vu que, grace a la méthode du maximum de vraisemblance
qui consiste a choisir I'estimateur comme étant 1’élément de ’espace des para-
metres qui maximise la vraisemblance, nous pouvons construire des estimateurs
ayant d’excellentes propriétés.

L’idée qui se cache derriere le test du rapport de vraisemblance est d’utiliser
encore une fois le concept de vraisemblance, mais cette fois-ci, afin de décider entre
deux hypotheses possibles. Nous espérons qu’une telle approche donnera des tests
puissants. La définition formelle du test est la suivante :
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Définition 4.19 (Test du rapport de vraisemblance).

Soit Xi,..., X, i f(x;0), qui nous donne la vraisemblance

n

L) = [[ r(xi;0),

i=1
et soient Hy : 0 € Og et Hy : § € ©7 deux hypotheses a tester. Le rapport de
vraisemblance est défini comme suit
Suppee, L(0)

AXy, .. X)) = :
(%1, Xa) Supgee, L(0)

Le test du rapport de vraisemblance (TRV) au seuil a € (0,1) est défini
comme étant le test dont la fonction de test est :

5(X1a"'7Xn) = 1{A(X1”X”) > Q}’

ot @ > 0 est tel que supgeg, Po[A(X1,...,X,) > Q] = a, lorsqu’il existe.

Quelle est l'intuition derriere le TRV ? Lorsque nous avions une alre d’h
potheses simple vs simple, le lemme de Neyman-Pearson lemme i
disait que nous devions comparer la vraisemblance évaluée a la Valeur alternatlve
0, avec celle de la vraisemblance évaluée a la valeur nulle 6y. Lorsque 'un de ces
deux ensembles n’est pas un singleton, la méthode du TRV suggere de simplement
comparer la vraisemblance maximale que 'on peut atteindre sur le domaine ©4
a celle que 'on peut atteindre sur le domaine Og, ce qui ressemble au lemme de
Neyman-Pearson.

Remarque 4.20 (TRV pour des paires d’hypothéses bilatérales). Noter
que lorsque Hy : 6 = 6y et Hy : 6 # 6y, nous avons Oy = {0y} et O; = R\ {6p},
et dong, si la vraisemblance L est une fonction continue de 0 et si elle atteint son
supremum,

SWpgco, L(0) _ suPpem(o,) L(O) _ suppen L(6) _ L(H)
suppece, L(0) L(6o) L(6o) L(o)’

ou 0 est I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

AXi,.. ., X)) =

Exemple 4.21. Soient Xy,..., X, i N(u,0?). Supposons que o2 est connue et

que nous sommes intéressés a tester la paire d’hypothéses

Hy:p=po Vs Hy o # po-
Puisque 'EMV de p est X, nous avons

B 1 n/2 1 & o
i=1

1 n/2 1 n )
L(po) = <27r02> eXPY~5 3 (Xi —po)” ¢ -
=1

et




4.3 Méthodes pour construire des fonctions de test 119

Par conséquent,

A X, = B B =6Xp{—1 li(Xi—Xf—i:(Xi—uo)Q} }

Notons que

n n n

D Xi—p)? =) (Xi—X+X —p)* =Y (Xi = X)? + n(X — po)?,

i=1 i=1 i=1
puisque les termes croisés s’annulent. Il s’ensuit que le rapport de vraisemblance
se réduit a

n  _
A(Xy, ... Xp) = eXP{ﬁ(X *#0)2}'

Nous pouvons en déduire que A(X7q, ..., X, ) est une fonction monotone croissante
- 2

de S(Xy,...,X,) = (f/_\}%o> . Notons que lorsque Hy est vraie, S ~ x3 (voir

exemple , p- @) Ainsi, le test du rapport de vraisemblance rejette ’hypothese

nulle si et seulement si S(X1,...,Xn) > x71_ 4, o0 X7, _, dénote le (1 — a)-

quantile d'une distribution x2. Notons que ceci est équivalent a rejeter 'hypothése

ff\}%’ > Z1—ay2, Ol 21_q/2 €st le (1 —a/2)-quantile d'une

distribution N(0,1). O

nulle si et seulement si

Un aspect important de la méthode du rapport de vraisemblance est qu’elle
peut étre appliquée a des situations ou il y a plus d’'un parametre, mais ot nous
sommes intéressés a faire un test bilatéral pour un seul d’entre eux. En d’autres
mots, supposons que Xi,...,X, i f(x;0,8), ot 8 € R et & € RP sont deux
parametres inconnus. Nous pouvons étre intéressés a tester

H029:90 VS Hlie#eo

au seuil @ > 0, pour un certain 6y € R, sans faire aucune référence au (et sans se
soucier du) parametre £ (un parametre tel que £ est souvent appelé un parameétre
de nuisance). Dans ce cas, le rapport de vraisemblance est donné par

AXp,. o X)) = SUPgeR {60} cere L(0;€) _ SUPgcR ccrr L(6,¢) _ L(,&)

SUPpec{6y},ccRP L(0,¢€) SUP¢cre L(6o,&) SUP¢cre L(60,&)’

ou (é, é) est PEMV de (6, €). Le test du rapport de vraisemblance au seuil « € (0, 1)
sera encore une fois défini comme étant le test dont la fonction de test est

6(X1,..., Xn) = H{A(X1,...,Xn) > Q},

ot @ > 0 est tel que supgcrs Po,e[A(X1,. .., Xn) > Q] = a, lorsqu’il existe. Voici
un exemple classique.

Exemple 4.22 (Test bilatéral pour les moyennes de lois gaussiennes).
Soit X1,...,Xn by N(u,0?), ot p et 02 sont inconnus. Supposons que nous vou-
lions tester la paire d’hypotheses

Hy:p=po Vs Hy:p# po
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au seuil @ > 0, pour une certaine valeur fixée pg € R. Nous allons utiliser la
méthode du rapport de vraisemblance afin de trouver un test convenable. Notons
que nous avons deux parametres, mais que nous sommes seulement intéressés par
I'un de ceux-ci. En utilisant le raisonnement précédent, nous savons que nous
devons déterminer

L(i, %)
AXy, . X)) = , 4.2
(X1, Xn) Syaag L(10,07) (4.2)

1,62) est 'TEMV de (i, 0?). Pour le dénominateur, nous pouvons calculer que
H, K

0 n 1 «
T (10, 0%) = — o — 3 (X — o).
do2 (:an a ) 252 + 204 ;( ,LLO)

A

En suivant les mémes étapes que dans ’exercice (B.16 . nous concluons que
)

1 n
arg sup L(pg,0%) = — Z(Xi — po)>.
02>0 n i—1
En d’autres termes, le supremum du dénominateur de I’équation (@) satisfait :
1 n
sup L(po,0%) = L { po, = > (Xi — o) | ,
o2>0 n i=1

et donc le dénominateur est égal a

1
sup L(pg,0?) = =
sup Liuo, o) {2w<1/n>zi_

(X - uo>2} Ve {‘ <2/§>?§;Sflk>_<iﬂf)jo>2 }

]

Nous allons maintenant nous concentrer sur le numérateur de 1’équation (@)
2

Rappelons que par 'exemple (p. @), nous avons que 'EMV de (u,0?) est
donné par :

ﬂ:%i&:f7 & == (X;-X)%
i=1

Ce qui nous donne

n Y2
L(j,6%) = 2im (Xi — X) }

{277(1/71) Z?:oa- —X)? ] e {_ (2/n) Y, (Xi — X)?

ne~! n/2
a LwZ?_l(Xi—X)?} '

Par conséquent le rapport de vraisemblance est

) 21;1<X-— )21
A(Xl,...,Xn)zsupgzjoL( = )—[ “02} .
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Nous pouvons simplifier cette expression encore plus en observant que

n n n

Z(Xi —po)? = Z(Xi — X+ X —p)? = Z(Xz‘ - X)? + (X — po)?,

i=1 i=1 i=1
puisque les termes croisés s’annulent. En utilisant ce fait, nous pouvons écrire
n ~ - - n/2
Sy (X = X)? 4 (X — W] e po)? | /
Y (X = X)? Y (X = X)?

Observons maintenant que

n/2

A(Xl,...7Xn):[

n(X — po)? 2 X — o
A>Q — —; ! >(n—1)(Q¥" —1) — > /.
S (X = X2/ (n— 1) - S/
T2 ' 7|
Le test du rapport de vraisemblance est donc
X — o

5(X1,...,Xn)=1{A>Q}:1{

>VCY,
S/ }
et v/C doit étre choisi afin que Pu, [ % > \/a} = «. Mais, lorsque Hj est
vraie, nous avons T' ~ t,,_1, ou t,,_1 qui représente une distribution de Student avec
n—1 degrés de liberté (voir théoréme R.9, p. p4). Ceci nous donne VC = tn—1,1—a/2;
oll t,_11-q/2 est le (1 — a/2) quantile d’'une distribution t,,_;. En conclusion, le
TRV est

d=1 {|Y - p,o| > tn—l,l—a/QS/\/ﬁ} .
]

Noter l'intuition de ce résultat : nous allons rejeter ’hypothese nulle Hy : p =
po si X (PEMV de p) est a une distance « significative » de . Quelle distance
est considérée comme « significative » 7 La réponse est t,,_1 1_o/2 multiplié par
’écart type estimé de X (qui est égal & S/y/n). Nous allons voir plus loin (p. )
que nous pouvons généraliser cette idée afin de créer un autre type de méthode
de test, mais pour le moment, considérons un autre probléeme important dans le
paragraphe suivant.

,—[Exercice 52 (Test bilatéral pour les variances de lois gaussiennes).]—

Soit Xi,...,X, un échantillon iid tiré d’une distribution normale
N(u,0%), ot les paramétres p et o sont inconnus. Montrer que la
fonction de test du test du rapport de vraisemblance pour les hypo-
theéses Hy : 02 = o2 et Hy : 02 # 02 & un seuil a est de la forme
W >} + H{W < e}, ot W = (1/03) >0 (X; — X)? et ot ¢1 et ¢z
sont tels que ¢; "e® = ¢; "e®.

Indice : écrire le rapport de vraisemblance comme une fonction de W et
étudier la forme de cette fonction. Remarque : en pratique, on choisit ¢;
et cg tel que Py, (W > ¢1) = Py, (W < ¢2) = /2 (le test obtenu n’est
donc pas un test du rapport de vraisemblance).
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,—[Exercice 53 (Test non apparié).} \
Soit un échantillon X1,...,X,, Y1,...,Y,, de n + m variables aléatoires

indépendantes, ou X; i N(p1,0%) et Y; “ N (pa,0?), ott 02 est inconnue
(mais la méme pour les X et les V). Le but de cet exercice est de trouver
le test du rapport de vraisemblance permettant de tester Hy : 1 = po
contre Hy : py # po.

1. Définir la fonction de vraisemblance du parametre 6 = (u1, 2, 02).

2. En remarquant que ©g = {(p, 1, 02) : —00 < p1 < 00,0 < 02 < 00}
et que ©1 = {(u1,p2,02%) 1 —00 < p1 # pz < 00,0 < 02 < oo},

montrer que
o1 (m+n)/2
eseug))o L(o) = <27rc}%0> )
on 63, = o (I (X — )%+ TP (Y - 2)?), avee i =
n-&m (Z?:l Xi + Z;nzl YJ)

Montrer aussi que

( ) 671 (m+n)/2
sup L(0) = <A > )
0cO, 27“7(%)1

3. En utilisant le fait que > . (X; — )2 = Y (Xi — X)? +

nm2 X—Y 2 m ~ m \/ mn2 X—Y/ 2
—(n%m)ﬁ et que Y7, (¥; — 4)2 = Te, (¥; — P)2 + P ST,
montrer que

)

T2 (n+m)/2
m-+n— 2)

AX1, ..., Xn,Ya,..., V) = <1+

ou

(% _Y)

n+m

Vil - 1)8% + (m - 1))

avec 8% = 713 Yoy (Xi — X)? et S5 = Ly Y0, (Y - V)2

n— m—1

T =

4. En utilisant le fait que le test de niveau a dont la fonction de test
est donnée par 1{A(X1,...,X,,Y1,...,Ym) > Q} est le méme que
celui dont la fonction de test est 1{|T| > Q'} ou @’ est tel que
SUpyee, Po(lt| > Q') = a, énoncer le test du rapport de vraisem-
blance, c’est-a-dire trouver la loi de 1" sous Hy et par le fait méme
la valeur de @Q’.

Indice : si A ~ x2 et B ~ x7 sont indépendantes, alors A + B ~
X2, Le théoréme @ (p. p4) pourrait étre utile.
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Valeurs critiques approximatives pour le test du rapport
de vraisemblance

Dans 'exemple , nous avons trouvé la valeur précise de Q dont nous avions
besoin dans la statistique § = 1{A > @} du TRV, en réduisant la statistique de
test a une expression équivalente, et en utilisant les propriétés de la distribution
normale. Ceci n’est cependant généralement pas le cas. En effet, il arrive que nous
ne puissions pas trouver la distribution exacte de A (ou d’une fonction monotone
de celle-ci), ce qui nous empéche donc de déterminer la valeur de Q. Dans ces situa-
tions, nous allons recourir a des approximations pour des échantillons de grandes
tailles, comme nous ’avons déja fait dans les cas ou la distribution d’échantillon-
nage n’était pas disponible. Nous allons considérer le probleme consistant & trouver
la distribution approximative de A, sous des hypothéses nulles de type simple, pour
les familles exponentielles a 1-parametre.

Théoréme 4.23. Soit Xi,..., X, un échantillon iid tiré d’une distribution
de fonction de densité/masse f(x;0) qui appartient & une famille exponentielle
non dégénérée a 1-parametre,

f(x;0) = exp{n(0)T(x) — d(8) + S(x)}, reX,0c0O

Supposons que :
1. L’espace des parametres © C R est un ensemble ouvert.

2. La fonction 7(+) est une bijection deux fois continiment dérivable entre
© et ® =n(O).

Soit 6, 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6, et soit 6y € © un
élément fixe de ’espace des parameétres tel que 7' (6p) # 0. Si A(Xq,..., X,) =
L(0,)/L(0) est le rapport de vraisemblance, alors

2log A(X1, ..., Xp) = 2(£(0) — €(60)) —5 3,

lorsque {Hy : 0 = 6y} est vraie.

Remarque 4.24. (Rapport de vraisemblance vs différence de logvrai-
semblance). Il faut noter que connaitre la distribution de 2log A sous 'hypo-
these nulle est équivalent & connaitre la distribution de A sous I’hypotheése nulle,
puisque la fonction x — 2logx est monotone. Le résultat ci-dessus peut donc étre
utilisé afin de déterminer la valeur critique d’un test du rapport de vraisemblance.
Plus précisément, la fonction de test du rapport de vraisemblance 1{A > Q} est
approximativement (pour n grand) équivalente & la fonction de test

2
1{2logA > X7, o} =1 {A > exp <X1;O‘> } ,

ol X7 ;_, représente le (1 — a)-quantile d’une distribution x7. En d’autres mots,
pour des grandes valeurs de n, la valeur critique approximative devrait étre @ ~

2
exp (L’;"*).
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Preuve du théoréme . En utilisant un développement de Taylor (théoréme @,
p- ), nous obtenons

2(0(6,) — €(60))

20'(8,) (8, — 00) — £"(67)(6,, — 6o)?
[d"(6) — " (02)T) [/ (6 — 60))2,

ol 7 se trouve entre 8,, et 6y, et nous avons ¢/ (@1) = 0 car 6 maximise la vraisem-
blance. Il s’ensuit que |67 —8o| < [6,,— 00|, et alors que 6 2 0y par la consistance de
6,,. Nous considérons maintenant le comportement asymptotique de termes dans
le développement de Taylor quand n — oo. Le théoréme d’application continue
(théoréme @ ) implique que d"(0r) — A d"(0o) et n"(02) A 7" () (car d” et
7’ sont Continue lus, T 2 ET = d'(6y) /1 (#y) par la loi de grands nombres

et par l’exercme é ). Finalement, par la normalité asymptotique de TEMV
(corollalre B , Ious avons

o 1/ (60) _ 7 (6)
Vn(0n—bo) = N (O, 4" (00 )1' (60) — d’(9)77”(90)> B \/d”(9o)n'(90) - d’(G)n”(GO)Z

pour une variable aléatoire Z ~ N(0,1). En combinant les résultats précédents et
en utilisant le théoréme de Slutsky (théoréme , p- 63) nous concluons que

" (0;)T — " (0;)][Vn (0 — 00)]?
d d"(00)n' (6o) — 1" (6o)d' (60) 7' (6o)
1’ (6o) d"(60)n' (00) — d'(0)n" (0o)

Z2.

Ceci est équivalent a 2(6(9 — £(00)) 4 X3, car Z? ~ x3, étant le carré d'une
variable normale standard (équation ( @) dans exemple , D- R3). |

~ Exercice 54. \

Soit X1,..., X, un échantillon tiré d’une distribution de Poisson de pa-
rametre 0. Nous voulons tester Hy : 0 = 6y vs. Hy : 6 # 6y. Trouver un
test du rapport de vraisemblance approximatif permettant de tester cette
paire d’hypotheses.

Tests de Wald

Une autre idée afin de construire des tests pour des hypothéses bilatérales {Hy :
0 =00, Hy : 6 # 0y} est d’utiliser directement la technologie que nous avons déve-
loppée en estimation ponctuelle, afin de construire une fonction de test. Supposons
que nous ayons un estimateur 6 de 6. Alors, nous pourrions comparer la valeur
nulle 6y avec la valeur observée de 'estimateur é(X 1,---,Xp). Sices deux valeurs
sont séparées par un distance « significative », alors il est stir que nous devrions
rejeter Hy : 0 = 0y en faveur de H; : 0 # 0. 1l est clair que cette distance ne peut
pas étre exprimée en terme absolu, car nous devons tenir compte de la variabilité
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de é; une idée est d’exprimer la distance en terme de la variance de 6. Ceci nous
donne une statistique de test de la forme :

- 99)2

Var(9)

et alors la fonction de test sera §(X1,...,X,) = 1{T > Q}. La valeur critique @
devra évidemment étre choisie de maniere a ce que le seuil du test soit «, c’est-
a-dire de manitre & ce que Py, [T > Q] = a. Le probleme est que Var(f) est
habituellement inconnue, il faut donc la remplacer par un estimateur Var(6). En

utilisant un tel estimateur, nous obtenons un test de Wald.

Définition 4.25 (Test de Wald). Soient X,..., X, b f(-:6) et  un esti-
mateur de € basé sur I’échantillon X7, ..., X,. Un test de Wald pour la paire

d’hypotheses {Hy : 6 = 0y, Hy : 0 # 0y} au seuil « est un test dont la fonction

de test est
n_ 2
0(X1,..., X)) =1 M>Q ,
Var(6)

ou Py, [% > Q} = q, lorsqu’un tel Q) existe.

Si 0 est lestimateur_du maximum de vraisemblance de 0, alors nous avons
vu (remarque , p- @; exercice @, p- @) que la variance asymptotique est
approximativement égale a

1 [’ (6)] 1 1
!

nd"(00)1' (60) — d'(60)n"(60) ~ nI(0) nJ(6)

Ainsi, nous pouvons utiliser

@ ()1 (0) —d' (0" (6)
[ (6n)]

~

Jp =nJ(0,) =n

——1 ~ ~ ~
au lieu de Var (6). Lorsque l'on utilise § comme estimateur et .J, au lieu de
— =1 ~
Var (0) pour un test de ce type, nous obtenons alors un test appelé le test de

Wald basé sur la vraisemblance.

Valeurs critiques approximatives pour les tests de Wald basés
sur la vraisemblance

Tout comme pour les tests du rapport de vraisemblance, nous allons rarement
étre capables de trouver de fagon exacte les valeurs critiques . Nous allons donc
avoir besoin d’une approximation asymptotique (lorsque n — o0). Pour un test de
Wald basé sur 'estimateur du maximum de vraisemblance, cette approximation
peut étre facilement obtenue en utilisant les résultats concernant la distribution
asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance. Nous allons consi-
dérer, comme d’habitude, le cas d’une famille exponentielle & 1-parametre. Les
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hypothéses que nous allons faire sont les mémes que celles faites lorsque nous
avions considéré les valeurs critiques approximatives des tests du rapport de vrai-
semblance.

Théoréme 4.26. (Valeurs critiques approximatives pour les tests
Wald). Soit X7, ..., X, un échantillon iid tiré d’une distribution ayant une
fonction de densité/masse f(x;0) appartenant & une famille exponentielle non
dégénérée a 1-parametre,

f(z;0) = exp{n(0)T(x) — d(0) + S(z)}, reX,0e0.

Supposons que :
1. L’espace des parametres © C R est un ensemble ouvert.

2. La fonction 7(+) est une bijection deux fois continiment dérivable entre
© et & =n(0O).

Soient 0, D'estimateur du maximum de vraisemblance de 6, et T =nJ (én) =
& @)1 (On)—d’ (Bn)n" (On)
[’ (6:)]
metres, alors,

. Soit fy € © un élément fixe de ’espace des para-

T(Bn = 00)2 =5 X3,
lorsque {Hy : 0 = 6y} est vraie.

Remarque 4.27. (Valeurs critiques approximatives pour les tests de
Wald). Le résultat ci-dessus peut étre utilisé afin de déterminer la valeur cri-
tique d'un_test de Wald avec un seuil . La fonction de test de Wald au seuil
disons 1{Jn(én —0p)? > Q}, est approximativement (pour des grandes valeurs de
n) équivalente & la fonction de test

1 {fn(én —60)% > X%,lfa} »

o X7, _, représente le (1 —a)-quantile d'une distribution x3. En d’autres termes,
pour de grandes valeurs de n, la valeur critique approximative devrait étre Q) ~

2
Xi,1—a-

Preuve du théoréme . Sous les conditions du_théoréme et lorsque {Hy : 0 =
0o} est vraie, nous pouvons utiliser le corollaire (p. B4) afin d’obtenir

: . 1 (60)
Vit —b0) = N (O’ 00y B0) — d’(90)77”(90)> ‘ (43)

Nous pouvons calculer

Lo d"(0u)1'(0n) — d'(0n)n" (0)

—Jp = ~ .

n [ (6:)]
Par nos hypotheses de régularité sur 7 et d, le coté droit de I’équation ci-dessus est
une fonction continue de 6,,. Puisque 6, est consistant, nous pouvons appliquer le
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théoreéme de l’application continue (théoréme , p. @) afin de conclure que

Lo @00 (B) — d'(Bo)i"(6)
w7 )] '

(4.4)

En combinant les équations (@) et (Q), et en utilisant le théoreme de Slutsky
(théoreme , p. @) nous concluons que

\/i(én — 6y) —& N(0,1).

Nous pouvons maintenant élever au carré le c6té gauche de ’expression précédente,
et utiliser le théoréme de l'application continue (théoreme @ @ afin de

conclure que
2
|:\/ jn(én - 90):| = jn(én - 90)2 i> X%7

car nous avons vu que le carré d’une variable aléatoire normale standard suit une
distribution x? (voir équation (@) de 'exemple , p. @) O

— Exercice 55. N

Soit un échantillon iid X1,..., X, issu d'une loi N(0,0?) ol la variance
o2 est inconnue. Construire un test de Wald approximatif (de niveau «)
afin de tester 'hypotheése Hy : 0% = o versus Hy : 0 # o pour 02 > 0

fixé. Comparer avec le test du rapport de vraisemblance.

— Exercice 56. \
Soit un échantillon iid X3, ..., X,, issu d’une loi Bernoulli de parametre p

inconnu. Construire un test de Wald approximatif (de niveau «) afin de
tester ’hypothése Hy : p = po versus Hy : p # po pour py € (0,1) fixé.
Comparer avec le test de rapport du vraisemblance.

4.4 Le p-valeur

Nous avons vu que dans le cadre de Neyman-Pearson, nous devions premierement
sélectionner un seuil de signification «, et par la suite construire une procédure de
test d’une fagon a maximiser la puissance, tout en préservant le seuil a.. Ceci nous
donne une théorie mathématique raisonnable qui peut étre utilisée afin de traiter
adéquatement le probleme des tests d’hypothese.

Il y a toutefois deux points faibles non négligeables qui font surface lorsque nous
considérons des problemes pratiques. Ceux-ci peuvent étre énoncés de maniere
informelle de la facon suivante :
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1. A priori il n’est pas toujours clair de savoir quel est le « bon » seuil de
signification a utiliser. Devrions-nous prendre o« = 0.05, ou plutdt o = 0.04 7
C’est le scientifique qui devrait suggérer le « bon » seuil de signification, et
ensuite le mathématicien donne une fonction de test. Mais que faire lorsque
le scientifique ne sait pas vraiment quel devrait étre le seuil exact, ou si deux
scientifiques proposent deux seuils différents 7 Ceci peut étre un probleme,
car il se peut que, pour les méme données, Hy soit rejetée pour a = 0.05,
mais pas pour a = 0.04.

2. Supposons que nous soyons capables, d’une fagon quelconque, de sélection-
ner le seuil exact «, et que le probleme mentionné ci-dessus n’existe pas.
Une fois que le seuil est fixé, nous utilisons un test optimal (s’il est dis-
ponible), et nous prenons une décision basée sur nos données. Supposons
que nous rejetons Hy au niveau a. Le probleme maintenant est que nous
n’avons pas d’indications claires afin de savoir & quel point notre décision
était « claire » ou « marginale ». Par exemple, notre décision changerait-elle
si on avait choisi un « inférieur ?

Fisher a popularisé une approche, qui peut étre vue comme 'approche duale a
celle de Neyman-Pearson, qui donne des moyens pour s’attaquer a ces deux pro-
blemes. L’idée est que, plutdt que de faire une déclaration binaire (c’est-a-dire
0 =0 ou 6 = 1), nous définissons une mesure continue qui indique 'ampleur de
I’évidence dans les données contre ’hypothése nulle. Cette mesure est appelée la
p-valeur.

Définition 4.28 (p-valeur). Soient X,..., X, i f(0) et Hy : 0 € O
une hypothese nulle ayant une des trois formes suivantes :

{HO 10 = 90} ou {HO 10 < 90} ou {HQ : 0 Z 90}
Soit d,, une fonction de test pour Hy, ayant I'une des deux formes suivantes :

5a(X17 - ,Xn) = 1{T(X17 . 7Xn) > qlfa}

ou
0a(X1,.., Xn) = 1{T(X1,..., Xn) < qu},

ou T est une certaine statistique de test, et ¢, est le z-quantile de la distri-
bution Gy (t) = Py, [T(X1,...,X,) < t]. Alors

p(X]_,. ;Xn) = inf{a S (0, 1) : 6a(X1,...,Xn) = 1}

est la p-valeur.

Remarque 4.29. Noter que, dans tous les tests que nous avons vus, la fonction de
test peut toujours se réduire & une des deux formes mentionnées dans la définition
ci-dessus, méme si cela est parfois fait de fagon approximative (pour n — 00).

En d’autres termes, la p-valeur est une variable aléatoire qui nous dit quel est
le plus petit seuil de signification « pour lequel notre méthode de test rejette 'hy-
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pothese nulle Hy, sur la base de I’échantillon X1, ..., X,. Pourquoi cette quantité
est-elle pertinente 7 Car elle donne une mesure de stabilité de notre décision par
rapport a des perturbations d’un niveau donné « : si la p-valeur est treés petite,
alors cela signifie que que nous rejetons Hy méme si nous sommes stricts et que
nous avons imposé une petite valeur & a (c’est-a-dire une trés petite probabilité
de lerreur de type I). Si la p-valeur est relativement grande, cela signifie que nous
allons rejeter Hy que si nous sommes préts a tolérer une grande probabilité de
Ierreur de type I. A quel point la p-valeur doit-elle étre petite afin de décider que
nous avons une évidence suffisamment forte contre Hy, et donc que I’on peut rejeter
celle-ci ? La réponse est laissée au scientifique ; celui-ci pourra prendre une décision
qui dépend de ses connaissances plus profondes sur le probleme spécifique. Notons
que cette approche donne une solution aux problémes (1) et (2) décrit ci-dessus.

La définition de la p-valeur semble un peu compliquée, il est donc naturel
de se demander s’il est possible de la calculer dans des exemples concrets. Cela
est en effet le cas lorsque ’hypothese nulle est d’une des formes que nous avons
considérées jusqu’a présent. Les calculs sont en fait plutot simples :

Lemme 4.30 (Calculs des p-valeurs). Dans le méme contexte que celui
de la définition (), nOUus avons que :

1. Si §, est de la forme 6, (X1,...,X,) = H{T'(X1,...,Xy) > q1-al,
alors
p(Xh' 50 ,Xn) = 1 — G()(T(Xl,. o C ;Xn>)

2. Si §, est de la forme 8, (X7, ..., Xy) := H{T(X1,...,Xpn) < qu}, alors

p(X1,..., Xn) = Go(T(Xy,. .., Xn))-

Remarque 4.31 (Interprétation des p-valeurs). Le lemme nous donne une
autre facon de comprendre les p-valeurs. Concentrons-nous sur le cas (1), ot nous
rejetons pour des grandes valeurs de T'. Notons que 1 —Go(T'(X1, ..., X)) est égal
a la probabilité d’observer quelque chose d’aussi grand, ou méme plus grand que ce
que nous avons observé, lorsque Hy est vraie. Ainsi, lorsque la p-valeur est petite,
nous avons en fait observé quelque chose qui serait tres improbable si Hy était en
effet vraie. Nous nous attendons alors a ce que Hj soit fausse. Une erreur commune
est d’interpréter la p-valeur comme la probabilité que Hy soit vraie. Ceci est faux,
et n’a en fait pas de sens, car le parametre 6 n’est pas une variable aléatoire.

Preuve du lemme . Il suffit de prouver la partie (1), puisque la partie (2)
est prouvée directement de fagon analogue. Lorsque la fonction de test est de
la forme donnée en (1), nous pouvons utiliser le fait que G est non décroissante
afin d’écrire :
5a(X1a-~-7Xn) =1 = T(Xl,,Xn) > Q1—a
— GQ(T(Xl, . 7,Xn)) > Go(qlfa) — Go(T(Xl, ey Xn)) >1—«
— a>1- Go(T(Xl, . ,Xn))
On peut déduire que inf{a € (0,1) : 64(X1,..., Xpn) =1} =1-Go(T (X1, ..., Xn)),
et la preuve est complete. O
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Exemple 4.32. Soit X1,..., X, w N(p, 1) et considérons la paire d’hypothéses :

Hy:p=0 Vs Hy:p#0.

Nous rappelons (voir exemple , p- ) que le test du rapport de vraisemblance
pour cette paire est donné par :

§(X1,..., X)) = 1{(&)2 > X%,la}’

ol X%,lfa est le (1 — a)-quantile d’une distribution x2. Notons que ce test statis-
tique est donc de la forme décrite dans la définition () Nous pouvons donc
définir la p-valeur correspondante comme étant 1—G 2 (nX?) (notons que G,z est
une fonction monotone croissante de (0, 00) a (0, 1) puisque la fonction de densité
d’une x? est strictement positive sur tout intervalle (0, 00) — voir définition ,

p- 11§). O

Nous pouvons finalement nous demander s’il y a un lien entre les approches de
Fisher et de Neyman & Pearson en ce qui_concerne les tests d’hypothese ? Dans
le cas ol Go(t) est strictement monotoneB, il y a une relation particuliérement
simple et élégante :

Corollaire 4.33. Dans le méme contexte que celui de la définition (4.2§),
soit g € (0,1) et supposons que Gy est continue et strictement croissante. Si
nous définissons une fonction de test

w(Xl,... ;Xn) = 1{p(X1, 7Xn) < O[o},

alors ¥(Xy,..., X,) = 00 (X1,...,X,). En d’autres mots, si nous rejetons
I’hypothese nulle lorsque la p-valeur est plus petite que ag, alors notre test se
réduit a dq,-

Démonstration. Sans perte de généralité, nous supposons que la p-valeur corres-
pond & une statistique de la forme §,(X;,...,X,) := H{T(X1,..., Xn) > ¢1—-a}-
Observons qu’en utilisant le lemme ( ), nous avons :

p(Xh...,Xn) <y < 1—G0(T(X1,...,Xn)) <
— Go(T(X1,...,X,))>1—ag.

Sous nos hypotheses, Gy ! existe et est strictement croissante. En ’appliquant aux
deux c6tés de I'inégalité précédente, nous obtenons

p(Xl,...,Xn) <y < T(Xl,,Xn) >G61(1—Oé(]) <~ 5(X17,Xn) = 1.
— ——
=d1—-ag

O

2. Ce n’est pas aussi contraignant qu’il ne le parait. Une condition suffisante est que la dis-
tribution doit étre de type continu avec une fonction de densité satisfaisant go(t) > 0 pour tout
t. Ceci sera vrai, par exemple, si G est la fonction de répartition d’une loi normale, d’une loi de
Student ou de la distribution d’une famille exponentielle. De plus, dans plusieurs exemples, nous
pouvons approximer Gg, pour des grandes valeurs de n, par la fonction de répartition d’une loi
normale, alors la supposition est approximativement satisfaite, méme si la forme exacte de Go
est discrete.
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La p-valeur est donc un outil versatile : travailler avec une p-valeur résout certains
problemes que nous avons mentionnés plus tét dans ce paragraphe. Mais méme
lorsque I'on travaille avec une p-valeur, il est encore possible d’implémenter un test
de type Neyman-Pearson & un certain seuil «, simplement en rejetant lorsque la
p-valeur est plus petite que a.

— Exercice 57. 3\

Soit X1,..., X, s f(z;0). Supposons que Pon veuille tester Hy : 6 = 6,

versus H; : 0 # 0y en utilisant la fonction de test J, de la forme

(SQ(T(Xl,. .. ,Xn)) = 1{T(X1, 500 7Xn) > qlfa}

ou

0a(T(Xq,..., X)) ={T(Xq,...,Xn) < qa},

ol ¢, est le a-quantile de Gy, la fonction de distribution de T'(X1, ..., X,)
quand 0 = 0y. Supposons que Gy est une fonction continue. Montrer que
sous Hy, la valeur-p suit la distribution uniforme sur [0, 1].

4.5 Terminologie : accepter vs ne pas rejeter

D’un point de vue mathématique, le résultat d’un test d’hypotheése est clair : 0 ou
1. Cela signifie que nous décidons entre deux hypotheses concurrentes, Hy et H;.
Comment devrait-on communiquer la décision dans le contexte d’une application ?

Dans un contexte scientifique, des hypotheses concurrentes représentent des
théories scientifiques concurrentes. L’hypothese nulle représente une affirmation
scientifique, tandis que '’hypothese alternative représente la fagon dont nous nous
attendons a ce que 'hypothése nulle soit contredite.

Lorsque le résultat d’un test est 0, ’évidence empirique n’est pas suffisante
afin de rejeter I’hypothese nulle. Est-ce que cela signifie que ’évidence prouve que
Hj est vraie ? Non, elle ne réfute simplement pas Hg. C’est pour cette raison que
lorsque le résultat est 0, nous disons que « nous ne rejetons pas I’hypothese nulle
Hy » plutét que de dire « nous acceptons I’hypothese nulle Hy ». D’une perspective
mathématique, nous pouvons penser a cela dans le contexte de conditions néces-
saires et suffisantes. Si I’évidence est telle que § = 0, alors une condition nécessaire
pour que Hy soit vraie (= les données sont consistantes avec Hy) n’est pas violée.
Ceci ne prouve pas la validité de Hy, cela dit simplement que nous ne pouvons pas
réfuter la validité de Hy étant donné les données.

D’un autre coté, lorsque le résultat d’un test est 1, 'interprétation est que 1’évi-
dence ne supporte pas I’hypothése nulle : les données ne semblent pas compatibles
avec Hy (nous avons quelque chose comme un contre-exemple). Nous pouvons alors
définitivement dire que « nous rejetons ’hypothese nulle ». Mais pouvons nous dire
que « nous acceptons I’hypotheése alternative » ? L’hypotheése alternative était uti-
lisée comme un outil afin de détecter d’éventuelles lacunes de I’hypothese nulle.
En effet, nous avons construit des fonctions de test afin de détecter des lacunes,
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indiquées par I’hypotheése alternative, de I’hypotheése nulle. L’hypothese alterna-
tive était donc notre « meilleur avocat du diable », mais pas nécessairement une
hypothese viable en soit. C’est pour cette raison que dans un contexte d’applica-
tions scientifiques, lorsque § = 1, nous disons presque toujours que « nous rejetons
I’hypothese nulle Hy » plutdt que « nous acceptons ’hypotheése alternative Hy ».

Encore une fois, d’un point de vue mathématique, les choses sont claires : nous
prenons la décision 0 ou 1. Toutefois, lorsque nous communiquons des résultats
a des scientifiques, il y a des embiiches causées par la faiblesse de la présenta-
tion verbale de résultats mathématiques rigoureux. Le langage des mathématiques
est clair, mais la présentation verbale des mathématiques sera toujours moins ri-
goureuse, il faut donc étre prudent dans la fagon dont nous communiquons des
résultats.

En résumé, le tableau suivant présente la fagon recommandée de transmettre
verbalement le résultat d’un test d’hypothese :

Enoncé

mathématique || 6(X1,...,X,)=1| 0(X1,...,X,)=0
Enoncé Nous rejetons Nous ne rejetons pas
verbal I’hypothese nulle I’hypothese nulle

— Exercice 58. \

Voici un exemple ot il faut faire attention a la fagon d’exprimer le résultat
d’un test ; considérons une scénario plus complexe. Soit (X,Y), un vecteur
aléatoire prenant ses valeurs dans {1,2}%. Soit (X1,Y1),...,(Xn,Ys) un
échantillon iid. On aimerait tester I'hypothése que X et Y sont de variables
aléatoires indépendantes. Soient p1 = P(X = 1), po = P(Y = 1) et p3 =
P(X=Y=1).

1. Formuler ’hypothése nulle et ’hypothese alternative en termes de

D1, p2 et p3.
2. Trouver les estimateurs du maximum de vraisemblance p1, p» et D3
a partir de Péchantillon (z1,¥1),. .., (Tn,yn) en général et lorsque

I’hypothese nulle est vraie.

3. Montrer que si p; = py = 1/2 sont connues, il s’agit d’une fa-
mille exponentielle a 1-parametre. Tester ’hypothése d’indépen-
dance dans ce cas et trouver la valeur-p approximative pour le jeu
de données suivant : n = 1024, ni1; = 266, nio = 231, no; = 243,
ngo = 284 ou n,; est le nombre de £ tels que Xy =i et Y = j.

Remarque : Il existe un test dans le cas général (p1, p2, ps inconnus) ol
la distribution limite de la statistique de test est x?, mais nous n’avons
pas encore les outils afin de justifier rigoureusement ce test. Il fonctionne
également lorsque X peut prendre k > 1 valeurs différentes et Y peut en
prendre [ > 1. La distribution limite sera X(2k—1)(l—1) dans ce cas.




Chapitre 5

Intervalle de confiance pour les parametres
d’un modele

Nous allons commencer ce chapitre en faisant un bref survol de ce que nous avons
vu jusqu’a présent. Nous sommes en présence d’un certain phénomene stochas-
tique que l'on modélise a 'aide d’une famille de distributions paramétriques ré-
gulieres F = {Fp : § € O}, o ©® C R. Nous sommes capables d’observer n
résultats indépendants et identiquement distribués provenant de ce phénomene,
disons X1q,..., X, i Fy,, qui sont générés a 'aide d’un parametre 6y € © C R,
dont la valeur (le vrai état de la nature) nous est inconnue. Avec cet échantillon
iid a notre disposition, nous voulons faire de I'inférence sur 6. Jusqu’a maintenant,
nous avons fait deux sortes d’inférence sur la vraie valeur du parametre :

1. estimation ponctuelle. Trouver, de la fagon la plus précise possible, la valeur
exacte du parametre inconnu 6.

2. Test d’hypothése. Etant donné deux régions ©; et ©y auxquelles 6 peut
appartenir, trouver une maniere optimale de décider a laquelle des deux
régions 6 appartient.

Dans ce chapitre, nous allons considérer un troisieme probleme d’importance en
inférence statistique, qui peut étre énoncé de maniére non rigoureuse de la fagon
suivante :
3. estimation par intervalle. Trouver un intervalle contenant des valeurs plau-
sibles de 0, c’est-a-dire un intervalle ayant une grande probabilité de conte-
nir 6.

L’idée du troisieme probleme est la suivante. Nous savons qu’un estimateur
é(Xl, ..., X,) de @ est une variable aléatoire. Ainsi, la probabilité que 6 estime 0
parfaitement est soit faible (si @ est une variable aléatoire discréte) ou soit égale
a zéro (si 0 est une variable aléatoire continue). Cependant, si 0 est un estima-
teur avec une faible erreur quadratique moyenne, alors nous nous attendons a
ce que 6 ne soit pas tres loin de notre estimation é(Xl, ..., X5). Pouvons-nous
utiliser notre estimateur 6 et notre connaissance (approximative) de sa distribu-
tion d’échantillonnage, afin de proposer un intervalle ayant de grande chance de
contenir le vrai 8 7 Nous appelons un tel intervalle un intervalle de confiance.

133
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Dans les prochains paragraphes, nous allons définir de fagon rigoureuse la
notion d’intervalle de confiance, et nous allons montrer comment utiliser notre
connaissance de la théorie de ’estimation ponctuelle afin de construire de tels inter-
valles. Nous allons ensuite considérer le probléme concernant la facon de construire
des « intervalles optimaux ». Pour cela, nous allons utiliser une dualité importante
entre l'estimation par intervalle et les tests d’hypothese®.

5.1 Intervalles de confiance et seuils de confiance

Nous allons tout d’abord donner la définition rigoureuse d’un intervalle de confiance,
et nous allons ensuite discuter de ses éléments.

Définition 5.1 (Intervalle de confiance bilatéral). Soient Xi,..., X, %

f(z;0), ot 8 € ©® C R, un échantillon aléatoire et o € (0,1) une constante.
Soient L(X1,...,X,) et U(Xy,...,X,) deux statistiques, appelées respecti-
vement la limite inférieure et la limite supérieure, telles que

ein(gIP’g[L(Xl,...,Xn) <0< U(Xl,...,Xn)} >1-a.
€
Alors, 'intervalle aléatoire

[L(Xl,...,Xn), U(Xy,... ,Xn)},

est appelé un intervalle de confiance bilatéral pour 8 avec un seuil de confiance
(1-a).

Puisque tout ce que nous allons faire dépendra de notre échantillon X1,..., X,
n’importe quel intervalle que nous allons proposer sera en fait un intervalle aléa-
toire qui prendra des valeurs différentes pour chaque réalisation de notre échan-
tillon. Afin de pouvoir construire cet intervalle aléatoire, nous allons définir ses
limites L et U comme étant des statistiques construites a partir de notre échan-
tillon.

Afin que l'intervalle soit vraiment une région ayant une grande chance de conte-
nir le vrai parametre 6, nous allons imposer que la probabilité de 1’événement
{L < 0 < U} soit au moins aussi grande que 1 — a (pour une petite probabilité
«), et ce, quelle que soit la vraie valeur de 8.

1. Notons que le probléme « utiliser les données afin de décider si la région ©¢ contient 6 »
est dans un certain sens dual au probléme « utiliser les données afin de trouver une région ayant
une grande probabilité de contenir le vrai 6 ».

2. Puisque cette probabilité dépend évidemment de la vraie valeur de 6
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Il y a des situations ot nous sommes plus intéressés a donner une borne infé-
rieure ou une borne supérieure a la vraie valeur du parametre 8. Dans de telles
situations, au lieu d’utiliser un intervalle bilatéral comme celui défini dans la dé-
finition @, nous allons utiliser un intervalle de confiance unilatéral.

Définition 5.2 (Intervalle de confiance unilatéral).
Soient X1,...,X, i f(x;0), on 8 € ©® C R, un échantillon aléatoire et

a € (0,1) une constante. Soit L(X1,...,X,) une statistique telle que
inf P [LX X <9} >1-a.
Jeb ol LXK, Xn) <6 210
Alors, 'intervalle aléatoire
|:L(X17 cee 7XTL) ) +OO)
est appelé un intervalle de confiance unilatéral a gauche pour 8 avec un seuil

de confiance (1 — «). De fagon analogue, si U(X7y,. .., X,,) est une statistique
telle que

inf }P’Q[U(Xl,...,Xn) > 9} >1—a,
6eo
alors 'intervalle aléatoire

(—oo,U(Xl,...,Xn)}

est appelé un intervalle de confiance unilatéral a droite pour 6 avec un seuil
de confiance (1 — «).

Nous illustrons plusieurs caractéristiques essentielles des intervalles de confiance
dans ’exemple typique suivant.

Exemple 5.3. (Intervalle de confiance de pour la moyenne d’une dis-
tribution normale). Soit X;,..., X, ud N(p,0?), ot u est inconnu et o2 est
connu. Nous voulons construire un intervalle bilatéral pour . Nous commencons

par observer que par le lemme E (p- R7) nous avous :

X-—p
a/vn

Ainsi, si zg et z1-o sont les a/2 et 1 — /2 quantiles (respectivement) de la
distribution N (0, 1), nous avons :

~ N(0,1).

PZ&S
2
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En manipulant 'expression a 'intérieur de la probabilité, nous obtenons :

% ]
]P’|:Za / % = l—-«
@»P{z;;ﬁgx y f ~ 1 a
e P Xt Ly Xam L] = 1-a

A el T

_ o — 0'-

@P[X—ZgﬁZMZX—zlg\/ﬁ = l1l—-«o
<:)IP’[X z 7 <p<X -z 7| 1-—«a

L’égalité ci-dessus est vraie quelle que soit la vraie valeur de p € R. Il s’ensuit que
si nous posons

_ o = g
L(Xl,...,Xn):X—zl_%ﬁ & U(Xl,...,Xn):X—z%\/ﬁ,
alors I'intervalle [L, U] est un intervalle de confiance avec un seuil de confiance 1—a.
Puisque la densité d’une loi N(0,1) est symétrique, nous avons que zg = —21-g.

Alors, notre intervalle de confiance au seuil 1 — « peut s’écrire comme

_ o
X — Z1-g \/ﬁ , X —1—21_, f (51)
L(X10X0) U(X1 o Xn)

Par souci de simplicité, nous représentons parfois les bornes d’un intervalle par
X t21-g % Notons que l'intervalle de confiance est centré autour de 1’estimateur
du maximum de vraisemblance de p. Il nous dit donc que notre région plausible est
PEMYV plus ou moins une constante multipliée par I’écart type de 'EMV (puisque
0?/n est la variance de 'TEMV X). La constante est choisie de facon a ce que
Iintervalle ait un seuil de confiance égal a 1 — a.

Nous pouvons aussi faire d’autres observations. La longueur de l'intervalle de
confiance, 22y_,/20/+/n, dépend de 02, n et a. Le parameétre o2 échappe & notre
controle, puisque c’est la variance de la distribution N (u,0?) sous-jacente. Nous
pouvons cependant contrdler la taille de I’échantillon n et le seuil de confiance
1—ca. En augmentant n, la longueur de I'intervalle est ré-échelonnée par un facteur
de 1/y/n. Par exemple, si nous voulons rendre I'intervalle dix fois plus petit, nous
devons prendre un échantillon qui est 100 fois plus grand. D’un autre c6té, diminuer
a (c’est-a-dire augmenter la confiance 1 — &) a pour effet d’augmenter la longueur
de l'intervalle : plus nous voulons avoir de la confiance dans notre intervalle et
plus lintervalle sera grand (notons que la longueur de l'intervalle tend vers I'infini
lorsque oo — 0).

Nous pouvons aussi nous demander comment construire un intervalle de confian-
ce unilatéral, dans le cas ot nous serions intéressés a trouver une borne inférieure
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ou supérieure pour le parametre p. Considérons le probleme consistant a trouver un
intervalle de confiance unilatéral & droite. En utilisant le fait que =% ~ N(0,1),

o/v/n
X —p
P >z =1-a.
[cr/ﬁ—z“] “

En manipulant 'expression, nous obtenons

nous pouvons écrire

et 'intervalle

est un intervalle de confiance unilatéral a droite avec un seuil de confiance 1 — a.
De facon similaire, nous pouvons montrer qu’un intervalle de confiance unilatéral
a gauche avec un seuil 1 — a est donné par

[ x_zl_a% 4o )

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau suivant :

H Confiance 1 — « H L(Xy,...,X,) \ U(Xy,...,X5) H
Bilatéral X - zl,a/Q% X+ zl,a/gﬁ
Unilatéral a gauche X - zl,a% +00
Unilatéral a droite —00 X+ zl,a%
O
,—[Exercice 59 (Cas normal avec variance inconnue).} N
Soit X1,..., X, N(u,0?), ot p et o2 sont inconnus. Soient S? =

Yo (Xi—X)?/(n—1) et t{x a} le a-quantile d’une distribution de Student
tx (avec k degrés de liberté). Prouver que les intervalles de confiance don-
nés dans le tableau suivant sont les intervalles de confiance avec seuil
(1 — a) de confiance pour la moyenne p.

H Confiance 1 — « H L(Xy,...,X,) \ U(X1,...,X5) H

Tl = S = S
Bilatéral X — t{n—l,l—a/Q}% X+ t{n—l,l—a/Q}%

= S
Unilatéral a gauche X — t{n,l’l,a}T 400
n

Unilatéral a droite —00

- S
X+ t{n—l,l—a}%
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,—[Exercice 60 (Choix optimal de quantiles).] \

Afin de construire un intervalle de confiance bilatéral de confiance pour la
moyenne d’'une distribution normale (dont la variance est connue), nous
avons choisi z4/2 et 21_n/2 comme quantiles pour nos bornes de l'inter-
valle dans ’exemple p.3. L’on peut se demander pourquoi ne pas choisir
par exemple z,/3 et 2z1_oq/3. Il est vrai qu'on aime les intervalles plus
« naturels » ou symétriques, mais la raison de ce choix est la suivante :

1. Soient Z ~ N(0,1) et & € (0,1). Montrer que U'intervalle I = [L, U]
ayant la plus petite longueur et tel que P(I 3 Z) > 1 — « est donné
par le choix L = z, /5 et U = 21_q /2.

2. Soient X1,..., X, 4 N(u,0?) ou la variance o est connue. Trou-
ver intervalle I,, = [A,,, B,] ayant la plus petite longueur et tel
que P(I, > p) > 1—a.

3. Peut-on généraliser ce résultat, dans le cas ou la variance est in-
connue? Ou méme si on remplace la loi normale par une autre
loi ?

\ J

,—[Exercice 61 (Différence de moyennes).} \

Soient X1q,...,X, e N(ux,o?) et Y1,...,Y, ) N(uy,o?) deux échan-

tillons indépendants, ou px, fy, et o2 sont inconnus. Trouver un inter-
valle de confiance bilatéral pour le parametre 6 = px — py avec un seuil
de confiance 1 — a.

5.2 Pivots et pivots approximatifs

Il semble que la construction d’intervalles de confiance soit plutét simple pour
le parametre de moyenne de la distribution normale. Cependant, il semble aussi
que la procédure de construction de ces intervalles était plutot ad hoc, et en fait,
spécifique a ce cas particulier. Comment cet exemple peut-il nous aider a construire
des intervalles de confiance dans des situations plus générales 7 Nous devons trouver
des méthodes générales afin de construire de tels intervalles. L’étape cruciale dans
I’exemple @ utilisait le fait que

X-—p
G

~ N(0,1).
Ceci nous permettait d’écrire

Plzq/2 < =1-aq,

X—M<
oy =
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qui est valide pour toute valeur de p. Nous étions alors capables de manipuler
I'expression a I'intérieur de la probabilité afin d’obtenir notre intervalle. La raison

pour laquelle cela fonctionnait était que f/?/% est ce qu’on appelle un pivot.

Définition 5.4 (Pivot). Soit Xi,..., X, % f(z;0). Une fonction

g: X" x0 =R,

est appelée un pivot si
1. 0 — g(z1,...,xn,0) est continue pour tout (x1,...,x,) € X™.
2. Plg(X1,...,Xn,0) < z] ne dépend pas de 6.

Remarque 5.5. En d’autres mots, un pivot g(Xy,...,X,,0) est une fonction
de I’échantillon et du parametre, mais sa distribution n’est pas une fonction du
parametre. Notons que par définition, un pivot n’est pas une statistique : il dépend
du paramétre inconnu! La condition concernant la continuité va devenir trés vite
claire.

Si nous sommes capables de trouver un pivot pour 6, dont la distribution est
connue, nous sommes alors capables de trouver les quantiles ¢ et g2 tels que

P[Ql Sg(Xla"'aXTMH) S q2] = 1 — Q.

Si g a une forme nous permettant de manipuler I'inégalité a I'intérieur de la pro-
babilité (comme dans ’exemple p.3), alors nous sommes capables d’obtenir un
intervalle de confiance explicite. Méme si nous ne pouvons pas manipuler 1’expres-
sion, nous pouvons toutefois tenter de déterminer de facon numérique I’ensemble

{96@2(]1 ég(Xl,,Xn,g) SQQ},

et considérer cet ensemble comme notre intervalle de confiance. Notons que sous
la condition de continuité sur g, cet ensemble peut étre un intervalle ou une union
d’intervalle dépendamment du comportement de g. Une condition suffisante (mais
non nécessaire) afin d’obtenir un seul intervalle est que g soit monotone en 6. En
pratique, les pivots avec lesquels nous allons travailler vont habituellement nous
donner des intervalles et non des unions d’intervalles.

Une fois que nous avons un pivot dont la distribution est connue, nous pouvons
construire des intervalles de confiance. Cependant, il y a deux défis auxquels nous
faisons maintenant face :

1. Comment trouver des pivots en général 7

2. Comment déterminer la distribution d’un pivot ?

La détermination d’un pivot (et sa loi) dépend de la distribution de probabi-
lité considérée, et aussi du parametre de la distribution pour lequel nous voulons
construire 'intervalle de confiance. Alors il n’y a pas généralement une unique
« formule explicite », et la construction de pivots faite sur une base de cas par
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cas. Cependent, il s’avére que nous allons souvent pouvoir répondre a ces deux
questions avec une « formule explicite » en se contentant de ce qu’on appelle un
pivot approximatif. Ceci signifie qu’il se peut qu’il ne soit pas un pivot pour un n
fini, mais qu’il satisfera graduellement les conditions pour étre un pivot, lorsque
n — 0o.

Définition 5.6 (Pivot approximatif).
Soit X4,..., X, id f(x;0). Une fonction

g: X" x0 =R,

est appelée un pivot approximatif si
1. Pour tout n € N, 0 — g(z1,...,2,,0) est continue pour tout
(T1,...,2n) €A™
2. Nous avons
9(X1,..., X, 0) -5 Y,

ou Y est une variable aléatoire dont la distribution ne dépend pas de

6.

Si nous connaissons la distribution asymptotique d’un pivot approximatif, nous
pouvons construire un intervalle de confiance approximatif. Comment ? Soit Y une
variable aléatoire continue. Si ¢ et ¢» sont les quantiles de Fy tels que

Plgi <Y <] =1-aq,

alors nous avons

n—roo

9(X1, . X0, 0) -5 Y = Pl < g(X1,.. .. Xn,0) < qa] =1 — 0.

Nous pouvons ainsi utiliser le pivot approximatif afin de construire un intervalle
de confiance approximatif.

Exemple 5.7 (Moyenne d’une distribution générale). Soit X1,..., X, une
collection de variables aléatoires iid de moyenne inconnue p = E[X] et de variance
inconnue E[(X; — u)z] = 02 < 00. Supposons que nous voulions trouver un pivot
approximatif afin de construire un intervalle de confiance avec un seuil 1 — « pour
. Nous remarquons que :

— Par le théoréme central limite (théoréme , p. @), nous avons /n(X —
1) % N(0,02).
— Par la loi forte des grands nombres (voir remarque , p. @), 52 =
ST (X —X)?/(n—1) 2 62 Eneffet, U2 = 30 (X; —p)?/(n—1) B o2
et U2 —S2 =n(n—-1)"1(X —pu)? 2 0.
En combinant,_ces deux faits, nous pouvons utiliser le théoréme de Slustky (théo-
réme , p- @) afin de conclure que

X—p 4
9(X1,es X ) = Wg 4y ~ N(0,1),
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et nous avons donc trouvé un pivot approximatif. Avec des manipulations similaires
a celles faites dans l’exercice (p. ), nous obtenons :

_ s <
Za2 < T\/g < Zl—a/Q]
= ]P)[Z(X/Q Sg(X1’7Xn7u) SZI—Q/Q]

n—oo

— ]P)[Za/g < Y < Zl—a/Q] =1-a.

Ns)

<p<X-—z 55} = P

[N)
B

Nous obtenons donc que U'intervalle X =+ Z1-g % est, pour de grandes valeurs de
n, un intervalle de confiance bilatéral approximatif avec seuil (1 — «) pour u. A
I’aide d’arguments similaires, nous pouvons construire des intervalles unilatéraux.
Les résultats sont résumés dans le tableau suivant :

H Confiance approximative 1 — « H L(Xy,...,X,) \ U(Xy,...,X,) H

Bilatéral X — Zlfa/z X + Zlfa/2

kS
Jn

Unilatéral a gauche X —z1_4 +00

Unilatéral a droite —00 X4+ z1_a

5
Jn

O

En général, nous allons étre intéressés par d’autres parametres que la moyenne ;
cet exemple est donc plutét spécial. Dans le prochain paragraphe, nous allons
considérer deux facons de construire des pivots approximatifs dans le cas de familles
exponentielles a 1-parameétre.

Exercice 62.

Utiliser le raisonnement dans I’exemple @ et I'exemple @ (p. ), afin
de montrer que si Ty ~ tg, alors T 4z lorsque k — oo, ou Z ~ N(0,1).

5.2.1 Pivots approximatifs pour les familles exponentielles

Nous avons vu jusqu’a maintenant que ’estimation ponctuelle et les tests d’hy-
potheses ont des propriétés trés attrayantes lorsque 'on considére des familles
exponentielles & 1-parametre. Le probleme d’estimation par intervalle ne fait pas
exception. Nous allons voir dans ce paragraphe qu’il est possible de trouver, sous
des conditions tres faibles, des pivots approximatifs pour des familles exponentielles
a l-parameétre. Nous considérons deux types d’intervalles de confiance découlant
de deux types de pivots :

1. Intervalles de Wald.

2. Intervalles du rapport de vraisemblance.
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Notons que les noms de ces deux méthodes ressemblent grandement a ceux
des méthodes que nous avons vues pour construire des tests d’hypothese. Ce n’est
pas une coincidence : nous allons examiner de fagon rigoureuse le lien entre ces
méthodes dans la section @ (p. ) Pour le moment, nous allons déterminer les
pivots approximatifs.

Pivots de Wald

Proposition 5.8 (Pivots approximatifs de Wald). Soit X;,...,X, un
échantillon iid tiré d’une distribution avec une fonction de densité/masse
f(z;0) appartenant & une famille exponentielle non dégénérée a 1-parameétre,

f(2;0) = exp{n(0)T(z) — d(0) + S(z)}, =z€Xx,0cO.

Supposons que
1. L’espace des parametres © C R est un ensemble ouvert.
2. La fonction n(-) est une bijection deux fois contintiment dérivable entre
© and ® = 7(O).

Soit én I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6, et jn =nJ (én) =
Gn)n' (On)=d' Gu)n"(6n) Dyefinissons
77/(671) ’

d/l
n
9(X1,..., X0, 0) = JV2(0, —0).

Alors
g(Xh" 'uX'rue) i> N(071)7

et g(X1,...,Xp,0) est donc un pivot approximatif pour 6.

Démonstration. La preuve est exactement la méme que celle du théoreme
(p. ), a Pexception qu’on écrit ici 6 au lieu de 6. O

,—[Exercice 63 (Intervalles de confiance approximatifs de Wald).j—

En utilisant la méme notation que celle de la proposition @, prouver que
le tableau suivant contient les intervalles de confiance approximatifs avec
seuil (1 — «) pour 6 :

[ Confiance approximative 1 —a | L(Xy,...,X,) | UXy,..., X0) |

Bilatéral 0— 21 a2y 2 | 0+ 21_ny2d, 2
Unilatéral & gauche 0 — zl,aJn—l/2 400
Unilatéral a droite —00 0 + zl,aJn_l/2
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Pivots du rapport de vraisemblance

Proposition 5.9 (Pivots approximatifs du rapport de vraisemblance),
Soit X1,...,X,, un échantillon iid tiré d’une distribution avec un fonction de
densité/masse f(x;0) appartenant & une famille exponentielle non dégénérée

a l-parametre,

f(z;0) = exp{n(0)T(x) — d(0) + S(z)}, xreX,0e0.
Supposons que :

1. L’espace des parametres © C R est un ensemble ouvert.

2. La fonction n(-) est une bijection deux fois contintiment dérivable entre
© and ® = 7(0).

Soient én I’estimateur du maximum de vraisemblance de 6, et
9(X1,..., Xn,0) = 2(£(6) — £(6)).
Alors,
d
9( X1, X0, 0) —= X3,
et g(X1,...,Xn,0) est donc un pivot approximatif pour 6.

Démonstration. La preuve est exactement la méme que celle du théoréme
(p. ), a lexception qu’on écrit ici 6 au lieu de 6. O

Nous pouvons aussi noter que le pivot approximatif du rapport de vraisem-
blance g(Xi,...,X,,0) = 2(¢(0) — £(0)) n’a pas nécessairement une forme que
I’on peut manipuler afin d’obtenir un intervalle de confiance explicite. Cependant,

nous pouvons trouver de facon numérique l'intervalle de confiance approximatif,
en déterminant I’ensemble

{0 €0:9(X1,...,Xn,0) < q1—a ()},

oll q1—a(x3) est le (1 — a)-quantile d'une distribution 3.

,—[Exercice 64 (Pivots exacts et approximatifs).} N

1. Soient X1,...,X, S f(z;0) et T,,(Xq,...,X,) une statistique ex-

haustive continue. Soit Y,, = Fr, (T,,;0), ou Fr, (t;0) = Po[T,, < ]
est la fonction de répartition de T,,. Montrer que Y,, ~ U(0,1) et
donc que Y;, est un pivot.

2. Comment peut-on utiliser ce résultat pour trouver un intervalle de
confiance pour 6, dans le cas ou la loi Fr est exactement connue 7

3. Soit f(x;0) = e~ 1{z € [§,00)} (pas une famille exponentielle).
Utiliser la partie (1) et la statistique T}, = min{Xy,..., X, } pour
trouver un intervalle de confiance pour 6 avec un seuil 1 — a.
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5.3 Dualité avec les tests d’hypothese

Un lecteur attentionné aura sans doute remarqué, en lisant les paragraphes précé-
dents, qu’il semble y avoir des similarités entre les intervalles de confiance et les

tests d’hypothese. Voici quelques faits qui semblent corroborer cette hypothese :

— En estimation par intervalle, nous essayons de trouver une région qui contient
le parametre. Dans les tests d’hypotheéses, nous avons une région et nous de-
vons décider si elle contient le parametre. Il semble que ces deux probléemes
sont duals 'un de l'autre.

— Dauns les tests d’hypotheses, nous avons le seuil (la probabilité de rejeter
faussement Hy) qui est donné par a. En estimation par intervalle, nous
avons le seuil de confiance 1 — « (la probabilité que 'intervalle couvre le
vrai parameétre). Y a-t-il une relation entre les deux ?

— Dans les tests d’hypothese, nous construisons des tests du rapport de vrai-
semblance et des tests de Wald pour le parametre. En estimation par inter-
valle, nous construisons des intervalles de Wald et du rapport de vraisem-
blance pour le parameétre.

Est-il possible que nous soyons en train de regarder les deux cotés d’'une méme
piece de monnaie? Cela est en fait le cas, et nous allons maintenant 1’énoncer

rigoureusement.

Théoréme 5.10 (Théoréme de la dualité). Soient X;,..., X, e f(z;0)

une variable aléatoire et 6 € © C R.

1. Si [L(Xy,...,X,),U(X1,...,X,)] est un intervalle de confiance bila-
téral avec seuil (1 — «) pour 0, alors le test dont la fonction de test
est

0(X1,..., X)) =1{by ¢ [L(X1,...,X,), U(X1,...,Xp)]}

est un test de {Hp : @ = 6y} contre {H; : 6 # 6y} avec un seuil de
signification égal a «.

2. Réciproquement, supposons que pour n’importe quel 6, € O,
0(X1,...,Xn;00) est une fonction de test pour la paire d’hypothéses
{Hp:0 =200} et {Hy : 6 +# 0} avec une probabilité d’erreur de type I
égale a «. Alors,

R(X1,...,Xpn) ={0€0©:6(Xy,...,Xpn;9) =0}

est une région de confiance avec seuil (1 — «) pour 6.

Preuve du théoréme . Nous allons tout d’abord prouver la premiere partie. Il

suffit de montrer que le seuil du test § est a. Observons que

Poo[6(X1,...,X,) =1 = 1—Pg[6(X1,...,X,) =0]
= 1-Py[L(X1,....X,) <O <UXy,..., X))
< 1= infPo[L(Xy,..., Xa) SO SUX0, ., X))
€

1-(1-a)

- .
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Le test a donc un seuil de signification «, ce qui prouve la premiére partie. Pour
la deuxiéme partie, nous devons montrer que R(Xi,...,X,) est une région de
confiance avec un seuil (1 — «). Nous avons

Po[R(X1,..., Xn) 20] = Pp[d(X1,...,Xn;0) =0]
= 1-Py[5(X1,... X 0) = 1]
= 1—aq,

ou la derniére égalité découle de la condition que § a une probabilité d’erreur de
type I égale a «, pour une hypothese nulle simple. Ceci prouve la deuxiéme partie
et complete donc la preuve. ([l

Remarque 5.11. Lorsque nous suivons la procédure décrite dans la deuxiéme
partie du théoreme afin d’obtenir une région R a partir d’une fonction de
test, nous parlons d’inverser un test.

Remarque 5.12. Notez que dans la partie (2), nous disons que R(X1,...,X,)
est une région et non un intervalle. La raison pour cela est que, dépendamment de
la forme exacte de ¢ et du modele f(z;60), ensemble R(X1,..., X,) peut étre une
union d’intervalles ou encore un ensemble plus compliqué. Pour certaines formes
de § et pour certains modeles f(x;8), la région R(X4,...,X,,) est bel et bien un
intervalle. Il n’est pas difficile de vérifier que les tests du rapport de vraisemblance
et les tests de Wald pour des familles exponentielles a 1-parameétre induisent des
régions R(X7,...,X,) qui sont en fait des intervalles.

Exemple 5.13 (Moyenne d’une distribution _gaussienne).

Comparer la forme du test de 'exemple (p. @) avec celle de l'intervalle de
confiance bilatéral de l’exercice B9 (p. ) et conclure que le test et l'intervalle
sont duals I'un de I'autre.

Notons que dans le théoreme , nous avons seulement considéré des tests
et des intervalles bilatéraux. Qu’en est-il des tests et des intervalles unilatéraux ?
Pour des résultats unilatéraux, il y a une direction pour laquelle c’est tres facile :
si (—oo, U] est un intervalle unilatéral & droite avec seuil (1 — «) pour 6, alors
0 = 1{U < 6y} est un test avec un seuil o pour {Hp : 6 > 6y} vs {Hy : 6 < 6y} (on
obtient de facon symétrique le résultat pour un intervalle unilatéral & gauche)H.
Il est donc facile d’obtenir un test d’hypothese unilatéral a partir d’un intervalle
de confiance unilatéral. La direction opposée est cependant plus compliquée. L’ob-
tention d’un intervalle unilatéral a partir d’un test unilatéral dé%end de la forme
de la fonction de test ainsi que de la forme du modele considéréB. Nous donnons
ci-dessous un cas ou cela est possible.

3. La preuve de ce résultat est analogue a celle de la premiere partie du théoreme

4. Le probléme est que, comme nous ’avons vu dans le théoréme , nous n’avons en général
aucune garantie que la région obtenue en inversant un test soit un intervalle, encore moins un
intervalle « unilatéral », & moins que ’on impose plus de conditions.



146 Chapitre 5. Intervalle de confiance pour les paramétres d’un modéle

Proposition 5.14. (Intervalles unilatéraux a partir de test unilaté-
ral). Soit X1,...,X,, un échantillon aléatoire iid tiré d’une famille exponen-
tielle & 1-parameétre avec une fonction de densité/masse

f(x;0) = exp{n(0)T(x) — d(0) + S(z)}, z€X,0€OCR,

telle que 7)(+) est strictement croissante et continiment dérivable, et © est un
ouvert. Supposons que 7 = Y., T(X;) est une variable aléatoire continue,
avec fonction de répartition Py[r < t] = G(¢;0).

1. Soit §(X1,...,Xp;00) le test UPP de
HO 1 0 S 90
Hy:60> 06
au seuil a, tel que défini dans le théoreme (p- ) Alors, la région

R(Xl,...,Xn) :{ﬂe@d(Xl,,Xn,’ﬂ) :O}’

est un intervalle unilatéral & gauche avec seuil (1 — «) de la forme
[L(Xh s aXn)a +OO)

2. Soit 0(X1,...,X,;00) le test UPP de
HO 1 0 Z 00
Hy:0< 90
au seuil a, tel que défini dans le théoreme (p. ) Alors, la région

R(Xl,,Xn):{ﬂeeé(Xl,,Xn,ﬂ):O}

est un intervalle unilatéral a droite avec seuil (1 — «) de la forme
(7007 U(Xla cee 7Xn)]

Démonstration. Nous allons seulement prouver la premiére partie, puisque la
deuxieme partie découle d’arguments symétriques a ceux utilisés dans la premiere

artie. La forme de la fonction de test (X, ..., X,;9) est donnée par le théoréme
@ (p- ) comme étant

(5()(17 - 7Xn; 90) = ].{7'()(17 e ,Xn) Z ql,a(eo)},
ol q1—q(0o) est le (1 — a)-quantile de G(¢;0y). Nous obtenons alors
R(X1,...,X,) = {9e€0:7(X1,....Xpn) < q1—a(?)}
= {VeO:G(r(Xy,...,Xn);Y) < Glq1—a(9);V)}
= {9€e0:G(1(X1,....,Xn);9¥) <1—a}
= {9e€e0:1-G(r(X1,...,Xn);v) > a},

ou la deuxiéme égalité vient du fait que G(¢;19) est non décroissante en ¢t pour
tout 9. Si on peut montrer que G(¢;9) est continue par rapport & 9, alors la
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région R sera une union d’intervalles. Si nous pouvons aussi montrer que 1 —
G(t;0) = Py[T(X1,...,X,) > t] est croissante en 9 pour tout ¢, il sera alors clair
que R est en fait un seul intervalle de la forme [L, +00), pour une certaine variable
aléatoire L. Mais notons que, sous nos conditions, nous avons déja prouvé que
Py[r(X1,...,X,) > t] est dérivable et croissante en ¥} dans la premiére partie de
la preuve du théoreme (p. ) .

Afin de compléter la preuve, il nous reste donc & montrer que le seuil de
confiance de R(X1,...,X,) = [L(X1,...,Xn),+00) est en fait 1 — a. Ceci se
déduit facilement en observant que pour n’importe quel ¥ € © :

Po[L(X1,..., Xp) <V = Py[R(X1,...,Xp) 29 =Py[6(Xy,..., Xpn;0) =0
= Py[r(X1,...,Xn) < qi_a(9)]
G(q1-a(V);0)

= 1l—oa.

]

En termes non techniques, le théoréme dit que sous certaines conditions, inver-
ser un test unilatéral pour une famille exponentielle va nous donner un intervalle
de confiance unilatéral. Les détails concernant la fagon dont un tel intervalle est
construit ne sont pas essentiels ici. Ce qui est important est que nous avons trouvé
que les test unilatéral optimaux peuvent étre utilisés afin d’obtenir des intervalles
de confiance. Puisque les tests sont optimaux, est-ce que les intervalles sont aussi
optimaux ? Mais qu’entendons-nous par intervalles de confiance optimaux ? Nous
allons traiter ces questions dans la section suivante.

5.4 Optimalité dans ’estimation par intervalle

Lorsque nous avons discuté des tests d’hypotheése, nous avons vu qu’il y avait des
cas (dépendamment de la structure de la paire d’hypothése) ot il y avait une fonc-
tion de test optimale que I'on pouvait utiliser. Il est donc naturelle de se demander
s’il y a aussi des cas en estimation par intervalle, ou il y a un intervalle de confiance
optimal que nous pouvons utiliser. Toutefois, comment pouvons-nous définir la no-
tion d’optimalité? Il semble que n’importe quelle définition d’optimalité devrait
satisfaire les deux criteres suivants :

1. Intuitivement, les intervalles de confiance optimaux devraient étre le plus
« petit » possible en moyenne, tout en respectant leur seuil de confiance :
plus l'intervalle est petit et plus la localisation du parametre est précise.

2. Mathématiquement, nous avons vu qu’il existe une dualité naturelle entre
les intervalles de confiance et les tests d’hypothése. Ainsi, toute notion
d’optimalité pour des intervalles de confiances devrait étre duale a la no-
tion d’optimalité pour les tests d’hypothése. En d’autres mots, inverser un
test d’hypotheése optimal devrait nous donner un intervalle de confiance
optimal.

5. Rappelons que dans ce théoréme, nous avons prouvé que la dérivée de la fonction ¢ —
Ey[6(X1,...,Xn)] =Py[r > ] existe et est positive pour tout 9 et pour tout c.



148 Chapitre 5. Intervalle de confiance pour les paramétres d’un modéle

Puisque nous avons vu qu’en général il n’y a pas de test optimal pour une
paire d’hypotheses bilatérale, le deuxiéme critére élimine tout espoir d’obtenir un
intervalle bilatéral optimal. Qu’en est-il des intervalles unilatéraux ? Il s’avere que
la définition d’optimalité suivante, pour les intervalles unilatéraux, satisfait les
deux criteres énoncés ci-dessus :

Définition 5.15 (Intervalles unilatéraux uniformément plus précis).
Soient [L(X1,...,Xpn),+00) et [M(Xy,...,X,),+00) deux intervalles de
confiance unilatéraux avec seuil (1 — «) pour 6. Si pour tout 6 € O,

Pol0 — L > €] <Pyl — M > ¢, Ve >0,

alors on dit que [L(X7, ..., X,), +00) est plus précis que [M (X1, ..., X, ), +00)
pour un seuil de confiance 1 — . Si [L, +00) est plus précis que n’importe
quel autre intervalle unilatéral & gauche avec seuil (1 — «), alors il est appelé
Pintervalle de confiance unilatéral & gauche uniformément plus précis (UMA,
de l'anglais « uniformly most accurate ») avec un seuil de confiance (1 — «).
Soient (—oo,U(X1,...,X,)] et (—oo, M(X7,...,X,)] deux intervalles de
confiance unilatéraux avec seuil (1 — «) pour 6. Si pour tout 6 € O,

PylU — 60 > €] <Py[M — 6 > €], Ve>0,

alors on dit que (—oo,U(X1, ..., X,,)] est plus précis que (—oco, M (X1, ..., X,)]
pour un seuil de confiance 1 — a.. Si (—o0, U] est plus précis que n’importe
quel autre intervalle unilatéral & droite avec seuil (1 — «), alors il est appelé
I'intervalle de confiance unilatéral & droite uniformément plus précis (UMA)
avec un seuil de confiance (1 — «).

Remarque 5.16 (Interprétation de I'optimalité d’un intervalle). Puisque
les intervalles unilatéraux sont de longueurs infinies, parler de « plus petit » inter-
valle n’a pas vraiment de sens dans ce contexte. C’est pourquoi nous définissons
un intervalle unilatéral comme étant le plus précis, si la borne qu’il nous donne a
moins de chance d’étre a une distance plus grande que € > 0 du vrai parameétre,
que la borne de n’importe quel autre intervalle, et ce quelle que soit la vraie valeur
de parameétre et quel que soit € > 0. Cela signifie que la précision moyenne de la
borne d’un intervalle le plus précis est supérieure a celle de n’importe quelle autre
borne d’intervalle. La figure E illustre ce concept.

Nous pouvons constater que notre définition satisfait notre premier critere : in-
tuitivement, la notion d’optimalité est équivalente a la notion de « plus petit »
intervalle de confiance. La prochaine proposition nous montre qu’elle respecte
aussi (au moins pour le cas des familles exponentielles) notre deuxiéme critere
concernant la dualité avec les tests d’hypothése, c¢’est-a-dire que I'inversion du test
d’hypothese le plus puissant nous donne 'intervalle de confiance le plus précis.
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FIGURE 5.1 — Illustration de la définition d’un intervalle de confiance unilatéral & gauche
le plus précis. L’idée est que, étant donné € > 0, la borne inférieure de I'intervalle optimal
L(X1,...,X») a moins de chance de tomber dans la région ombragée, que la borne infé-
rieure de n’importe quel autre intervalle unilatéral & gauche (toujours sous la contrainte
d’avoir un seuil de confiance de 1 — a).

Proposition 5.17. (Tests UPP = intervalles UMA dans les familles
exponentielles). Soit X, ..., X, un échantillon aléatoire iid tiré d’une dis-
tribution exponentielle & 1-parameétre avec fonction de densité/masse

f(x;0) = exp{n(0)T(x) — d(0) + S(z)}, z€X,0€0OCR,

telle que n(-) est strictement croissante et contintiment dérivable, et © est
ouvert. Supposons que 7 = Y . T(X;) est une variable aléatoire continue
avec fonction de répartition Py[r < t] = G(¢;0)..

Pour n’importe quel 8y € ©, définissons 6(X71, ..., Xp;0p) comme étant le test

UPP
H():QSQO
Hy:0 >0

R(Xi,....X,)={9€0:6Xq,...,Xpn;9) =0},

au seuil . Alors, la région,

est un intervalle de confiance unilatéral a gauche uniformément plus précis
avec seuil (1 — «).

Remarque 5.18. Il est clair que la version symétrique de ce théoréme nous donne
un résultat équivalent pour les intervalles unilatéraux a droite.

Démonstration. Par la proposition (p. ), nous savons que R(X1,...,X,)
est un intervalle de confiance de la forme [L(X7,..., X, ), +00), pour une certaine
statistique L, avec un seuil de confiance égal & 1—«. Alors R(X71,..., X,,) est en fait
un intervalle unilatéral & gauche. Il nous suffit donc de montrer que [L, +00) est
uniformément plus précis. A cette fin, définissons [M(X1,...,X,), +00) comme
étant n’importe quel autre intervalle unilatéral a gauche avec seuil 1 — «, et
Y(Xy,..., Xp30) = 1{M(Xq,...,X,) > 0} comme étant son test dual, qui a
un seuil de signification égal & « (afin de constater ceci, suivre les mémes étapes
que ci-dessus, en remplagant L par M). Pour 61 € © et € > 0 quelconques, posons
0o = 01 — € (et donc 0 > ). Puisque 6(X1,...,X,;00) est un test UPP, nous
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avons :

Py, [0(X1, ..., Xn;60) = 1]
= Py, [0 < L(X1,...,X,)]
= Py, [L(X1,...,Xp) < 00
= Py, [00 > L(X1,...,X,)]

= Pp,[01 —e > L(Xy,...,X,)]
- Pgl[el —L> 6]

IN AN IN N IV IV
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Po, [(X1, ..., Xn;00) = 1]
Po.[00 < M(X1,..., X)]
Pg, [M (X1, ..., Xy) < 0]
Py, [0 > M(X1,...,X5)]
Py, [01 — e > M (X7, , Xn)]
]P)gl[el - M > 6}

Puisque 0; € O et ¢ étaient arbitraires, nous avons prouvé que [L,+00) est plus

précis que [M, +00).

O

— Exercice 65.

Soit X1, .. 2

R

avec seuil 1 — a pour pu.

N(u,0?), ot 02 est connu. Trouver une expression pour
Iintervalle de confiance unilatéral a gauche uniformément le plus précis

— Exercice 66.

Soit Xl, 500
Tn(Xh 000

approximativement 1 — a.

Hy:p<po \&

X, N Bern(p). Avec l'aide d’une statistique exhaustive
,Xn) pour p, trouver une expression pour lintervalle de
confiance unilatéral a gauche uniformément le plus précis pour p avec
seuil approximatif 1 — «, en inversant le test

Les bornes de cet intervalle ne seront malheureusement pas si explicitent
qu’a I’exercice précédent. Malheureusement, une des conditions de la pro-
position n’est pas satisfaite (laquelle?). Ainsi, pour la plupart des
valeurs de p, la probabilité de couverture de l'intervalle sera seulement

Hy:p>po.

Exercice 67.

Montrer que l'intervalle UPP obtenu dans la proposition est le méme
avec U'intervalle construit a la base du pivot Y,, = F. (7,) (voir exercice

, p. [143).
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FICGURE 5.2 — Tllustration de la notion d’intervalle de confiance avec seuil 1 — a. La
ligne verticale représente la position de la valeur fixée du parametre sur I’axe des réels.
Les lignes noires paralléles représentent des réalisations d’un intervalle aléatoire [L, U]
pour r = 24 échantillons aléatoires différents tirés de f(z;0). Nous pouvons voir que la
plupart de ceux-ci couvrent €, mais que certains ne le couvrent pas. Par la loi des grands
nombres, nous nous attendons & ce que la proportion des intervalles qui ne recouvrent
pas 6 converge graduellement vers un nombre plus petit que «, lorsque le nombre de
réplications r — oo.

5.5 Sur l'interprétation des intervalles de confiance

Il est tres important de faire attention lorsqu’on interprete un intervalle de confiance.
Remarquons que

eingﬂ”g[L(Xl,...,Xn) << U(Xl,...,Xn)} >1—a,
€
est une affirmation équivalente a
Gingm{o € {L(Xl,...,Xn), U(Xy,... ,Xn)] H >1-a
€

Malgré le fait que ces deux affirmations sont équivalentes d’un point de vue mathé-
matique, la deuxiéme fagon d’écrire 'affirmation peut nous amener a une mauvaise
interprétation de ce que signifie un intervalle de confiance.

En effet, c’est l'intervalle [L, U] qui est aléatoire et non le parameétre 6. Alors
dire que « la probabilité que le parameétre tombe a I'intérieur de I'intervalle est au
moins 1 —a » est faux : le parametre ne va ou ne tombe nulle part, il est fixe! C’est
Iintervalle qui peut changer pour différentes valeurs de I’échantillon Xy, .., X,,, et
qui peut donc couvrir ou non le parametre. I faut donc dire « la probabilité que
Pintervalle couvre le paramétre 6 est au moins (1 — ) ».
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Une facon différente de clarifier la situation est de remarquer que :

Po[L(X1, ..., X,) SO S UXy,. ., X)| =

Py [ {L(X1,.... X)) <O} N{UXL,..., X,) > e}],

ou le coté droit de I'expression met I'importance sur le fait que 'affirmation s’ap-
plique aux bornes aléatoires de confiance L et U, plutdét qu’au parametre déter-
ministe §. Afin d’éviter toute confusion, c’est mieux d’écrire Py {[L, U] 3 6} que
Py {0 € [L, Ul}.

En concluant cette section, on donne deux exercices afin de montrer que la
notion de l'intervalle de confiance (et son test dual) se généralise dans plusieurs
dimensions.

— Exercice 68.

Soient X7, ..., X,, de vecteurs aléatoires dans R?, définis comme X; =
. iid iid

(Xz'h XiQ)T, ou Xlla ceny an S N(ul, 02), X12, ooog Xng s N(/LQ, 0'2), et les

{Xi1}7, sont indépendants des {X;2}7,. Supposons que o2 est connu.

On veut construire une région de confiance pour le vecteur = (g, p2) ',

c’est-a-dire un sous-ensemble aléatoire C'(X7, ..., X,) de R? tel que

P,[peC(Xy,....Xn)]>1—a, VpeR?

pour un seuil de confiance donné 1 — o, € (0,1).

1. Considérons les régions de confiance pour pu = (u1,p2)’ de la
forme :

— g = a
Cl(Xl, 000 7AXn) = {[,L c RQ : X1 — Zlfa//zﬁ < M1 < X1 —|—21,a//2ﬁ7
_ g = g
Xo — Zlfa’/Qﬁ < pe < Xo + 2170//2%}-
Trouver la valeur de o’ pour laquelle Cy (X7, ..., X,,) est une région

de confiance avec un seuil de confiance 1 — a.

2. Considérons les régions de confiance pour p de la forme :
n o, o _
Co(Xi,o o, Xn) = {m € R?: 55 (K1 — ) + (2 — 2)?) < Q-

Trouver la valeur de @ pour laquelle Cy(X7, ..., X)) est une région
de confiance pour p avec un seuil de confiance 1 — .

3. Soit X1 = —0.7, X5 = 0.6, n = 9, 02 = 1. Dessiner les régions C;
est Cy avec un seuil de confiance 95% dans le plan (u1, ug). Trouver
le rapport des aires des deux régions. Quelle région est la meilleure
en terme d’aire ?
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— Exercice 69. N

Avec la méme notation et sous les mémes suppositions que dans 1’exercice
" . iid.

précédente, soient Xi,..., X, ~ N(u,X) avec p =0 et 02 = 05 = o2

connus. Construire deux fonctions de test différents pour tester Hy : pp =

0 vs Hi : p # 0 avec seuil a € (0,1), en inversant les deux régions

précédentes.







Chapitre 6

Annexe

6.1 Compte rendu de notions probabilistes

Cette section présente un bref compte rendu de certains concepts et certaines
propriétés probabilistes qui sont utilisée dans le texte. Pour un traitement plus
détaillé, il faudrait consulter 'ouvrage de Dalang & Conus [g].

6.1.1 FEvénements

Une expérience aléatoire est un processus dont le résultat n’est pas certain. Les
résultats possibles, et leurs combinaisons, sont décrits par le formalisme de la
théorie d’ensembles. En principe, toute affirmation concernant le résultat d’une
experience aléatoire peut étre exprimée en termes d’algebre d’ensembles. C’est-a-
dire avec plus de détails :
— Tout résultat possible w d’une expérience aléatoire est appelé un événement
élémentaire.
— L’ensemble de tous les événements élémentaires ) est appelé ’ensemble
fondamental, et est supposé non vide, Q # ().
— Un événement F' C 2 est un sous-ensemble de Q. On dit que F « a été
réalisé » lorsque le résultat de I'expérience aléatoire est un élément de F'.
— L’union entre deux événements F} et Fy, écrite Fy U Fy, se réalise lorsque
Fy ou Fj se réalisent. De fagon équivalente, w € Fy U F5 si et seulement si
weF ouwe Fy,

F1UF2:{WEQSMEF10UWEF2}

— L’intersection entre deux événements Fj et Fy, écrit Fy N Fy, se réalise
lorsque F et Fy se réalisent. De fagon équivalente, w € F} N F; si et seule-
ment si w € F} and w € Fy,

FNF={weN:weF etweF}

— On peut définir des unions et des intersections de plusieurs événements,
FiU...UF, et Iy N...NF,, en utilisant les définitions précédentes itéra-
tivement.

155
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— Le complémentaire d’'un événement F', écrit F'°, contient tous les éléments
de € qui ne sont pas contenus dans F,

Fe={weN:wé¢F}

— Deux événements Fy et Fy sont dits disjoints si Fy N Fy = ().

— Une partition {F}, },>1 de Q est une collection d’événements telle que F; N
F; =0 pour tout ¢ # j, et Up>1F, = Q.

— La différence entre deux événements, F| et Fy, est définie comme Fy \ Fy =
Fy N Fy. Elle contient tous les éléments de F; qui ne sont pas contenus
dans F5. A noter que la différence entre événements n’est pas symétrique :
Fi\ Fy # F>\ 1.

— On peut montrer que :

1) (F1UF2)UF3 :FlU(FQUFg) =F,UFUF;
i) (FENEB)NF=FRN(FnNEF)=FNENE;
iii) Fy N (FyUF3)=(FyNEFy)U((FNEF;)

iV) F1 U (FQ n Fg) == (F1 U F2) N (F1 U Fg)

V) (F1 UFQ)C = Flc ﬂFQC et (Fl ﬂFQ)C = Ff UFQC

6.1.2 Azxiomes des probabilités

Une mesure de probabilité P est une fonction réelle, définie par les événements de
Q, telle qu’elle assigne a chaque événement, sa probabilité correspondante. On peut
Iinterpréter comme une mesure de notre certitude que cet événement se réalisera.
On postule que toute fonction de probabilité satisfait les conditions suivantes :

1. P(F) > 0, pour tout événement F.
2. P(Q) = 1.

3. Si{F,}n>1 sont des événements disjoints, et F' = U, >1 F, est un événement
défini comme leur union, alors

P(F) =Y P(F,).

n>1

Les propriétés suivantes découlent des axiomes énoncés :

i) P(F°) =1—P(F).

iii) P(Fy U Fy) = P(Fy) + P(Fy) — P(Fy N Fy).

iv) Soient {F,},>1 des événements emboités, de facon que F; C Fj,y; pour
tout j, et soit F' = Up>1F;, un événement défini comme leur union. Alors
P(F,) =3 P(F).

iv) Soient {F,}n>1 des événements emboités, de fagon que F; O Fjiq pour
tout j, et soit F' = Ny>1F, un événement défini come leur intersection.
Alors P(F,) "=53° P(F).

v) SiQ ={wi,...,wk}, K < 0o, est un ensemble fini, alors pout tout événement

FCQonaP(F)=53, crPw))
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6.1.3 Probabilité conditionnelle et indépendance

Supposons que nous ne connaissons pas I’événement élémentaire précis w € Q qui
a été réalisé, mais que nous avons l'information que w € F5 pour un événement F5.
Si nous devons calculer la probabilité que w € F} aussi, pour un autre événement
F1, il faut définir la notion de probabilité conditionnelle de F; sachant F5.
— Pour toute paire d’événements F, F5 telle que P(F») > 0, nous définissons
la probabilité conditionnelle de F; sachant F5 comme

P(F, N F)

P(F1|F2) = P(Fg)

— Soient G un événement et {F, },>1 une partition de Q telle que P(F,,) > 0
pour tout n. Nous avons :
— Loi des probabilités totales :

P(G) =Y P(G|F,)P(F,)
n=1
— Théoreme de Bayes :
P(F; N G) P(G|F;)P(F;)

P(F}|G) = P(G) S, P(G|F,)P(F,)

— Les événements {G,, },,>1 sont dits indépendants si et seulement si
]P)(Gil Nn---N GzK) = P(G“) X ]P)(GZQ) X ... X P(G2K>

pour toute sous-collection finie {G;,,..., G, }, K < 0.

6.1.4 Variables aléatoires et fonctions de répartition

Une variable aléatoire est, tout simplement, une sommaire numérique du résultat
d’une expérience aléatoire. Comme le résultat lui-méme est aléatoire, le sommaire
I’est aussi. Elle nous permet de ne pas nous inquiéter de la structure précise de
w € €, et de se concentrer sur son aspect quantitative qui nous intéresse.

— Une variable aléatoire est une fonction réelle X : Q — R.

— Nous écrivons {a < X < b} pour noter ’événement

{weN:a<X(w)<b}.
En général, si A C R nous écrivons
{XeAl={we: X(w) € A}

— Si nous avons déja défini une mesure de probabilité pour les événements
de €2, alors X induit une nouvelle mesure de probabilité pour des sous-
ensembles de R. Celle-ci est décrite par la fonction de répartition Fx : R —
[0,1] de la variable aléatoire X (ou la loi de X). Elle est définie comme

Fx(z) =P(X < z).
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Les propriétés suivantes découlent de cette définition :
i) z<y = Fx(z) < Fx(y).
il) limgeo Fix(z) =1, limg— o Fx(x) =0.
iii) limy, Fx(y) = Fx(x), c’est-a-dire, Fx est continue a droite.
iv) limys, Fix (y) existe, c’est-a-dire, Fx est limitée & gauche.
v) (On combine les deux derniéres propriétés en disant simplement que Fx
est « cadlag »).
vi) Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a).
vii) P(X >a) =1— F(a).
viii) Soit Dy := {x € R: Fx(x)—limy, Fx(y) > 0} I'ensemble des points
ou F'x n’est pas continue :
— Dx est dénombrable (lemme , p. )
- SiP({X € Dr}) =1 alors X est dite une variable aléatoire discréte
(de facon équivalente, I'image de X est finie ou dénombrable, avec
probabilité 1).
— Si Dy = 0 alors X est dite une variable aléatoire continue, car Fx
est continue.
— Il est possible qu'une variable aléatoire ne soit ni continue, ni dis-
crete.

6.1.5 Fonction de densité de probabilité et fonction de fréquence

— La fonction de fréquence (ou fonction de masse) fx : R — [0,1] d’une
variable aléatoire discréte X est définie comme

fx(@) = B(X = ).
Par sa définition, elle satisfait :
i) P(X€A)=>cany fx(t),pour ACRet X = {x € R: fx(z) > 0}.
i) Fx(2) = 3 ic(ooujnx fx(t), pour tout v € Ret X = {z € R: fx(z) >
0}.
iii) Un corollaire immédiat est que Fx (x) est une fonction en escalier avec
des sauts aux éléments de X = {z € R: fx(z) > 0}.
— Une variable aléatoire X posséde une fonction de densité fx : R — [0, +00)
si

b
Fx(b)fo(a):/ fx(t)dt

pour toute paire de nombres réels a < b. Par définition, la fonction de

densité satisfait

1) Fx(l’) =S ffoo fx(t)dx

ii) fx(x) = F%(x), quand fx est continue au point .

ili) A noter que fx(z) # P(X = ) = 0. En fait, il est possible que f(z) > 1
pour certains z. La densité f n’est méme pas garantie d’étre bornée, en
général.

6.1.6 Vecteurs aléatoires et lois conjointes

Un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xy) " est un vecteur dont les coordonnées sont
des variables aléatoires. On considere cette collection de variables aléatoires comme
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un vecteur car on veut donner des affirmations probabilistes sur le comportement
conjoint de toutes les variables X7, ..., X4, et non pas seulement sur chaque variable
séparément. Dans ce cas, il est nécessaire de définir la notion d’une fonction de
répartition conjointe (ainsi que les notions de la densité ou la fréquence conjointe) :
— La fonction de répartition conjointe d'un vecteur aléatoire X = (X1,..., Xg) "
est définie comme :

Fx(xl,...,l‘d) :P(Xl S x17...,Xd S .’I,‘d).

— Nous définissons aussi :
— la fonction de fréquence conjointe, si toutes les {X;}%¢_; sont discrétes,

fx(xy, .. xq) = P(Xy = 21,...,Xqg = z4q).

— la fonction de densité conjointe, s'il existe fx : R? — [0, +00) :

T xrq
Fx(xl,...,md):/ / fx(uy, ... ug)duy ... dug

Dans ce cas, si fx est continue au point x, alors

8d
T1,y..,2q) = ——Fx(21,...,2q).
Px( ) 0xy...0x4 x (@ a)
6.1.7 Lois marginales
Etant donnée la loi d'un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X4)", nous pouvons

toujours isoler la loi d’'une coordonnée spécifique, X;.
— Dans le cas discret, la fréquence marginale de X; est donnée par fx, : R —
[0, 4+00) :

in (ml) =

IP Z ZZ fo J,‘l,...,l‘i_l,l‘i,l‘i_i_l,...,md).

Ti—1 Tit1

— Dans le cas continu, la densité marginale de X; est donnée par fx, : R —
[0, +00) :

o0 o0
Ixi(xi) =/ / Ix (Wi, Yo, T, Vi1 - - Ya)dyr - - - dyi—1dyip1dyg.
— 00 — 00

— En général, nous pouvons définir la fréquence/densité conjointe d’un vecteur
aléatoire construit a partir d’'un sous ensemble des coordonnées de X =
(X1,...,X4)", par exemple les premiéres k (ot k < d)

— Dans le cas discret :

le,A.ka('/Ela"'? Z fo xl)"'7xk7xk+1)"'axd>'

Tk+1

— Dans le cas continu :

X :Z?l,.. =

+ oo +oo
/ / 1’1,.. sy Lhy Lh41y -+« d)d.’EkJrl dxd
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— En d’autres termes, afin de trouver la fréquence/densité marginale d’une
sous-collection de variables, il suffit de sommer /intégrer la fréquence/densité
conjointe par rapport au reste de variables.

— A noter que les lois marginales ne suffisent pas pour préciser la loi conjointe
de fagon unique.

6.1.8 Lois conditionnelles

Comme nous l'avons fait avec des événements, nous voulons pouvoir donner des
affirmations probabilistes sur la réalisation d’une variable aléatoire, sachant la
valeur prise par une autre. Pour faire cela, il est nécessaire de définir les notions
d’une fréquence conditionnelle et d’une densité conditionnelle. Si (X7, ..., X4) est
un vecteur aléatoire continu/discret, alors la densité/fréquence conditionnelle de
(X1, ..., Xi) sachant que {Xyy1 = Tgy1,..., Xg = 24} est définie par

Ixu, X (X1, T, Ty, -, Ta)
ka+1;~~~7Xd ($k+17 sy xd)

IX0 e X Xt s Xa (T oy T | Thg 1, oo, Ta) =

lorsque ka+1,~~~7Xd (Tk+1,---,24) > 0. Les fonctions de répartition conditionnelles
correspondantes sont :
— Dans le cas discret :

Fxy o X Xt Xa (T1 oy TR Tg 15 05 Ta) =

Z Z le’m’Xk‘XkHw’Xd(ul,...,uk\karl,...,xd).

u1 <T1 up <wg

— Dans le cas continu :

Fxy o X Xt Xa (T1y ooy T[Ty 15 0y Ta) =

/ / fX1 Xk | Xkt 1sene (u17...7uk|xk+1,...,md)dul...duk.

Variables aléatoires indépendantes

Les variables aléatoires X1, ..., X4 sont dites indépendantes si et seulement si pour
tous x1,...,2q € R

Fle--de(xl? e ,Z‘d) = FXl(ajl) X ... X FXd(.Id).
De facon équivalente, X1, ..., Xy sont indépendantes si et seulement si pour tous
T1,...,2x4 €R

Ixioxg (@1, ma) = fxy (1) X oo X fx,(Ta).

A noter que lorsque 'on traite de variables indépendantes, alors les lois condi-
tionnelles coincident avec les lois marginales. Intuitivement, savoir la valeur d’une
variable aléatoire ne nous dit rien sur la distribution des autres.
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6.1.9 Espérance, variance, covariance

L’espérance d’une variable aléatoire X formalise la notion de la valeur « moyenne »
prise par cette variable aléatoire (dans un sens, c’est la valeur typique, la valeur
qu’on espére observer). Elle est définie comme suit :

— Dans le cas continu :

—+o0
E[X] = / x fx(x)dx
— Dans le cas discret :

E[X] = Z:fo(sc), X ={zeR: fx(z) > 0}.

zeX

L’espérance satisfait les propriétés suivantes :
i) Linéarité : E[X; 4+ aXs] = E[X;] + o E[X3].
ii) E[h(z)] = >, cx h(z)fx(2) (cas discret)

ou
Elh(z)] = fjof h(z)f(z)dr (cas continu).

La variance d’une variable aléatoire X décrit le niveau de dispersion des réalisations

de X autour de son espérance

Var(X) =E [(X — E(X))?] (si E[X?] < 00).

La covariance entre une variable aléatoire X; et une autre variable aléatoire Xo
exprime le degré de dépendance linéaire entre les deux variables

Cov(X1, X2) = E[(X; — E(X1)) (X2 — E(X>))] (si E[X?] < 00).
La corrélation entre X; et X5 est définie comme

COV(X]_, Xg)
V/Var(X,) Var(Xs)

Corr(X1, X3) =

Elle exprime elle aussi le degré de dépendance linéaire. Mais elle a I’avantage d’étre
invariable par rapport & des changements d’échelle (par exemple, par utilisation
d’autres unités de mesure), donc elle peut étre interprétée en termes absolus (elle
prend des valeurs dans [—1, 1]). Ceci provient de I'inégalité de corrélation (qui est
en fait une application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz) :

|Corr(X1, X5)| < /Var(X;) Var(Xs).

Voici quelques formules utiles concernant 1’espérance, la variance, et la covariance :
i) Var(X) = E[X?] — (E[X])? = Cov(X, X)
ii) Var(aX +b) = a? Var(X )
iii) Var(d, X;) = >, Var(X
iV) COV(Xl,XQ) E[X:[XQ T&E
v) Cov(aX; + bX,,Y) = aCov(Xl, Y)+ bCov(Xg7 Y)
vi) si E[X?] + E[X3] < oo, alors les déclarations suivantes sont équivalentes :

a) E[X1X2} = E[Xl} IE[XQ]

Cov(X;, X;)
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b) COV(Xth) =0

c) Var(X; + X5) = Var(X;) + Var(X3)

L’indépendance entre X; et X5 est une condition suffisante pour obtenir les
trois dernieres propriétés. Par contre, 'indépendance entre X; et X5 n’est
pas une condition nécessaire.

6.2 Formule de Taylor-Lagrange et théoreme
de la fonction inverse

Nous utiliserons souvent les deux théorémes_classiques suivants. Voir Rudin [21]
(chapitre 5 et chapitre 9) pour leurs preuvesﬂ.

Théoréme 6.1 (Formule de Taylor-Lagrange). Soit h(z) : R — R une
fonction k-fois continiment dérivable sur 'intervalle fermé I avec bornes z et
y, pour k > 0. Si f(*+1) existe & V'intérieur de I, alors il existe ¢ € (0,1) tel
que

" (k)
M@) = hy) + K@)~ ) + @y b+ gy
A (e) ;
Fri) & w)"™

ou =tx+(1-1t)y.

Théoréme 6.2 (Théoréme de la fonction inverse). Soit h(z) : R — R
une fonction contintiment dérivable, avec une dérivée différente de zéro au
point x, € R. Alors, il existe un € > 0 tel que h~! existe et est continfiment
dérivable sur (h(xg) — €, h(zo) + €). De plus, (h=1) (y) = [/ (A~ (y))] ! pour
ly — h(zo)| < e.

6.3 Deux inégalités de concentration

Lemme 6.3 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire non né-
gative, alors pour n’importe quel € > 0, on a

E[X]

PX > ¢ <
€

1. Une preuve élémentaire du théoréme de la fonction inverse dans une dimension (nous
n’utilisons que ce cas dans ce texte) peut étre aussi trouvée dans Corwin & Szczarba [§, ch. 9].
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Démonstration. Noter que 0 < e1{X > e} < X. Ainsi, E[e1{X > €}] < E[X].
Mais

Elel{X > e}] = €E[1{X > e}|] =€(1-P[X > €] + 0 -P[X < ¢]) = eP[X > €].

En combinant ces deux résultas, nous obtenons le résultat recherché. O

Lemme 6.4 (Inégalité de Chebyshev). Soit X une variable aléatoire de
moyenne finie E[X] < co. Alors, pour n’importe quel € > 0, on a

Var[X]

P[|X — E[X]| > ] <

Démonstration. Définir Y = (X — E[X])? et appliquer I'inégalité de de Markov a
Y.
O

6.4 Croissance et Covariance

Lemme 6.5 (Covariance de X et g(X)). Soit X une variable aléatoire
réelle avec E[X?] < oo. Soit g : R — R une fonction non décroissante telle
que E[g%(X)] < oo, alors on a

Cov[X, g(X)] > 0.

Démonstration. Par la définition de la covariance, on obtient :
CovX,g(x)] = E{(X —u)(g(x) - Elg(x)])}
= B{ (X = 1) (9(X) ~ g(n) + 9(u) ~ Elg(X)]) }
E{(X - 1) (9(X) = 9() } + B{ (X = 1) (9(w) — Elg(x)]) }.

=0

Puisque g est non décroissante, nous avons que si X > pu, alors g(X) > g(u). Par
contre, si X < p, alors g(X) < g(p). Ainsi

(X = w)(9(X) —g(n) =0,

ce qui complete la preuve. O

6.5 Quantiles

Rappelons que, pour une variable aléatoire X prenant des valeurs dans R, nous
définissons sa fonction de répartition de la fagcon suivante :

inR%[O,l},
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Fx(z) =P[X <z, z € R.

En termes simples, nous pouvons voir la fonction de répartition comme étant la
réponse a la question : étant donné un nombre réel = € R, quelle est la probabilité
P[X < z] que X soit plus petit ou égal & = ? Nous pouvons aussi poser la question
opposée :

Etant donnée une probabilité o € (0,1), quel est le nombre réel x

tel que PIX <z]=a? (6.1)

Cette question implique la définition de la fonction des quantiles.

Définition 6.6 (Fonction quantile et quantiles). Soit X une variable
aléatoire et F'x sa fonction de répartition. Nous définissons la fonction quan-
tile de X comme étant la fonction

Fy:(0,1) =R
Fi(a) =inf{t e R: Fx(t) > a}.
Pour une valeur de « € (0,1) donnée, nous appelons le nombre réel

do = Fy (@)

le a-quantile de X (ou, de fagon équivalente, de Fly).

Rappelons que par définition, Fx est toujours non décroissante. Il y a donc deux
possibilités :
A) Fx est en fait continue et strictement croissantel. Alors F 'x est inversible,
et nous avons

Fy(a)=Fx'(a), Vae(0,1).

Dans ce cas, notre question (@) a une unique réponse, et I'interprétation
est tres simple.
B) Fx est non décroissante, mais pas strictement croissanteE. Il y a alors deux

possibilités :

B1) 1l peut y avoir plusieurs nombres réels satisfaisant Fx(z) = « (par
exemple, considérons X une variable aléatoire de Bernoulli Bern(p) et
a = 1—p, dans ce cas n’importe quel z € (0, 1) satisfait Fx(x) =1—p =
). Dans ce cas, Fix'(a) est un ensemble et non un seul nombre réel,

Fi'(a) ={z € R: Fx(z) = a}.

2. Ceci est le cas si X est continue avec une densité satisfaisant fx (z) > 0 Vz € R.

3. Pour des modéles réguliers, ceci arrive si X est discréte (alors Fx est une fonction en
escalier) ou lorsque X est continue, mais qu’il existe au moins un intervalle I tel que fx (z) =0,
vV € I.
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0 o —
Fy (@) v
(a) Quantile pour le scénario A).
1p—_——t———t——————— L L e i -]
Fx(z) Fx (-7«>
(&3 = > >
1 —pt L-pr
0 o 0 —
0= Fyi-p z 0 1= Fya) =@
(b) Quantile pour le scénario B1). (c) Quantile pour le scénario B2).

FIGURE 6.1 — Evaluation de la fonction quantile pour les scénarios A), B1), et B2). Afin
de trouver q,, il suffit de suivre les fleches noires.

Lequel de ces nombres devrions-nous donc choisir afin de répondre a la
question (6.1) ? Le choix le plus approprié, d’un point de vue mathé-
matiquel, s’avere étre I'infimum de I'ensemble £y 1(oz). Puisque F'x est
continue & droite (car c’est une fonction de répartition) I'infimum de cet
ensemble est égal & F'y ().
B2) Il se peut qu’il n’existe pas de nombre réel z tel que Fx (x) = « (c’est le
cas par exemple lorsque X une variable aléatoire de Bernoulli Bern(p)
et que l'on considére un certain a € (1 —p,1)). Dans ce cas, la question
(@) n’a pas de réponse. Nous allons donc considérer la premiere fois
que Fx(x) « passe au-dessus » de «, cette valeur est donnée encore une
fois par F'y (o).

Afin de clarifier les choses, qui peuvent sembler compliquées & premiére vue, la
figure illustre le « calcul » des quantiles pour les trois situations discutées
précédemment.

4. Ceci est dii au fait qu’avec cette définition, on a F(X) > a <= X > F~1(a), qui est
utile dans la génération de variables aléatoires, voir exercice [L1] (p. R7).
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— Exercice 70. N

Soit X ~ Exp(A) ou A > 0. Montrer que le a—quantile de X est donné
par

Ga = Fx(a) = —log(1 — a)/A,
pour 0 < o < 1.

\. J

,—[Exercice 71 (Les fonctions quantiles déterminent les distributions).]—

Soient X et Y des variables aléatoires quelconques avec des fonctions de
répartition F'x et Fy. Supposons que F'y (o) = Fy, (o) pour tout @ € (0,1).
Montrer que Fx = Fy.

6.6 Fonctions génératrices des moments

La fonction génératrice des moments est un outil pratique en théorie de la probabi-
lité, qui peut souvent nous aider a prouver l’indépendance de variables aléatoires,
ou bien & déterminer leurs moments (d’ott son nom).

Définition 6.7 (Fonction génératrice des moments). Soit X une variable
aléatoire prenant des valeurs dans R. La fonction génératrice des moments
(FGM) de X est définie comme

Mx(t) R—)RU{OO},

Mx(t) = E[etX], teR.

Notons que Mx (0) est toujours égal & 1, il existe donc au moins un ¢ € R pour
lequel Mx(t) < co. Lorsque Mx (t) est fini sur un voisinage ouvert de zéro, alors
tous les moments de X sont définis et ils peuvent étre déterminés en évaluant les
dérivées de Mx en zéro.

Proposition 6.8 (Moments via la FGM). Soit X une variable aléatoire
prenant des valeurs dans R, et soit I un interval ouvert tel que Mx(t) < oo
pour tout t € I. Alors

1. E[|X|*e!¥] < oo pour tout k € N et tout t € I.

2. Pour tout t € I, la fonction Mx est dérivable k fois, pour tout £ € N
(donc infiniment dérivable sur I).
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3. Pour tout k € N et tout t € I, E[XFe!X] = %(t).

4. Si {0} C I, alors E[| X |*] < oo et E[X*] = d’;%x (0), pour tout k € N.

Démonstration. Montrons tout d’abord la partie 1. Fixons ¢t € I et k € N. Il
existe 0 > 0 tel que [ty — d,tp + ] C I. La fonction exponentielle étant croissante,
on a

| X |FetoX = XFeloX1{X >0} + (—X)*e¥1{X < 0}
= (o)X, S(X)1{X > 0} + elo=%y, 5(—X)1{X < 0},

ol ugs : [0,00) — [0,00) est donnée par
ug 5(r) = ¥ exp(—dz), k>0, >0, z>0.

Il est aisé de voir que Cy s = sup,>g u,s(z) < 0o, puisque I'exponentielle décroit
plus vite que n’importe quel polynéme. Explicitement,

. >0 z< &
uh s(z) = 2" e % (k — Sx 4
L o(0) TN

de sorte que uy s atteint son maximum a z = k/§. On conclut que

E|X [FetoX < O sEetIX1{X > 0} 4 O sEe0 =X 1{X < 0}
< C]wsMx(to + (5) + Ck,(;Mx(to + (5) < 00.

Notons que ty est arbitraire, la partie 1 est donc démontrée.

Afin de montrer les parties 2 et 3, on procéde par récurrence. L’énoncé est
évident pour k = 0. En supposant qu’il est vrai (pour tout ¢t € I) pour k — 1, on
va le démontrer pour k, ou k > 1.

Fixons tg € I. Il faut montrer que

_ _ k-1 k—1
oy EXPIEY S EXRLeX MV () - MY (1)
t—to t—to t—to t —to

=EX"eX. (6.2)

Toutes les espérances dans cette équation sont finies, d’apres la partie 1.
En appliquant la formule de Taylor-Lagrange (théoréme B.1, p. ) & la fonc-
tion h,(t) = ¥~ le! (olt x est vu comme une constante), on obtient

XFletX _ xk—LetoX o (8) — hx(to)

- = Wy (&) = XFetX, —to| < |t—tol.
t—to t—to x (&) e [§—to| < [t—to]

Notons que puisque £ dépend de t et de X, c’est en effet une variable aléatoire.
De méme,

Xh—1ptX _ xk—1gtoX

t—1tp

— XFetoX — xketX _ xhotoX — Xk+1e£/X(§ —to),

€7 — tol < [€—tol-
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Il faut donc montrer que ’espérence du membre a droite tend vers zéro lorsque
t — to. Puisque |€ — to| < |t — to|, il suffit de borner EX*+1e¢' X indépendamment
de t. Soit & > 0 tel que [ty — 26,t0 + 28] C I. On peut supposer sans perte de
généralité que |t —tg| < §. Il s’en suit que to — § < & < ¢y + & et on peut utiliser le
méme astuce qu’avant :
| X|FHes X = xFH1EX (X > 0} + (- X)FH 18 X 1{X < 0}
< XFHLtotX 10X > 0} 4 (—X)FHLeto=dX (X < 0}
= et t20) Xy, 1 s(X){X > 0} + 020Xy, 1 5(—X)1{X < 0}.

On déduit que
]E|X|k+1€5,X < Chrg1,6Mx (to + 20) + Crp1,6 Mx (to — 25) < o0,
car to£20 € I et Ciy1,6 < 00. Ainsi

E kaletX _ kaletOX B XketoX
t—to

SCk-_f_l,(;[Mx(to—FQ(S)+Mx(t0—25)]‘t—to| — 0, t—tp.

Par conséquent ’équation (@) est vraie (car le membre & droite de (@) est finil),
ce qui dit précisément que

MP (1)) = EXFeoX vy e .

La récurrence est donc achevée. Pour terminer la preuve, observons que quand
{0} C I, la partie 4 découle diréctement des parties 1 et 3. O

Une autre propriété importante de la FGM est que lorsque Mx existe sur un
intervalle ouvert contenant zéro, alors elle détermine de fagon unique la distribution
de X :

Proposition 6.9 (Propriété de caractérisation de la FGM). Soient X
et Y deux variables aléatoires prenant des valeurs dans R, et soient F'x et Fy
leurs fonctions de répartition respectives. Soient Mx, My : R — R leurs fonc-
tions génératrices de moments. S’il existe un intervalle ouvert I contenant
zéro, tel que Mx(t) < oo et My (t) < oo pour tout ¢ € I, alors

Fx =Fy < Mx = My.

Nous n’allons pas prouver le théoreme dans la généralité de son énoncé, car ceci
requiert soit des notions liées a la transformée de Laplace, soit des notions liées a la
fonction caractéristique (voir, par exemple, Billingsley [2, Sec. 30]). Nous donnons
ci-dessous une preuve dans le cas spécial ou les variables aléatoires concernées sont
non négatives (suivant un argument de Dalang & Conus [§]). Cette version spéciale
du théoreme suffit, en fait, pour les cas ou on 'utilise dans ce texte.
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Démonstration de la proposition , supposant X, Y > 0. Nous traitons d’abord
le cas de variables aléatoires continues, et nous nous concentrons sur la variable
X > 0. Puisque X > 0, sa fonction génératrice de moments satisfait Mx (t) < 1
pour tout ¢ < 0. Alors, notre supposition implique qu’il existe un § > 0 tel que
Mx (t) < oo pour tout ¢t < 4. Par la proposition .8, nous savons, donc, que dtk MX
existe pour tout k et tout ¢ < 4. Notre stratégie sera d’exprimer Fx comme une
fonction de Mx. En particulier, définissons la fonction Gx(t,z) : [0,00)> — R
comme
<tk dF My
Gxlt) = 3 g (-0

ou |z] est 'entier le plus grand qui est inférieur de z. Nous allons montrer que
pour tout xz > 0,

li =F
tiglo Gx(t,l‘) X(x)’
Fixons x > 0. D’apres la proposition @, nous avons que pour tout k > 0

dk:

wa(t) =E[X*eX] = /00 z*e' fy (x)da
0

ol la derniére intégrale est sur [0, c0) parce que X > 0. Il s’ensuit que G peut étre
écrite comme

Ltacj oo oo \_txj
Gx(t,xz)= / yFe M fx (y )dy—/ Zk'y e W | fx(y)dy,
0

=¥t (‘Lvy)

ot ¢y (z,y) = P[W,,, < tz] pour W, ~ Poisson(ty). Par conséquent, quand y > z,

linégalité de Chebyshev (lemme (.4, p. ) implique que

0<wpi(z,y) = PW,;, <ta] =PW,, —ty < t(z—y)]
< P[Wiy, —tyl > t(y — 2)]
< Var[W;,| y

2y —2)?  ty—2)*

De facon similaire, dans le cas y < x, nous avons

0<1—yz,y) = PW,,>tz] =P[W,, —ty >tz —y)]
< PWiy —ty[ >tz —y)]
< Var[W,,] _ Y

2z —y)? tr—-y)?

Soit € > 0. Choisissons h > 0 telle que Fx(x + h) — Fx(x) < €/3 et Fx(x) —
Fx(x—h) < ¢/3 (un tel choix est possible grace a la continuité de F'x). Maintenant
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choisissons ¢ > 0 tel que ¢ > 6x/eh?. Nous avons

400 x
Gx(t.z) — Fx()] = / o) fx (y)dy — / fx<y>dy]

x

/ e - DI+ [ Galey) - Dfxdy

—h

o0

z+h
+/ %(%y)fx(y)der/ oi(w,y) fx (y)dy

+h

IN

x—h x
/ lor () — 11 fx (v)dy + / lor(a) — 11 fx (v)dy
0 x—h

o0

x+h
+ [ lamalixwids+ [ ool fx
x x+h
Nous allons borner chaque terme & droite séparément (si x = 0, on n’a qu’a traiter
les deux derniéres intégrales). Notons que

z—h 1 z—h y
| et -t < G [ iy

x—h [*h x—h
R dy <
| Py <

par notre calcul précédent. De fagon similaire,

> x+h
/ lot (2, y)| fx (y)dy < e
x+h

De plus, |pi(z,y) — 1] <1 et |@e(x,y)| < 1 pour tout x,y > 0, et donc

/x \sot<x,y)—1|fx<y>dyg/z Fx(y)dy = Fx(x) - Fx(x—h)
x—h rz—h

et x+h z+h
/ e ()l Fx () dy < / fx(y)dy = Fx(z + h) — Fx(a).

Nous avons démontré que pour tout t > 6%,
x—h
|Gx(t,r) — Fx(z)] < -zt [Fx(z) — Fx(x — h)] + [Fx(x + h) — Fx(z)]
x+h
th?
2x
= LFk(x)—ka(x—-hﬂ'+[FX($4—h)—&FX($”‘%ZB§
_ e Ll
- 3733

En d’autres termes, nous avons démontré que pour tout € > 0, et tout ¢ suffisament
grand, nous avons |Gx (t,z) — Fx(x)| < ¢, c’est-a-dire lim;_,, Gx (¢, 2) = Fx(x).
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Les mémes arguments montrent que lim; oo Gy (t,x) = Fy(x), ou Gy (t,x) est
définie de facon analogue que Gx (t,z). Mais Gx = Gy car Mx = My, ce qui
montre que F'x = Fy et termine la preuve pour le cas ou X, Y sont continues. Dans
le cas discret, nous suivons les mémes étapes, mais nous remplacons les intégrales
par des sommes, et nous montrons que lim;_, o, Gx (¢,2) = Fx(x) pour tout point
de continuité x de Fx(x). Pour les points de discontinuité, nous utilisons le fait
que Fx est continue a droite. ([

Le prochain lemme est utile lorsqu’on tente d’établir la loi d’une somme de
variables indépendantes.

Lemme 6.10 (Somme de FGMs). Soient X et Y deux variables aléatoires
indépendantes, prenant des valeurs dans R et soit Z = X +Y. Si Mx(t) < oo
et My (t) < oo pour tout ¢ dans un intervalle ouvert I, alors Mz(t) < oo

lorsque t € I et
Mz (t) = Mx (t) My (¢).

Démonstration. L’indépendance de X et Y nous permet d’écrire
00 > Mx (t)My (t) = E[e'X|E[e'Y] = E[e!* Y] = Elexp{t(X + Y)}] = Mz(t),
tel
O
6.7 Théoremes d’application continue et de Slutsky

Afin de démontrer ces deux résultats, nous énoncons et prouvons d’abord deux
faits concernant les fonctions de répartition et leur convergence.

Lemme 6.11. Soit F' une fonction de répartition. Alors les points de discon-
tinuité de F' sont dénombrables.

Démonstration. Soit Dr ’ensemble de points de discontinuité de F. Pour tout
x € Dp,on a

lim F(x — €) < lim F(z + ¢)
el0 el0

car F' est non décroissante. Il s’ensuit qu’il existe un rationnel ¢(z) tel que

ling(x—e) < q(x) <].1ng(.%'+6), Vz € Dp.

De plus, lorsque x; < x2 (et alors zo = x1 + §, pour quelque 6 > 0), le fait que F'
est non décroissante implique que

q(z1) < leig)lF(xl +e) < F(z1+9/2) = F(x2—9/2) < leig)lF(x—e) < q(z2).

Nous avons donc construit une injection q : Dp — Q, et alors D est dénombrable.
|
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Lemme 6.12. Pour des variables aléatoires X, X1, Xo,..., les affirmations
suivantes sont équivalentes

1. X, %X,
2. Pour chaque fermé C C R,

limsupP(X,, € C) < P(X € C).

n—oo

Démonstration. Si 2. est vraie, alors pour C7 = (—00,a] et Co = [a,0), on a

P(X <a)=1-P(X >a) <1-limsupP(X, > a)=liminfP(X, < a)

n—oo n— oo

<liminfP(X,, < a) <limsupP(X, <a) <P(X < a).

n—00 n—00

Si la fonction de répartition de X est continue au point a, alors P(X < a) = P(X <
a) et donc P(X,, <a) = P(X < a). Ainsi on a établi X, 4 X.

Pour le réciproque, supposons tout d’abord que C' = [a,b], ot —co < a < b <
oo. Il existe des suites 0 < ¢ \( 0, 0 < d; N\, O telles que F(z) = P(X < z) est
continue aux points a — dx et b+ €, pour tout k (lemme). Par conséquent, on
a:

limsupP(X,, € C) < limsupP(a — 3 < X, <b+¢)

n—0o0 n— oo

= limsupP(X, <b+e) —P(X,, <a—dg)

n— oo

= PX<b+e)—PX<a—0)=Pla—0 <X <b+e).

En laissant k& — oo et en utilisant la continuité de la probabilité pour des suites
d’événements emboités,

limsupP(X, € C) < lim Pla—3d < X <b+¢€x)
n—oo k—o0
= P(n{a5k<X§b+6k}>]P’(X€C’).
k=1
Sia = —o00 ou b = oo, 'affirmation est vraie par un argument analogue. Ainsi 2.

est vraie quand C est un intervalle.

Si € = UCy est une union disjointe (dénombrable) d’intervalles fermés (po-
tentiellement infinis), alors griace a la sous-additivité de la limite supérieure, on
a:

limsupP(X, € C) = limsupZP(Xn €Cy) < ZlimsupIF’(Xn € Cy)

< i]P’(X eCr)=P(X e0).
k=1
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Supposons maintenant que C' = NCY, ot chaque Cf est une union disjointe (dé-
nombrable) d’intervalles fermés, et Ck1 C C) pour tout k. Alors comme dans la
premiere partie de la preuve,

limsupP(X, € C) < limsupP(X,, € C},) <P(X € C) - P(X € C), k — oc.
n—oo n—roo
11 suffit donc de montrer que chaque fermé C' C R peut s’écrire sous cette forme.
Pour chaque k divisons R en intervalles fermés de longueur 2%, c’est-a-dire
IJ(»k) = 27F[4, j +1]. Soit Cy I'union des intervalles dont I'intersection avec C n’est

pas vide :
_ (k)
.= Y v
JELI NCHD

Il est clair que C} est une union dénombrable d’intervalles fermés et que Cy D C.
Six ¢ C, il existe un intervalle I disjoint de C' et qui contient x. Pour k tel que
27k < m(1)/2, il en découle que = ¢ Ci. On peut conclure que C' = NCy. Le fait
que CY est fermé découle d’un raisonnement semblable, mais on peut argumenter
difféeremment : soit une suite x,, € C} qui converge vers x. Alors il existe un M
tel que la suite est dans Cy N [—M, M]. Ce dernier est fermé, car c’est une union
finie d’intervalles fermés. Ainsi x € Cy, N [—M, M] et donc Cy, est fermé.

Il reste a montrer que Ciy1 € Cg. Soit x € Cgy1. 1l existe 5 € Z tel que

x € I;Hl) C Ck41.- Or, Ij(kﬂ) C I@zy donc ce dernier a une intersection non

vide avec C. Ainsi z € Ef/)2 | C C%, ce qui acheve la preuve. O

Démonstration du théoréeme d’application continue (théoréme - @) Il s’en-
suit du lemme - qu’il suffit de montrer que X, 4 x implique hm sup Plg(X,) €

C] < P[g(X) € C] pour tout ensemble fermé C' C R. A cet effet smt C CRun
ensemble fermé, soit

A={zeR:g(z) € C},

et soit A la fermeture de A. Si D, est 'ensemble des points de discontinuité de g,
nous pouvons écrire

A={AnD,}U{AND;} CD,U{AND;}.

Size AN Dy, alors il existe une suite {z} C A telle que limy_, oz =  (par

définition de la fermeture, A). De plus, nous avons g(z) = limy_so g(z1) € C,

parce que x € Dg. Par conséquent z € A, et nous avons établi que AN Dy C A.
En résumé, nous avons

ACAUD,. (6.3)
Nous allons maintenant exploiter cette inclusion afin d’écrire

Plg(X,) € C] =P[X,, € A] <P[X,, € A].
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Or,

limsup P[X,, € A]

n—oo

P[X € 4] [car X, % X, et en utilisant le lemme ]

PIX € AUD,  [par (b.d)]
P[X € A] + P[X € D]
—

=0

IN N IA

Plg(X) € C].
Il s’ensuit que limsup P[g(X,,) € C] < P[g(X) € C] et notre preuve est complete.

n—oo
|

Démonstration du théoréme de Slutsky (théoréme , P. @) Pour la premiere
partie, supposons que X, LX et Y, & c. Nous pouvons prendre ¢ = 0, sans
perte de généralité. Soit x un point de continuité de Fx. Nous avons
PX, +Y,<z] = PX,+Y, <z|V,]<e+PX, +Y, <z,[Y,] > ¢
< PX, <z+¢+P|Y,] > ¢

parce que { X, +Y, < z&|Y,| < €} implique que {X,, < x+¢€}. De facon similaire,
nous obtenons 'inégalité

PX, <z —¢ <PX,+Y, <z]+P[|Y,] > €.
Apres un peu de réarrangement, nous avons
PX, <z —¢ -P|Y,]| > ¢ <PX,+Y, <z <PX, <x+¢e +P[|Y,] > ¢
lim PX, <z—¢—-0< lim P[X, +Y, <z] < lim PX, <z+¢+0.

n—oo n—oo n— oo

Le lemme garantit ’existence d’une suite 0 < € | 0 telle que = + €; est un
point de continuité, pour tout k. En remplacant € par ¢, nous obtenons

Fx(x—ek) < lim ]P)[Xn +Y, < {L‘] < Fx(x—i—ek).
n—oo

Comme x est un point de continuité de F'x, en laissant k& — oo nous établissons
que X, +Y, i> X.

Afin de démontrer la deuxiéme partie, définissons Z,, = Y,, — ¢, et observons
que nos suppositions impliquent que Z,, 20. Par conséquence, si on peut montrer

que X, Z, & 0, la conclusion suivra de la premiere partie du théoreme, qui est
déja établie. Soit € > 0 et M}, T 0o une suite de nombres positifs telle que e M}, est
un point de continuité de Fjx| pour tout k& (un tel choix est faisable & cause du

lemme . Notons aussi que | X,,| 4 | X| par le théoréme d’application continue
(théoréme , p- b3). En combinant ces ingrédients, nous avons :

P[‘ann| > 6] < P[‘XnZn| > € |Zn‘ < 1/Mk] + P[|Zn| > I/Mk]
< IP)HXTL| > eMk] + P[‘Zn| > 1/Mk]
< 1-P[|X,| < eMi]+P[|Z,] > 1/Mjg]
<

— lim P X, Zy| > ¢ P[IX| > eMy].
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Comme 'inégalité est valable pour tout k, on peut prendre k — oo, ce qui impli-
quera que le c6té droite converge vers 0. Nous concluons que Z, X, % 0. Comme
XY, =272,X, 4+ cX,, la premiere partie du théoreme montre que X,Y,, Lo O

6.8 Sur la preuve du théoreme central limite

La preuve standard du théoréme central limite utilise la fonction caractéristique,
et requiert des notions d’analyse complexe, en particulier le théoréme de continuité
de Lévy (voir, par exemple, Billingsley [2, Sec. 29]). Comme il s’agit de notions qui
sont au-dela du contexte de cet ouvrage, nous allons donner une preuve élémen-
taire due a Lindeberg [17] (comme presentée par Dalang [[{]), sous la supposition
additionnelle que le troisieme moment absolu existe &>

Nous avons besoin de trois résultats intermédiaires. Dans ce qui suit, C}(R)
est la classe de fonctions bornées R — R, qui sont trois fois dérivables, et dont les
premiéres trois dérivées sont aussi bornées.

Lemme 6.13. Soit Z une variable aléatoire continue, et {Z,},>1 une suite
de variables aléatoires telles que

Elg(Zn)] =% Elg(2)]
pour toute fonction g € C3(R). Alors

Fz, (z) =% Fy(x), vz eR.

Démonstration. Soient + € R et £k > 1 fixés. Nous observons qu’il est toujours
possible de construire une fonction g; € C3(R) de fagon qu'elle soit enveloppée
par les fonctions indicatrices suivantes :

1{z € (—o00, 2|} < gx(z) < 1{z € (—o0,x + 1/k]}. (6.4)
Il s’ensuit que, pour tout n > 1, on a :

Fy,(x) = P[Z, < o] = E[1{z € (~oc,a]}] < Elgi(Za)],
et alors notre supposition implique que

limsup Fz, (x) < lim Elgi(Z,)] = Elon(2)] <E[L{z € (~o0,2 + 1/k}]

n—oo

= Fy(x+1/k).

Le méme type d’argument montre que liminf, o Fz, (x) > Fz(x — 1/k). Notre

. , . . , . —
choix de k étant arbitraire, et Fz étant continue, nous avons que Fyz () "—3

Fy(x), ce qui complete la démonstration. O

5. En fait, méme cette version plus faible du TCL suffit pour les résultats de convergence que
nous traiterons dans cet ouvrage : ils requierent que la statistique exhaustive d’une famille expo-
nentielle satisfasse le TCL (voir corollaire , p. b9), et cette statistique possede des moments
finis de toute ordre (voir équation (2.1), dans la preuve de proposition )

6. La méme preuve peut étre adaptée pour traiter le cas ol on ne suppose qu’une variance
finie, mais requiert des notions de théorie de mesure, en particulier le théoréme de convergence
monotone (Dalang [[7]).
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Lemme 6.14. Soit g € CZ(R), et définissons sup,cg ¢ (z)] = C < .
Soient (Y, Z) deux variables aléatoires indépendantes telles que E[Y] = E[Z],
et E[Y?] = E[Z?]. Si X est une variable aléatoire que est indépendante de Y’
et de Z, alors

E[g(X +Y) — g(X + Z)]‘ < % (E[Y]® +E|Z]?).

Démonstration. Nous développons g en série de Taylor (théoréme @, P @),

1 1
9(33 + y) = g(m) + yg/(x) + 5y29//(x) + 6y3g”’(u)

ou u se trouve entre x et x 4+ y. Nos suppositions d’indépendance impliquent que

Elg(X +Y)] = Elg(X)] +EIVIEly'(X)] + JE[V’JEly"(X)] + SE[¥*9"(U)
Elg(X +2)] = Elg(X)] +EIZJEly/(X)] + SEIZ2]Elg" (X)] + SE[Z%" (V)

pour une variable aléatoire U qui se trouve entre X et X 4+ Y presque stirement,
et une variable aléatoire V' qui se trouve entre X et X + Z presque stirement. Par
conséquent, on a :

Blg(X +Y) ~g(X +2)]| = |(BYV*" )] - (EZ%" (V)]
< éE’Y?)gm(U)’ 4 %E‘Z:Sg///(v)‘
< SEYPEIZP).

Lemme 6.15. Soit {ifn}nZI une suite de variables aléatoires iid, telles que
E|Y;|? < oo, E[Y?] = 1, et E[Y;] = 0. Si g € C3(R), alors

=E [Q(Z)],

ou Z ~ N(0,1).

iid

Démonstration. Soit g € C3(R), et n > 1. Soient {Z;}7, ~ N(0,1) (indépen-

dantes de {Y;}) et définissons
Y, =Yi/vn &  Zi=Z;j/Vn

Comme {Z;}7", “d N(0,1/n), nous avons que Y ., Z; ~ N(0,1) (par le corollaire
, p- B9). 1l suffit donc de montrer que

Q

CE[V1[*] + E[|Z1%)
6 vn

‘E[Q(Yl +. V)] - Elg(Z1+ ... Zn)| < (6.5)
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pour C = sup,¢cp |¢"” (x)] < co. Définissons

U, = "i+..+Y,  +Yi+Zin+...+ 2,

et observons que
U, =Vi+Y, & Uioi=Vi+ Z;.

Alors on peut réécrire la partie gauche de I’équation (@) ainsi
Elg(Un)] —Elg(U0)] = Y (Elg(Ui)] - Elg(Ui-1)))
i=1

> (EBlg(Vi+ )] —Elg(Vi + Zi)]) -

=1

Nous utilisons maintenant le lemme afin de borner la derniére expression par

> (e

i=1

C’-‘\Q

E[IY:f*) ~ BIZI) = nSn=? (BIF:[) + B[ 217

qui établit la validité de I'inégalité (@), et termine la démonstration. 0

Théoréme 6.16. (Théoréme central limite (supposant ’existence du
3° moment)). Soient Y1, ..., Y,, des variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées, telles que E[Y;] = p < oo, Var[Y;] = o2, et E|Y;|? < oc.
Posons Y, = =37 | Y;. Alors,

V(Y = p) =5 N(0,02).

Démonstration. Les variables aléatoires Y; = % satisfont les conditions du
lemme . Alors si on définit

on a

Elg(Z.)] “FE|g(2)], VgeCi®),

pour Z ~ N(0,1). Le lemme - 1mphque alors, que Fz (z) "= Fz(z) pour
tout x € R, et donc 02, = /n(Y,, — 1) <, N(0,02). O






Chapitre 7

Corrigé des exercices

7.1 Exercices du chapitre 1

[Exercice EI, p- E]

Puisque les Y; ne prennent que les valeurs 0 et 1, X ne peut prendre comme valeur
que les entiers entre 0 et n. Mais X = =z si et seulement si exactement x des
Y; valent 1. Pour chaque I C {1,...,n} de cardinalité =, P(Y; = 1 pour i € T et
Y, =0pouri ¢ I) =p®(1—p)" %, enraison de I'indépendance des Y;. L’événement
X = z est donc 'union (disjointe) sur tous les I de cardinalité x possibles, il y en
a donc (7). Ainsi

P(X = 1) = (”>pw(1 —p)"T, 2=0,...,n

On peut aussi utiliser la fonction génératrice des moments. En effet, par la formule
du binéme, on a

n

M) = O ()" = (1= p) 0" = Y- (M)t (1= et

z=0

Cette derniére est par définition E[e!Z] ot Z ~ Binom(n, p). Ainsi X ~ Binom(n,p).

(Exercice E, p- E]

Il est évident que T ne prend que des valeurs dans {0} U N. Remarquons que
T+1=x+1sietseulement si V1 =Y = --- =Y, =0et Y41 =1 et cet
événement a une probabilité (grace a I'indépendance des Y;)

P(Yepr =1) [[P(Y; = 0) = (1 - p)"p.
=1

Ainsi T ~ Geom(p).

179
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{Exercice E, p. @J

La fonction génératrice des moments de Y; est

My, (t) P

=TT A e t < —log(1—p).

Puisque les Y; sont indépendantes, la fonction génératrice des moments de X =
i1 Yi est

T

s )= [T = (=55 ) = e <00

et donc X ~ NegBin(r,p)

(Exercice H, p- @J

Nous allons montrer que si X ~ Poisson()A) et Y ~ Poisson(p) sont indépen-
dantes pour A, > 0 alors X +Y ~ Poisson(\ + u). L’énoncé sera donc achevé
par récurrence. Pour x entier on a (car X et Y ne prennent que les valeurs dans

{0} UN)

z z /\k’ux—k
PX+Y=212) = PX=kY=zx-—Fk =) e e *
x k —k
_ e A 3 AWV
al = \k) (At p)”

Cette derniére somme vaut 1 par la formule du binéme. Par conséquent X +Y ~
Poisson(A + ).

[Exercice E, p- @]

Il est clair que les valeurs possibles de X sachant X +Y = k sont 0,1,..., k. Pour
un tel x, en utilisant I'exercice précédent,

P(X +Y = k)
BN ! k _
_ A —1 A _ (1 — k—x
= g ()P

ot p = A/(A+ p). L’énoncé est donc démontré.
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{Exercice E, p. @J

Nous avons par calcul direct que P(X > t) = e~*. De plus, lorsque z > 0,
Pévénement {X > x + ¢t} est inclus dans {X > t}. Il s’ensuit que

efA(a:th)

PX>z+tX >t)= Py

=e M =P(X > x).

Si z < 0 I'égalité est évidente, car les deux cotés valent 1.

{Exercice H, p- @]

Soit x > 0. Gréace a I'indépendance de X et Y,

P(min(X,Y) > z) P(X >zY >z)=P(X > 2)PY > )

7)\11’ 7)\227

= e e = ¢~ (MitA2)z,

Il en découle que min(X,Y) ~ Exp(A + A2).

{Exercice E, p- @]

La fonction de densité d’une variable aléatoire Gamma(r, ) pour r = 1 est

e N x> 0.

Donc la distribution Exp(A) est la méme que la distribution Gamma(l, \).
La distribution x% n’est que la distribution Gamma(1,1/2) qui est donc la
méme distribution que Exp(1/2).

(Exercice H, p. @J

Dans chaque cas, il suffit de montrer que la fonction de masse/densité admet la
représentation (p- R1)). Noter que dans les exemples suivants, les paramétri-
sations ne sont pas uniques.

i) Si X ~ Pois()), alors

e\

z!

o (u(21))

= exp(—A+zln(\) —In(z!)).

flzs ) =

En posant ¢ = In()\), T(x) = z, v(¢) = e® et S(z) = —In(z!) et en notant
que le support de f (donné par X = {0} UN) ne dépend pas de ¢, nous
obtenons bien que f(x;\) est de la forme de la représentation [1.2(.
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ii) Si X ~ Geom(p), alors

flzp) = (1=p)'p
= exp(zIn(l—p)+In(p)).
En posant ¢ = In(1 — p), T(z) =z, 7(¢) = —In(1 — e?) et S(z) =0 et en

notant que le support de f (donné par X = {0} UN) ne dépend pas de ¢,
nous obtenons bien que f(z;p) est de la forme de la représentation [L.2(.

iii) Si X ~ NegBin(r,p), alors
z+r—1 o
fasr) = (7T a-n
= exp <ln <x+;— 1) +zln(l —p) —|—rln(p)> .

En fixant r et en posant ¢ = In(1 — p), T(z) =z, v(¢) = —rln(1 — e?) et
S(z) =In (”‘7‘_1) et en notant que le support de f (donné par X = {0}UN)

x

ne dépend pas de ¢, nous obtenons bien que f(x;p) est de la forme de la
représentation

iv) Si X ~ Exp()), alors pour = > 0,
flzd) = e
= exp(ln(A\) — \x).
En posant ¢ = A\, T'(z) = —x, v(¢) = —In(¢) et S(z) = 0 et en notant que

le support de f (donné par X = [0, 00)) ne dépend pas de ¢, nous obtenons
bien que f(x;\) est de la forme de la représentation [L.2(.

v) Si X ~ Gamma(r, ), alors pour x > 0,

f(([;; T, )\> = F?,,,) xT—le—Ax

exp (m (%) +(r—1)In(z) — A:c)
— exp (rin(A) — I(D(r)) + rIn(z) — In(z) — Az).

Noter qu’ici k = 2, contrairement aux exercices précédents ou k était égal
a 1. En posant ¢ = (¢1,¢02) = (\, 1), Ti(z) = —z, Ta(z) = In(z), v(¢) =
—¢paIn(p1) + In(I'(¢2)) et S(xr) = —In(x) et en notant que le support de
f (donné par X = [0,00)) ne dépend pas de ¢, nous obtenons bien que
f(z;7r, ) est de la forme de la représentation ﬁ Noter que nous aurions
aussi pu poser ¢ = (¢1, ¢2) = (A, r—1), Ti(z) = —z, To(z) = In(z), v(¢) =
—(¢2 + 1) In(¢1) + In(I'(¢2 + 1)) et S(z) = 0.

vi) Si X ~ X%, alors X ~ Gamma(k/2,1/2). Ainsi, il suffit de poser r = k/2
et A = 1/2 dans les équations du probléme (v), afin d’obtenir que ¢ =

k/2, T(z) = In(x), v(¢) = —@(1/2) + In(T(¢)) et S(z) = —In(z) — x/2

nous donne la représentation .
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{Exercice @, p. @J

Nous avons Y = g(X) = e avec X ~ N(u,0?). Par le lemme 1.30 (p. @) nous
savons que Y = g(X) = g((—00,0)) = (0,00) et que

Fr(y) = j;gl(y)} Fe(a™ @), v e (0,00)

ou

d 1
g ' (y) = In(y) et donc @g_l(y) = " > 0, puisque y > 0,

et

Nous obtenons finalement que

Ty (y) L1 exp{;<1n(y)—u> }, y € (0,00).

7&0 21

{Exercice @, p. @J

Soit F'x la fonction de répartition de X, montrons que F'xy = F. Nous avons

Fx(z) =P(X < 2) =P(F~1(Y) < ).

1l suffit donc de montrer que F~}(Y) <z <= Y < F(z), car Y ~ Unif(0,1) et
donc P(F~1(Y) <z) =P(Y < F(z)) = F(x).

SiY < F(x) alors z appartient a 'ensemble {t € R : F(¢)
plus grand que l'infimum de cet ensemble, F~1(Y). Donc Y <
FLY) <ua.

SiY > F(x) alors, F étant continue & droite, il existe ¢ > 0 tel que Y > F(x+
g). Ainsi (puisque F est croissante) F~1(Y) =inf{t e R: F(t) > Y} >z +¢ > z.
Donc F71(Y) < z implique que Y < F(z). La démonstration est ainsi achevée.

Exercice ll a, p- E/

En utilisant le corollaire (p- @), Nnous avons que
—b
a1 (150
a
v ae (45) )
= —_— X [ — p—
ola|v2m Pl 202 a K

(y — (ap + b))Q}

> Y} et z est donc
F(z) implique que

fax+b(y)

1 1
T expd—
olalv2mr p{ 20%a?
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qui est la densité de la loi N(ap + b, a%0?). Comme conséquence, nous avons que
si Z ~ N(0,1), alors X = 0Z + p ~ N(u,0?), et donc

Fx() = Fozou(o) =2 (21

o
par corollaire (p. @)
Exercice ll 3, p- Ea

Pour n’importe quel A C Y™, on a

P ed) = [ iy
Mais on a aussi que

P(Y € 4) = P(g ' (¥) € g\ (A)) = P(X € g~}(4))
:/ fx(x)dz
g~1(A)
- /A Fx (g™ () |det T, ()] dy,

ou on a utilisé la formule de changement de variables dans une intégrale. Donc,
pour chaque A C Y™,

[ty = [ fxla @) ]dets, (@) dy
A A
et on conclut que

fr () = fx (97" (y)) |det Jg-1 (y)

Exercice ll%, p- E l]

Les hypotheses impliquent que

, Yyedyr

G(t+s) = GH)G(s), Vs> 0,

au moins lorsque G(t) > 0. Or, si G(t) = 0, P'égalité est évidente, car G est
décroissante et non negative. En termes de g(x) = —In G(x), cette égalité s’écrit

g(t+s)=g(t) + g(s), Vi, s > 0.

A noter que cette égalité tient, et a un sens, méme si g = oo, puisque g(z) € [0, o]
pour chaque z > 0. Soit A = g(1), alors g(2) = 2\ et par récurrence g(n) = nA
pour n entier. Par récurrence encore g (%) = kg (1) pour des entiers n, k. En
posant k = n nous obtenons A = g(1) = ng (%), et donc g (%) = %)\, c’est-a-dire
que g(q) = g pour chaque ¢ > 0 rationnel. Pour ¢ > 0 réel, prenons une suite de
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rationnels ¢, N\ t. En utilisant la continuité & droite de g (qui résulte de celle de
G),
g(t) = lim g(g,) = lUm g, A =t
n—oo n—oo

Nous aurions pu utiliser le fait que G, et par conséquent g, est monotone, sans
utiliser la continuité & droite. Ainsi G(t) = exp(—t\) pour chaque t. Puisque
G(t) — 0 lorsque t — oo, forcément A\ > 0 et la fonction qui vaut 0 pour ¢ < 0
et 1 — G(t) pour ¢t > 0 est bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire
exponentielle de parametre A. Il est impossible que A = oo, puisque G est continue
a droite et G(0) > 0.

REMARQUE 1. Nous n’avons méme pas supposé ni que X soit une variable aléatoire
continue, ni que P(X > 0) = 1!

REMARQUE 2. Il existe des fonctions « sans mémoire » qui ne sont pas de la
forme G(t) = e~*. Ces fonctions, évidemment, ne sont pas continues a droite
ni monotones. Leur existence requiert une base de R sur Q dont la construction
nécessite (une version faible de) 'axiome du choix.

Exercice lla, p- E{

1. Nous obtenons = 10.24 et M = 10.05.
2. Maintenant nous obtenons z = 13.89 et M = 10.05.

3. On observe que dans la partie (i) les valeurs de et de M sont similaires,
tandis que dans la partie (ii) la valeur de T a beaucoup changé a cause de
la valeur atypique 48.6. En méme temps, la valeur de M n’a pas changé.
On note que la moyenne Z est plus sensible aux valeurs aberrantes que
la médiane M. En fait, dans la partie (ii), Z est plus grande que chaque
observation sauf la valeur extréme 48.6. A cause de cette valeur, la moyenne
n’est pas un tres bon résumé de la position de cet échantillon. En revanche,
la médiane n’est pas affectée par cette valeur extréme.

Exercice la, p- E{

1. La dérivée de f est donnée par

d%f(v) =-2 ;(w -7).

En la mettant égale a zéro, on trouve

n 1 n
in—n7:0:>7:EZati:gE.
i=1 i=1

Puisque f"(y) = 2n > 0, T est le minimum global de f.
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2. On peut écrire
n n

9(v) = Z lz; — 7| = Z |z () — 7I-

i=1 i=1
La fonction g est dérivable pour chaque v € R\{x (1), ..., %)}
— Quand vy € (—o0,z(1)), on a g(y) = X, (z(;) —7) et donc ¢'(y) =
Yo —l=-n.
— Quand v € (z(n),00), on a g(7) = XL —(z(;) — ) et done g'(y) =
i L=mn.

— Quand vy € (2¢j),2;+1)), j=1,...,n—1,ona

n

9(v) = Z_(x(i) —N+ D> (e —7)

i=1 i=j+1

et donc ¢'(v) =>1_; 1"‘2?:;41 —l=j—-(n—-j)=2j—n

Distinguons les deux cas suivants :

(a) n pair :
— ¢'(7) < 0 quand v € (—o00,z71)) ou v € (x(j),2(41)) avec j =
1,...,n 1.

)2
— ¢'(v) =0 quand v € (x(%>7x<%+1))
— ¢'(v) > 0 quand 7 € ((n),00) ou v € (7(;),7(j+1)) avec j = 5 +
1,...,n—1.
Puisque g est continue, chaque point en [m(ﬂ),x(ﬁ_ﬂ)] est un minimum
2 2

de g et en particulier

“(3) T
2

M =

est un minimum.
(b) n impair :
— ¢'(7) < 0 quand v € (—o0,z(1)) ou v € (x(jy,Z(j41)) avec j =

L., 1
b) b 2
— ¢'(v) > 0 quand v € (2(n),00) ou v € (x(;),T(j+1)) avec j =
n+1 -1
e n—1

Puisque g est continue, M = T(nf1) est 'unique minimum de g.
2

REMARQUE : il est possible que () = Z(x41) pour un certain k (c’est-a-dire qu’on
observe la méme valeur plusieurs fois), mais la preuve reste valide méme dans ce
cas.
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{Exercice @, p. @J

Nous écrivons :

n n n
Z(ﬂ% -1)? = ch? +Zi2 — 221@
; i=1 i=1 i=1
n n n
= Y @i+ -2
i=1 i=1 =1

n
= E 22 +nz? — 2nz?

i=1
n

= E xf—n:fz
i=1

Cette formule est plus pratique, car elle demande de calculer les carrés de n + 1
nombres et une différence, au lieu de devoir calculer n différences, et puis n carrés,
comme dans la formule originale.

Exercice Ia, p- Eg

Sin =12 alors M = (z(g) + 2(7))/2, Q1 = 2@4) et Q3 = x(g).

Sin =13 alors M = z(7), Q1 = z(4) et Q3 = z(10)-

Sin =14 alors M = (z(7)+x(3))/2, Q1 = () +2(5))/2 et Q3 = (z(10) +2(11))/2.
Sin=15alors M = x(s), Q1 = (T@4) + 2(5))/2 et Q3 = (x(11) + T(12))/2.

Pour n quelconque, on obtient les formules

T(ny1) n=0 mod 4
o, :f(n4—1+1) n=1 mod4
3 \T(ns240) + T(nz2ig)) M= mod 4
% T(nz3 1) +x(nT_3+2) n= mod 4,
T(an) =0 mod4
a:(3<n4_1)+1) 1 mod4
)

+1) + x(a(n;m +2)> n=2 mod 4

8
w
B
|
&

O
w
Il
[ I
—~~ <
2
ol
M

) + .23(3(71473) +3)> n =3 mod 4.

N
+
[
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{Exercice @, p. @J

1. A gauche : h =1, k = 10; a droite : h =2, Kk = 11.

0.25
|
0.20
|

0.20
I

0.15

Densité
0.10
|
Densité
0.10
|

0.05

0.00 0.05
I
0.00 .
L

r T T 1 r T T 1
8 10 12 14 8 10 12 14

Charge maximale Charge maximale

Les deux histogrammes donnent plus ou moins le méme message : la dis-
tribution est unimodale et légerement asymétrique a gauche. Le premier
histogramme a une plus grande « résolution », mais avec plus de variabilité.
Par exemple, on peux déduire la location du mode plus précisément avec le
premier histogramme, mais il y a un intervalle vide entre 8 et 9.

2. 1l s’agit du premier quartile de ’échantillon, @;. Ici n = 19 et donc la
médiane est M = x(10). Le premier quartile est donc défini comme étant
la médiane du sous-échantillon z(yy, . .., 2(10), il est donc donné par (z(s) +

3. Le troisieme quartile est défini comme étant la médiane du sous-échantillon
T(10), - - - T(19), il est donc donné par (z(14) + 7(15))/2 = 12.3.

Charge maximale

Q1=10.3

4. Voir le graphique ci-dessous. La valeur 7.1 est une valeur aberrante et le
premier quartile @; détermine la borne inférieure de la boite.
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{Exercice @, p. @J

40

30

20

10

-10

Différence de points Nombre total de points

Top 14 | D2 Top 14 | D2
Moyenne 6.7 14.2 Moyenne 43.1 43.1
Médiane 3.5 13 Médiane 42 43
Q1 -0.5 7 Q1 37 33
Qs 8 18 Qs 46.5 56
EIQ 8.5 11 EIQ 9.5 23
Wi -5 —6 Wi 23 15
Wy 17 24 Wy 60 63

2. Voici les graphiques :

Différence de points Somme de points

3.5
-0.5

-5

S e 63

60
1

60 —_—

56

50
1

46.5

18 43

40

37

7 : . 33

Top 14 D2 Top 14 D2

(a) (b)

En regardant le graphique (a), il semble que dans les deux ligues 1’équipe
jouant a domicile gagne plus souvent. En plus, 'avantage du terrain est
nettement plus prononcé en D2. Il y a une proportion importante de valeurs
aberrantes (4 sur 16, 3 sur 14), ce qui pourrait suggérer que les ligues ne
sont pas équilibrées.

En regardant le graphique (b), on ne peut pas dire quune certaine ligue
est plus défensive que 'autre. En revanche, la variation entre les matchs
semble étre plus grande en D2. Il est intéressant de noter que la valeur
aberrante correspond au match Grenoble-Lyon, un classique du champion-
nat de France, d’autant plus que la plupart des équipes de rugby a XV
viennent du sud de la France.
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7.2 Exercices du chapitre 2

[Exercice @, p- J

La fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre A\ est donnée par

Fx(z) =1 —exp(—Ax), x> 0.

Puisque cette fonction est continue et strictement croissante sur son support
[0, 00), nous obtenons que g, = Fi (a) = Fx'(a) et donc

—In(1 - )

a=Fx(qa) =1—exp(—A\a) = o = 5

Exercice El], p- E(i

Pour chaque i, la fonction de densité de X; est

Fx,(22:6) = %1{% € (0,0)}.

Ainsi, les X; étant indépendantes, la fonction de densité conjointe est
IR 1
fX11-~~7X'n,('Z‘1’ cee axn;o) = 97 H 1{:171- € (079)} = ejl{x(n) < 0}1{$(1) > 0}'
i=1

Par le théoréme @ (p. @), nous savons que T'(X1,..., X,) = X(,) est une sta-
tistique exhaustive pour 6.

Il est évident que P(X(,) < 0) =0 et P(X(,) <0) =1. Pour 0 <t <6, X;
étant indépendantes, on a

n

Fr(t;0) =P (X( <) =P (ﬂ{xi < t}) ~[Irxi<0= (;)n

i=1

En prenant la dérivée, il s’ensuit que T' = X(,,) est une variable aléatoire continue
avec densité
tn—l

o’

fr(t;0)=n t€10,0].

Exercice Eg, p- E(i

Pour chaque 4, la fonction de masse de X; est

fx,i(ﬂl‘i; /\) = i; e_Al{xi S X}, X = {0, 1,2,.. }

'
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Ainsi, les X; étant indépendantes, la fonction de masse conjointe est

n )
L
ley--<7Xn($17"'7x7l;)\) = H xi!e Al{xiEX}
=1
n TN - 1 .
= AXimiTigTmA (H IJ) 1{z, € X Vi}.
=1

Par le théoréme @ (p. @), nous savons que T(Xy,..., X,) = > i | X; est une
statistique exhaustive pour A. D’apres 'exercice f (p. @), la distribution de T" est
Poisson(n)), c’est-a-dire fr(t;\) = e "*(nA\)!/t! pour t =0,1,2,....

Exercice Ei, p- Ea

1. Nous savons que
f(x) = exp[n(0)T(z) — d(0) + S(z)] = exp [¢T'(z) — v(¢) + S(x)]

ou n(@) = ¢ et y(¢) = v(n(d)) = d(0) avec d = v o n. Puisque n(0) est
dérivable k fois par I'hypothese, d le sera aussi, a condition que =y soit
suffisamment dérivable. D’apres la proposition (p- @), il suffit d’établir
que

O =n(0) ={¢ € R:il existe un 0 € O tel que ¢ =n(0)}

est un ouvert ; il en résulte que -y est infiniment dérivable.

Pour ce faire, nous devons montrer que pour chaque ¢g € @, il existe un
6 > 0 tel que

(o — 0,60 +6) C @ =n(O).
On remarque tout d’abord que, puisque ¢o € @, forcément ¢y = 1(6y) pour
un certain 6y € ©. Maintenant, on va utiliser les deux faits suivants :

(a) Sous I'hypothése O est ouvert, il existe donc € > 0 tel que (6p — €, 0 +
e) CO.

(b) La dérivée ' est continue et 1/(6y) # 0. Le théoréme de fonction inverse
implique que ! est continue (en fait, continfiment dérivable) sur un
intervalle ouvert I contenant ¢y = 1(6p).

Ceci montre que 1 est un homéomorphisme local et donc 7 est une applica-
tion ouverte, et la preuve est achevée. On peut aussi éviter 'utilisation de
notions topologiques, en se contentant de I’argument élémentaire suivant :
n~1 étant continue sur I > n(6y) = ¢y, il existe un § > 0 tel que

6 —dol <6 = | n7'(6) —n ()| <e¢
—— ——

=0 (disons) =fo

de sorte que (¢o — 6, dp + &) C I et € est défini par (i).
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Pour résumer : il existe un § > 0 tel que pour chaque ¢ € (¢ — 0, g +9) il
existe § € (6p—e,00+¢€) C O pour lequel ¢ = 1(0), et donc (¢o—9, po+6) C
® =1n(0). Or ¢y est arbitraire ; ceci montre donc que ® est ouvert et donc
~ est infiniment dérivable. Il s’en suit que si 1 est k fois dérivable, alors
d =~y onlest aussi.

REMARQUE : La fonction n(f) = 62 est bijective et dérivable, mais sa dérivée
s’annule en zéro.

2. Par la proposition , nous savons que E[7(X1,...,X,)] = ny'(¢) ou

car (f o g)'(z) = f’(()) "(). Ainsi, E[7(X1, ..., Xn)] = (

Par la prop051t10n , nous savons aussi que Var[r (X7, ..
ol

\/\_/

7"(9)

@) (d’(9))' L d"(0)n'(0) = d'(0)n"(0)
n'@)) (o) ['(0)]? '

Ainsi, Var[r(X1, ..., X,)] = nd @0 O =d O)n"()

[’ (0))°
Exercice E%, p- Eg
n—oo

11 suffit de montrer que fx,(z) — fy(x),Vz € {0} UN, car

x

P[Xngm]:Zan(x) & PIY <z = ny

k=0

pour tout xz, et le nombre de termes dans chaque somme reste fini pour tout n.
Rappelons que (pour n > \)

AN

n n A\ A\

t = (1 — )" = 2) (1-2 .
- (o= () (-2
Notons que nous pouvons réécrire fx, () de la fagon suivante :

n! A? AN\ A\
= " 2 (12 12

fx (@) xl(n —z)!n® < n) < n)
_onn—1)-...-(n—z+1) A" 175" 175 o
N ne x! n n

B Enfl n—x+1 lfé 71)\: 175 "
o n n n n x! n)

Le terme dans la premiere parenthese contient le produit d’un nombre fixe x < co
de termes qui convergent vers 1 lorsque n — oo, il converge donc vers 1. La

fy(z) =
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deuxieme parenthése converge aussi vers 1, puisque x est constant. Finalement, la
troisiéme parenthése converge vers e~*. Nous obtenons donc que

(V) (1-2) =5k e o
xX n n Z!

ce qui conclut la preuve.

Exercice Ea, p- E(i

La variable aléatoire X est discréte avec fonction de masse :

1/2 siz=1
fx(x)=P(X=z)=<( 1/2 siz=-1
0 sinon.

Si n est pair, nous avons que X,, = X et donc fx, = fx. Si n est impair nous
avons :

1/2 siz=1
fx, (@) =P(X,=2)=P(-X=2)=P(X=—-2)=¢ 1/2 siz=-1
0 sinon.

Nous avons donc montré que fx, = fx, quel que soit n et donc il s’ensuit que
Fx, (x) = Fx(x)

et alors X, 4 X de facon triviale.
Notons que pour n pair, nous avons que Ve > 0 :

P(|X, —X|>¢) =P0>¢)=0.
Par contre, si n est impair, nous avons
P(X, —X|>¢e)=P(| —2X|>¢)=P2>¢) =1,

pour 0 < e < 2. Ainsi la séquence {P(|X,, — X| > €)},>1 est de la forme
{0,1,0,1,...}, elle ne converge donc pas et on peut conclure que X, 5 X.

Exercice Ea, p- E(i

(=) Notons tout d’abord que X, e signifie que Vx # ¢

1 siz>c¢

P(Xn<x)"i>>°1@(c<x):{ 0 sizoec

Nous pouvons maintenant calculer :
P(|X,—¢cl>€¢) = PX,>ct+e)+P(X,<c—e¢)
< 1-PX,<c+e)+P(X,<c—¢)
T 1-Pe<cHe)+Pc<c—e)
= 1-1+40
0
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ou la convergence s’ensuit du fait que ¢ £ € sont des points de continuité, malgré
le fait que ¢ ne 'est pas. Nous venons de montrer que X, e

(<) Rappelons tout d’abord que lorsque A C B, alors P(A) < P(B). Soit € > 0 et
T # ¢, nous avons :

P(X, < x) = P(Xn <z,|Xp — ] > ) + P(X,, < 2,[X;, — | <€)
< P Xn—c>e)+Plc<zte)
" Ple<z+e). (7.1)

L’inégalité vient du fait que I'événement {X, < z,|X,, — ¢| > €} est inclus dans
Pévénement {|X,, — c| > €} et que Pévénement {X,, < z,|X,, — ¢| < €} est inclus
dans I'événement {c < x + €}. La derniére ligne est une conséquence du fait que
X, Lse.

De facon similaire nous obtenons :

Ple<z—¢) = Plc<z—¢|Xp—c|>€)+Plc<z—¢|X,—c <e)
P(|1X,, —c| > €) + P(X,, < z),

IA

ce qui implique

PX,<z) > Pl<z-—¢-P(X,—c| >¢€)

" Pe<x—e). (7.2)

En combinant les équations (EI) et (@) et le fait que e soit arbitraire, nous

obtenons finalement que X, LN

Exercice Eﬂ, p- Eﬂ

Puisque les variables aléatoires X,...,X,, sont iid de moyenne E[X;] = X et
Var[X;] = A < 0o, nous avons par le théoréme limite central :

Vi(hn =) -5 Y,

avec Y ~ N(0,A). Soit g : R — R une fonction définie telle que g(x) = xze~*. Par
la méthode delta, nous obtenons

Vilg(n) = g(V) =5 Y - g'(V),
ot g(An) = 7n, g(N) =7 et ¢'(A) = e (1 — \). Ainsi,
V(i — ) -5 17,

avec Y7 ~ N(0, e 2M(1 — \)2).
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De plus, par la loi faible des grands nombres, nous savons que An —25 A, Par
le théoréme de Slutsky (théoréme D.26, p. ), nous obtenons :

V(T — ) d Y
Ve (1= A,) - Ve (1-)) W

avec W ~ N(0, 1), ce qui conclut la preuve.

Exercice Ea, p- Eﬂ

Supposons sans perte de généralité que y € I; et notons Z?:l lis,e1,,} par
N,, ~ Binom(n,p,). Nous avons alors

Ny,
histe, ) = 1)) = | = )
N, Pn Dn
< nhn—E‘FE—f(y)a (7.3)

ou p, = flv f(z)dz. Notons que puisque f est continue, nous avons Vé > 0,3p > 0
In

tel que |f(z) — f(y)| < si |z —y| < p. Puisque h,, — 0, il existe N; tel que pour

n > Ns, hy, < p. La longueur de I, est h,, donc pour chaque n > N; on a

mt =0 = [ ) =8)de< [ fade< [ (0)+6)de = ()40,

L, Ljn,

Ainsi, pour chaque n > Ns, on a |p,/h, — f(y)] < 6. Ceci est_vrai pour chaque
d > 0, et on conclut que le deuxie¢me terme de I'expression ([.d) converge vers 0
lorsque n — oo.

De plus, par U'inégalité de Chebyshev (lemme @, p- @), nous avons

7

Nous obtenons donc

Nn  pn

nh, hy

npn(]- _pn) pn(]- _pn)
> 6) ( MPn| > nhne) (nhye€)? nh?e?

lim P(|histy,, .. 0, (y) — [(y)| > €)

n— o0
: N, Dn € Pn €
< n _ Pn z _ z
7”1520 FP( nhy,  hy ~ 2>+P( b, f(y)‘> 2)]
< lim 7427”(1729")

~ n—oo nh%eQ

=4 lim Pn lim 17p”—

5 =
n—oo h,, n—oco nhye
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7.3 Exercices du chapitre 3

Exercice EQ, p- E{

1. L’estimateur Y /n est non biaisé car

2. On cherche une fonction U telle que

L= =Y (})uesra-prt we o).
k=0

Or le membre droite de ’équation est un polynéme alors que le membre
gauche ne l'est pas. Ainsi, une telle fonction U ne peut pas exister. (Un autre
raisonnement serait de dire que la limite du membre gauche de ’équation
lorsque p N\, 0 est c0.)

3. Pareil qu'en (ii) : supposons que V(Y') soit un estimateur non biaisé de ¢,
c’est-a-dire que E,(V(Y)) = ¢. Nous avons alors

n

2 (Z)vw)p’“(l —p)" = BV(Y)) = ¢ =log (12) |

k=0

Le polynome ci-dessus est de degré inférieur ou égal a n, tandis que ¢ n’est
pas un polynéme de degré fini, nous obtenons donc une contradiction.

Exercice E(], p- {I

Remarquons que X,, est un estimateur non biaisé pour A, puisque

m_

n

Ey(X,) = A

Il suffit de calculer le logarithme de la loi de probabilité de Poisson, et de dériver :

2 2 2 2 _ 2 2
I(/\)E(alogaj;(X)) E<X1> _EX® JEX L M4a-24 N 1

A A2 T A2 A
Ainsi I(\) = 1/\. Comme X,, est un estimateur non biaisé de ), la borne de
Cramér-Rao est

— 1 A
> -2
Var(Xn) = nI(A) n

Or Vary(X,) = Var(X)/n = \/n, donc X,, atteint cette borne.
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{Exercice @, p. @J

Nous avons déduit dans I’exemple (p. @) que A, = 1/X.
1. On utilise le fait que Z =37 | X; ~ Gamma(n, \). Ainsi

N > l _ > 1 1 —Az n—1
Ex(A\n) = n/ Zf,\m(z)dz = n/o > T AeT P (A\2)" T Hdz

0

I'(

nl'(n —1)

n)

I |
A — X MN\2)" 2%z = A
/0 I'(n—-1) () a1

n

L’estimateur A)' P = "T_l)\n est donc non biaisé.

2. Calculons

Ex(A2) =
 n’T(n—
I'(n)
Ainsi
Vary(An)

2) 2 > —Az n—3 _
A /0 71_‘(n_2))\e (A\2)"Pdz =

1 1 1
2 2 —Az n—1
n /0 o) fun(z)dz=n /0 = T Ae ¥ (A2)"Hdz

1 n?

Er(32)  [Ex(3,)]
n? 9 n? 32
D=2 (=12
77,2 2
CE I

3. L’information de Fisher I(\) est

1))

car X7 ~ Exp()\) dont I'espérance est 1/ et la variance 1/A2. La borne de

E

E

E

{ai log (A exp(—Axl))ﬂ

Cramér-Rao est donc (nI(\))~! = A\2/n.

Comme Vary(ANB) = X2/(n — 2) > A2/n, estimateur ANB n’atteint (tout

juste) pas la borne de Cramér-Rao.

o1s e . 1
4. Nous pouvons en effet utiliser la proposition , puisque A 'f) 0 = 5 sur
(0,0) est une fonction bijective de A\. Donc MV = 1/)\, = X,,. C’est un

estimateur non biaisé de 6.

On a I(0) = 1/62 et Varg(0MV) = 62/n, donc OMV atteint la borne de

Cramér-Rao.

197

(n—1)(n-— 2)/\

2
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{Exercice @, p. @J

Puisqu’il y a une seule observation, la fonction de vraisemblance prend la forme
suivante :

Li(0) = fx(2;0) = > Pla =)L)

j=0
= T,(0)- (667 —40 +1) + T.(1) - (6 — 20%) +1,(2) - (30 — 46?),

ou I,(t) = 1{z =t} est la fonction indicatrice.
Les deux premieres dérivées sont

%Ll(ﬁ) =1,(0) - (120 — 4) + I,(1) - (1 — 46) + L, (2) - (3 — 86),
32
5z L1(0) = 1:(0) - 12— 4 - 1, (1) — 8- L (2).

La premieére dérivée s’annule lorsque

1/3 siz=0
0=41/4 siz=1
3/8 six=2.

Notons cependant que si = 0, la deuxiéme dérivée est positive et § = 1/3 est
donc un minimum et non un maximum. Le maximum sera atteint a une des bornes
de P'intervalle [0, 1/2]. Une inspection directe montre que le maximum est atteint
en # = 0. Nous obtenons finalement :

0 siz=0
91: 1/4 siz=1
3/8 six=2.

Exercice Eg, p- (a

Les espérances sont E[X;] = 1/A. Alors, sachant I'événement {X; > A71, ..., X, >
A71}, la vraisemblance sera basée sur la loi conditionelle

1 1
F(t) =P X<t‘X e
®) [ = >A} X

ou X ~ Exp()\). Grace a 'absence de mémoire de la distribution exponentielle (cf.
exercice i, p. [L5), on a pour ¢ > A1

1 1
F(t)ZI—P[X>t‘X>>\] zl—P[X>t—>\] =1— e MNETYN — 1 _plA
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La densité correspondante est donc f(t; \) = Ae! = M1{t > A~1}. Soient t1, ..., 1,
les valeurs observées de Xi,..., X,. La vraisemblance a partir de 1’échantillon
t1,...,tn, sachant {X; > A\71}1 | s’écrit

Ln(Xs (t) = [ [ ftss A) = Aren A =it [T 1{ts > 1/A}
=1 =1
= A" AL TN > 1/t ), tay =min{ts, ..., ta},

puisque [[;"; 1{t; > 1/A} = 1 si et seulement si ¢(1) > 1/ si et seulement si
A> 1/t(1).

Afin de maximiser cette fonction, faisons comme si la fonction indicatrice n’était
pas 1a et dérivons £, (); (¢;)) = nlog(A\) +n — nAt :

En posant cette derniére équation égale a zéro, nous obtenons :

o,

| =

% ; notre solution ne satisfait donc pas
a la condition A\ > 1/t(1) et la vraisemblance vaut zéro. Puisque #,, (et donc L)

est décroissante sur (1/t(;),00), le maximum sera atteint au premier point ou la

Malheureusement, puisque # > #(y), % <

vraisemblance ne s’annule pas. L’estimateur est donc A =1 [ty

REMARQUE : Il se peut que ¢ = t(1), mais méme dans ce cas l'estimateur sera
Ity =1 /t. Cette particularité n’arrrive cependant qu’avec probabilité zéro, a
moins que n = 1.

Exercice E%, p- {g

L’inégalité mentionnée dans 1’énoncé est l'inégalité de corrélation. On va donc
regarder sous quelles conditions il y a égalité. Soient U et V' des variables aléatoires
de variance finie. Alors on sait que

Var[U] Var[V] > (Cov[U, V])2.

De plus, on a égalité si et seulement si Var[V] = 0 ou s’il existe des constantes
a, B € R telles que U = oV + 3 avec probabilité 1. Afin de prouver ¢a, définissons
U=U-E[U] et V=V —E[V]. Pour chaque A € R on a

0 <E[(U-\V)?] = E[U?|-2AE[UV]+A*E[V?] = Var[U]-2\Cov[U, V]+A? Var[V].

Vu comme une fonction de A, le membre de droite est une parabole de la forme
a — 2bX\ + ¢A? qui n’est jamais négative. Le minimum est obtenu quand A = b/c,
ce qui implique que a > b?/c; autrement dit

Var[U] Var[V] > (Cov[U, V])?.
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Ce résultat est visiblement vrai également quand Var[V] = 0 puisque dans ce cas
V est une constante presque siirement et donc Cov|[U, V] = 0.

Une égalité est obtenue si et seulement si soit Var[V] = 0 soit la parabole
atteint 0. La parabole atteint 0 si et seulement s’il existe un A € R tel que U=\V
presque stirement. Autrement dit, il existe A € R tel que, avec probabilité 1,

U=E[U]+\V —-AE[V]=aV+8, (a=2A B=E[U]-E[V)).

Maintenant soient V = 6,, et U = U@) =12,00) = %logf(xl, .oy Zp36). On
sait que Varg[V] est finie par 'hypothése. En regardant la preuve du théoréme
de Cramér-Rao, on voit qu'il y a une égalité si et seulement si |Covy(U,V)|* =
Varg[U] Varg[V]. Ceci est le cas (quand Var[U], Var[V] € (0,00)) si et seulement
s’il existe des constantes a,b € R telles que U = aV + b presque stirement. Or U
dépend de 6 les constantes peuvent dépendre donc de 6. On voit que la borne sera
atteinte si et seulement si £/ (0) = a(0)0,, + b(f) presque siirement pour certaines
fonctions a,b : © — R. Afin de trouver @L on fait comme a la proposition
(p. @) : la dérivée

/ / ! 1 .
= Ty — Iy =— E I'(X; 4
én(é') 77(9)n n — nd (9), n - ( Z) (7 )
s’annule si et seulement si

/
7, = L) .

~—

Il s’agit bien d’un maximum, car (d’apres ’exercice @, p. @)
//’9\ o //é\ d/§ _d//é\n/é\
En( n) — n//(on)Tn _d//(a) — n ( n) ( n)l __ ( )77( 71)
n ' (6n)
= —Var,_s [T(X)][7'(0.)] <0.

On a donc
U = 0,(0) =0/ (0)nh(8,) — nd'(0) = a(®)h(V) —b(0),  a(0) = ny'(6) # 0.

C’est une relation affine entre U et V si et seulement si h est une fonction affine.
Quant aux variances, on remarque que Varg[T,] = n~! Varg[T(X1)] > 0. Il s’ensuit
de (@) que 0 < Varg[U] < co. Comme T,, = h(V) est une fonction de V, il est
impossible que Vary[V] = 0.

{Exercice @, p. @J

1. Puisque I'espérance d’une variable aléatoire x2_; est n — 1 et sa variance
est 2(n — 1), E[S2] = 02 et EQM(S2,0?) = Var[S2%] = 20%/(n — 1).

Puisque 52 = (n — 1)52/n, nous avons E[62] = (n — 1)o?/n et Var[o2] =

2(n — 1)o*/n?. Ainsi

2
n—1, 2) +2(n—1)04:2n—104< 2

o’ —o
n 2 n? n—1 "

BQM(32,0%) = (
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puisque o* > 0 et (2n—1)/n? < 2/n < 2/(n—1). On remarque que méme si
72 est biaisé et S2 ne I’est pas, ce dernier a une erreur quadratique moyenne
plus élevée.

2. Ici 'espérance est ao? et la variance 2a%0%/(n — 1) de sorte que 'erreur
quadratique moyenne vaut

2a> 2a?

2 22 4 4 2

- = _1

(ao a)+n o U((a )—l—n 1)

ot

= ((a2—2a+1)(n—1)+2a2).

C’est une parabole convexe en fonction de a dont 'unique minimum est la
racine de 1’équation

n—1
n+1

0=2an—1)+4a—-2(n—1)=2a(n+1)-2(n—-1) = a=

Ainsi le meilleur estimateur de cette forme est

n—1 1 n _
2 = X; —X)2.
n+1 " n—|—1;( )

Exercice Ea, p- Ea

Remarquons que

n n

0n(0) =1log f(X1, ..., Xn;0) =0(0) Y T(X;) —nd(6) + Y S(X);

i=1 =1

Par 1’exercice @ (p. @), E[¢,(6)] =0 et

BI(((0)7]) = Var[£(9)] = n2(n/ () Var(T) = o OO0,

Ewwn=mwwmm—ww»=n@%mn
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{Exercice @, p. @J

Soit £,(0; X1,...,X,) =log f(X1,...,X,;6). Afin d’alléger la notation (souvent
quelque peu fastidieuse en statistiques), nous allons simplement écrire f et £,,.
Lorsqu’on prend une dérivée, cela se fait toujours par rapport a 6. (En fait il n’a
souvent pas de sens de dériver par rapport & x, par exemple lorsque I'espace X est
discret.) Avec cette notation, la question est : est-ce que E[¢/] = —E[(¢],)?]?

Dérivons : £/, = f'/f et £/ = (f"f — f'f")/f? Par conséquent, E[(¢))?] =
—E[¢!] si et seulement si

12
/ " (ff) dz = / (6] dz =E[(€)*] = ~E[;] =

" \2 N2
—/ (J;— (J;Q) )fd:nz/” (ff) dx — X”f”das.

De maniére équivalente, 0 = [, f” dz ou bien :

0? 0? 0?

car f(x;0) est une fonction de densité pour n’importe quel 6. En d’autres mots,
E[07(0)] = —E[(¢,(0)?)] est équivalent au fait de pouvoir interchanger la dérivée
seconde et l'intégrale.

[Exercice @, p. @J

L’estimateur de maximum de vraisemblance est 6, = X(,). Nous prenons a, = n
et trouvons pour x > 0,

B0~ ) <2) =P (X 26— ) =11z <no} (1- )"

—>1—exp(—%), n — 00.

Ainsi n(6 — 6,,) 4 Exp(1/6).

Pour la deuxiéme partie, nous savons que la densité d’une variable exponentielle
X est fx(x) = Ae™**1{z > 0} et grice au corollaire (p. @) que la densité de
aX est a” ' fx(z/a) = (\/a)e~M9T1{x > 0}. Tl s’agit, alors, de la densité d’une
variable aléatoire exponentielle de paramétre A/a.

Maintenant, l'estimateur de maximum de vraisemblance est A, = 1 [tay (cf.
exercice @, p- @), ou t(q) est la réalisation d’une variable aléatoire W ayant une
loi définie comme

W =max{Ty,...Tn}, Ti,....Tpn 2 ft;\) = Ae! " M1{t > A1}

Or W —1/A=W ~ Exzp(n)\), ot W =W — 1/ ~ Exzp()).
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SOLUTION « COURTE ». n(W —1/X) ~ Exp(\). Appliquons la méthode delta avec
g(t) = —1/t et encore une fois pour conclure

n(A = 2n) L n(A = 1/W) = n(g(W) - g(1/A) 5 Eap(NA® ~ Eap(1/N).

SOLUTION « BRUTE-FORCE ». On peut calculer la distribution exacte de a, (A )
puisque c’est une fonction de ¢(;) —1/A dont on connait la distribution : soit z >

P(an(,\—in)gx)zp(inz,\—f)
A

= <

P(W_an)\—x)

-2 (" 3= 3 w)

—l—exp<m>, oulsix>apA.
Ap\ — X

n)y
0.

On aimerait que la limite de cette probabilité soit une fonction qui dépend de zx.
Si ap,/n — 0 Pexponentielle converge vers 0 et donc la probabilité converge vers 1,
et ce, quelle que soit la valeur de z. Il faut donc que a,, > O(n) et en particulier
an, — 00, ce qui implique que pour z fixé, z < a,A pour n suffisamment grand.

On a

) —nx . —n IR PO L
lim 1—exp|———— | =1—exp| lim ———— | =1—exp| — lim — |,
n—o00 apA — n—00 Ap A — & A n—oo ay

car a,, — oo donc Az devient négligeable lorsque n — oco. Si a,/n — oo la limite
est 0 qui ne dépend pas de z. Il faut donc que lima,/n € (0,00), et on peut
choisir par exemple a,, = n.

REMARQUE. Puisque A > :\):n, nous ne pouvons pas nous attendre a ce que la dis-
tribution limite de a,, (A — A;,) soit normale; en effet, n’importe quelle distribution
limite est forcément non négative! De méme pour a, (6 — 6,,).

Exercice Eg, p- Ea

1. On a

E[X1] =m(0) = / 303x73dx = 29.
0

On obtient donc ’équation et la solution suivantes :

MoM ZX — 9M0M 3n ZX

2. La vraisemblance de 6 est

= [[3¢0°x;*1{x; > 6} = 376*" [ [ X, *1{X(1) > 6}.
i i=1
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Pour 6 € [0, X(y)], la vraisemblance est une fonction strictement crois-
sante et pour § € [X(1),00], L,(0) = 0. Il s’ensuit que oMV — Xay =
min(Xy,..., X,).

. Pour MM on a

E[é}foM} =33nzn:]E[Xi]=3-n-§9=9

=1

et MM est donc non biasié.

Pour trouver l'espérance de é,l\;w = X(1), il faut tout d’abord trouver la
distribution de Xy : pour ¢ > 0,

P(Xqy <) =1-P(Xay>t) = 1-][[BX>1)

=1
n 00 0 3n
3,.—4 _
1—H/t 363z dx-l—(t) :
i=1

Pour ¢ < 6 cette probabilité vaut 0. Ainsi, la fonction de densité de X(;) est

d 0 o 3n;—3n—1
fX(l)(t):% 1- n = 3nb°"t , te[d,o0),

et on obtient

3n
0.
3n—1

E [éi\l/lv} = ]E[X(l)] = /0 3n@3t 3 dt =

Le biais de OMV est donc biais [é,l\fv} =E [é%v} —0=5150#0.

. Ona

E[X?] = / 3032 da = 362,
6

de sorte que Var[X;] = E[X?] —E[X;]? = 262. Puisque les X; sont iid, on a
. 4 & 1
MoM| _ 1 2
Var [Gn } =97 ;:1 Var[X;] 3n0

et lerreur quadratique moyenne est

N A 1
EQM [6YM] = Var [}oM] = 2,
3n
ot on a utilisé le fait que GM°M est non biaisé.
Pour Xy, on obtient
E[X7)] = /0037103"15*3"“ dat = g2
M p 3n—2
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Donc

2
Var [é}fﬂ = E[X?)] - E[X(y)]? _Sn g ( 3n ) 9?
et on obtient

EQM [é}fv} — biais [é%v} " 4 Var [é}fv]

_ 1 9 3n 3n \? 9
_(3n—1)29 +3n—29 (3n—1) o

2 2
T Brn-1)(Bn- 2)9 '

Par un calcul standard, on obtient que

EQM [6)V] <BQM [8YM] = a2
De plus, quand n =1, on a
EQM [é}fﬂ > EQM [é}foM} .

Donc, pour n = 1, Pestimateur OM°M est meilleur que MV, mais pour

chaque n > 2 'estimateur de maximum de vraisemblance est meilleur.

7.4 Exercices du chapitre 4

Exercice ., p- .

A noter que le choix des hypotheéses nulles dans cette exercice est quelque peu
subjectif. Les choix ci-dessous refletent cependant ce qui est habituellement fait en
pratique dans les domaines considérés.

1. Les expériences concernant la matiere noire sont habituellement des expé-
riences de décompte modélisées par des lois de Poisson. Soient p le nombre
moyen de particules dénombrées pendant I’expérience, b le nombre moyen
de particules dénombrées pendant ’expérience lorsqu’il n’y a pas présence
de matiere noire et s le nombre moyen de particules de matiére noire dé-
nombrées lors de I'expérience. Les deux hypotheses sont = b, c’est-a-dire
qu’il n’y pas d’indication de la présence de matiére noire et u = b + s,
c’est-a-dire qu’il y a une indication de matiére noire. On fait une fausse
découverte si on affirme qu’il y a présence de matiere noire lorsqu’en fait
il n’y en a pas. On peut «rater une découverte» si on affirme qu’il n’y a
pas d’indication de la présence de matiere noire lorsqu’en fait il y en a une.
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Faire une fausse découverte est considéré comme une treés grave erreur (cf.
laffaire des «faster-than-light neutrinos» au CERNE). On teste donc :

Hy:p=5
H :p=>b+s

. Soient p le vrai taux d’alcool dans le sang et pg la limite légale. Les hy-

potheéses a tester sont pu < pg, c’est-a-dire qu’on peut conduire en toute
légalité, et u > g, c’est-a-dire qu’on n’est pas autorisé a conduire. Si on
pense que p > o lorsqu’en fait p < pg, on peut décider inutilement de ne
pas conduire et de rentrer chez soi en transport en commun/taxi/a pied. Si
on pense que p < po lorsqu’en fait p > o, on va conduire sous I'influence
d’alcool et ainsi risquer d’avoir une amende ; ou pire encore, de provoquer
un accident. Il est clair que la derniére erreur peut avoir des conséquences
beaucoup plus sérieuses que la premiere, ainsi on devrait tester :

Ho:p>po
Hy:p < pg

. Soit O le nombre de d’habitants d’Iowa qui ont 'intention de voter pour

M. Obama et soit R le nombre de d’habitants d’lowa qui ont l'intention
de voter pour M. Romney. Les deux hypothéses sont O > R, c’est-a-dire
que M. Obama est en téte, et O < R, c’est-a-dire que M. Obama est en
train de perdre (ou qu’il y a égalité). Si le directeur de campagne de M.
Obama pense que M. Obama est en train de perdre lorsqu’en fait O > R, il
décidera de dépenser inutilement plus d’argent dans I’lowa. S’il pense que
M. Obama est en téte alors qu’en fait O < R, il décidera de ne pas dépenser
d’argent supplémentaire dans I’'Towa, ce qui peut avoir pour conséquence la
défaite de M. Obama dans cet Etat. Cette derniére erreur est certainement
la plus grave, on devrait donc tester :

}10 : 0 f;l%
H:0>R

Pour le directeur de campagne de M. Romney, les hypotheses seront inver-
sées :

116 112 f;()

Hi:R>O0

. Afin de vérifier I'efficacité du médicament, on devra faire une étude clinique

avec des patients souffrant de pression artérielle élevée (il ne sera certaine-
ment pas difficile d’en trouver, puisqu’on estime que plus que 20% de la
population a une pression artérielle élevée). Dans cette étude, il y aura un
groupe appelé « traitement » a qui on administrera le nouveau médicament
et un groupe appelé « contrdle » & qui on administrera un placebo. Soit pr

1. http://www.lescienze.it/news/2012/03/30/news/opera_ereditatos_point_of_
view-938232/


http://www.lescienze.it/news/2012/03/30/news/opera_ereditatos_point_of_view-938232/
http://www.lescienze.it/news/2012/03/30/news/opera_ereditatos_point_of_view-938232/
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la moyenne des pressions artérielles du groupe traitement et soit po la
moyenne des pressions artérielles du groupe contréle. Les deux hypotheéses
sont pr = p¢, ¢’est-a-dire que le médicament ne fonctionne pas, et pr < pc,
c’est-a-dire que le médicament réduit la pression artérielle. Lorsque pr = pc
on pourra déclarer, a tort, que le médicament fonctionne et lorsque pr < pc,
on pourra penser a tort que le médicament n’est pas efficace. Dans le pre-
mier cas, un médicament inefficace pourrait se retrouver sur le marché,
entrainant potentiellement d’importants effets secondaires tandis que dans
le deuxiéme cas, le développement d’un médicament efficace pourrait étre
stoppé. Puisque nous voulons étre certains que les médicaments que nous
utilisons sont efficaces a traiter les maladies, nous devrions choisir :

Hy:pr = pc
Hy :pr <pc

[Exercice @, p- @J

1. En utilisant la proposition @ (p. a), on trouve que sous Hy la statistique
de test T;, = T,(X1, . .., Xp) suit une loi N(0,1/n). Ainsi, \/nT,, ~ N(0,1)
et la probabilité de commettre une erreur de type I est

Po(6 =1) =Po(|T0] 2 Q) =Po(Th < —Q) + Po(T, > Q)
=Po(vnT,, < —/nQ) + Po(v/nT,, > /nQ) = 20(—/nQ),
ou Py est la probabilité sous Hy et ® est la fonction de répartition de

N(0,1), et on a utilis¢ &(—z) = 1 — ®(z). Le graphique @ donne cette
probabilité en fonction de @ pour n = 10.

Probabilité de commettre une erreur de type |

0.8} 1

= 06¢ 1

o 041 i

0 0.5 1 1.5 2
Q

FIGURE 7.1 — La probabilité de commettre une erreur de type I en fonction de @
pour n = 10.
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2. En utilisant la proposition @ (p- a), on trouve que sous H; la statistique

de test T, suit la loi N(p,1/n), ot u # 0. Il s’ensuit que /n(T, — p) ~
N(0,1) et la probabilité de commettre une erreur de type II est

620): (|T|<Q):P/t(_Q<Tn<Q>
P.(Vn(—=Q — p) < vn(Tn — p) < v1(Q — )
= 0(vn(Q — p) — 2(Vn(-Q — p))

avec p # 0.

. On remarque que ® est continue, strictement croissante et tend vers 0

lorsque z — —oo, vers 1 lorsque z — oo.

On en déduit que, en fonction de @, la probabilité de commettre une erreur
de type I est une fonction strictement décroissante tandis que la probabilité
de commettre une erreur de type II est une fonction strictement croissante.
Cela veut dire qu’en réduisant l'erreur de type I, on va forcément augmenter
Perreur de type I1. Par ailleurs ces probabilités convergent vers 0 et 1 lorsque
Q — oo.

[Exercice @, P @J

. Sous Hy, on a que Y_i" ; X; ~ Binom(n, 3). La probabilité¢ de commettre

une erreur de type I est
Po(6 =1) =Po(|Tn| =2 Q) =Po(T, < —Q) + Po(T, = Q).

Ici, on a

X;
PO(Tn = ]PO Z i=1770 % < Q)

e
(émc
~n(Yn<[n(3-0)])
_ Ln(:z_—:oQ)J (Z);n,

ou |a] =sup{k € Z: k < a} est 'entier le plus grand qui est < a.
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De la méme maniére on trouve

Il

=~

o
RS
)=

s

vV
- 1

S
/N
N —

+

QO
S~
_
~_—

_ Z ( n >1
B n—ax/2"
z=[n(3+Q)]
n(5-Q))

oll on a utilisé le fait que n— [n(%+Q)] = n+[—n(%+Q)J = L”—n(%+Q)J =
[n(3 — Q). On conclut que

Le figure @ donne cette probabilité en fonction de @ pour n = 10.

Probabilité de commettre une erreur de type |

0.8

0.6}
o 0.4}
~
o

0.2}

N I S
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Q

FIGURE 7.2 — La probabilité de commettre une erreur de type I en fonction de @
pour n = 10.
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2. Sous Hi, on a que Y., X; ~ Binom(n, p) avec p € (0,1)\{1}. La proba-
bilité de commettre une erreur de type II est

9(p) =Pp(6 =0) =P,(|T| < Q)
= ]P)p(_Q <T,< Q)

=P, (nG_Q) <§;Xi<n<;+Q>>
— > (Z)pm(l -p)"
2€{0,....n}N [n(1-Q).n(3+Q)]

Cette fonction avec @Q = 1/3 et n = 10 est illustrée a la figure B

Probabilité de commettre une erreur de type I, Q = 1/3
1 ‘ ‘ ‘ ‘

0.81

0)
o
)

©

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

FIGURE 7.3 — La probabilité de commettre une erreur de type II en fonction de p
avec @ = 1/3.

3. Comme dans 'exercice @ (p- @), en fonction de @, la probabilité de com-
mettre une erreur de type I est une fonction décroissante et la probabilité
de commettre une erreur de type II est une fonction croissante, mais dans
ce cas-la, ces fonctions ne sont ni strictement monotones, ni continues.

[Exercice @, p. @J

Nous nous concentrons tout d’abord sur un indice j < J, fixé. Définissons, Hg :
p; > 1/2 et H] : p; < 1/2. Les variables Xi;,...,X,; forment un échantillon iid
d’une loi Bernoulli avec parametre pj, qu’on peut utiliser afin de tester {H{, H }.
Soit §; une fonction de test,

1 n
d; :l{ngXij SQ;}

pour un Q; tel que le niveau de signification soit au plus a; € (0,1).
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Définissons maintenant
d=1-1{6=0,...,0; =0}.

Observons que § vaut 1 ssi il est un parmi les {d;} vaut 1. Alors si on utilise 6 comme
fonction de test pour la paire { Hy, Hy}, on aura, par 'inégalité de Bonferroni,

P[0 =1 =Py, [ J16; =1} <D Pu, [6;=1] =D«

. .. J
Alors si nous choisissons les @); d’une telle fagon que j=1 ¢ < @, nous aurons
un test respectant le niveau a.

[Exercice @, p. J

1. Comme la probabilité de commettre une erreur de type I est une fonction
continue et strictement décroissante, la valeur de () demandée est la solution
de I’équation

Q

= Py(6 = 1) = 2B(—/nQ).

o

La solution est Q = f%q)’ (%)= fﬁza/Q = ﬁzl_a/g, Uz =01(B)

n

est le S-quantile de N(0,1). Donc, pour o = 0.05 et n = 10, on trouve

1
= —z ~ (0.62.
Q /10 0.975

Cela veut dire que 'on rejette Hy au niveau 0.05 si [T'| > 0.62.
Le dérivée de g(u) (par rapport & p) est

gk = —Vn®n(Q—p)+vn®' (vVn(—-Q — p))
= —Vno(vVn(Q — p) + vVno(vVn(—Q — ),

ou ¢ est la fonction de densité de N(0,1). En mettant la dérivée égale a
zéro, on trouve

o(Vn(Q — ) = o(Vn(—Q — )
\/12? exp (~5(Q - n)?) =
= (Q—p)’=(-Q—pn)?

<~ pn=0.

exp (*E(*Q - M)z)

—
2

1
V2T

Il est aisé de voir que ceci correspond & un maximum. Ainsi, sup,, .o g(i) =
9(0) = B(VnQ) — B(—/nQ) = 1 — 28(—/nQ) = 1 — & = 0.95. La fonction
g(p) avec Q = 0.62 et n = 10 est illustrée dans le figure [7.4.

2. Quand n =10, on a

388 =0.75, 0<Q<1/10,
8 =0.34, 1/10 < Q < 2/10,
Po(6=1)=1< 2% =0.11, 2/10<Q < 3/10,
2L =0.021, 3/10 < Q < 4/10,
=5 =0.0020, 4/10<Q < 1/2.
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Probabilité de commettre une erreur de type Il, Q = 0.62
1 ‘ ‘ ‘

0.8

0.61

0)

P (5

04}

0.2¢

FIGURE 7.4 — La probabilité de commettre une erreur de type II en fonction de p
avec Q = 0.62.

Donc le test respecte le seuil a = 0.05 pour @ € (3/10,1/2].

La différence principale entre ce cas et la premiere partie est que dans ce
cas-la la probabilité de commettre une erreur de type I est une fonction
discontinue de (). Cela a plusieurs implications :

(a) Il existe des a pour lesquels il n’est pas possible d’avoir Py(d = 1) = a.
(b) 1l existe des o pour lesquels il n’est pas possible d’avoir Po(d = 1) < a.

(¢) Il n’est pas possible de trouver une valeur minimale de @ pour laquelle
P0(5 = 1) S .

La raison de la discontinuité de Py(d = 1) est que nos observations, et donc

aussi notre statistique de test, suivent une loi discrete.

REMARQUE : il est possible de montrer que quand n — oo, la distribution
binomiale (standardisée) converge en loi vers la distribution gaussienne. Il
s’ensuit que pour n grand on a approximativement que sous Hy

1

Donc asymptotiquement T, suit_une distribution continue et on peut pro-
céder comme a ’exercice @ (p. @)

(Exercice @, p- J

La loi gaussienne avec une variance connue fait partie d’une famille exponentielle
A l-parametre avec n(u) = u/o? et T(x) = x. Puisque 7 est croissante, on peut
utiliser I'exemple m( (p. ) pour déduire que la fonction de test pour le test le
plus puissant est

6= 1{7’ > ql_a},
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avec T =Y . | X; et q1_q le (1 — @)-quantile de 7 sous Hy. Lorsque p = po, nous
avons que 7 ~ N (npg,no?), ce qui implique

T — nilo
2

7= ~ N(0,1).

no

Puisque 7 est continue, nous pouvons calculer ¢;_,, a partir de

Nous obtenons alors
Qi—a = Vno2®d (1 —a) +nuy = Vno2z,_q + npo,

ol 21—, est le (1 — a)-quantile d’une loi N(0,1). La fonction de test est donc
donnée par

_ X —
5_1{T>q1a}_1{7-nM0 >Zla} _1{ Ho >Zla}'

no?

[Exercice @, p- J

Nous utilisons la statistique de test 7 = >_"" | X; ~ Bin(n, p). Nous allons utiliser
I’approximation normale de la loi binomiale, c¢’est-a-dire que nous approximons la
distribution de Z = ——22— par une loi N(0,1). Nous voulons n et @ tel que

v/np(1—p)

PPO (T > Q) =«
Py (r>Q)=1-a,
ou a = 0.01. Les deux derniéres équations sont équivalentes a

P<Z>Q—"ﬂﬂ9):0m
vn-0.49-0.51

_ - 0. 1
P<Z>Qn05):0%7
vn-0.51-0.49

c’est-a-dire que nous devons résoudre

Q-n-049 .,
V049051
Q-n-051 _ 543

vn-0.51-0.49
ce qui nous donne n = 13567 et @ = 6783.5.
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{Exercice @, p- J

1. La vraisemblance est

1
10 < X, <0} = 5 1{X < 0},

S

L(67X177Xn) = H
=1

Gréce au lemme de Neyman-Pearson nous savons que la statistique de test
optimale pour un seuil « est

" )" X, <0
MX%:M%): b H{ X0 < 0.} = @J (m) =71
7 ()
1 0 X(n) >91,

lorsqu’il existe une valeur @ > 0 satisfaisant Pg,(A > Q) = «. Lorsque
Xy < 01, AX) = (%?) , sinon A(X) = 0. Ainsi, pour chaque Q €
[0,(00/601)"] (par exemple @ = 1) nous avons A > @ si et seulement si
Xy < 61. Rejeter Hp lorsque A > @ est donc équivalent a la rejeter

lorsque X,y < 01, et la fonction de test devient donc § = 1{X(,) < 01}.
La probabilité de commettre une erreur de type I est alors

n

Paa(6 = 1) = P, (Xy < 00) = (1) =a.
C’est exactement le seuil demandé, ainsi nous avons bien défini un test
le plus puissant au seuil a = (61/6p)". Ce seuil est croissant en tant que
fonction de 6 et décroissant en tant que fonction de 6y et de n. La puissance
est Pg, (6 = 1) = Py, (X () < 01) = 1. De plus, il n’est pas possible d'utiliser
le lemme de Neyman—Pearson afin de créer des tests PP pour d’autres
valeurs de a.

2. Nous cherchons la valeur de k telle que

k n
a =Py (X <k)= <90> ,

ce qui donne k = Gt/ < 6.

La puissance de ce test est

P@l (X(n) < 900[1/”) =« <ZO) < 1.
1

Il est possible de montrer que ce test est en fait un test PP pour a <

(61/60)".

REMARQUE : il est naturel de baser le test sur X(,), puisque c’est une
statistique exhaustive pour 6.
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{Exercice @, p- ]

1. On procéde comme d’habitude :

n n 3/2
Ln(X) = (48) "X exp (—A > ﬁ) (H XZ->
=1 =1

a(N) =5nlog A — XY /X + ; > log X; — nlog48
=1 =1

5n " —5n
/ = — — X; i“ -
6L =5 g VX G =5 <0,
d’ou on trouve aisément

/X - 5n
" Z?:l VXi.

2. Par définition, on rejette Hy si et seulement si la fonction de test
0(X1,...,X,) est égale a 1. L’énoncé suggere qu’on la rejette si et seule-
ment si :\\n est inférieur & un seuil quelconque, D. Ainsi, la fonction de test
est de la forme 0(X7y,...,X,) = 1{\, < D}.

3. La probabilité de commettre une erreur de type I est la probabilité de rejeter
Hy lorsqu’elle est vraie. Ainsi, on obtient I’équation suivante :

a =Py (6(X1,...,X,) =1) =Py, (A, < D),

ou les probabilités (qui dépendent bien stir de A!) sont calculées pour \ =
Ao- Si G, est la fonction de distribution de la variable aléatoire Xn quand
A = Mg, alors la solution est le a-quantile de G,, : D = G, (o) = G, 1(«)
car GG, est strictement croissante et continue.

4. Le rapport de vraisemblance est

An(X1, ... X)) = Ln(M) _ (1>5nexp [(AO —Al)zn:\/fi] .

L,(No)

Puisque A\p > A1, on voit que

s [o(x)]

Ao — A1

1{A,>Q} = 1 Zﬁz
=1

- 1 /5\" < 57’11()\0 — )\1)

- log [Q (M)ﬂ

Ce qui est important ici n’est pas ces expressions compliquées, mais le fait
que la fonction de test du rapport de vraisemblance est elle aussi de la
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forme 1{Xn < D'}, qui est exactement la méme forme de §. Par le lemme
de Neyman—Pearson, @ (et donc D’) est tel que

a =Py, (A > Q) =Py, (A, < D).

Il s’ensuit que D' = G, }(a) = D et donc 1{A,, > Q} = §. Ainsi, notre test
intuitif est optimal.

. A D'expression de Xn ainsi que celle de A, le seul élément aléatoire est

>V X;. Essayons donc de trouver la fonction distribution de Y = /Xj;.
C’est une transformation de X; dont I'inverse est X; = Y2. Ainsi

_ 2 _153—)\y_154—)\y
Fry) = fx()2y = A e 2y = 5 Ay e
Méme si on ne se souvient pas que I'(5) = (5 — 1)! = 24, on reconnait
ici la loi Gamma(5, ). (D’ici, on peut déduire que soit I'(5) = 24, car il
s’agit d'une fonction de densité.) Il s’ensuit que Y. ; v/X; ~ I'(5n, \) (on
peut voir cela en utilisant la fonction génératrice des moments). Sous Hy,
A = Ag. A partir de la on peut trouver les valeurs de D et (), mais on peut
se simplifier la vie en remarquant que la fonction de test est également de la
forme 1{}_ v/X; > D"}. Pour que P),(>_ vX; > D") = a, il faudrait que
D" soit le (1 — a)-quantile de la distribution de Y /X, sous Hy, & savoir
Gamma(bn, \g). Ainsi, la fonction de test optimal au seuil « est

1 {Z VX > Gamma5n,,\o,1_a} .
i=1

Le message a retenir ici est que ce qui est important est la fonction de
test, et non pas sa représentation. Par exemple, si on observe X1,..., Xig
et on veut tester Hy : A = 1 vs. Hy : A = 0.5, il est plus simple d’utiliser

1{>° VX, > 62.17} que d’utiliser 1{50/ > v/X; < 0.804}.

[Exercice @, p. J

1. En utilisant le théoréme (p. ), nous rejetons Hy lorsque 7 =, X

est grand, c’est-a-dire lorsque 7 > ¢1_4, OU q1—4 est le (1 — a)-quantile de
la distribution de 7 _avec = pg = 20. En utilisant le méme raisonnement
que dans I’exercice (p. ), on arrive a la fonction de test

X —
d=UHr>q-o}=1 2> oiatp
a/vn
La fonction précédente évaluée aux valeurs données dans 1’énoncé nous
donne

5 = 1{0.577 > 1.645} = 0.

Il n’y a donc pas d’évidence, a un seuil de signification de 5%, nous per-
mettant de rejeter laffirmation de la compagnie.
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2. Pour n =12 et a = 0.05, t,,_1,1—« = 1.796. Nous rejetons donc si

T:X—Mo
S/vn

ot §2 =31 (X; — X)?/(n — 1). Dans notre cas, la valeur de 7 est

> 1.796,

20.5 — 20
T="30m
V12

=0.572,

nous ne pouvons donc pas rejeter Hy.

Exercice E(], p- l a

1. En utilisant le méme test que dans I'exercice précédente (exercice @, p. ),
on trouve que la puissance vaut :

Ho — M
=1-9® , > lg-
(20.95+ a/\/ﬁ) > o

Ce qui nous donne les valeurs suivantes :

p| 13 11
B(u) | 044 0.12

Ho — |

a/vn

16 2
n=—/| 20.95 — 20. .
9 0.9 0.10

Dans notre cas, n = 15.22. Il faut donc 16 observations.

{Exercice EI, p- J

Nous voulons tester Hg : o — uy; > 0 contre Hy : ps — p1 < 0. Définissons

2. On cherche n tel que 1 — @(20,95 + ) = 0.9; c’est-a-dire :

D, =Y; — X;, alors D; g N(ug — p1,02) ot 02 est égale a
0 = o} + 03 — Cov(X;,Y;).

Bien qu’on ne connaisse pas la valeur de Cov(X;,Y;), imaginons d’abord que la
valeur o2 est connue. En posant y = o — p1, nous obtenons un test unilatéral
classique avec pg = 0. Nous savons donc par le théoreme (p. ) que le
test uniformément le plus puissant est de la forme 1{7,(D1,...,D,) < ¢u}, U
Tn(Dh ey Dn) = Z?:l Dz et

s <ay =7 (B2t s,
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Le terme de gauche de la deuxiéme égalité suit une loi N'(0, 1) sous Hy. Ainsi

Ga/m — po
a/vn

= Zu.

Nous obtenons finalement

{7 (D1,...,Dp) < qa}=1 {D:/\/go < za}.

Comume la vraie valeur de o2 est inconnue, on la remplace avec I’estimateur

ilz(D -0
i=1

et nous obtenons le test

En — Mo
S <o)

ol t,_1 4 est le a-quantile de la loi de Student avec n — 1 degrés de liberté.

[Exercice @, p. J

Les hypothéses du test sont Hy : (u,02) € ©¢ vs. Hy : (u,0%) € Oy, U Og =
{(p,0%) - p € Rio? = 02} et ©1 = {(p,0%) : p € R,0% > 0,0% # 02}. Nous
obtenons donc que

sup Ln(,u,az) = Ln(ﬂnaai)v
(#702)691

ot (fin,02) = (Xn,n ' >0 (Xs — X»)?) est Pestimateur du maximum de vrai-

semblance de (i, 0?) et

sup Ln(,u70-2) = Ln(ﬁ”’ag)’
(1:07) €00

ol fi, = X, est I'estimateur du maximum de vraisemblance de p lorsque la va-
riance est connue. Le rapport de vraisemblance est

Ly (fin,02)

Al X = T R
2 n/2 oy _X.)2

tie) e (B ))

(Z"(
) )

on W= (1/03) 31" (X; — X»n)? ~ x2_, sous Hy. Nous avons donc

208 2

A(Xiye o X0) > Q& (g) W-neW > Q & WreW > @,
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ott Q' est tel que Py, (W"e" > Q') = a. Posons f(w) = w™"e%, et analysons
cette fonction. Nous avons

<0 O<w<n
flw) =w™""te” (W —n) =0 w=n
>0 w>n.

Nous obtenons donc que A, (X1,...,X,) > Q< W >c; ou W < ¢, ol ¢1 et o
sont telles que f(c1) = f(ca) et telles que Pp, (W > ¢1) + Pp, (W < ¢3) = a (voir
graphique ci-dessous).

f(w)

Co C1q

Ceci nous donne un systeme a deux équations deux inconnues compliqué a ré-
soudre. En supposant que c; et ¢ sont telles que

Pu,(W > c1) = /2 et Py, (W < ¢2) = /2,

nous obtenons que ¢; = Xifl,lfa/Q et cg = Xifl,a/w puisque W ~ x2_, sous Hj.

Exercice Eg, p- 1:2

1. La fonction de vraisemblance est

n m

L(N17M2702) = H za,ula H ]1#27
=1 Jj=1
1 n+m ) m )
= <2 3 exp —p1)” + Z(Yg — H2)
xe =
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2. Lorsque 6 € ©g, nous sommes dans la situation bien connue d’un échantillon
iid, de taille n +m, tiré d’'une N (u,o?). Nous avons donc que le supremum
de L(0) est atteint en

0= (7.7.53,)

X+mY nX+mY 1 -

n+m ~ n+m ‘n+m
il est donc égal a
L(1, 1,53,

1 (n+m)/2 1 n o m Y
(5 ) e (g [T - R

2158, 253, | = =
1 (ntm)/2 n+m
(amg) oo ()
o1 ()2
- (27@)0) '

Lorsque # € ©;, nous devons maximiser la fonction de vraisemblance
trouvée en (i) par rapport & (p1, g, 02). En dérivant la fonction de log-
vraisemblance par rapport a chacun des parametres et en posant les 3
expressions obtenues égales & 0, nous obtenons que le supremum de L(6)
est atteint en

—~ PR . 1 __ _
9:<M17M230—(2—)1): X7Yan+m Z(XZ_X)2+Z(YPJ_Y)2 )

n m
i=1 j=1
il est donc égal a

L(fin, iz, 5, )

1 (n+m)/2 1 n m
_ 2 372
— ( = ) exp %% Z(XZ X) +Z(YJ Y)

2
2mog, p =
1 (ntm)/2 n+m
(g) (")
B o1 1\ (tm)/2
B 215¢, '

3. Remarquons tout d’abord qu’en utilisant les deux identités fournies dans la
question, nous obtenons que 3(290 peut s’écrire de la fagon suivante :

sy mn(X —Y)?
0o, =06, + 7“” )
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Le rapport de vraisemblance est donc

AX1, . X, Y, Y) =

~ o~ o~ ~ n+m)/2
L(Mlau%aél) _ <Ué0>( V
L, 11,63,) 78,
mn(Y—?)Q (n+m)/2
=\ 52 g
[SF1

— (14 5)mFm/2

ol

mn(X —Y)?

§= 5————5
06, (m+n)

_ mn(X —Y)?
(m+n) [Zi;l(Xi - X2+ (Y - ?)2}
mn(X-Y)?
(mtn)

et [0, (X - X)? + S, (Y - V)

2
Vg X-Y)
Vo= [ (X=X, (7 - V)]

n+m-—2
nn;,'rlrz (ny) 2
- Jﬁ[(n—l)Si-&-(m—l)Si]
N n+m-—2 '

4. Nous devons trouver la distribution de T sous Hy, c’est-a-dire lorsque p1 =
o = p. Pour ce faire, nous allons réécrire T' de la fagon suivante :

1 [ (% )
o n—+m Z
T = - 1

= )
1 (n—1)52 (m—1)52 Zs
\/n+m—2 |: 02) -+ o2 * ntm—2

olt 02 est la variance inconnue de notre échantillon.

Analysons premiérement Z;. Nous savons que sous Ho, X ~ N(p,02/n) et
Y ~ N(u, 0% /m), puisque ces deux variables aléatoires sont indépendantes,
X —Y ~ N(0,0%(n +m)/nm). Ainsi Z; ~ N(0,1).

Analysons maintenant le dénominateur. Nous savons par la proposition @
(p. g) que (n —1)S% /0% ~ x%2_, et que (m — 1)5% /0% ~ x2%,_,. En utili-
sant l'indice fourni dans la question, nous obtenons Zy = (n — 1)S% /o? +
(m —1)S% Jo? ~ x%,,_o, puisque les deux variables aléatoires sont indé-
pendantes. La proposition E nous dit également que Z; et Zs sont indé-
pendantes, et d’aprés théoréme (p. @), T ~ tytm—2 (observons que la
démonstration de ce théoréme peut étre généralisée pour le cas d’un rapport
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d’une gaussienne standard, avec une x? indépendante de degrés de liberté
quelconques).

Le test du rapport de vraisemblance est donc défini par la fonction de test
suivante :

(X1, X, Y1, Vi) = YT > typm—2,1-a/2}-

Exercice E%, p- l:%

La fonction de vraisemblance

6777’002?:1 X

=1 1

est maximisée a 6,, = X,,. Le rapport de vraisemblance est donc

%\ T X
Ln(X < [ Xn )"
An(Xiyy X)) = Ln(Xn) _ gnoo-) ( ”) :

Oy
Par le théoreme (p. ), 1nouS savons que

_ - X
2n (90—Xn+anog 9l>:210gAn(X1,...,Xn)i>X‘{,
0

sous Hy. Un test approximatif peut donc étre défini par la fonction de test

- X,
1{2log Ap(X1,..., Xp) > X7, o} =1 {2n (90 — X, + X, log 9> > x%_la} :
) ,

[Exercice @, p- J

La fonction de densité s’écrit

1 2
f(z;0?) = exp {—2 In(2r0?) — 236

o2

} ; 6 =0c%>0, r €R,
de sorte que n() = —1/(20) et d(f) = 3 In(270). L'estimateur du maximum de
vraisemblance est 52 = O, =nt > X2 Le calcul

W0) =g 1'O) =g dO) =55 d"0) =55

implique que
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Afin de tester 'hypothese nulle Hy : 02 = 03, on vérifiera si

~ o~ 2\ 2 n2
Q<%@l&¥—§(fﬁ _r-ny vy

2
On

Sous I'hypotheése nulle, Y ~ x2, et on la rejette si et seulement si

n n
Gg=—=>Y ou Y > — =qo.

2Q 2
1+4/5% 1—/==
Les nombres ¢1, g2 sont choisis de sorte que ¢; '+ - = 2/n et P(x2 > ¢2)+P(x2 <
Q1) = a.
Intuitivement, on rejette si Y est loin de sa moyenne sous Hy, soit n. Autrement
dit, on rejette si 52 /02 est suffisamment loin de 1.

Lorsque n est grand et Hj est conforme a la réalité, on peut approximer Jn(é\nf
fp)? par une variable aléatoire x?. En effet,

~ A Y —n nY-n_ n> . (X}/og—1)
\/;(en_GO)\/ﬁYﬁYﬁﬁY 1\/5\/50 .

Quand Hy est vraie, les variables aléatoires Z; = X? /o2 —1 sont iid avec espérance
nulle et variance 2. Par le théoreme central limite la deuxiéme fraction

1 n
Vv &7

tend vers une variable aléatoire N (0, 1). Par la loi des grands nombres Y /n converge
vers 1 et par le théoreme de Slutsky (théoreme , p- @) nous obtenons le résultat
cherché. Voir aussi le théoreme @ (p. )

Le test de Wald approximatif est donc

2\ 2
n 0§ 9
5 ( - 82) > Xii-a

En suivant le méme raisonnement qu’a ’exercice @ (p- ) on trouve que le
test du rapport de vraisemblance rejette I’hypothese nulle si

2\ /2 ~2
52y (20 non (_ﬁ) — g "/? (@) <_ﬁ> .
Q < A7) <3%> exp <2 ‘7(2)> exp | —5 a exp (4 Jexp (—35 )3
a=702/0p.

Cette fonction, vue comme une fonction de a, est décroissante pour a < 1 et
croissante pour a > 1, de sorte que sa valeur minimale est atteinte en a = 1. Pour
atteindre de grandes valeurs, il faut donc que a soit loin de 1; c’est-a-dire que o2
soit loin de 0.

Quand Hy est vraie 2log A(2) RN X3 (théoréeme , p. )

Le test approximatif est donc

o o

n n 2
nl——log— —1| > X 1_4-
[03 03 Lil-a
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{Exercice @, p- J

La fonction de masse s’écrit

f(z;p) = exp{zlnp+ (1 —2)n(l—p)}
= exp{z[lnp—In(1-p)]+In(1-p)}, = €{0,1},

de sorte que n(p) = Inp—In(1—p) et d(p) = —In(1—p). L'estimateur du maximum
de vraisemblance est p, =n~ ' Y7 | X; = X et nX ~ Binom(n,p). Calculons

/ 1 " 2]9 —1 / 1 7 1
n'(p) i " (p) (1= p)? ) == ’ (p) e
d’ou R N R N
= d"(0n)n' (65) — d'(6n)0" (6) n
J,=n — = — —.
7 (0n) Pn(1 —Dn)

Le test de Wald rejette ’hypothese Hy : p = pg si et seulement si

n ~ d
Q < m(pn —p0)2 — X% (SOU.S Ho)

n

En effet, sous U'hypothése nulle J,, /n 2 (po(1 — po)) ! et

V(Pn
pn<1 - pn)
Voir aussi le theoréme - .) Le test de Wald approximatif est donc

(
20) 4 N0, 1).

(ﬁn —p0)2 > 12
Pn(l—Dn) ~ “HTE

Le test du rapport de vraisemblance rejette si (P, /po)™"[(1 — pn)/(1 — po)]"~"Pn
est grand, et 2 fois le logarithme de cette quantité converge en distribution vers
une variable aléatoire x? quand Hy est vraie (théoréme , p- ) Le test
approximatif est donc

. D ~ 1-p,
2n {pn log == + (1 — pn) log "] > X 1o
Po I —po

[Exercice ﬁ, p- J

Montrons que Go(T(X1,...,X,)) ~ U0, 1] sous Hy. Or, sous Hy, Gy est la fonc-
tion de distribution de T(X7y, ..., X,), supposée continue. Lorsque Z est une va-
riable aléatoire avec fonction de distribution continue G,

BG(Z) <u)=B(Z <G (w) = GG W) =u,  ue (0,1),

ot G~ (u) = inf{t : G(t) > u} et la derniére égalité découle de la continuité de G.

Ainsi GQ( Xl,..., @ @et 1-— GQ X17~-~>Xn)) U[O 1] si HO est

vraje. D’apres le lemme la valeur-p suit une loi uniforme sur [0, 1].
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{Exercice @, p. J

1. L’hypothése nulle est Hy : p3 = pips et Uhypothése alternative est Hj :
p3 # p1p2. En effet, sous Hy,

P(X =1,V =1) = ps = p1p2 =P(X =1)P(Y
P(X =1,Y =2) =p1 —ps3 =p1(1—p2) =P(X =1)PY
P(X =2,Y =1)=py — p3 =p2(1—p1) =P(X =2)P(Y
PIX=2Y=2)=1-pi—p2t+ps =1-p)(1-p2) =PX=2)P(Y

donc X et Y sont indépendantes.
L’espace de parameétres est

O = {(p1,p2,p3) : 0 < p1,p2 < 1,min(py,p2) > p3 > max(p; +p2 — 1,0)}.

2. Définissons les variables aléatoires ny; = Z?zl Tri(zi,y;) ou k,1 € {1,2} et

Tii(z,y) = Ho =1,y =1},
Tio(z,y) = 1{z =1,y =2},
To1(z,y) = H{z =2,y = 1},
Too(z,y) = 1{z =2,y = 2},

de sorte que n = mi1; + ni2 + no1 + noo. Nous obtenons la fonction de
vraisemblance

n

T irYi isYi i Yi
L(p17p27p3) = Hp311(13 Y )(pl —pg)le(‘r Y )(p2 — pg)Tm(z Vi)
i=1

(1 —p1—po +p3)T22($i7yi)7
dont le logarithme est
U(p1,p2,p3) = nirlogps + mnizlog(pr — p3)
+ o1 log(pz — p3) + ngalog(l — p1 — p2 + p3).

(Il s’agit d’une famille exponentielle & 4-parameétres, méme s’il n’y a que
trois inconnus!) Pour trouver les estimateurs du maximum de vraisem-
blance, trouvons les solutions des trois équations

ov
Opr pr—ps 1—pi—pa+ps
ol

0 = & _ M 122 ; (7.6)
Opz  p2—p3s 1—pi—pa+ps
or

0 = —— =T T s (&
Ops  p3  p1—p3 Pp2—pP3 L1—p1—p2+p3

En utilisant (B) et (@) on obtient n11/p3 = n12/(p1 — p3) ou bien

R n . . Mg
Ps = ———Pp1 = p1 = D3 + —=Ds. (7.8)

nig2 + N1 n11
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De maniere similaire

~ n11 ~ ~ ~ 21 ~
3 = —————DPy == P = P3 + —P3. (7.9)
n21 + N1 ni1
Combinons (@)7 (@) et (E) pour obtenir
nip  Ni2Miy Nna2
ps  na2Ds 1 —p3— 2ps —p3 — 1 2ps + D3
_ N22M11
ni1 — pa(ni1 +niz +no1)’
ou
~ n11 _ N
n11 + Ni2 + N2t + Nag n

Avec (@) et (@) on obtient

p=lartma. o5 Mutna (7.10)
n n

donc les estimateurs du maximum de vraisemblance sont tout simplement
les proportions respectives de I’échantillon.

Il est quelque peu laborieux d’utiliser la matrice hessienne afin de démontrer
qu’il s’agit d’un maximum, donc nous travaillons différemment. Supposons
d’abord que nq11,n12,n21 et ngo sont strictement positifs. Remarquons que
{ — —o0 si

ps —0oup; —p3s = 0oups —p3s +0o0ul—p; —ps+p3 —0.

Par conséquent, il existe certainement un € > 0 tel que le maximum sera
atteint sur Pensemble ot € < p3 < min(py,pa) —eet 1 —p; —pa+p3 > e.
1l s’ensuit que min(py,p2) > ps > € et que min(1l — p1,1 —po) > 1 —py —
po + p3 > e. Alors le maximum de £ est forcément atteint dans 'intérieur
de I'ensemble fermé

0. =0n[,1-¢.

Puisque ¢ est continue sur O, elle atteint nécessairement son maximum
sur cet ensemble. Ce maximum sera atteint a l'intérieur de cet ensemble,
comme discuté précédemment. Or ¢ étant dérivable, le maximum doit étre
atteint a un point ou les dérivées partielles s’annulent, et le seul point ou
cela est le cas est (p1, P2, p3). Ce dernier doit donc étre le point ou £ atteint
son maximum.

Si nia = 0, alors p1 = p3 et on peut suivre un raisonnement similaire ; de
méme dans les autres cas (na; = 0, nog = 0, ete.).
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Lorsque Hy est vraie, ps = pop; et le logarithme de la fonction de vraisem-
blance prend la forme

U(p1,p2) = N1 logpipz + nizlogpr (1 — p2) + n21 log(l — p1)p2
+ ngglog(l —p1)(1 —p2) =

= (n11 + ni12)log p1 + (na1 + na2z2) log(1 — p1) + (n11 + n21) log pe
+ (n12 + naz) log(1 — pa),

de sorte que

ol ni1+mnia nop+ng Ol ni1+mnor nig+ N

Ip1 P1 1—p ' Op2 P2 1—ps

)

et les estimateurs du maximum de vraisemblance sont les mémes que dans
() En revanche, ici p3 = (n11 + n12)(n11 + n21)/n? et non pas nii/n.
Puisque les deux dérivées secondes sont négatives et les dérivées partielles
croisées sont nulles, il s’agit bien d’un maximum.

3. Lorsque p; = py = 1/2, la fonction de vraisemblance se simplifie en

U(ps) = (n11 + n22) logps + (n12 + na1) log(1/2 — p3)
= (n11 + na2) logps + [n — (n11 + ng2)] log(1/2 — p3)

P3
= log ————— log(1/2 — p3).
(n11 + n22) log 12— ps +nlog(1/2 — p3)
C’est une famille exponentielle avec le parameétre naturel n(ps) = logps —
log(1/2 — p3) et d(ps) = —log(1l/2 — p3). Pour trouver l'estimateur du

maximum de vraisemblance, dérivons

U (p3) =

nip+Mno2 N1t +Ng2 — N
p3 1/2 —ps

11 est aisé de voir que £ < 0 sur (0,1/2) et que ps = (n11 + naz)/(2n) est
I'estimateur du maximum de vraisemblance. Nous allons considérer deux
méthodes afin de construire des tests.

Meéthode 1. Nous trouvons le test de Wald

D3 — 1/4)?
M i} X%7 s0us H07
p3(1/2 —p3)

par le théoreme central limite, par la loi faible des grands nombres et le
théoreme de Slutsky (théoreme , p- B3). Le test approximatif au seuil
o rejette hypothese nulle si et seulement si jn(ﬁ; —1/4)% > xi,_ 4 La
valeur-p approximative est

Q < Jn(p3 —1/4) =

. N . p3 — 1/4)?
inf{a: J,(Ps — 1/4)* > X141 0} = 1nf{a:a>1—Fz<7Z(pB,\>}
{ (P = L/4"> Xia-a X1\ p3(1/2 — p3)

= 1-F,. (’M) , (7.11)

XA\ p3(1/2 — ps3)
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ou F, 2 est la fonction de distribution d’une variable aléatoire x?. Ici p3 =
(266 —l— 284)/2048 et la valeur-p approximative est 0.0172. C’est-a-dire, avec
ces données, on rejette I'hypothése nulle au niveau a pour chaque o >
0.0172.

Méthode 2. Par définition, 111 +mnas ~ Binom(n, 2ps) et sous I'hypothese
nulle 2p; = 1/2. Par conséquent,/n (4p3 — 1) suit approximativement la loi
N (0,1). L’hypothése Hy est rejetée si et seulement si \/n[4ps —1| > 21_q/2;
la valeur-p approximative est donc

inf{la : vnldps — 1| > z1_qs2} = inf{a:a > 2[1 — &(v/n|4ps — 1))]}
= 2[1 - ®(V/n|4ps — 1])].
Dans notre cas ps = (266 + 284)/2048 et la valeur-p approximative est

0.0175. C’est-a-dire, avec ces données on rejette I'hypothese nulle au niveau
« pour chaque « > 0.0175.

REMARQUE. Si nous remplagons le dénominateur ps(1/2 — p3) de ()
par sa valeur limite 1/16, les méthodes construisent le méme test, et donc
la méme valeur-p. La raison pour laquelle la valeur-p du test de Wald est
inférieure & celle de la méthode « directe » est que la fonction s +— s(1/2 —
s) atteint son maximum (sur [0,1/2]) quand s = 1/4. L’approximation
p3(1/2 — p3)/n sous estime donc la variance de 'estimateur ps.

7.5 Exercices du chapitre 5

Exercice Ea, p- ll:/

Par le théoréme @ (p. @), on sait que
X —p
<7 = "~ ln-1
S/\/n

Nous avons donc

X—p
P |:t{n—1,o¢/2} < S/vn Stin-1i-a/2y| =1—a

On peut modifier 'expression dans les crochets comme suit :

tin <Xy
{n l’a/2}_S/\/ﬁ_ {n—1,1—a/2}

S - S
— t{nﬂ,a/Q}ﬁ <X—-pu< t{nfl,lfa/2}ﬁ
. S - S
= X —tn-11-a/2)—F—= \f p<X-— t{n—l,a/Q}%
S S

=

X —tpno11- a/Q}T p< X+ t{n—l,l—a/2}%
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Ici on a utilisé le fait que ty,_1 /2y = —t{n_1,1-a/2} qui vient de la symétrie de
la distribution ¢. Donc,

_ S - S
P|X —tin—11— — < u< X+t o11- — | =1-qa.
{ {n—1,1 a/Q}\/ﬁ S PSS A Ftmo1 a/Z}\/ﬁ] o
et [X_t{nfl’lfa/Q}%, X—Ft{n,l,l,a/g}%] est un intervalle de confiance bilatéral

avec un seuil de confiance 1 — a.
De la méme facon, on trouve que

X —u = S
l-—a=P {S/\/ﬁ < t{n—l,l—a}] =P [X - t{n—l,l—a}% < M]
et que
X - - S
l—a="P {t{n_l,a} < S/\/g} —P {u <X+ t{7l_171_a}\/ﬁ} .

Donc, [X — t{n—l,l—a}%v +00] et [—oo, X + tin—1,1-a} %] sont les intervalles de
confiance unilatéraux avec un seuil de confiance 1 — «.

{Exercice @, p. J

1. II faut résoudre le probléme suivant :

minU — L t.q. U)-P(L)>1—« (U, L € R).

Puisque ® est une fonction croissante, la contrainte peut s’écrire U >
®~1(1 — a + ®(L)). Pour un L donné, il faut choisir le U le plus petit
qui satisfait la contrainte. Ainsi, notre probléme se réduit a trouver

ming(L) =& (1 —a+®(L)) - L, LeR.

Notons cependant que ®(L) < ®(U) — 1+ a < « et le domaine de g est
(—00,® (). De plus, g(L) — oo lorsque L — —oo ou lorsque L —
®~1(a), et g > 0. Le minimum de g sera donc atteint & un point intérieur
du domaine de g. Celle-ci est dérivable par le théoréeme de la fonction inverse
(car @ est strictement croissante et contintiment dérivable).

La dérivée de g s’annule si et seulement si
(L) (L) _ exp(—L?/2)

1= Y@ L(1-a+ L) @U) exp(-U2/2)

c’est-a-dire lorsque L = +U. Or, ® est croissante et ®(U) —P(L) =1—a >
0, donc forcément L < U. On a donc L = —U et par symétrie ®(U) =
1—®(L), donc

1—a:<I>(U)—<I>(L):1—2<I>(L):><I>(L):%:><I>(U):1—%.
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Le but de la discussion ci-dessus était de montrer qu’il s’agit d’un minimum
sans devoir calculer la dérivée seconde de g. A noter qu’il est facile dans
ce cas de montrer que ¢g”(®7!(a/2)) > 0 et donc qu'il s’agit bien d'un
minimum.

REMARQUE : Le choix L = ® !(a) correspond & U = oo et donne I'in-
tervalle de confiance unilatéral a gauche. Le choix L = —oo correspond a
U =® (1 - a) et donne I'intervalle unilatéral a droite.

. Posons Z, = /n(X,, — u)/o ~ N(0,1) et remarquons que

P[AnSMSBn] = P(Yn_BnSYn_MSYn_An)

I faut minimiser B, — A,, ce qui équivaut & minimiser (v/n/o)(X, — B,)—
(v/n/o)(X, — A,), mais sous la contrainte que cette probabilité soit au
moins 1 — a. Par la partie (1), la solution est

7(Yn - Bn)7 T(Yn - An>:| = [Za/Qv Zlfa/Q] = [_Zlfa/27 Zlfa/2]-

Ainsi, la solution de notre probléeme est

— g — g
[An, Bn] = [Xn - Zlfa/2ﬁaXn + Zlfa/Qﬁ )
qui est donc l'intervalle de confiance basé sur X, de seuil (supérieure ou
égale &) (1 — «) ayant la plus petite longueur.

. Le méme résultat est valable lorsque Z suit une loi ayant une densité symé-

trique f, qui est strictement décroissante sur R, . C’est-a-dire, le résultat
est valable si

— pour chaque = € R, f(z) = f(—x);

— pour chaque 0 < z <y, f(x) > f(y).

Par exemple, ceci est bien le cas si Z ~ t; pour k > 0. Ainsi, méme si la
variance o2 est inconnue, en la remplacant par I’estimateur 2, on obtiendra
I'intervalle de confiance ayant la plus petite longueur.

REMARQUE : Sous ces conditions, on peut montrer que l'intervalle [L, U]
est 'ensemble (mesurable) F' ayant la mesure de Lebesgue la plus petite et
tel que P(F' 5 Z) > 1 —a. Il est donc inutile de chercher (par exemple) une
union d’intervalles.

[Exercice @, p- J

D’apres 'exercice @, p. (avec n = m), la variable aléatoire

T =

i (X —ux —Y+py)  m(X-Y-0)  X-Y-0

Jimmln -8k + (-8 VST 1(52 4 52)
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suit une loi t2,_2 pour chaque § € R. (Parce que S% = S%__. pour chaque
constante ¢ € R.) Ainsi, T' = g(X1, ..., X, Y1,...,Y,,0) est un pivot (la continuité
par rapport a 6 est évidente). A partir de 1a, on n’a qu’a faire les manipulations

habituelles :
X-Y-6
l—a="Py |lagn—2a2 < —F——= <lon_21-a/2
i +(S% +5%)
1
=Py |ton—2,a/2 (52 +S8L)<X-Y —0<ty, 91 a2 E(Si +52)

_ _ 1
=Py | X =Y —top_21-a2 (5 +52)<O<X-Y —loy_n4/2 5(53( +5%)

_ 1 _ 1
=Py | X =Y —top_21-a/2 E(S§¢+S%) SO<X-Y +ty 21 a/ E(S§<+S§¢)

On conclut que

_ _ 1 _ _ 1
X =Y —ton_21-0/21/ E(Si +55), X =Y +ton_21-a/21/ E(Sﬁ +52)

est un intervalle de confiance pour 8 = ux — puy avec un seuil 1 — a.

REMARQUE : On peut définir Z; = X; —Y; N(6,20?) (ce qui par ailleurs aurait

été plus compliqué si m # n, c’est-a-dire si le nombre de X; n’était pas égal au
nombre de Y;) de sorte que

Y—?—g \/7(Z 9 27’” .
\/%7% \/ST2 FW -1 Szf;(zz 7)2,

car le nominateur suit une loi N(0,1) et le dénominateur est V/v/n—1 ou
V ~ x2_,, et les deux sont indépendantes. Ainsi on obtient I'intervalle de confiance

_ _ 1 _ - 1
X =Y —th 11-a/ ES%X -Y + tn-11-a/2\/ nS%] .

Cet intervalle sera probablement plus grand que celui d’avant : puisque S% — 202
et 5% 4+ S% — 202, on s’attend a ce que les deux aient une taille similaire (ils ont
en tous cas la méme espérance et la méme variance). Or pour 3 fixé, la fonction
k +— t; 3 est décroissante. Notre deuxiéme intervalle aura donc tendance & étre
plus grand, puisqu’on utilise t,_1 au lieu de t3,_o. Intuitivement, on a utilisé n
données (les différences X; — Y;) au lieu d’en utiliser 2n.

En revanche, le premier intervalle est moins général que le deuxiéme : ce dernier
suppose uniquement que les différences Z; sont iid, alors que dans le premier cas on
a supposé que toutes les X; sont indépendantes de toutes les Y;, une supposition
plus forte. Dans le cas apparié (exercice Bl|, p. ), on ne peut utiliser que le
deuxieme intervalle
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{Exercice @, p- J

Soient Xy,..., X, ud N(u,0?) avec 4 € R et 02 > 0 inconnus. Supposons qu’on
aimerait trouver un intervalle de confiance pour y (donc o2 est un paramétre de

nuisance). On sait que

Yn—,u ~ 1< 2 1 - Y )2
— N(0,1 X,=- X, Sn: X, —X,)".
Sn/v/n (0, 1), n; nflizzl( )

Or 12 les X; sont normales; on connait donc la distribution exacte de T,, =
V(X — p)/Sp + d’apres le théoreme @ (p. @), elle est t,_1. L’énoncé est
donc démontré.

[Exercice @, p. J

On a besoin du résultat suivant : si Z, 4z , U Z est une variable aléatoire continue,
alors P[Z,, = a] — 0 pour chaque a € R.

Afin de démontrer cela, soient F, et F' les fonctions de répartition de Z,, et Z
respectivement. On a P[Z,, = a] = F,(a) — lim._,o+ F,,(a — &). Donc on obtient :

lim P[Z, =a] = F(a) — lim lim F,(a—¢). (7.12)

n—o00 n—00 ¢—0+

Montrons que la limite & droite est égale & F(a). Puisque F,, est croissante,
lim, g+ F(a—¢) < F,(a). De plus, lim,_,o+ F,,(a—¢) > F,(a—¢) pour un 6 > 0
fixé. Donc

Fo(a—0) < lim Fy(a—e¢) < Fy(a).

e—=0t

En prenant la limite n — oo de chaque c6té, on arrive a

F(a—90) < lim lim F,(a—¢) < F(a),

n—00 ¢—0+
et en prenant la limite § — 0%, on a

F(a) < lim lim F,(a—¢) < F(a),

n—o0 e—0+

ol on a utilisé le fait que F est continue. Donc, lim,, o lim,_,q+ F),(a—¢€) = F(a)
et I’équation () nous donne que

lim P[Z,, =a] =0.

n—oo

Vérifions maintenant le cas bilatéral. On a

P[h,, — Z1fa/2j{1/2 <0<0,+ Zlfa/an_l/Q}
=P[—21—a/2 < T2 (05— 0) < Z1—a/2]
=P[20/0 < V(0 — 0) < 2100
=F(21-ay2) — Fu(2ay2) + P 205 — 0) = 242),
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ou F), est la fonction de répartition de JA}L/ (6, — 0) et ou on a utilisé le fait que
Zo/2 = —Z1-a/2- Par la proposition (p. )7 on sait que Fy,(z) — ®(x) pour
chaque x € R, u ®(z) est la fonction de répartition de N(0,1). De plus, par la
proposition ci-dessus on a

P[JY2 (0, — 0) = 24/2) — 0.

Donc on obtient

]P)[@n - Z1—a/2j;1/2 << én + Zl—a/Qjﬁl/z] — @(Zl—a/z) - ‘I)(Za/Q) =
=l-a/2—a/2=1-a.
Il s’ensuit que [én - zl_a/an_l/Q, 0, + zl_a/an_l/Q] est un intervalle de confiance
approximatif avec seuil 1 — a.

De la méme fagon, on trouve que

P[0, — 21—ad; Y2 < 0] = P[JY2(0, — 0) < 21_0] = Fu(z1-0) = ®(21-0) =1 —a
et que

P[0 < 0, + 210 J; V] =1 =P[O > 0, + 21_0J; /?]
=1—P[JY%(0, — 0) < 24
=1— F,(2a) + P[JY%(6,, — 6) = 2]
= 1=P(zy)=1—c.

Donc, [éle_aj,:lﬂ, +00] et [—oo, é+zl_ajn_1/2] sont les intervalles de confiance
unilatéraux approximatifs avec seuil 1 — «

[Exercice @, p- J

1. Le fait que Y,, ~ U(0,1) a déja été démontré (exercice @, p. ), et donc
Y., = Fr,(T,) sera un pivot a condition que Fr, (T},) soit aussi une fonction
de 6. Ceci est garanti par le fait que 7;, est une statistique exhaustive, alors
que Fr, dépend du parametre 6.

2. Ainsi, pour chaque 6 et chaque o € (0,1) on a
l—a=Pla/2<Y, <1—-0a/2] =Pyla/2 < Fr, (T,;0) <1—a/2].
Donc, ’ensemble
S={0ec0O:a/2<Fp (T,;0) <1—a/2}

est une région de confiance pour 8 avec un seuil 1 — «, a condition que nous
connaissions la forme exacte de Fp,. Si S est un intervalle, on a trouvé un
intervalle de confiance pour 6. C’est le cas par exemple quand Fr, (t;6) est
une fonction monotone de # pour chaque t. Si ¢’est une fonction croissante
et T, est une variable aléatoire continue, alors

S = {0 €0: qa/Q(e) <T7T,< (]1—a/2(9)}»

ol gz est le B-quantile de la distribution de T5,.
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3. Trouvons la fonction de répartition de 7,, = min{Xy,...,X,}. Ceci se
fait facilement en utilisant P(T" > ¢) = P(X; > t)” pour chaque ¢. On
peut éviter quelques calculs en remarquant que X; — 0 i Exp(1) et donc

T, — 0% Ezxp(n), de sorte que pour t > 0, 1 — Fr, (t;0) = Po[T,, — 0 >

t — 0] = exp{—n(t — 0)}. Ainsi

1—exp{-n(t—0)} t>0

Fr (t:0) =
7. (t6) {O t<9,

est décroissante en 6 (vérifier les deux cas!) et donc 'ensemble S est un in-
tervalle [L,U]. Les bornes sont telles que Fr (T;L) = 1 — «/2 et
Fr (T;U) = a/2; autrement dit

1— efn(TnfL) —1— 01/2, 1— efn(TﬂfU) = 01/2

La solution est
1 1
(LU= |T,+ - log(c/2), T, + Hlog(l —a/2)

qui est par construction un intervalle de confiance pour 6 avec un seuil
1—a:
P(L,U]20)=P(a/2<Y, <1—-a/2)=1-a.

On remarque que les deux logarithmes sont négatifs ; on sait que T,, > 6 .

Exercice Eg, p- l:(]

Gréace a la proposition (p. )7 nous savons qu’il faut inverser un test uni-
formément le plus puissant pour la paire d’hypotheéses

Hy:p < pg Vs Hy o p> pp.
Le théoreme (p- ) dit que ce test aura la fonction de test
(5(X1, - 7_Xn; ,UO) = ].(7‘n()(17 - ,Xn) > Q17Q(M0)),

ou 7, = Z?zl X; = nX, est la statistique exhaustive et q;_, (o) est le (1 — a)-
quantile de la distribution de 7,, sous Hy, & savoir N (ugn,no?). Il est élémentaire
que q1—q (o) = npp +/Noz1—q, OU 21_4 est le (1 — a)-quantile d’une loi N(0,1).
La région de confiance pour u est la collection de tous les g pour lesquels on ne
rejette pas 'hypothése nulle avec les données X7, ..., X, soit

R(Xl, - ,Xn) = {MO 1Ty < q17a(,u/0)}

Tn — Mo

Vno

= {NO Do 2> Yn - Zl—oza'/\/ﬁ}

= {Xn — zla\;ﬁ,—i—oo) .
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Les conditions sont satisfaites, puisque c’est une famille exponentielle avec n(u) =
p/o? strictement croissante, 7, est une variable aléatoire continue, et sa loi P, [7,, <
t] = ®((t — nu)/o+/n) est continue en . La borne inférieure est donc construite
a partir de l'estimateur de maximum de vraisemblance, en laissant une marge
d’erreur pour compenser le fait que celui-ci est aléatoire. La taille de cette marge
d’erreur dépend de «, o et n comme expliqué & I'exemple (p. )

Exercice Ea, p- l:(]

L’intervalle cherché peut étre obtenu en inversant le test

Ho:p<po vs  Hi:p>po.

Notre test est basé sur 7,, = nX,, = ;" X; ~ Binom(n,p), qui est une statis-
tique exhaustive pour p. On rejette Hy lorsque 7, > C(py).
Ainsi, notre intervalle de confiance cherché est déterminé par la région

R(Xl,. . ;Xn) = {po LT S C(po)}

Par le théoreme (p. ), le test optimal est obtenu quand C'(pg) = ¢1-a(po),
a condition qu’il existe un ¢1_ tel que Py [7, < q1—o] =1 — . Or, 7, étant une
variable aléatoire discrete, un tel g1 _, existe uniquement pour certaines valeurs de
a. En particulier, nous ne pouvons pas avoir un seuil de test qui sera exactement
« pour n’importe quel « (et donc la probabilité que notre intervalle de confiance
contienne p ne sera pas exactement 1 — «).

On choisit done C(pg) de sorte que le seuil du test soit le plus proche possible
de «, sans en étre plus grand. Ainsi, C(pg) est détérminé par les deux inégalités
suivantes :

By (rn < Clpo)) > 1 - a (7.13)
Ppy(Tn < Cpo) = 1) <1—a (7.14)
L’inégalité () dit que le test a un seuil < a. L’inégalité () dit que C(po)

est le nombre entier minimal tel que le test a un seuil < a. On note que le (1 —
«)-quantile de Binom(n,pg) satisfait ces deux propriétés (voir la définition d’un
quantile). Donc,

Lt]
- - . ny g n—k
C’(po):FTmpO(lfa):lnf tGR.kZO(k>pO(1pO) >1—a«

Le fait que C'(po) est croissante en py n’est pas évidente dans I’équation ci-dessus,
mais cela résulte de la (preuve de la) proposition (p. ) De toute fagon,
c’est une fonction en escalier (continue a gauche) telle que C(0) =0 et C(1) = n.
La région de confiance qui résulte de I'inversion du test, {po : 7, < C(py)}, est
un intervalle de la forme (L, 1] dont la borne inférieure est
L=inf{py: 7, <C(po)} = inf{po: X, <n 'F, (1—a)}.

7,Po

Malheureusement ces expressions n’ont pas une forme plus explicite, mais il est
encore facile de calculer la borne L avec un ordinateur.
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{Exercice @, p- J

Posons T, = 7, la statistique exhaustive d’une famille exponentielle a 1-parametre,
et procédons comme dans 'exercice 4. Nous obtenons la région basée sur F;, (7,)
S au seuil (1 — )

S={0€0:7, <q_-.00)}

a condition que Fr, (¢;6) soit une fonction monotone de 6 pour chaque t et crois-
sante et T,, (comme c’est le cas dans la proposition ﬂ p- )

De l'autre c6té, il s’ensuit du théoreme ﬁ (p. [ E ) que la région de la pro-
position p.17 est

R(Xl, ,Xn) = {19 €0: 5(X1, ,Xn,’ﬂ) = O} = {7.9 €0: 7'71()(17 . 7Xn) < q1—(x}

qui est la méme.

Exercice Ea, p- ll:a

1. On doit résoudre

l—a=PuueCi(Xi,...,Xn)

- o - o
=P, {Xl —Zicare—— <1 < X1+ 21_ar)2

NG vn’
S o S o
X2 — Zl—a'/Qﬁ Spe < Xo+ 21—0//2%:|
:Pul [X 21— a//2\/7_;u1<X1+Zl a’/2f
_ o — a
P, | X2 — 2’170"/2% <pe < Xo + Zl—a’/Q%}
=1-a)1-4a)
=(1-a)*

Ici la troisiéme égalité vient de I'indépendance. On doit donc choisir o' =
1-+v1—-a.
2. On a
n X —m\’ Xo— o\’
T (XK — )2 (K — 10)2) = (2L FL 2272
02((1 1) + (Xo — p2)?) (a/\/ﬁ + YN

Par la partie a), Xl/ \/‘il et )52/ \/‘iz sont indépendants et suivent la distribution

N(0,1). Donc, Z ~ x3. Pour avoir

l—a=PulpeCy(X,...,X,)]
=P, [ (X1 —p)? +(X27M2)2)§Q]
IL[ZSQ]a

il faut donc choisir Q = x3 ;.
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3. La région Oy est un carré avec les coins (X; + zl_a//Qﬁ, Xo+ zl_a,/2ﬁ)

et la région Cy est un disque de centre (X1, X») et de rayon

o?
;le—a'

Les deux régions sont représentées pour les données de 1’exercice a la figure

L’aire de la région C est 42570[,/2%2 et aire de la région C; est ﬁ%x%)lﬂl.
Pour o« = 0.05, le rapport des deux aires est

2
42170//2

2
TX2,1—a

~ 1.06.

Notons que ce rapport ne dépend pas de o2 et de n. La région Cy est donc
préférable en terme de son aire. Notons aussi que la région C contient
l'origine, tandis que la région Cs ne la contient pas.

2

2
o
o

‘

‘

.
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1
M1

FIGURE 7.5 — Les deux régions de confiance pour p = [u1, 2] .

[Exercice @, p- J

Considérons tout d’abord le test

Ho:p=po=(u1,p2) vs  Hi:p# po,

Xz—lm
>z o) 1| 2222
B ”) <’ ov/n

avec la fonction de test

X, —
0(X1,..., Xyn) :max{l (‘;\/»:1

> Zla’/2> } )
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ot =1—+1—a.
Puisque les deux fonctions indicatrices sont indépendantes, la probabilité du
rejet lorsque Hy est vraie est

I-(1-a)=1-(1-0a)=a.

Des manipulations algébriques montrent que la région de confiance obtenue par
Iinversion de ce test est bel et bien C, et le seuil 1 — « est maintenu.
Considérons maintenant la fonction de test

6 =1{Z>Q},
Z=n(X-p) (X - p).

On ne se rappelle que Z ~ x3. Afin de maintenir le seuil 1 — a, on n’a qu’a choisir
Q= X%,l—av et il est clair que ce test est 'inverse de la région Cs précédente.

7.6 Exercices du chapitre 6

Exercice ., p- .

La fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre A est donnée par

Fx(z) =1 —exp(—Ax), x> 0.

Puisque cette fonction est continue et strictement croissante sur son support
[0, 00), nous obtenons que g, = Fi (a) = Fx'(a) et donc

—In(1— )

a=Fx(qa) =1 —exp(=Aa) = G = 5

Exercice ., p- .

Supposons par absurde que Fy (t) < Fx(t) pour un certain ¢ € R. Il existe un
e > 0 tel que Fy(t +¢) < Fx(t), car Fy est continue & droite. Il existe un « tel
que Fy (t+¢) < o < Fx(t). Visiblement a € (0,1) et par les définitions de Fy et
Iy nous avons

Fi(a) <t<t+e < Fy(a),

ce qui contredit I’hypothese Fy = Fy sur (0,1). En supposant qu'il existe un
t € R tel que Fx(t) < Fy(t), on arrive & une contradiction semblable.
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