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Avant-propos

Cet ouvrage est une premiere introduction a la théorie des probabilités. 11
présente donc les concepts de base de la théorie, en particulier ceux liés aux
espaces de probabilités finis et aux variables aléatoires discrétes et continues.
Leurs fonctions de répartition et de densité, les principales lois de probabilités,
la notion d’espérance et d’espérance conditionnelle sont introduites sans faire
appel a la théorie de la mesure.

Il existe de nombreux et excellents ouvrages d’introduction au calcul des
probabilités, notamment les livres de N. Bouleau [2], de R. Durrett [4], de
G. Grimmett et D. Stirzaker [6], de S. Morgenthaler [7], de S. Ross [8], de
M. Sanz-Solé [9] et de D. Stirzaker [10]. Ces ouvrages de base sont des sources
d’inspiration et des sources d’exercices. Si notre ouvrage traite les mémes
thémes principaux que ces références, il s’en distingue par le fait qu’il vise
un public d’étudiants intéressés non seulement par le calcul des probabilités,
mais aussi par les fondements mathématiques de cette théorie. Il suppose que
I’étudiant a déja suivi deux semestres d’analyse et d’algebre linéaire et a acquis
une bonne maitrise de ces matieres. En général, I’étudiant suit en paralléle un
troisieme semestre d’analyse et un cours de topologie générale. Notre objectif
est donc de présenter la théorie des probabilités avec un niveau de rigueur com-
parable a ceux de ces derniers cours et de proposer un certain nombre d’exer-
cices avec un contenu théorique substantiel. Nous n’introduisons cependant
aucune des techniques de la théorie de la mesure, contrairement par exemple a
M. Sanz-Solé [9], qui en fait un usage modéré.

Tout d’abord, nous insistons sur les notions d’espace de probabilité et de
tribu, qui sont devenues plus importantes ces dernieres années vu par exemple
leur utilisation en mathématiques financieres. Si nous n’abordons pas ces ap-
plications, nous présentons plusieurs situations ou ces notions jouent un role
important, par exemple dans la solution du probléeme de Monty-Hall (exer-
cice 3.10). Deés le chapitre 1, nous proposons & 'étudiant quelques exercices
concernant des événements a l'interprétation non élémentaire, ce qui permet
par exemple de leur faire démontrer la premiere partie du lemme de Borel-
Cantelli (la deuxiéme partie est traitée au chapitre 3).

Ensuite, dans le cadre de ’étude des variables aléatoires (absolument)
continues et des vecteurs aléatoires continus, nous cherchons & donner des dé-
monstrations rigoureuses des principaux résultats, méme lorsque la plupart des
autres ouvrages se contentent de renvoyer a la littérature plus avancée. Par
exemple, dans le chapitre 4, nous proposons aux étudiants de montrer que
toute fonction de répartition est une combinaison convexe d’une fonction de
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répartition discrete et d’une fonction de répartition continue. Cet effort de ri-
gueur nécessite parfois d’introduire des hypotheses légerement plus fortes que
nécessaires, et certains compromis restent indispensables. Dans le chapitre 6,
nous donnons une démonstration de la formule pour ’espérance d’une fonc-
tion d’un vecteur aléatoire (théoréme 6.10), ce qui permet d’établir de maniére
satisfaisante la linéarité de I'espérance. Nous proposons aussi une démonstra-
tion élémentaire du fait que la fonction génératrice des moments d’une variable
aléatoire détermine sa fonction de répartition. L’exemple le plus important de
notre effort de rigueur est notre démonstration compléete mais élémentaire du
théoréme limite central, sous 'hypothese de I'existence du troisieme moment.
Malgré son caracteére rigoureux, cette démonstration n’occupe qu’une heure de
cours environ! Afin d’étre complets, nous proposons aussi une démonstration
de la loi forte des grands nombres. Finalement, dans le chapitre 8, nous intro-
duisons la notion d’espérance conditionnelle comme une projection orthogonale
sur un sous-espace vectoriel de variables aléatoires, en prenant la liberté de ne
pas parler de fonctions boréliennes.

Quelques sections sont marquées d’un astérisque. Elles contiennent des in-
formations complémentaires et peuvent étre omises en premiere lecture.
Quelques exercices sont utilisés ultérieurement dans la partie théorique (exer-
cices 1.7, 1.9, 5.9 et 6.29).

Le lecteur sera peut-étre étonné du petit nombre d’exemples qui sont pré-
sentés dans le texte. Ceci est dii au fait que cet ouvrage est congu comme un
support de cours et est compensé par la présence de nombreux exercices. Sauf
pour les exercices marqués d’une étoile (qui peuvent servir pour un travail per-
sonnel noté), un corrigé complet est donné a la fin du document. L’enseignant
peut donc puiser dans les exercices les exemples qu’il souhaite présenter au
cours et sélectionner chaque semaine les exercices qu’il recommande aux étu-
diants pour leur permettre de mieux assimiler la théorie. Les étudiants auront
tout intérét a tenter de résoudre les exercices sans se tourner vers le corrigé
et de n’utiliser celui-ci que pour vérifier qu’ils ont bien obtenu la bonne solu-
tion. Le chapitre 9 contient trente exercices donnés lors de travaux écrits ou
d’examens et permet a ’étudiant de se préparer pour ces épreuves.

La matiere théorique, les exercices et les solutions présentés dans la pre-
miere édition de cet ouvrage ont été affinés au cours de quatre années d’ensei-
gnement a la Section de mathématiques de I’Ecole Polytechnique Fédérale de
Lausanne (EPFL). Dans cette deuxiéme édition, plusieurs nouveaux exercices
ont été ajoutés et de nombreuses corrections ont été apportées. La transcription
en LaTeX des chapitres 1 a 8 a été réalisée par Madame Erika Gindraux que
nous remercions vivement.

R. C. Dalang et D. Conus
Janvier 2015
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Conventions

Les conventions et notations suivantes sont utilisées dans cet ouvrage.

Ensembles de nombres

N
N*
Z
Ly
Q

R
R*
Ja. b]
a.)
Ja.b]
Ry
RS

{0,1,2,...}, ensemble des entiers naturels
{1,2,...}

{-..,=2,-1,0,1,2,...}, ensemble des entiers relatifs
N

ensemble des nombres rationnels

ensemble des nombres réels

R\ {0}

{reR:a<z<b}

{reR:a<z<b}

{reR:a<xz<b}

[0, 4+00[, ensemble des nombres réels non négatifs
10, +00[, ensemble des nombres réels positifs

Notations ensemblistes

0

rEeEFR
ECF
ENF
FUF
EC

E\F
Ex F
P(E)
£Q ou

ensemble vide

x appartient a ’ensemble F

FE est un sous-ensemble de F'

intersection de E et F

réunion de F et F'

complémentaire de F

ENnFe

produit cartésien de F et F'

ensemble des parties de ’ensemble E
|| cardinalité de Q

Notations générales

det A
Im(g)
g (E)
[z]

déterminant de la matrice A

ensemble image de la fonction g

préimage de I’ensemble E par la fonction g

partie entiere de x,

c-a-d. [x] = k si et seulement si z € [k, k + 1] (k € Z)






CHAPITRE 1

Espaces de probabilité

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord le modele mathématique qui sert
de base a toute la théorie des probabilités, puis nous examinons de plus pres
les espaces de probabilité finis.

1.1 Evénements

Avant d’introduire cette premiere notion, examinons d’abord dans quels
contextes il est naturel d’utiliser la théorie des probabilités.

Champ d’application de la théorie des probabilités

La théorie des probabilités vise & analyser tous les phénomeénes ou expé-
riences qui ont plusieurs résultats possibles, non connus a ’avance. Seul 1'en-
semble des résultats possibles, souvent noté €2 et appelé ensemble fondamental
ou univers, est connu a ’avance. C’est uniquement a la fin de 'expérience que
I’observateur saura quel en est le résultat w € Q.

EXEMPLE 1.1

a) Une expérience consiste & tirer une boule d’une urne contenant douze
boules, numérotées de 1 a 12. L’ensemble fondamental est Q2 = {1,2,...,12}.

b) Une expérience consiste & choisir un nombre réel au hasard. Dans ce cas,
I’ensemble fondamendal est 2 = R.

¢) Une expérience consiste a lancer une piece de monnaie jusqu’a obtenir
face. Dans ce cas, I’ensemble fondamendal est

Q = {F, PF, PPF, PPPF, ...}

ou F désigne le résultat « face » et P désigne « pile ».



2 Evénements

Fonction de probabilité

Dans 'exemple 1.1a), on peut s’intéresser par exemple aux propriétés sui-
vantes : « la boule tirée porte un numéro pair » ou « la boule tirée porte un
numéro inférieur ou égal a 5 ». La premiére propriété correspond & un sous-
ensemble de 2 constitué de 6 boules, a savoir G = {2,4,6,8, 10,12}, alors que
le second correspond au sous-ensemble H = {1,2,3,4,5} formé de cinq boules.
Dans 'exemple 1.1b), on peut s’intéresser a la propriété « le nombre choisi est
positif », ce qui correspond au sous-ensemble R7 .

Dans ce livre, on veut attribuer une probabilité a ces sous-ensembles, c’est-
a-dire qu’on veut définir une fonction

P:P(Q) =R,

ot P(Q2) est I’ensemble de tous les sous-ensembles de 2. En général, il n’est pas
nécessaire que le domaine de définition de la fonction P soit P(2) tout entier,
c’est-a-dire qu’on considérera

P:F R,

o F C P(£2). On postulera cependant que le domaine de définition F est une
tribu, notion que nous définissons maintenant.

Tribu
Définition 1.2

Une tribu (ou o-algebre) sur Q est une famille F de sous-ensembles de
qui posséde les trois propriétés suivantes :

a) Qe F;

b) si F € F, alors F¢ € F, ou F¢ désigne le complémentaire de F' ;

c) si (F,, n>1) est une suite d’éléments de F, alors |J,~, F,, € F.

REMARQUE 1.3 Si ¢) est remplacé par ¢’) : si F; € F et Fy € F, alors
F1 U Fy € F, alors F est appelé une algébre sur €.

Les éléments de la tribu JF sont appelés des événements. Un singleton {w}
avec w € ) est appelé un événement élémentaire. L’ensemble 2 est appelé [’évé-
nement certain. L’ensemble vide () est appelé [’événement impossible. L’exemple
de base d’une tribu est F = P(Q).

Si G est un événement et si, a la fin de ’expérience, on constate que w € G,
alors on dit que ’événement G est réalisé.

Evénements observables

Certaines expériences se déroulent en plusieurs étapes. Dans une phase
intermédiaire d’une telle expérience, un événement G est dit observable si, pour
tout w € Q, on peut décider si w € G ou non. Divers exemples sont donnés
dans les exercices 1.11 a 1.14.
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1.2 Axiomes des probabilités

Dans l'exemple 1.1a), si la boule est tirée « au hasard », on aimerait dire
que I’événement « la boule numéro 1 est tirée » a la méme probabilité que les
autres événements élémentaires, ou qu’il est plus probable de tirer une des 6
boules portant un numéro pair que la boule portant le numéro 1. Afin que les
probabilités attribuées correspondent a ce qu’exige notre intuition, on postule
qu’elles satisfont a certains axiomes, rassemblés dans la définition suivante.

Définition 1.4

a) Une fonction de probabilité (ou mesure de probabilité) sur (Q,F) est
une application P : F — [0,1] qui vérifie les deuz axiomes suivants :

Axiome 1 (événement certain). P(2) = 1.

Axiome 2 (o-additivité). Si (F,,, n > 1) est une suite d’événements (dans
F) qui sont deur a deuz disjoints (c’est-a-dire que F, N F,, = 0 si
n #m), alors

P <G Fn> — iP(Fn).
n=1 n=1

b) Un espace de probabilité est un triplet (Q, F, P), ot Q est un ensemble
non vide, F est une tribu sur Q et P est une probabilité sur (2, F).

Interprétation de la fonction de probabilité

L’interprétation la plus commune de la fonction de probabilité est [’inter-
prétation fréquentiste : on imagine que ’expérience est répétée n fois et on note
n(G) le nombre de fois ot 'événement G est réalisé. On souhaite que

G
P@) = 1im MG
n—oo N
c’est-a-dire que la probabilité de G est la valeur limite de la proportion d’ex-
périences ou G est réalisé. Ainsi, dans ’exemple 1.1a), poser

P({1}) = 55

revient a dire que sur 12000 réalisations de l’expérience, on tirera la boule
numérotée 1 environ 1000 fois, ce qui est une hypothese naturelle.

Une deuxiéme interprétation courante est celle de la probabilité subjective :
on interprete la probabilité comme la mesure de la vraisemblance d’un fait.
Ainsi, dire que « la probabilité que la Mona Lisa représente Léonard De Vinci
est 60% » signifie en particulier qu’on pense que cette affirmation est plus
probable que 'affirmation contraire. Il faut cependant faire attention a ce que
le choix des probabilités ainsi attribuées vérifie bien les deux axiomes de la
définition.



4 Axiomes des probabilités

Premiéres propriétés des probabilités
Proposition 1.5
a) Probabilité de ’événement impossible. ) € F et P()) = 0.

b) Additivité finie. Soient m > 2 et Gy € F,...,Gy, € F des événements
deuz & deux disjoints. Alors

P(GlU"'UGm):P(G1)+"~+P(Gm).

¢) Probabilité de I’événement complémentaire. P(G°) =1 — P(G).

d) Monotonie des probabilités. Soient G, H € F tels que G C H. Alors
P(G) < P(H).

e) Probabilité d’une réunion. P(GU H) = P(G) + P(H) — P(GN H).

DEMONSTRATION. a) Observons que Q € F et §f = Q°, donc ) € F. Soit
G, = 0 si n > 1. Par o-additivité (qui s’applique puisque les G,, sont deux a

deux disjoints),
})(LJG¢>§:I%Gny
n=1 n=1
Ainsi,
1> PO) =S P),
n=1

donc P() = 0 puisque P(0) > 0.

b) Posons G,, = () pour n > m, puis appliquons la o-additivité & (G,, n > 1),

pour obtenir
P (U Gn> =Y P(Gy)
n=1 n=1

ou encore

P(GiU---UG,) =PG)+--+P(Gp)+0+0+---
=P(Gy)+---+P(Gp).
¢) Remarquons que @ = GUG®, donc 1 = P(Q) = P(GUG®) = P(G)+ P(G°)
d’apres la propriété b).

d) D’aprés b), P(H) = P(GU(HNG®)) = P(G)+P(HNG®) > P(G) puisque
P(HNG?) > 0.

e) Observons, a l'aide par exemple du diagramme de Venn de la figure 1.1, que
G=(GNH)U(GNH®) et GUH =(GNH®) U H, donc

P(G)+ P(H) = P(GN H) + P(GN H®) + P(H)
— P(GNH)+P(GUH),

d’ou le résultat. O
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Figure 1.1 Représentation de deux événements par un diagramme de Venn.

Continuité de la probabilité

Une conséquence importante de l'axiome de o-additivité des probabilités
sont les deux propriétés suivantes de continuité le long de suites monotones
d’événements.

Théoréme 1.6

a) Soit (Gp, n € N) une suite d’événements tels que G, C Gpt1, pour
tout n € N. Alors

P (U Gn> = lim P(G,).
neN n—oo

b) Soit (G, n € N) une suite d’événements tels que Gy, DO Gp41, pour
tout n € N. Alors

P (ﬂ Gn> = lim P(Gn).

neN

Pour la démonstration de ce théoreme, voir I'exercice 1.7.

1.3 Espaces de probabilité finis

De nombreuses expériences ne comportent qu’un nombre fini de résultats
possibles. On va donc étudier plus spécifiquement le cas ot Q = {wy,...,w,}
est un ensemble fini. Sauf mention du contraire, on prend aussi F = P ().

Probabilités sur (Q, F)

De maniere générale, il est intéressant de connaitre toutes les fonctions de
probabilité sur F. Dans le cas ou 2 est fini, nous allons décrire ces fonctions.




6 Cas des événements élémentaires équiprobables

Posons p; = P({w;}) (pour simplifier la notation, on écrit plutét P{w;}).
Alors pq, ..., p, sont des nombres réels tels que p; > 0,i=1,...,ret py+---+
Pr = 1.

La donnée des nombres p; détermine la probabilité P(G) de n’importe quel
événement G € F. En effet, si G = {w;,,...,w;, }, alors d’apres la propriété
d’additivité finie,

P(G) = P({wi,} U - U{wi }) = Plwi} + -+ 4+ Plwi} = pi + - +pi -

> s (1.1)

jiw; €G

Par conséquent,

Réciproquement, il est possible de se donner des nombres p1, . . ., p, vérifiant
p; =20,i=1,...;ret pr + -+ p. =1, de poser P{w;} = p;, puis de définir
P(QG) par la formule (1.1) lorsque G # () et de poser P()) = 0. On a alors la
proposition suivante.

Proposition 1.7 La fonction P : F — [0,1] ainsi définie est une probabilité
sur (2, F).

DEMONSTRATION. Nous allons vérifier les deux axiomes de la définition 1.4.

Clairement,
P@)= > p Zp] =1

Jrw;i €N

Quant a la o-additivité, soit (G, n = 1) C F des événements deux & deux
disjoints. Puisque €2 est un ensemble fini, seul un nombre fini de valeurs de n
sont telles que G, # (). Supposons que ce sont Gy, ..., Gy. Alors

<UG> P(GiU--- UGy = >  pj.
j:ijGlLJ-uUG'k
Puisque les G; sont deux a deux disjoints, cette somme est égale a
Yo opitet Y p=PG)+ -+ P(Gr).
jiw;€Gy Jjiwj €GE

La o-additivité est donc vérifiée. O

1.4 Cas des événements élémentaires équiprobables

Un cas particulier important d’espace de probabilité fini est le cas ou
tous les événements élémentaires ont la méme probabilité. Considérons (2 et
Pp1,---,pr comme dans la section 1.3. Dans cette section, nous allons donc faire
I’hypothese suivante.
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Hypothése. p1 = ps = -+ = p,
La propriété p; + --- + p, = 1 jointe a cette hypothese, implique donc que

pj=1= ﬁiﬂ, ou £ est le nombre d’éléments de €2 (parfois aussi notée card ()

ou |]).
Il est maintenant facile de déterminer la probabilité d’un événement G € F.
En effet,
1 tG@ tG
P(G) = =zt
(@) ) Z r r £Q
jiw; €G
On retient souvent cette formule sous la forme

_ #G  nombre de cas « favorables » pour G

P(G)

o nombre de cas « possibles »

Le calcul de P(G) se raméne donc au probléme de compter (ou dénombrer) le
nombre d’éléments de G et le nombre d’éléments de 2.

EXEMPLE 1.8

a) On lance une piece de monnaie équitable deux fois de suite. Quelle est
la probabilité que les deux résultats soient identiques ? Dans ce cas,

Q={(P,P),(P,F),(F,P),(F,F)}

et §Q = 4. Soit G 'événement qui correspond a « les deux résultats sont
identiques », c’est-a-dire G = {(P,P), (F,F)}. Clairement, G = 2 et
donc, en admettant que les quatre résultats élémentaires sont équipro-

bables,
tG 2 1

10 4 27

b) On tire 5 cartes d’un jeu de 52 cartes. Quelle est la probabilité d’obtenir
exactement une paire? Dans ce cas, la valeur de §{2 ne peut étre dé-
terminée par énumération, car le nombre de mains de 5 cartes est trop
grand. En fait, on verra plus loin que §Q = 2598960 et que f « avoir
une paire » = 1098 240 donc P(1 paire) = 0,422569.

P(G)

Ce deuxieme exemple est typique des situations que 1’on rencontre pour
calculer des probabilités dans le cadre des espaces de probabilités finis et montre
la nécessité de disposer de techniques pour dénombrer (compter) le nombre
d’éléments d’ensembles finis mais de tres grande cardinalité. Ce sera 1’objet du
chapitre 2.

1.5 Complément : motivations a ’introduction des tribus*

Dans de nombreux exemples élémentaires, la tribu F de ’espace de proba-
bilité (2, F, P) est simplement P(2). Cependant, il y a aussi de nombreuses
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situations ot il est commode, voire nécessaire, de prendre F C P(€2). En voici
quelques exemples.

Imaginons qu’une urne contient deux boules rouges R, Ro et trois boules
noires N1, Ng, N3, les boules de méme couleur n’étant pas distinguables a 1’ceil
nu. Dans 'interprétation fréquentiste de la notion de probabilité, ’expérimen-
tateur qui tire successivement des boules avec remise ne pourra attribuer des
probabilités qu’aux ensembles F' = {R1,Ra} et F© = {Ny, Ny, N3} (ainsi qu’a
0 et a Q={Ri1,R2,Ny,Ng,N3}), puisqu’il ne saura jamais s’il a tiré Ry plutot
que Ry, ni Ny plutot que Nj. Ainsi, il ne pourra définir la probabilité que sur
la tribu G = {0, F, F°,Q}, qui apparait donc de maniére naturelle. Néanmoins,
rien n’empéche 'observateur de décider que chaque singleton a la probabilité
% et ainsi de prolonger la définition de la probabilité a la tribu P(Q).

Dans ’exercice 2.22, on verra un autre exemple ou ’observation de I'expé-
rience ne permet pas de déterminer la probabilité de tous les sous-ensembles de
), méme si, dans cet exemple, il y a un seul prolongement naturel de la pro-
babilité & tous les sous-ensembles de 2. Dans I'exercice 3.10, on sera confronté
a une situation un peu différente : I’énoncé du probléme ne permettra pas de
déterminer la probabilité de tous les sous-ensembles et plusieurs prolongements
de la probabilité seront raisonnables et conduiront d’ailleurs & des conclusions
légerement différentes !

Une deuxiéme raison qui motive 'introduction de la notion de tribu est de
nature plus fondamentale. En effet, dans certains contextes et en particulier
lorsque 2 est un ensemble infini non dénombrable, il n’est simplement pas
possible de définir la probabilité de n’importe quel sous-ensemble de €2 tout
en préservant les autres propriétés exigées pour une fonction de probabilité
(sect. 4.6).

Finalement, certaines applications, en particulier en mathématiques finan-
ciéres, utilisent de maniére naturelle la notion de tribu. Typiquement, il s’agit
de distinguer les événements observables aujourd’hui (le fait que le prix de clo-
ture d’une action dépasse 100 francs, par exemple) et les événements qui ne
seront observables que demain (typiquement, le fait que le prix de cléture du
lendemain dépasse 100 francs).

1.6 Exercices

1.1 Soit © un ensemble et soient F, F' et G trois événements. Quel événement
correspond & chacune des descriptions suivantes 7
a) E et F se réalisent, mais G ne se réalise pas;
b) au moins I'un de ces événements se réalise ;
¢) au plus deux des trois événements se réalisent ;
)

d

exactement un de ces événements est réalisé.

1.2 Soit 2 un ensemble et soient E, F et G trois événements. Quel événement
correspond a chacune des descriptions suivantes ?
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a) E est le seul événement qui se réalise ;

b
c
d

au moins deux de ces événements se réalisent ;

au plus I'un des trois événements se réalise;

NN NN

exactement deux de ces événements se réalisent.

1.3 (Tribu engendrée)
a) Soient Q et I deux ensembles non vides. Pour ¢ € I, soit F; une tribu
sur Q0. Montrer que F = [);; F; est une tribu sur €.

b) Soit 2 un ensemble non vide et soit G C P (). Montrer qu’il existe une
tribu sur € qui contient G et qui est contenue dans toute tribu sur Q qui
contient G. Cette tribu, appelée tribu engendrée par G, est notée o(G).

1.4 Soit © un ensemble non vide et soit G = {Ay,..., Ay} une partition de
Q (cest-a-dire A, C Q, A; #0, A,NA; =0sii#jet A;U---UA, =Q).
Déterminer o(G), définie dans 1’exercice 1.3.

1.5 Soit (Q,F,P) un espace de probabilité et soit G € F. Montrer que si
P(G) =1, alors pour tout F' € F, P(FNG) = P(F).
1.6 Soit 2 un ensemble non vide et soit F une tribu sur €.

a) Montrer que si (Fy,, n > 1) est une suite d’événements dans F, alors
N, F, € F.
Indication. On rappelle les lois de De Morgan :

(FUG)=F°NG* et (FNG)°=F UG,

qui s’étendent aussi aux unions et intersections dénombrables.

b) Soit (E,, n > 1) C F. Trouver une suite (F,, n > 1) C F d’événements
deux a deux disjoints telle que pour tout m > 1,

Oe-Un o« Os-0n
n=1 n=1 n=1 n=1

1.7* (Continuité de la probabilité) Soit (2, F, P) un espace de probabilité et
soit (E,,n > 1) une suite d’événements dans F. Etablir les propriétés suivantes.

a) Si E,, C E,11, pour tout n > 1, alors P(Jo— | E,) = lim,, .o P(Ey).

b) Si E, D E,41, pour tout n > 1, alors P((\,—, Ey) = lim,_,oc P(E,).
Indication. Pour la partie a), on utilisera I’exercice 1.6b) et les axiomes de la
définition 1.4. La partie b) sera déduite de a).
1.8* Soit (Q, F, P) un espace de probabilité. Soient E, F' et G des événements
dans F.

a) Montrer que P(ENF°) = P(E) - P(ENF).
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b) Montrer que

P(EUFUG)=P(E)+ P(F)+ P(G)
—P(ENF)-P(ENG)-—P(FNG)+P(ENFNG).

1.9*% Soit (2, F, P) un espace de probabilité et (E,,n > 1) des événements
dans F.

a) Etablir 'inégalité de Boole : P(J"_, E,) < Yo' P(E,).

b) Montrer que P(J,—, En) < > oo, P(E,).
1.10* (Lemme de Borel-Cantelli, premiére partie) Soit (£2, F, P) un espace de
probabilité. Etant donné une suite (G, )nen d’événements dans F, on considére
I’événement « il y a une infinité de valeurs de n pour lesquelles G,, se réalise »
et on note cet événement limsup,,_, ., G».

a) Montrer que

limsup G,, = ﬁ [j G, .

n—oo
n=1m=n

b) Montrer que si Y-, P(G,) < oo, alors

P (lim sup Gn> =0.

n—oo

1.11 Une expérience consiste a lancer une piece de monnaie deux fois de suite.
On peut donc distinguer trois étapes de I'expérience : avant le premier lancer,
puis juste apres le premier lancer mais avant le deuxiéme, et enfin, apres le
deuxieme lancer.

a) Quel est 'ensemble fondamental pour cette expérience ?

b) Montrer que 'événement G = {(P, P), (F,P)} n’est pas observable aprés
le premier lancer mais avant le deuxieme lancer.

¢) Montrer que I'événement H = {(P,P), (P,F)} est observable aprés le
premier lancer et avant le deuxiéme lancer.

1.12 Une boite contient trois billes, une noire, une blanche et une rouge. On
considere I'expérience qui consiste a tirer au hasard une bille de la boite, a 'y
remettre, puis a tirer une deuxieme bille.

a) Quel est 'ensemble fondamental pour cette expérience ?

b) Quels sont les événements observables apres le premier tirage mais avant
le deuxiéme 7

¢) Mémes questions qu’en a) et b) dans le cas ol 'on ne remet pas la
premiéere bille tirée avant de tirer la deuxieme.

1.13 Une boite contient deux boules rouges, une boule noire et une boule
verte. On considere 1’expérience qui consiste a tirer au hasard une boule de la
boite, a I’y remettre, puis a tirer une deuxieme boule.
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a) Quel est ’ensemble fondamental Q; le plus petit possible qui permet de
décrire cette expérience ? Quel est ’espace de probabilité correspondant
a lexpérience 7

b) On souhaite décrire cette expérience a I'aide d’un ensemble fondamen-

tal ou tous les singletons sont équiprobables. Donner un tel ensemble
fondamental 5.

c¢) Quelle tribu sur 5 permet de modéliser le fait qu’il n’est pas possible
de distinguer les deux boules rouges ?

1.14 Deux joueurs A et B lancent un dé & tour de réle (en commencant
par A). Le premier qui obtient 6 a gagné et le jeu s’arréte.
a) Donner un ensemble fondamental Q pour cette expérience.

b) Quels sont les événements qui correspondent respectivement & « A gagne »,
« B gagne » et « ni A, ni B ne gagne » 7

1.15 On dispose d’un dé équitable.
a) Donner 'espace de probabilité (Q, F, P) si on lance le dé trois fois de
suite.

b) Quelle est la probabilité que la somme des résultats vaille 3, vaille 4 et
vaille 57






CHAPITRE 2

Analyse combinatoire

Dans ce chapitre, nous allons étudier diverses notions et méthodes qui per-
mettent de compter les nombres d’éléments d’ensembles finis de grande cardina-
lité, pour lesquels une simple énumération des éléments n’est pas réalisable. On
appelle cet ensemble de techniques les techniques de dénombrement ou encore
I'analyse combinatoire.

2.1 Principe de multiplication

Ce principe est a la base des techniques de dénombrement. Il permet de
compter le nombre de résultats d’expériences qui se décomposent en une suite
d’expériences partielles, réalisées I'une apres 'autre.

PrINCIPE. Une expérience consiste en m expériences partielles, réalisées I'une
apres 'autre dans un ordre bien déterminé. On suppose que la premieére peut
produire nq résultats, et pour chaque résultat de la premiere expérience par-
tielle, il y a ngy résultats possibles pour la deuxiéme expérience; pour chaque
résultat des deux premieres expériences, il y en a n3 pour la troisiéme ; etc. Alors
le nombre total de résultats de I’expérience complete est le produit nq ne - - - Ny .

EXEMPLE 2.1 Une expérience se déroule en trois étapes. La premieére com-
porte trois résultats possibles, la deuxiéme quatre et la troisieme deux résultats
possibles. Le principe de multiplication s’applique donc avec n; = 3, no = 4 et
nsg = 2. Le nombre total de résultats possibles de cette expérience est égal a
3x4x2=24.

2.2 Permutations

Une permutation de n objets distincts aq,...,a, est un arrangement or-
donné, sans répétition, de ces n objets. On s’intéresse & déterminer le nombre
de permutations de ces n objets.
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EXEMPLE 2.2 Supposons que n = 3 et que les trois objets sont a, b et c.
Les permutations possibles sont abc, ach, bac, bca, cab et cba. Le nombre de
permutations de ces trois objets est donc 6.

Pour compter les permutations de n objets distincts, on observe que fabri-
quer une permutation de n objets correspond a une expérience qui se déroule
en n étapes. La premiere étape est de choisir le premier objet. Il y a donc
n1 = n résultats possibles. Une fois le premier objet choisi, il faut choisir le
deuxiéme objet parmi les n — 1 restants, avec no = n — 1 résultats possibles.
Puis il faut choisir le troisiéme objet parmi les n — 2 objets restants, et ainsi de
suite, jusqu’a ’étape n, ou il ne reste que 1 résultat possible.

D’apres le principe de multiplication, le nombre de permutations des n
objets distincts aq,...,a, est doncn-(n—1)-(n—2)---2-1. Ce nombre est
aussi noté n!, ce qui se lit n factoriel. Par convention, on pose 0! = 1.

EXEMPLE 2.3 Les premiéres valeurs de la fonction n +— n!sont 0! =1, 1! =1,
21 =2, 3! =6, 4! = 24. La valeur de n! augmente tres rapidement avec n. Ainsi,
10! = 3628800 et 20! ~ 2,43 - 10'8. On a la propriété asymptotique, appelée
formule de Stirling :

n! ~V2rn"\/ne ",

ol an ~ by signifie que lim,, o, 7= = 1.
"

Arrangements

Un arrangement est une permutation de k objets pris parmi n objets dis-
tincts (k < n). Les objets sont donc pris sans répétition et sont ordonnés. Nous
désignerons par A, ;; le nombre de ces arrangements.

Puisqu’il y a n choix possibles pour le premier objet, puis n — 1 choix pour
le deuxiéme objet, n — 2 pour le troisiéme, etc., et finalement n — (k — 1) choix
possibles pour 'objet numéro k, on déduit du principe de multiplication que

App=n-(n—1)---(n—k+1)

= 1)e (k1) Bk 2 ]

et donc que n!
Apgp=—+.
FT = k)]

EXEMPLE 2.4 On s’intéresse a déterminer le nombre de mots de trois lettres
distinctes qui peuvent étre formés avec un alphabet de 26 lettres. Un tel mot
est un arrangement de trois lettres choisies parmi les 26 lettres de 1'alphabet.
Par conséquent, le nombre de ces mots est Agg 3 = 26 x 25 x 24 = 15600.

2.3 Combinaisons

Une combinaison de k éléments pris parmi n éléments (distincts) est un
sous-ensemble a k éléments de cet ensembe de n éléments. Le nombre de ces
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Cn,k ou <Z) .

Le nombre C), j est aussi parfois appelé un coefficient binomial.

sous-ensembles est noté

Dans un sous-ensemble, les éléments ne sont pas ordonnés, au contraire
d’un arrangement de k éléments pris parmi n. Par conséquent, a chaque sous-
ensemble correspond k! arrangements, ce qui implique que A, = Cy . - k! et
donc

An,k _ n!
Cne = =7 = Kl(n— k)’

(1) = e

EXEMPLE 2.5 Dans un club avec 23 membres, on veut former un comité de
4 personnes. Combien y a-t-il de comités possibles 7 Dans cette question, il est
sous-entendu que toutes les personnes jouent le méme role. Puisque chaque
comité consiste en un sous-ensemble de 4 personnes, la réponse est

ou encore

= 8855.

23\ 231 23x22x21x20
4) 41190 4x3x2x1

Le binome de Newton

La notion de combinaison permet de retrouver la formule du binéme de
Newton, qui donne une expression pour (c; +c¢2)™, ol ¢; et cg sont des nombres
réels et n € N n > 1. En effet, par définition,

(cr+c)"=(cr+c) (cr+c) - (c1+c2) = Z Ciy Ciy """ Ciy -
i1, in€{1,2}

Le nombre de termes de la somme est 2”. En effet, il y a deux possibilités pour
chacun des n indices i1, ...,%,, soient 2 X --- x 2 = 2™ termes au total.

Chaque terme de la somme est de la forme ¢ ¢3 . Le nombre de termes

de cette forme se calcule en observant qu'un terme de ce type s’obtient en
choisissant k£ indices parmi les n indices i1,...,7,, et en leur attribuant la
valeur 1, tout en attribuant la valeur 2 aux n — k indices restants.

Le nombre de termes de cette forme est donc C,, ;. Par conséquent,

n
n
k n—k
(c1 4+ )" = g (k)cl ey "
k=0
Propriétés des combinaisons

Proposition 2.6
CL) Cn,k = Cn,nfk-
b) Cn,k = C('rL—l,k:—l + On—l,k~
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DEMONSTRATION. a) Cette égalité découle simplement du fait que les deux
membres sont égaux a
n!

kl(n — k)"

b) Soit Q = {wg, w1, ...,ws—1}. Cet ensemble posséde n éléments. Le nombre
Ch 1 est le nombre de sous-ensembles de € de cardinalité k. Cette famille de
sous-ensembles se décompose en deux familles disjointes.

La premiere est formée des sous-ensembles qui contiennent 1’élément wy. Ils
s’obtiennent en choisissant k— 1 éléments dans le sous-ensemble {wy,...,w,_1}
et en adjoignant wy au sous-ensemble ainsi obtenu. Il y a donc C,,—1 ,—1 sous-
ensembles de ce type.

La deuxieme est formée des sous-ensembles de 2 qui sont de cardinalité &
et qui ne contiennent pas wy. Ils s’obtiennent en choisissant k£ éléments dans
{w1,...wn_1} et sont donc au nombre de C),_1 5. D’ou I'égalité

o)) =6) -

Le triangle de Pascal

On va remplir une suite de lignes selon les regles suivantes. Sur la premiere
ligne, on écrit le nombre 1, puis sur la deuxiéme ligne, on écrit ce nombre
deux fois, avec un léger décalage comme dans la figure 2.1. Ensuite, on remplit
successivement les lignes suivantes en commengcant par écrire le nombre 1, puis
en écrivant la somme des deux nombres qui se trouvent sur la ligne précédente,
juste a gauche et a droite de la position courante.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Figure 2.1 Le triangle de Pascal.

Sur la ligne n, on retrouve

(o) (1) ()

ce qui est une conséquence de la Proposition 2.6b).



Analyse combinatoire 17

2.4 Coefficients multinomiaux

On veut découper un ensemble de n objets distincts en une suite de r sous-
ensembles de tailles respectives ni,ns,...,n,, ot ny +ng +---+n, = n. On
s’'intéresse a déterminer de combien de manieres ce découpage peut se faire.

Il'y a Cp n, choix pour le premier sous-ensemble, Cp,_,, », choix pour le
deuxieme sous-ensemble, C},_y, —n, n, choix pour le troisiéme sous-ensemble,

eey Coey ooy 1 m,. choix pour le 7™ sous-ensemble.

D’apres le principe de multiplication, le nombre de maniéres est donc

L))

En exprimant les coefficients binomiaux et en simplifiant, on constate que ce
produit est égal a

n! (n—mnq)! o (n=(n == npy)! n!

ny!(n —ny)! nal(n —ny — ng)! nlln—ng—-—n.) nylng! -l

n
Ny N2 - Np

et on 'appelle un coefficient multinomial. Sa valeur est

n n!
ning -+ Ny nilng! -+ npl’

Il représente le nombre de maniéres de découper un ensemble de n éléments en
une suite de r sous-ensembles de tailles respectives ny,...,n,.

On note le nombre obtenu

2.5 Tirages sans remise

Une urne contient m boules rouges et n boules noires. On tire un paquet
de k boules (sans remise). Quelle est la probabilité d’obtenir r boules rouges et
k —r boules noires (r < k<m+netk—r<n)?

L’ensemble 2 des résultats possibles est I’ensemble des sous-ensembles de &
éléments pris parmi m + n. Soient G 1’événement « on obtient r boules rouges

et k — r boules noires ». Alors
m-+n
Q= .
o= (")

Comme 'événement G se réalise si I’on tire r boules rouges parmi les m dispo-
nibles et k£ — r boules noires parmi les n disponibles, on déduit que

= ()
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et la probabilité cherchée est donc

)

2.6 Quelques applications de I’analyse combinatoire

Les applications de I’analyse combinatoire sont trés nombreuses. Nous al-
lons donner trois exemples typiques.

Loteries

Quelle est la probabilité de gagner le gros lot dans une loterie 7 Evidem-
ment, cela dépend de la maniére dont la loterie est congue (numéros qui peuvent
sortir, nombre de numéros & choisir, etc.), mais les mémes principes s’appliquent
a toutes les loteries.

EXEMPLE 2.7 Dans une loterie, on choisit six nombres parmi 1,...,54. On
gagne le gros lot si on a les six chiffres justes. Le deuxiéme prix est obtenu si
on a cing chiffres justes. Quelles sont les probabilités d’obtenir le gros lot et le
deuxiéme prix (en achetant un seul billet) ?

Pour répondre a cette question, remarquons que les résultats possibles sont
les sous-ensembles & six éléments de lensemble {1,...,54}, donc

m("?).

P{«gros lot »} =

Par conséquent,

11
<54> T 25827165
6

Le deuxieme prix est obtenu si on choisit 5 nombres parmi les 6 gagnants
et 1 parmi les 48 perdants. Donc

f deuxieme prix = (g) <418>
6 (48
60

54\ 80678
6

et

P{« deuxiéme prix »} =
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Mains de poker

L’analyse combinatoire permet de calculer la probabilité de recevoir une
main donnée au jeu de poker. On rappelle que le poker se joue avec un jeu de
52 cartes et qu'une main comporte cinq cartes. L’ensemble des cartes est

C: {P17P2>~-';P137 T17T27"‘7T13a Cl7C27"'7CI3a QhQQ?"'anS}?

ou on a noté P pour la couleur « pique », T pour « tréfle », C pour « cceur »
et Q pour « carreau », et on a numéroté les cartes de 1 (pour 'as) & 10, puis
11 pour le valet, 12 pour la dame et 13 pour le roi. Il y a donc 13 cartes de
chacune des quatre couleurs P, T, C et Q et 4 cartes de chacune des 13 valeurs
1a13.

a) Probabilité d’une suite royale. Dans une main de poker, quelle est la pro-
babilité d’avoir une suite royale (c-a-d. cing cartes consécutives, toutes
de la méme couleur) ?

Le nombre de mains possibles est

2
1Q = (55> = 2598960 .

Le nombre de suites royales se calcule comme suit. Il y a 10 choix pos-
sibles pour la valeur de la carte la plus élevée (5 & as). Ensuite, il y a 4
choix possibles pour la couleur de cette carte, et les autres cartes sont
alors déterminées. Il y a donc 10 x 4 = 40 suites royales et donc

40
P{« suite royale » } = TN = 0,00001539 .
;)

b) Probabilité d’obtenir deux paires. On obtient deux paires lorsqu’on ob-
tient deux couples de cartes de mémes valeurs et une cinquieme carte
d’une troisiéme valeur. Il faut donc choisir deux valeurs distinctes parmi
les treize valeurs possibles, puis pour les deux valeurs, deux cartes parmi
les quatre de cette valeur, et finalement une carte parmi les 52 — 8 = 44

cartes de valeurs distinctes de celles des deux paires. Le nombre de mains
de deux paires est donc

fed ey = (B (A () (44
€ux paires » = 9 9 9 1
2
(2))
AL~ 0,047539.

et donc

P{« deux paires »} =
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Anniversaires

Il y a n personnes dans une classe. Quelle est la probabilité de I’événement
G = « au moins deux personnes ont le méme jour d’anniversaire » 7

Pour modéliser ce probleme, on exclut le 29 février et on numérote les jours
de 'année de 1 & 365. Si on énumere les personnes (par exemple par ordre
alphabétique), alors l'ensemble des résultats possibles est Q = {1,...,365}",
puisque chaque résultat est une suite de n nombres, chacun étant I'un des
entiers entre 1 et 365. Par conséquent, ) = 365™. Soit G¢ I’événement

G° = « les n anniversaires sont distincts » .

Cet événement G° se réalise quel que soit ’anniversaire de la premiere personne
(365 choix possibles), pour autant que 'anniversaire de la deuxiéme personne
tombe parmi les 364 autres jours de 'année, que 'anniversaire de la troisieme
personne tombe I'un des 363 autres jours de 'année, etc. Ainsi,

ﬁGC:A3657n:365x364x~~><(3657n+1)

et donc 4
P(G°) = 2865
(G°) 365™
Dans le cas ot n = 45, par exemple, on obtient
Aszesa5 365 x 364 x -+ x 321

P(G°) = = = 0,059,
(G%) 36540 365 x 365 x -+ x 365

donc P(G) =1 — 0,059 = 0,941.
Si I’on pose la méme question pour 23 personnes, alors on obtient P(G) =

’43?552’? = 0,508. A partir de 23 personnes, il y a plus d’une chance sur deux

d’avoir au moins deux personnes avec le méme anniversaire !

2.7 Exemples de modélisations™

Lorsqu’on est confronté & un probléme de calcul des probabilités de nature
combinatoire, le choix de I’ensemble fondamental 2 est souvent la premiere
question a laquelle il faut répondre. Dans de nombreux cas, il est souhaitable
de choisir ) de sorte que tous les événements élémentaires soient équiprobables.
Pour ce faire, il est parfois nécessaire de modifier artificiellement la donnée.

EXEMPLE 2.8 Une expérience consiste a lancer deux pieces de monnaie in-
distinguables. Quelle est la probabilité d’obtenir deux faces?

Une premiere possibilité serait de dire qu’il y a trois résultats possibles
et donc de poser Q@ = {(P,P),(P,F),(F,F)} : cet ensemble contient les trois
résultats possibles, vu que les deux pieces sont indistinguables. Cependant, il
faut faire attention au fait que, dans ce cas,

P((P.F) = 5 # { = P((P,P).
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On préfere en général faire comme si on ajoutait un élément distinctif
aux deux piéces, ou faire comme si on lancait les piéces I'une apres 'autre,
de sorte qu’il y ait quatre couples de résultats possibles, et on pose ) =
{(RP), (P,F),(F,P), (F,F)} Ainsi, tous les événements élémentaires ont la
probabilité i.

On procede de méme dans une expérience qui consiste a jeter deux dés
indistinguables : on préfere que l’ensemble 2 soit I’ensemble des 36 couples
plutét que I'ensemble des 21 paires de résultats possibles.

EXEMPLE 2.9 On dispose de 15 boules indistinguables, que 1’on répartit dans
deux urnes. Quelle est la probabilité que I'une des urnes reste vide ?

On peut considérer que les résultats de ’expérience sont des couples (m, n),
ou m, n € N avec m+n = 15. Mais, dans ce cas, on n’a pas d’emblée la valeur
de P{(n,m)}.

Il est donc préférable d’admettre que les boules sont numérotées et placées
les unes apres les autres, et que chaque boule a la probabilité % d’aller dans
chacune des deux urnes. Ainsi, 2 = {1,2}1% et w = (1,..., 1) signifie que toutes
les boules sont placées dans I'urne numéro 2. De cette maniere, P{w} = 2715,

pour tout w € €, et la probabilité que I'une des urnes reste vide est 2- 2715 =
2- 1,

D’autres exemples intéressants sont proposés notamment dans les exercices
2.21 et 2.22. Il y a bien entendu des exceptions au principe des événements
élémentaires équiprobables. La plus simple est la situation du lancer répété
d’une piece de monnaie biaisée, qui sera étudiée au chapitre 3 dans le cadre de
la loi binomiale.

2.8 Exercices

2.1 Les plaques minéralogiques aux USA sont formées de trois lettres, suivies
de trois chiffres.

a) Quel est le nombre de plaques minéralogiques possibles 7

b) Quel est le nombre de plaques qui commencent par la lettre A ?

2.2 Au jeu Euromillions, le joueur doit choisir 5 nombres sur une premiere
liste des nombres 1 a 50 et 2 nombres sur une deuxiéme liste des nombres 1 a
9. Il gagne le gros lot si tous ses nombres sont tirés. Quelle est la probabilité
de gagner le gros lot a ce jeu?

2.3 Quatre joueurs A, B, C, D recoivent chacun une main de treize cartes
(d’'un jeu de 52 cartes). Combien y a-t-il de répartitions possibles ?

2.4 Dans la loterie de 'exemple 2.7, on obtient le troisiéme prix si on a quatre
chiffres justes. Quelle est la probabilité d’obtenir ce prix ?
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2.5 Dans une main de poker, quelle est la probabilité d’avoir une suite (cing
cartes consécutives, pas toutes de la méme couleur) ?

2.6* On tire une main de 5 cartes d'un jeu de 52 cartes.
a) Quelle est la probabilité d’avoir un carré (quatre cartes de la méme
valeur et une autre carte) ?

b) Quelle est la probabilité d’avoir un brelan (trois cartes de la méme valeur
et deux autres cartes de valeurs différentes) ?

¢) Quelle est la probabilité d’avoir une main pleine (trois cartes de mémes
valeurs et une paire) ?

2.7 Dans un groupe de 4 femmes et 6 hommes, on doit former un comité de
2 femmes et 2 hommes. Combien de comités sont possibles si :
a) deux des femmes refusent d’étre ensemble dans le comité;

b) il y a un couple marié dans le groupe et les deux époux ne peuvent étre
tous deux au comité;

c) il faut désigner 'un des quatre membres comme président du comité ;

d) deux femmes et un homme sont frére et soeurs et au plus un membre de
cette famille peut servir au comité ?

2.8 De combien de maniéres peut-on asseoir 8 personnes (A, B, C, D, E, F,
G et H) en rang si :

a) aucune restriction n’est imposée ;

b) les personnes A et B veulent étre ensemble;

c) en supposant qu’il y a 4 hommes et 4 femmes, les hommes ne doivent
avoir que des voisines et inversement ;

d) les hommes, qui sont au nombre de 5, doivent rester ensemble ;

e) les personnes forment 4 couples de gens mariés et chaque couple doit
rester réuni ?

2.9* De combien de maniéres peut-on placer 3 disques de musique classique,
2 disques de jazz et un de rock (tous d’interprétes différents) sur une étagere
si:

a) aucune restriction n’est imposée ;

b) les disques de jazz doivent étre rangés ensemble et les disques de classique
aussi;

c) les disques de classique doivent étre rangés ensemble, mais les disques
de jazz séparés I'un de l'autre.

2.10* Combien de « mots » différents peut-on former en permutant les lettres
des mots suivants ?

a) vélos;
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b) papier;
¢) banane;;

d) minimum.
2.11 Démontrer que
()= G GG) o ()(E)
T 0/ \r 1/\r—1 T 0
lorsque 0 < r < min(n, m), r, m, n € N.
2.12% a) Etablir ’égalité

ik(Z) =n2nl

k=1

en calculant de deux maniéres différentes le nombre de maniéres de for-
mer une équipe avec un capitaine a partir d’un groupe de n personnes.

b) En procédant par analogie avec a), montrer que

i k(k — 1) (’;) —n(n—1)2""2.

c¢) Retrouver les résultats de a) et b) en appliquant le bindme de Newton
a (1+ x)" et en dérivant par rapport a .

2.13* a) Soit 1 < i < n fixé. Etablir 1’égalité
> () ()= ()=
NI\ i

en calculant de deux manieres différentes le nombres de comités avec i
postes a responsabilités que I'on peut former a partir d’un groupe de n
personnes.

b) Retrouver le résultat de a) en appliquant le bindme de Newton & (14z)™
et en dérivant par rapport a x.

2.14 (Formule d’inclusion-exclusion) Soient 2 un ensemble fini et P une pro-
babilité sur (2, P(2)). Soit F; € P(R2), i =1,...,n. Montrer que

P(FyU---UF,) =Y P(F,)— Y P(F,NF,)
i=1 11 <t
+(=DF Y P(FE, N NFy) e
11 <t2<...<ig

+ (=DM P(Fn---NE,).
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2.15 On tire 13 cartes d’un jeu de 52 cartes. Quelle est la probabilité qu’au
moins une couleur manque ?

(n:f) :;:L%(Hi—l)

2.17 Soit 2 un ensemble fini. Montrer que si |2 = n, alors |P(Q)| = 2.

2.16 Démontrer que

2.18 a) Combien de maniéres y a-t-il de répartir n boules distinguables
dans k urnes distinguables ?
b) Combien de maniéres y a-t-il de répartir n boules indistinguables dans
k urnes distinguables, de sorte que chaque urne contienne au moins une
boule. On admettra que k& < n.
¢) Méme question qu’en b), mais sans ’exigence que chaque urne contienne
au moins une boule.

2.19 a) Combien y a-t-il de solutions entiéres positives de 1'équation x; +
codap=n(k,neN")?
b) Combien y a-t-il de solutions entiéres non négatives de I’équation 7 +
ot ag=n(k,neN)?
¢) Combien y a-t-il de solutions entiéres non négatives de I’équation 1 +
-+ + x = n pour laquelle exactement r des inconnues sont nulles
(k,n,reN, r<k)?

2.20* Un voyageur se déplace dans le plan Ozy en respectant les régles sui-
vantes :

— il reste dans le quadrant non négatif;

— il se déplace parallelement soit a ’axe Ox, soit a 'axe Oy;

— il s’éloigne toujours de l'origine ;

— il ne peut changer de direction que lorsque ses deux coordonnées sont
entieres.

a) Combien y a-t-il de chemins possibles d’extrémités (0,0) et (m,n), ol
(m,n) € N??

b) Si m < n, combien y a-t-il de chemins possibles d’extrémités (0,0) et
(n,n) qui passent par (m,m)?

2.21* Le métro M1 de Lausanne-Flon & Renens-CFF a 16 arréts. A 7 de ces
arréts, dont Renens-CFF et Lausanne-Flon, il y a des correspondances avec des
bus, un autre métro ou des trains CFF. A Lausanne-Flon, il y a 31 personnes
plus le chauffeur dans le métro. Au cours du trajet, personne ne monte. A
Renens-CFF,| le chauffeur voit descendre 11 personnes.

a) De combien de maniéres les autres personnes ont-elles pu se répartir
parmi les arréts du métro?
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b) Qu'en est-il si le chauffeur a vu que sur les 31 personnes, il y a 16
hommes et 15 femmes et qu’a Renens-CFF, 5 hommes et 6 femmes sont
descendus ?

c) Qu’en est-il si le chauffeur se souvient que 13 personnes sorties avant
Renens-CFF lui ont demandé des correspondances ?

2.22* On tire sans remise des boules d’une urne qui contient r boules rouges,
J boules jaunes, v boules vertes, b boules bleues et a boules blanches. Le jeu
s’arréte des qu’une couleur a été tirée deux fois. On s’intéresse a la probabilité
que le jeu s’arréte apres k tirages et qu’on a tiré deux boules rouges.

a) Définir un espace de probabilité qui permet de décrire cette expérience
et qui est tel que tous les événements élémentaires sont équiprobables.

b) Pour k = 2,3, 4, calculer cette probabilité.

2.23 On s’intéresse aux nombres formés de 4 chiffres.
a) Combien d’entre eux ont 4 chiffres identiques ?
b)
c)
d) Combien d’entre eux ont 4 chiffres distincts, rangés dans 1’ordre crois-
sant ?

Combien d’entre eux sont formés de 2 paires de deux chiffres ?

Combien d’entre eux ont 4 chiffres distincts ?

e) Que deviennent les réponses aux questions a), ¢) et d) si 'on remplace
4 par n?

2.24 (Formule de Leibniz) Soit f et g deux fonctions de classe C*°. Pour une
fonction f, on note (") la n-éme dérivée de f. Montrer que pour tout n > 1,

n

()" (a Z( )f<" 9 (2) o) ().

k=0






CHAPITRE 3

Probabilité conditionnelle et

indépendance

Soient G et H deux événements. La probabilité que H se réalise est P(H),
mais si on sait que G s’est réalisé, alors cela va modifier notre opinion concer-
nant cette probabilité. Le but de ce chapitre est d’examiner comment cette
probabilité est modifiée et quelles conséquences il est possible d’en tirer.

3.1 Définition et premieres propriétés

Si on se place dans 'interprétation fréquentiste décrite dans le chapitre 1,
imaginons qu’on répéte n fois une expérience et notons n(G) le nombre de fois
que 'événement G est réalisé. Parmi les n(G) expériences ot G est réalisé,
Pévénement H est aussi réalisé n(H N G) fois. Par conséquent, la probabilité
de H sachant que G est réalisé devrait étre voisin, pour des grandes valeurs de
n, de

n(HNG)
nHNG) — PHNG)
n(G)  — nG) PG

Ces considérations motivent la définition suivante.

Définition 3.1
Soient G et H deux événements. Si P(G) > 0, on pose

P(HNG)

PO G) = =5

L’expression P(H | G) se lit « probabilité conditionnelle de H sachant que G
est réalisé ».
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EXEMPLE 3.2 Une urne contient 6 boules rouges et 5 boules noires. On tire
deux boules sans remise. Quelle est la probablité conditionnelle que la deuxiéme
boule soit noire sachant que la premiére est rouge 7

Soient H I’événement « la deuxieéme boule est noire » et G I’événement « la
premiére boule est rouge ». La réponse cherchée est

6 x5

_P(HNG) 11x10 5 1

PUH | G) = P(G) ~ 6x10 ~ 10 2
11 x 10

Il est aussi possible de raisonner comme suit. Si la premiére boule est rouge,

il reste 10 boules dans I'urne, dont 5 noires, d’ott P(H | G) = &5 = 3.

Proposition 3.3
a) Soient G et H deux événements tels que P(G) > 0. Alors
P(HNG)=P(G)-P(H|G).

b) Régle de multiplication. Soient Gy, ..., Gy des événements tels que P(G1N
-+ NGy) > 0. Alors

P(GyNGan - NGy
:P(Gl)P(G2|G1)P(G3‘G10G2)P(Gk|Glﬂﬁkal)

DEMONSTRATION. a) Cette propriété découle directement de la définition de
la probabilité conditionnelle.

b) Le membre de droite vaut

HG)jW%ﬁGQ'HGﬂNhOG@”.P@ﬂm~ﬂGw
! P(G,) P(G1 N Gy) P(GiN--NGi_1)
:P(Glm"'mGk). |:|

3.2 Formule des probabilités totales

Proposition 3.4 Soit {G1,...,G,} une partition de Q (c’est-a-dire G; # 0,
GiNnGj=0sii#jetGU---UG, = Q) en événements tels que P(G;) > 0,
1=1,...,n. Alors pour tout événement G,

P(G)=>_ P(G|Gi)P(Gy).

i=1
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DEMONSTRATION. On observe que

P(G)=P(GNQ)=P(GN(G1U---UGy))
=P((GNGU---U(GNGy)).

Puisque les événements G' N G; sont disjoints, cette probabilité est égale a

P(GNGy)+---+P(GNG,) =P(G|G)P(G1)+---+P(G | Gn)P(Gy). O

EXEMPLE 3.5 Une urne contient n; boules rouges, ny boules noires et ng
boules bleues. Soit n = ny + no + n3. On effectue deux tirages sans remise.
Quelle est la probabilité de ’événement « la deuxieme boule tirée est rouge » 7

Soit G cet événement et soit G I’événement « la premiere boule tirée est
rouge », G2 'événement « la premiere boule tirée est noire », G5 I’événement
« la premiere boule tirée est bleue ». Alors {G1,G2,G3} est une partition de
Q. Par conséquent,

P(G) = P(G | G1)P(G1) + P(G | G2)P(G2) + P(G | G3)P(G3)

Tll—]. ny ny TL2+ ny nginl(n171+n2+n3) 7TL1

n—1 n n-1 n n-1 n n(n—1) o on

Il est intéressant d’observer que “ est aussi la probabilité que la premiere
boule tirée soit rouge! En fait, que les tirages soient effectués avec remise ou
sans remise ne change pas la probabilité de ’événement « la deuxieme boule
tirée est rouge ». La méme propriété est valable si on tire n boules et qu'on
s'intéresse & la probabilité de I’événement « la i®™¢ boule tirée est rouge »
(i < n).

3.3 Formule de Bayes

Proposition 3.6 Soient G et H deux événements. Alors

P(H | G)P(G)
(H | G)P(G) + P(H | G)P(G)

PG| H) = 5

DEMONSTRATION. On utilise d’abord la définition de la probabilité condition-
nelle, puis on applique la formule des probabilités totales & la partition {G, G},
pour obtenir

P(HNG) P(H | G)P(G)

POV =Py = PHIGPG) + PH | GOPG)
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EXEMPLE 3.7 Test pour détecter une maladie. Considérons un test pour dé-
tecter une certaine maladie. Selon les indications du producteur, si le test est
administré a une personne qui est effectivement atteinte par cette maladie,
alors le test indiquera « positif » dans 95 % des cas. En revanche, si le test est
administré a une personne qui n’est pas atteinte par cette maladie, alors le
test indiquera « positif » dans seulement 1% des cas : les « faux positifs » sont
donc relativement rares. Heureusement, seulement 0,1 % de la population est
porteuse de cette maladie.

Si on vous administre ce test et que le résultat est positif, quelle est la
probabilité que vous soyez effectivement malade ?

Pour répondre a cette question, appelons G ’événement « étre malade » et
H T'événement « le résultat du test est positif ». L’énoncé du probléeme exprime
que

PH|G)=0,95, PH|G%)=0,01 et P(G)=0,001.
D’apres la formule de Bayes,

P(H | G)P(G)
(H | G)P(G) + P(H | G°)P(G®)
0,95 x 0,001
~ 0,95 x 0,001 + 0,01 x 0,999
=0,0868 ~ 9% !

PG| H) = 3

Ainsi, heureusement pour le patient, la probabilité d’étre réellement malade
n’est que de 9%, malgré le résultat positif du test.
Formule de Bayes généralisée

Proposition 3.8 Soit {G1,...,G,} une partition de Q et H un événement. On
suppose que P(H) >0 et P(G;) > 0, pouri=1,...,n. Alors

n

ZP(H | G;)P(G;)

DEMONSTRATION. En appliquant la définition de la probabilité conditionnelle,
puis la formule des probabilités totales, on obtient

pwumnggfL:fWHMH@)' .
N P(H | G;)P(G,)

J=1
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Proposition 3.9 Soit H un événement tel que P(H) > 0. Alors G — P(G | H)
est une probabilité sur (0, F).

DEMONSTRATION. 11 s’agit, de vérifier les axiomes 1 et 2 de la définition 1.4a).
Clairement, ’axiome 1 est vérifié car

P(QNH) P(H)

PQIH) = =pon= = 5 = -

Quant & Paxiome 2, soit (G, n € N) une suite d’événements dans F qui sont
deux & deux disjoints. Alors

P(H)

Or le numérateur est égal a

P <U (Gan)> =Y P(G.NH),
n=1 n=1
puisque les événements (G,, N H, n € N) sont deux & deux disjoints. Ainsi,

p<['jan

n=1

H) :ﬁZP(GmH):ZP(GMH)

n=1 n=1

et 'axiome 2 est vérifié. O

3.4 Indépendance

La notion d’indépendance d’événements est une des notions centrales de la
théorie des probabilités. Elle décrit la situation ou le fait de savoir qu'un évé-
nement G est réalisé ne change pas notre opinion de la probabilité qu’un autre
événement H se réalise. Cette notion intuitive d’indépendance sera formalisée
et ses conséquences seront étudiées dans cette section.

Définition et premiéres propriétés

Définition 3.10
Deuzx événements G et H sont indépendants si P(GN H) = P(G)P(H).

REMARQUE 3.11 Si P(G) > 0, la propriété d’indépendance est équivalente a
P(H | G) = P(H), ce qui correspond a la notion intuitive mentionnée ci-dessus.
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EXEMPLE 3.12 On lance une piece équitable deux fois de suite. L’espace de
probabilité est donc

Q={(P,P), (P,F), (F,P), (F,F)},

et pour w; € Q, P{w;} = %, 1=1,...,4.

Soit G; = I’événement « la piéce i tombe sur pile », i = 1,2. On va vérifier
que (G; et G4 sont indépendants. En effet, § G; = 2,7 = 1,2, donc P(G1) = % =
P(G5). D’autre part, P(G1NG3) = P{(P,P)} = § et on a donc P(G1NG3) =
P(G1)P(G3). Les événements G et Go sont donc bien indépendants.

Proposition 3.13 Si deuzr événements G et H sont indépendants, alors G et
H¢ le sont aussi.

DEMONSTRATION. Observons que
P(GNH®)=P(G)—-P(GNH)=P(G)— P(G)P(H)
=P(G)(1 - P(H)) = P(G)P(H).
D’ou I'indépendance de G et HC. O

Indépendance de plusieurs événements

Définition 3.14
Des événements G1,...,G, (n = 2) sont mutuellement indépendants si
pour tout 1 < k < n et pour toute suite 1 < i1 <9 < -+ < i <N,

P(Gi, NGy, N---NGy ) = P(Gy, )P(Gyy) -+ P(Gy,) -

REMARQUE 3.15 Lorsqu’on cherche a vérifier I'indépendance mutuelle de n
événements, il ne suffit pas de vérifier que pour i # j,

P(G;NG;) = P(G;)P(G;) .

Cette derniere propriété signifie que les événements G; sont deuz a deux in-
dépendants, ce qui est une propriété plus faible que I'indépendance mutuelle
(exercice 3.16).

Lorsqu’on dit simplement que Gy, ..., G, sont indépendants, on sous-entend
que ces événements sont mutuellement indépendants.

Les événements d’une suite (G, )nen sont dits indépendants si pour tout
n €N, Gy,...,G, sont indépendants.

Voici une propriété qui est équivalente a 'indépendance mutuelle.

Proposition 3.16 Les événements G, . .., Gy, sont mutuellement indépendants
si et seulement si pour tous ai,...,a, € {0,1},

P(G{' N---NGRr) = P(GYY) - P(Gyr),
oGl =G, et GY =G, i=1,...,n.

La démonstration de cette proposition est laissée en exercice (exercice 3.22).
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Epreuves indépendantes

Définition 3.17
On appelle épreuves indépendantes des expériences partielles identiques
mutuellement indépendantes.

Deux exemples d’épreuves indépendantes sont les résultats de n lancers
équitables d’une piece de monnaie, et les résultats de n jets équitables d’'un dé.

Loi binomiale

On exécute n épreuves indépendantes, ou chaque épreuve est un « succes »
avec probabilité p et un « échec » avec probabilité 1—p. Quelle est la probabilité
d’avoir k succes, k € {0,...,n}?

Un résultat possible est d’obtenir d’abord les k succes et ensuite les n — k
échecs :

S...S FE...E .
—— —_——
k fois (n—k) fois
La probabilité d’obtenir les résultats dans cet ordre est p*(1—p)”~*. Cependant,
les k succes peuvent apparaitre dans chacune des C),  positions possibles. Pour
chaque ensemble de k positions, la probabilité est la méme que ci-dessus, a
savoir p*(1 — p)"~*. Par conséquent,

P{« k succes »} = (Z)p’“(l —p)nr.
REMARQUE 3.18 On peut observer que d’apres le binéme de Newton,
ZP{« k succes » } = Z <n>pk(1 —p)"F=p+1-p"=1.
k=0 k=0 k

Loi multinomiale

On effectue n épreuves indépendantes : chaque épreuve a m résultats pos-
sibles, de probabilités respectives p1, ..., pm. Quelle est la probabilité d’obtenir
n1 résultats de type 1, no résultats de type 2,...,n,, résultats de type m, ou
n+--+ny,=n?

La probabilité que les n résultats soient (dans l’ordre)

Riy,....,R1, Ry,...,Ro, ..., Rpp,..., Ry,
—_——
n1 fois ng fois Ny, fois
est pI'py? - plm. Le nombre de permutations possibles de ces n résultats est
n! n
nilnal ... ny! ning - Nm /)

On en déduit que cette probabilité est

n
01,12 m
( >p1 p2 pm .
nl n2...nm

Cette formule porte le nom de loi multinomiale de parametres n, p1,...,Dn.
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3.5 Exercices

3.1 Une compagnie d’assurances estime que les individus peuvent étre ré-
partis en deux classes : ceux qui sont enclins aux accidents et ceux qui ne le
sont pas. Ses statistiques montrent qu’un individu enclin aux accidents a une
probabilité de 0,4 d’en avoir un en ’espace d’un an ; cette probabilité tombe a
0,2 pour les personnes & risque modéré. On suppose que 30 % de la population
appartient a la classe a haut risque.

a) Quelle est la probabilité qu’un nouvel assuré soit victime d’un accident
durant 'année qui suit la signature de son contrat ?

b) Un nouveau signataire a un accident dans ’année qui suit la signature
de son contrat. Quelle est la probabilité qu’il fasse partie de la classe &
haut risque ?

3.2 Un systéeme émetteur/récepteur transmet des 0 et des 1. La probabilité
de transmission correcte d’un 0 est 0,8, celle pour un 1 est 0,9. On sait que
45 % des symboles transmis sont des 0.

a) Quelle est la probabilité que le récepteur regoive le symbole 07

b) Si le récepteur recoit le symbole 0, quelle est la probabilité que I’émetteur
ait effectivement envoyé un 07

3.3 Une urne contient 6 boules rouges et 5 boules noires. On tire trois boules
sans remise. Trouver la probabilité que les trois boules tirées soient rouges.

3.4 On divise un jeu de 52 cartes en 4 mains de 13 cartes chacune. Quelle est
la probabilité que chaque main contienne un as?

3.5 On choisit deux cartes au hasard (sans remise) d’un jeu de 52 cartes.
Sachant que la deuxieéme carte est un pique, quelle est la probabilité que la
premiére carte soit un pique ?

3.6 On tire successivement sans remise deux boules d’une urne qui contient
8 boules rouges et 4 boules noires. Sachant que la deuxieme boule est rouge,
quelle est la probabilité que la premiere soit noire ?

3.7 Une boite contient 3 boules rouges et 12 boules noires. On verse 5 de ces
boules dans une premiere urne, 5 dans une deuxiéme urne et les 5 derniéres
dans une troisieme urne. Quelle est la probabilité que les trois urnes contiennent
chacune une boule rouge ?

3.8 Soient F' et G deux événements tels que P(F) € ]0,1[ et P(G) € ]0,1].
Montrer que P(F | G) > P(F) si et seulement si P(G | F°) < P(G | F)
(autrement dit, la réalisation de G accroit la probabilité que F' se réalise si et
seulement si G est plus probable lorsque F' se réalise que lorsque F' ne se réalise

pas).
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3.9 Dans le jeu télévisé « A prendre ou a laisser » (simplifié), 21 boites nu-
mérotées et fermées contiennent divers prix, dont un seul gros lot. Au début
du jeu, le joueur choisit I'une de ces boites. Ensuite, il désigne une des boites
restantes, qui est ouverte. Ceci est répété jusqu’a ce qu’il reste une seule des 20
boites. Il se trouve qu’aucune des 19 boites ouvertes ne contenait le gros lot. A
ce moment-la, on offre au joueur la possibilité d’échanger la boite initialement
choisie contre la boite restante. A-t-il intérét de le faire ?

3.10 (Probléme de Monty-Hall) Dans un jeu télévisé, le joueur peut choisir
I'une des trois portes 1, 2 et 3. Derriére I'une de ces portes, il y a une voiture,
derriere les deux autres des chévres. Une fois que le joueur a désigné une porte,
disons la porte 1, le présentateur ouvre I'une des deux autres portes, disons la 2 ;
derriere celle-ci se trouve une chévre. Le joueur a maintenant la possibilité de
modifier son choix (et prendre la porte 3) ou de conserver son choix (garder la
porte 1). Que devrait-il faire ?

3.11 Une boite contient trois cartes. La premiere a deux faces noires, la
deuxieme a deux faces rouges et la derniére a une face rouge et une face noire.
On tire une carte au hasard et on observe que sa face supérieure est rouge.
Quelle est la probabilité que I'autre face soit aussi rouge ?

3.12* 46 % des électeurs d’une ville se déclarent indépendants alors que 30 %
se déclarent libéraux et 24 % conservateurs. Lors d’une récente élection locale,
35% des indépendants, 62 % des libéraux et 58 % des conservateurs ont voté.

a) Quelle fraction d’électeurs a participé a 1'élection locale ?

b) Un électeur est choisi au hasard. Sachant qu’il a voté lors de I’élection
locale, quelle est la probabilité qu’il soit indépendant ? libéral ? conser-
vateur ?

3.13* Pour se rendre & son bureau, un employé prend tantét sa voiture — et
il arrive alors une fois sur deux en retard — tantot le métro — et il arrive alors
en retard une fois sur quatre seulement. Quand il arrive & I'heure, il décide
toujours de conserver le méme moyen de transport le jour suivant, tandis que
chaque fois qu’il est en retard, il décide d’en changer. Soit p la probabilité que
I’employé prenne sa voiture le premier jour.

a) Quelle est la probabilité que I'employé prenne sa voiture le n'®™¢ jour ?
b) Quelle est la probabilité qu'il arrive en retard la n'*™¢ fois qu’il se rend

au bureau?

¢) Trouver la limite lorsque n — oo des deux résultats en a) et b).

3.14* Un dé peint en rouge est découpé en 27 sous-dés identiques. On choisit
un sous-dé au hasard et on le jette une fois.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir rouge sur la face supérieure du dé
jeté?

b) Sachant que l'on a obtenu rouge, quelle est la probabilité que le sous-dé
provienne d’un des coins du dé original ?
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3.15*% (Urne de Polya) Une urne contient r boules rouges et b boules blanches.
Une boule est tirée et sa couleur est notée. On remet alors la boule tirée dans
I’urne et on ajoute a boules de la méme couleur. La méme procédure est répétée
n — 1 fois et I'on fait ainsi n tirages. Soient R; I'événement « la j*™¢ boule
tirée est rouge » et B, I'événement « la j1™¢ boule tirée est blanche. »

a) Calculer P(Rl), P(Bl)7 P(RQ), P(BQ)
b) En procédant par récurrence, calculer P(R;) et P(B;) pour 2 < j < n.

c) Interpréter le cas a = —1.

3.16 On lance une piece de monnaie équitable trois fois de suite. Soit Gy
I’événement « les lancers 2 et 3 donnent le méme résultat », G I'événement
« les lancers 1 et 3 donnent le méme résultat » et G3 I’événement « les lancers
1 et 2 donnent le méme résultat ». Montrer que ces événements sont deux a
deux indépendants mais ne sont pas mutuellement indépendants.

3.17 On jette un dé huit fois de suite. Quelle est la probabilité d’obtenir 1
trois fois exactement ?

3.18 On lance une piece de monnaie n fois de suite. Quelle est la probabilité
d’obtenir au moins une fois pile ?

3.19 On lance un dé jusqu’a obtenir un 6. Quelle est la probabilité que 1'ex-
périence ne s’arréte jamais ?

3.20 Soit N € N. On dispose d’une urne avec N boules numérotées de 1 a
N. Le jeu consiste a tirer une boule. On a un succes si on tire la boule portant
le numéro 1. On joue de maniére répétée a ce jeu. Les jeux sont indépendants.
Quel est le nombre k& de jeux nécessaires pour que la probabilité d’avoir au
moins un succes soit supérieure ou égale a % ?

3.21 Une urne contient 4 boules rouges, 6 boules vertes et 8 boules bleues.
On effectue 9 tirages avec remise. Quelle est la probabilité d’obtenir trois fois
une boule rouge, deux fois une boule verte et quatre fois une boule bleue ?

3.22 a) Démontrer la condition nécessaire de la proposition 3.16.
Indication. Montrer le résultat par une double récurrence sur n et sur
k= |{i:a; =0}

b) Démontrer la condition suffisante de la proposition 3.16.
Indication. Montrer le résultat par récurrence descendante.

3.23 Soient F1,..., E, des événements indépendants (n > 2). Montrer que

P(OEZ) P (1-P(Ey)).

=1
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3.24* On admet que le sexe de chaque enfant d’un couple est indépendant
de celui des autres enfants de la famille et que la probabilité qu'un enfant est
un garcon est 0,52. Calculer, pour un couple ayant 4 enfants, les probabilités
des événements suivants :

a) tous les enfants sont du méme sexe;

b) les trois ainés sont des garcons, la derniere est une fille;

d) les deux ainés sont des garcons;

)

c) il y a exactement 3 gargons;

)
e) il y a au moins une fille.

3.25 Soit E = {1,...,n} et supposons que A; et Ay sont choisis indépen-

demment et uniformément dans P(E), ensemble des parties de E. Montrer

que

P{A; C Ay} = (i)n

3.26* (Lemme de Borel-Cantelli, deuxiéme partie) On rappelle que la pre-
miére partie du lemme de Borel-Cantelli est présentée dans I’exercice 1.10.
a) Soit (€2, F, P) un espace de probabilité et soit (G, )nen une suite d’évé-
nements indépendants. On suppose que > - P(G,) = 4oco. Montrer
que P (limsup,,_,.  Gp) = 1.
b) Une expérience consiste a lancer de maniére répétée un dé équilibré.
Montrer que si on prolonge indéfiniment I’expérience, alors il est certain
que la valeur 6 sortira une infinité de fois.

¢) On dispose d’une suite infinie d’urnes. L urne numéro n contient n boules
numérotées de 1 a n. Une seule boule est tirée de chacune des urnes (les
tirages sont indépendants). Quelle est la probabilité que la suite des
numéros tirés comporte une infinité de 17

3.27 (Le « probléme des points » du chevalier de Méré) Deux équipes se
rencontrent dans un tournoi qui se joue en n jeux gagnants. On admet que
chaque équipe gagne un jeu avec la probabilité % Apres que I'équipe A a gagné
i jeux et ’équipe B j jeux (i < m et j < n), le tournoi est définitivement
interrompu. Quelle est la maniére équitable de répartir le prix de = francs entre
les deux équipes ?






CHAPITRE 4

Variables aléatoires

Dans de nombreux exemples, on associe a chaque résultat possible d’une
expérience une grandeur numérique. La formalisation mathématique de cette
situation mene a la notion de variable aléatoire, que nous allons maintenant
introduire.

4.1 Définition et exemples
Soit (€2, F, P) un espace de probabilité.

Définition 4.1
Une variable aléatoire (en abrégé v.a.) est une fonction X : Q@ — R telle
que pour tout x € R,

{weQ: X(w) <z} eF. (4.1)

Commentaires

Une autre notation pour {w € Q : X(w) < z} est X 1(] — o0,1]), o
X~1(I) est la notation usuelle pour I’ensemble des antécédents du sous-ensemble
I de R. La condition (4.1) n’est pas tres différente de la condition qui assure la
continuité d’une fonction (I'image réciproque d’un ouvert est un ouvert).

Pour simplifier 1'écriture, on écrit souvent {X < z} au lieu de {w € Q :
X(w) <z} ou X 1] —oo,2]).

Puisqu’on va s’intéresser & la probabilité de {X < x}, il est naturel d’exiger
que cet ensemble appartienne a F, le domaine de définition de la mesure de
probabilité P.

Dans le cas particulier on F = P(), toute fonction X : @ — R est une
variable aléatoire.
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EXEMPLE 4.2  (Variable aléatoire indicatrice) Soit G € F. On définit 14 :
Q — R par

lg(w)z{ 1 siwed,

0 sinon.

La fonction 15 « indique » par sa valeur si I’événement G se réalise ou pas.
C’est bien une v.a., car

h sizx<O,
{lag<z} =< G° si0<z<1,
Q siz>1.

EXEMPLE 4.3 On jette un dé n fois. Soit X le nombre de fois que le résultat
est 6. Pour décrire cette situation, on pose = {1,...,6}", F = P(Q), et
on définit P : F — [0,1] de telle sorte que tous les événements élémentaires
sont équiprobables. Les éléments de € sont notés w = (w1,...,wy), OU w; est
le résultat du jet numéro i. La variable aléatoire X est la fonction définie sur
Q et a valeurs dans R définie par

X(w) = Z Liey (wi) 5

olt 16 est la fonction de {1,...,6} dans R définie par

1 siw;, =6,
Loy (wi) :{

0 sinon.

On peut s’intéresser a des probabilités comme
P{sz}zP{weQ:X(w)zk}.

Or I'événement {w € Q: X (w) = k} n’est rien d’autre que 'événement « obte-
nir 6 exactement k fois » parmi n jets, et donc

k n—k
1 )
P{X =k} = P{« obtenir 6 exactement k fois » } = (Z) (6) <6> .

Définition 4.4
Une v.a. X qui ne prend qu’une seule valeur xg € R, c’est-da-dire telle que
P{X =0} =1, est appelée une v.a. déterministe.

4.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire

Dans de nombreuses situations, la probabilité que la variable aléatoire
prenne ses valeurs dans un intervalle est une grandeur qui joue un role plus
important que les propriétés ensemblistes de la fonction X. Les probabilités
sont déterminées par une fonction qui joue un réle important et qui est définie
comme suit.
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Définition 4.5
La fonction de répartition d’une v.a. X est la fonction F : R — R définie
par
F(z) = P{X < z}.

Proposition 4.6 Soit F' la fonction de répartition d’une v.a. X. Alors :

o)z <y = Fz) < F(y).
b) lim, o F(z) =0 et lim,_ oo F(z) =1.
c)limyy 4o F(y) = F(x). En particulier, F' est continue d drotte.

DEMONSTRATION. a) Siz < g, alors {X < z} € {X < y}. En utilisant la
proposition 1.5d), on constate que F(z) = P{X <z} < P{X <y} = F(y).

b) Soient (x,, n € N) tel que z,, > z,41 et lim, o x, = —0c0. Soit G,, =
{X <.} Alors G, D Gug et ()~ Gy, = 0. En effet, soit w € Q et soit m € N
tel que z,, < X (w). Alorsw & Gy, doncw & (., G, puisque ()7, G,, C Gy,

Par conséquent, en utilisant la continuité de la probabilité (théoréme 1.6b),
on obtient

o0
0=P0)=P <D1 Gn> = nhﬂrr;() P(G,) = nhﬁngo P{X <x,} = nleréo F(z,).
Puisque ceci vaut pour toute suite (z,) qui décroit vers —oo, on en déduit que
limg, o F(z) =0.

De la méme maniére, soient (y,, n € N) tel que y,, < yn+1 et limy, oo yn =
+oo. Soit H,, = {X < yn} Alors H,, C Hyqq et o = Q. En effet, si
w € Q, soit m tel que y,, > X(w). Alors w € H,, C Un: H . Par conséquent,
en utilisant & nouveau la continuité de la probabilité (théoréme 1.6a), nous
obtenons

n—oo

o0
1=P(Q)=P <U Hn> = lim P(H,) = lim P{X <y,} = lim F(y,).
n=1

Puisque ceci vaut pour toute suite (y,) qui croit vers +oo, on en déduit que

lim,, o F(y) = 1.

c) Soient (yn, n € N) telle que y, = ynt1 = z et lim, oo yn = x. Soit
Gn={X <yn}, H={X <} Alors G, D Gny1 D Het),oy Gn = H. En

effet, I'inclusion (,,cy Gn D H découle du fait que G, O H pour tout n. Pour

I'inclusion inverse, soit w € (), oy Gn. Alors X (w) < yn, pour tout n € N. Par

conséquent, X (w) < limy, 00 yn = @, donc w € H.

Ainsi, en utilisant une troisieme fois la continuité de la probabilité, nous
obtenons

F(z) = P{X <z} =P(H)=P (ﬁ Gn>

= lim P(Gy) = lim P{X <y} = lim F(y,). 0

n—oo
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REMARQUE 4.7 Toute fonction F': R — R qui posséde les trois propriétés de
la proposition 4.6 est appelée une fonction de répartition.

NoOTATION. On note
F(a—)=1lim F(y) .

yta

Observons que si F' est continue en a, alors F(a) = F(a—). Sinon, F'(a—) <
F(a).

Proposition 4.8 Soient a et b deuxr nombres tels que a < b. Alors :
a) P{X <a}=F(a—).
b)P{a<X<b}—F( ) — F(a).
¢) Pla < X <b} = F(b) — F(a-).
d) Sia <b, alors P{la < X <b} = F(b—) — F(a).
e) P{X =a} = F(a) — F(a—).

DEMONSTRATION. a) Soit (an, n € N) une suite de nombres tels que a,, <
Gpt1 < a et lim, o a, = a. Puisque {X < a,} C {X < ap41}, on déduit de
la continuité de la probabilité que

n— o0

P{X<a}:P<[j{X<an}> = lim P{X <a,}

= lim F(a,)= F(a—).

n—oo
b) D’apres la propriété d’additivité,
P{X<b=P{X <a}U{a<X <b})=P{X <a}+Pla< X <b}.

Par conséquent, P{a < X < b} = P{X < b} — P{X < a} = F(b) — F(a).
c¢) et d) Voir l'exercice 4.6.

e) Observons que
P{X =a}=P{a< X <a}=F(a) — F(a—),

d’apreés c). O

Proposition 4.9 Soit F' la fonction de répartition d’une v.a. X. Alors l'en-
semble des points de discontinuité de F' est dénombrable.

DEMONSTRATION. Voir ’exercice 4.7.

Corollaire 4.10  Soit X une v.a. Alors {x € R : P{X = z} > 0} est un
ensemble dénombrable.
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DEMONSTRATION. L’ensemble dont il est question est égal & {z € R: F(z) >
F(z—)}, ot F est la fonction de répartion de X. C’est donc 'ensemble des

discontinuités de F'. L’énoncé est donc une conséquence de la proposition 4.9.
|

Variables aléatoires discrétes et continues

Soit F' la fonction de répartition d’une v.a. X. Considérons I’ensemble
Dp={z€R:F(z)— F(z—) > 0}.

Si P{X € Dr} =1, alors on dit que X est une v.a. discréte et que F' est une
fonction de répartition discréte.

Si Dr =0, on dit que X est une v.a. continue; dans ce cas, la fonction de
répartition I’ est une fonction continue. Ces deux types de v.a. et de fonctions
de répartition jouent un roéle tres important, comme le montre le théoréme
suivant.

Théoréme 4.11

Toute fonction de répartition est une combinaison convexe d’une fonction
de répartition discréte et d’une fonction de répartition continue.

DEMONSTRATION. Voir l’exercice 4.9. ]

REMARQUE 4.12 Pour vérifier qu'une v.a. X est discrete, il suffit de montrer
qu’il existe un sous-ensemble dénombrable D de R tel que P{X € D} = 1.
Dans ce cas, on aura nécessairement D C D.

Vu le résultat du théoreme 4.11, il est naturel d’étudier séparément les
v.a. discretes et les v.a. continues, ce que nous allons faire dans les sections
suivantes.

4.3 Variables aléatoires discrétes

Dans cette section, nous allons étudier les principales propriétés des v.a.
discretes et donner une liste des v.a. discretes les plus importantes.

Fonction de densité d’une variable aléatoire discrete
SiD={zeR:F(z)—F(z—) >0} est un ensemble fini D = {ay,...,a,}

avec a1 < --- < ay, alors

n

1=P{X €D} =) (F(a;) - F(a;—)).

i=1
Dans ce cas, F est une fonction en escalier, constante sur chacun des intervalles
[ai,ai+1[, avec un saut en chaque a;. Il devient préférable de s’interesser aux
positions des sauts et a leurs amplitudes, comme suit.
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Définition 4.13

On appelle fonction de densité discrete d’une v.a. discréte X la fonction
f: R = R définie par f(x) = P{X = x}. On appelle aussi cette fonction la
fonction de fréquence de la v.a. X.

Dans le cas ot D = {ay,...,a,} comme ci-dessus, la fonction de densité
discrete de X est nulle sauf sur D. Pour a; € D, f(a;) = F(a;) — F(a;—), alors
que pour x &€ D, f(z) = F(x) — F(z—) = 0. D’autre part,

Zf(x):l.

zED
En effet,
S f@) =Y P{X=1}=P{XeD}=1,
xeD zeD
puisque X est discrete.

Variables aléatoires discrétes : exemples de base

Nous présentons ci-dessous les types de v.a. que 1'on rencontre le plus fré-
quemment.

EXEMPLE 4.14
a) Variable aléatoire de Bernoulli. On appelle ainsi toute v.a. X telle que
P{X € {0,1}} = 1. Si P{X =1} = p, on dit que X est une v.a. de
Bernoulli de paramétre p, et on note X : B(1,p).
Cas particulier. Soit A € F telle que P(A) = p. Posons X = 14, ol
14 :Q — R est définie par

1 siwe A,
1A(w)_{0 siwe A°.
Alors X est B(1,p).

b) Variables aléatoires simples. Soient ay,...,a, € R, Ay,..., A, € F tels
que (Ay,...,A,) est une partition de Q. Alors

X = iailAi
i=1

est une v.a. discréte. En effet, P{X € {a1,...,a,}} = 1.

c) Variable aléatoire géométrigue. On dit que X est une v.a. géomélrique
de parametre p (0 < p < 1) si pour tout n =1,2,...,

P{X =n}=(1-p)"'p.

On observera que le membre de droite est la probabilité, dans une suite
d’épreuves indépendantes ayant chacune p pour probabilité de succes,
que le premier succes ait lieu & la ni*™e épreuve. Ainsi, si F; est Pévéne-
ment « avoir un échec lors de 1’épreuve i » et S; est ’événement « avoir
un succes lors de 'épreuve i », alors P{X =n} = P(E1N---NE,_1NSy).
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Variable aléatoire binomiale. On dit que X est une v.a. binomiale de
parametres n et p, et on note X : B(n,p) (oun € N* et 0 < p < 1), si,
pour k=0,...,n,

n

PX =k} = (k)pm _pn,

On observera que le membre de droite est la probabilité d’obtenir &
succes parmi n épreuves indépendantes, toutes ayant p pour probabilité
de succes.

Variable aléatoire hypergéométrique. On appelle ainsi toute v.a. X telle
que pour r = 0,...,min(m, k) et k —r < n (k, m, n € N*),

r)\k—r
P X=r}=—-—~———~2
{X=r} e
k
On observe que le membre de droite est la probabilité d’obtenir r boules

rouges et k—r boules noires lors de tirages sans remise de k boules d’une
urne qui contient m boules rouges et n boules noires.

Variable aléatoire de Poisson. On dit que X est une v.a. de Poisson de
parametre A (A € ]0,00]) si pour k € N,

Cette loi de probabilité apparait typiquement lorsqu’on s’intéresse au
nombre de succes dans une suite d’épreuves indépendantes ou la proba-
bilité de succes est tres petite. Nous en verrons la raison dans l’exercice
4.15.

Variable aléatoire binomiale négative. Dans une suite d’épreuves indé-
pendantes, chacune ayant p pour probabilité de succes, soit X le numéro
de I’épreuve ot a lieu le 7¢™¢ succes. Une telle v.a. X est dite binomiale
négative de parametres (r,p) (0 <p <1, r € {1,2,...}).
Pourn=r,r+1,...,

P{X =n} = P{«r —1 succes parmi les épreuves 1,...,n —1
et succes a I’épreuve n »}
= P{«r — 1 succes parmi les épreuves 1,...,n — 1}
x P{succes & I'épreuve n »}

n—1\ ,_, ) (e n—1 _
— T 1 (n—=1)—(r-1), _ T(1 n—r
<T l)p ( P) p r—1 P ( )

REMARQUE 4.15 Pour £ € R et k € N, on pose

(zi) _6(6—1)-~}€§£—k+1)
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Alors, pour n, r et X comme au point g) de 'exemple 4.14,

<n—1> _ (n—l) (n—1(n-2)-(n-1-(n—r)+1)

r—1) \n—-r) " (n—r)!

_ (n=1)(n=2)---(r+1)r
(n—r)!
—r(=r—=1)---(—m+2)(—n+1)

- (n—r)! (=0

(7)o

P{X =n} = (n__rr>p"(p -

Par conséquent,

Avec ces notations, la fonction de densité discrete de la loi binomiale négative
ressemble beaucoup a celle de la loi binomiale.

On posera aussi par convention que

(ZL)—O, sik<0.

REMARQUE 4.16 On dit parfois qu’'une v.a. X « suit une loi » binomiale ou
hypergéométrique, ou que « la distribution de probabilité de X » est binomiale
ou hypergéométrique.

4.4 Variables aléatoires continues

La notion de v.a. continue a été introduite a la fin de la section 4.2. Nous
en rappelons ici la définition.

Définition 4.17

Soient X une v.a. et F' sa fonction de répartition. Si F est une fonction
continue de R dans R, alors on dit que X est une v.a. continue. En particulier,
X est une v.a. continue si P{X =z} = F(x) — F(x—) =0, pour tout x € R.

Commentaire

Il est important d’observer que la notion de « continuité d’une v.a. » n’a
rien & voir avec la notion de continuité de la fonction X : Q — R. Cette derniere
notion n’est d’ailleurs pas définie en général, car €2 n’est pas forcément un espace
topologique. En revanche, la notion de continuité de la fonction de répartition
F' est la notion usuelle de continuité d’une fonction de R dans R.
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Fonction de densité

Définition 4.18
Soit F la fonction de répartion d’une v.a. continue. On dit que F (ou X )
admet pour fonction de densité la fonction f: R — R, si, pour tous a,b € R,

b
F(b)fF(a):/ flz)dz.

On remarquera que lorsque a < b, le membre de gauche n’est rien d’autre
que P{a < X < b}. Par ailleurs, il est possible de remplacer dans cette pro-
babilité les inégalités strictes par des inégalités larges, puisque F' est continue.

Observations

Soit F' une fonction de répartition qui admet f pour fonction de densité.

a) fjof f(x)dz =1 (car lintégrale est égale & F(+00) — F(—o00) = 1—0).
b) Les intégrales sont interprétées au sens de Riemann. Généralement, les

fonctions de densité f que nous rencontrerons dans cet ouvrage seront
continues ou tout au moins continues par intervalles.

c¢) Toute fonction f : R — R telle que fj;o f(x)dz =1 est appelée une
fonction de densité.

d) Si F est la fonction de répartition d’une v.a. X, alors
x
F(x):P{Xgm}:/ f(u)du,
—o0

donc f(x) = F'(z). Ainsi, la fonction de densité f de X est la dérivée
de la fonction de répartition F' de X.

e) Dans cet ouvrage, nous n’étudierons pas les fonctions de répartition
continues qui n’admettent pas de fonction de densité. Lorsque nous par-
lerons d’une v.a. continue, il sera sous-entendu que sa fonction de répar-
tition admet une fonction de densité.

Variables aléatoires continues : exemples de base

Nous présentons ici les principaux exemples de v.a. continues.

EXEMPLE 4.19

a) Variable aléatoire uniforme sur [a,b] (a < b). On appelle ainsi toute
v.a. dont la fonction de densité est

ou
1 sizé€la,b],
Va0 (#) = { 0 sinon.
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La fonction de répartition associée a cette fonction de densité est

0 sizx<a,
r—a |

F(x) = — sia<xz<b,
1 sib<x.

b) Variable aléatoire exponentielle de paramétre A (A > 0). On appelle ainsi
toute v.a. dont la fonction de densité est

e ™™ siz>0,
f(“:)_{o siz <0.

La fonction de répartition associée a cette fonction de densité est

{0 six <0,

F(z) = 1—e M six >0,

puisque
z T
/ Ne M dy = —67)‘3” =1—e ",
0 0

REMARQUE 4.20 Observons que pour cette fonction de densité,

+oo “+o0
/ flx)de = / Ne My = —e A
0

— 00

+oo
=1.

0

Une propriété importante des v.a. exponentielles est la propriété d’absence
de mémoire (exercice 4.23).

EXEMPLE 4.21  Variable aléatoire normale standard. On appelle ainsi toute
v.a. dont la fonction de densité est

1 2
f(z) = —e*/2, x eR.
V2

REMARQUE 4.22 On peut vérifier que

/+oof(x)dm:1

— 00

(cf. exercice 4.24).

EXEMPLE 4.23  Variable aléatoire de loi gamma. Soient p > 0 et A > 0. On
appelle v.a. de loi gamma toute v.a. dont la fonction de densité est

AP

f(z)=1< T(p)

0 siz<0.

pflefkm

six >0,

Rappelons que la fonction T' : Ry — R (dite fonction gamma d’Euler) est
définie par

“+o0
L(p) = / P te " da .
0
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Fonction de répartition d’une variable aléatoire normale standard

Par définition, pour —co < & < 400, F(z) = ®(z), ol

S|
d(x) = / e v/ dy.

—oo V2T

Il n’y a pas de formule élémentaire pour ®(z). Les valeurs de ®(x) sont indiquées
dans la tabelle A.2 de I'appendice.

On lit par exemple dans la tabelle que

$(0,43) = 0,6664 , ®(1,65) = 0,9505.

Si lon cherche la valeur de ®(—1,23), elle n’est pas indiquée dans la tabelle
mais on peut utiliser la tabelle et les propriétés de symétrie de la fonction de
densité normale standard pour I'obtenir. En effet, puisque la fonction f est
paire (f(z) = f(—=z), pour tout = € R),

—XT

“+oo
o(—a)= [ fu)du= / Flu)du=1—d(z).

Par conséquent, ®(—1,23) = 1 — ®(1,23). La valeur de ®(1,23) = 0,8907 se lit
dans la tabelle et on obtient donc que ®(—1,23) =1 — 0,8907 = 0,1093.

4.5 Fonctions d’une variable aléatoire continue

Etant donné une v.a. X : Q — R et une fonction g : R — R, il est naturel de
former une nouvelle v.a. Y = g(X) : Q@ — R. Formellement, Y est la composée
Y = go X de X avec g, et donc pour tout w € Q, Y(w) = g(X(w)). Le plus
souvent, la fonction g sera relativement réguliere : continue a droite, continue,
différentiable, etc. Dans ce chapitre, nous allons examiner plus particulierement
la situation ou X est une v.a. continue et g est une fonction différentiable et
allons faire le lien entre la densité de la v.a. X et celle de Y = ¢g(X). Le résultat
principal est présenté dans la proposition suivante.

Proposition 4.24  Soit X une v.a. continue avec fonction de densité fx : R —
Ry. Soient a,b,a, 8 € RU{—00,+00} tels que a < b, a < et Pla < X <
b} = 1. Soient g : |a, b — Ja, B] bijective telle que g et g~ sont de classe C*.
Posons Y = g(X). Alors Y est une v.a. continue dont la fonction de densité

est
fx (9_1(?/))
) =1 |9 )]

0 sinon.

siy € Ja, B[,
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DEMONSTRATION. Soit Fy la fonction de répartition de Y :
Fy(y) = P{Y <y} = P{g(X) <y}.

Puisque g est bijective, elle est strictement monotone. Nous allons donc distin-
guer les cas ou elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

1°" cas : g est strictement croissante. Alors pour y € ]a, 3],
Fy(y) = P{g(X) <y} =P{X <g7'()} = Fx(97'(v)) -

Puisque y — Fx (gfl(y)) est la composée de deux fonctions continues, c’est
une fonction continue et donc Y est une v.a. continue. De plus,

_ Ix (gfl(y))

Fry)=Fi(97' @) (67) W) =fx(g7'®) (67" ) )

2¢ cas : g est strictement décroissante. Dans ce cas,

Fy(y)=P{g(X)<y}=P{X >9"'(v)} =/Oo fx (u) du

971 (y)

et donc

Fy(y)=—fx(07' @) (07 ) = ‘J;)f((j_u(y%))) - Ij;)f(f_l(g)))|

puisque ¢’ est négative. (]

REMARQUE 4.25 1l est parfois plus simple d’énoncer la proposition précé-
dente en termes de la fonction h(y) = g~(y). Alors h(Y) = X et le lien entre
les fonctions de densité est

fr @) = fx ()|} ©)]-

EXEMPLE 4.26  Variable aléatoire normale (ou gaussienne) N(u,0?), u € R,
o > 0. Soit X une v.a. normale standard. Posons

Y=pu+oX.

On dit alors que Y est une v.a. normale (ou gaussienne) de parametres u et

o2, ce que I'on note N(u,0?) (on verra l'interprétation de ces deux parametres

dans lexercice 6.5). La fonction de densité de Y est

_ fx(gfl(y))

) 997 (y))

ou
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Par conséquent,

D) 2
Pl =T Tl L (L)

REMARQUE 4.27 Si Y est N(u,0?), alors % est normale standard, c’est-
a-dire N(0,1). Pour calculer P{Y < y}, on écrit

vy — _ _
P{Y<y}=P{“<H}:P{X<y “}.
o

g g

Le calcul de cette probabilité se réduit donc au calcul d’une probabilité pour la
v.a. normale standard X. Pour celle-ci, on utilise la tabelle A.2 de I’appendice.

4.6 Construction de variables aléatoires continues*

Le lecteur aura sans doute remarqué que dans les sections 4.4 et 4.5, nous
n’avouns plus beaucoup parlé de ’espace de probabilité (2, F, P). En particulier,
nous n’avons jamais précisé ’ensemble 2 sur lequel est défini une v.a. continue
X, méme dans le cas trés simple d’une v.a. uniforme sur [0, 1].

D’une part, cette précision n’est pas nécessaire dans la suite de cet ouvrage,
en particulier pour de nombreux calculs concernant des v.a. continues, mais
d’autre part, cette omission cache une difficulté importante. En effet, la donnée
d’une v.a. exige de préciser Iespace de probabilité (Q, F, P) et la fonction
X:Q—>R.

Dans le cas d’une v.a. uniforme sur [0, 1], un choix naturel pour I’ensemble
fondamental est @ = [0,1] et X(w) = w. Il reste a définir F et P. Or, pour
z € [0,1], il est nécessaire que P{w € Q: X (w) < #} = z, donc que

[0,2] € F et P([0,2]) ==, pour tout z € [0, 1]. (4.2)

On pourrait imaginer prendre F = ’P([O, 1]) Cependant, on peut montrer qu’il
n’y a aucune mesure de probabilité P sur P([0,1]) qui vérifie P([0,2]) = =
pour tout x € [0, 1]. Il est donc nécessaire de considérer une tribu F plus petite
que P([0,1]).

La tribu la plus petite possible serait F = o([0, 2] : z € [0,1]) (cf. I'exercice
1.3). Cette tribu est appelée la tribu de Borel sur [0, 1]. Il s’agit alors de montrer
qu’il existe une (et une seule) mesure de probabilité P sur la tribu de Borel
telle que P([O, x]) =z, pour tout € [0, 1]. Cette mesure est appelée la mesure
de Lebesque.

Ces considérations sont au départ de la théorie de la mesure et les démons-
trations de ces résultats dépassent le cadre du présent ouvrage.
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4.7 Exercices

4.1 On se place dans le cadre de 'exemple 4.3 avec n = 2 (le dé est jeté deux
fois). Soit X le nombre de fois que 'on obtient 6 lors de deux lancers du dé.
Quelle est la fonction de répartition de X ?

4.2  On jette deux dés équilibrés. Soit X le produit des deux résultats. Quelle
est la fonction de densité de X ?

4.3 Soit Q = {1,...,6}", F = P(Q) et P la probabilité définie par P{w} =
6", pour tout w € €. Définissons X : 2 — R par

n
X(w) = Z L2461 (wi), ot w= (Wi, wn) -
i=1

Décrire la variable aléatoire X par une phrase et donner sa fonction de densité.

4.4 On jette deux dés équilibrés. Soit X le maximum des deux résultats.
Quelle est la fonction de densité de X ?

4.5 Soient Q = {0,1}", F = P(2) et P la probabilité définie par P{w} = 27",
pour tout w € €. Définissons X : 2 — R par

X(w):Zwi, ot w = (wyy...,wn) .
i=1

Décrire la variable aléatoire X par une phrase et donner sa fonction de densité.
4.6 Démontrer les points ¢) et d) de la proposition 4.8.
4.7 Démontrer la proposition 4.9.

4.8 Soient F' la fonction de répartition d’une variable aléatoire X et D 1’en-
semble des discontinuités de F. Supposons que P{X € D} > 0 et posons
Fy(z) = P{X < x| X € D}, pour tout x € R. Montrer que Fy est une
fonction de répartition.

4.9* Nous reprenons les notations de 1’exercice 4.8.

a) Supposons que 0 < P{X € D} < 1. Montrer qu’il existe une fonction
de répartition F, : R — R continue et « € |0, 1] tels que

FZOéFd—F(l—Oz)FC.
b) Que peut-on dire dans le cas ou P{X € D} € {0,1}?

4.10 a) Soit X une v.a. géométrique de parametre p. Montrer que

iP{X:n}:l.
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b) Soit Y une v.a. de Poisson de paramétre A\. Montrer que

iP{Y:n}:l.
n=0

¢) Soit Z une v.a. binomiale négative de parametres (r,p). Montrer que

iP{Z:n}:l.

Indication. (1+a)™" =Y (7")z", pour r € Reet |z| < 1.
d) Soient U une variable aléatoire binomiale de parameétres n et p, et Z la
variable aléatoire définie au point ¢). Expliquer pourquoi P{U < r} =

P{Z > n}.

4.11* Une urne contient N boules numérotées de 1 & N. On en tire n au
hasard (n < N) sans remise. Soit X le plus grand numéro tiré. Donner la
fonction de répartition de X.

4.12* On lance une piéce de monnaie équitable n fois. Soit X le nombre de
fois que le résultat est pile. Donner un espace de probabilité (2, F, P) et une
variable aléatoire X : Q2 — R qui correspondent & cette situation.

4.13* Une urne contient N boules numérotées de 1 & N. On en tire n au
hasard (n < N) sans remise. Soit X le plus petit numéro tiré. Donner la
fonction de répartition de X.

4.14* On lance un dé n fois. Soit X le produit des résultats. Donner un espace
de probabilité (Q, F, P) et une variable aléatoire X : 2 — R qui correspondent
a cette situation.

4.15 (Approximation poissonienne d’une loi binomiale) Pour n € N, soient
pn € ]0,1[ et X,, une v.a. binomiale de parameétres n et p,. Soient A > 0
et Y une v.a. de Poisson de parametre A. Supposons que lim,, ... p, = 0 et
lim,, o np, = A. Montrer que pour tout k € N,

lim P{X, =k} = P{Y = k}.
n— o0

Indication. Vérifier d’abord que si lim,, ., A, = A, alors lim,, s (1 —
Y
e .

4.16* En Suisse, il y a eu 39800 mariages en 2006. En expliquant vos hypo-
theses, estimer :

a) la probabilité que pour exactement vingt-cing de ces couples, les deux
époux sont nés le 15 février;

b) pour exactement vingt-cing de ces couples, les deux époux ont le méme
jour d’anniversaire.
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4.17* Un jour donné, 10000 voitures effectuent un trajet dans la ville A;
un cinquieme de ces voitures sont grises. On admet que la probabilité qu'une
voiture ait un accident ce jour-la est 0,002. En expliquant vos hypotheses,
estimer :

a) la probabilité que 15 voitures aient un accident ce jour-la;
b) la probabilité que 3 voitures grises aient un accident ce jour-la.

4.18 Soit X une v.a. exponentielle de parametre A > 0. Quelle est la fonction
de densité de Y = X27?
4.19 Soit X une variable aléatoire dont la fonction de densité est

c(4—2%) si —2<2<2,

f) = { 0 sinon.

a) Quelle est la valeur de ¢?
b) Quelle est la fonction de répartition de X 7

4.20 Soit X une variable aléatoire continue dont la fonction de densité est
2 : ™
_J ccos?(z) siO<w< T,
flz) = { 0 sinon .
a) Quelle est la valeur de ¢?
b) Quelle est la fonction de répartition de X 7

4.21%* a) Soit f : R — R définie par

c .
f(x): ﬁ sizx>1,

0 six<l1.

Est-ce qu’il existe une valeur de ¢ pour laquelle f est une fonction de
densité ?

b) Soit F': R — R définie par

e siz >0,
F<$)_{0 siz<0.

Est-ce que F est une fonction de répartition 7 Si oui, quelle est sa fonction
de densité?

4.22% a) Soit f : R — R définie par :
c
—— siz >0,
floy=4 1+a?
0 siz<O0.

Est-ce qu’il existe une valeur de ¢ pour laquelle f est une fonction de
densité ?
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b) Soit F': R — R définie par :

1 T
Flz)=-(1+ ——), zeR.
(=) 2( \/1+x2>

Est-ce que F' est une fonction de répartition ? Si oui, quelle est sa fonction
de densité ?

4.23 Soit X une variable aléatoire exponentielle de parameétre A. Pour x > 0
et y > 0, montrer que P{X > z+y | X > y} = P{X > z} (« propriété
d’absence de mémoire »)

4.24 Montrer que
+oo 1

e
oo V2T

Indication. Calculer le carré de lintégrale et utiliser les coordonnées polaires
dans le plan.

=22 g = 1.

4.25 a) (Loi log-normale) Soit X une v.a. normale standard. Trouver la

fonction de densité de la v.a. Y = eX.

b) Soient X une v.a. normale standard et Z une v.a. qui est solution de
Péquation Z3 + Z + 1 = X. Trouver la fonction de densité de Z.

4.26 a) Soit X une v.a. exponentielle de parameétre A > 0. Trouver la
fonction de densité de la v.a. Y = In(X).

b) Soient X une v.a. normale standard et Z une v.a. a valeurs dans | -7, 7]
qui est solution de I’équation Z + tan(Z) = X. Trouver la fonction de
densité de Z.

4.27 a) Soit f la fonction de densité d’une v.a. continue X quelconque.
Trouver la fonction de densité de la v.a. Y = X2

b) Soit X une v.a. normale standard. Montrer que Y = X? est une v.a. de
loi gamma dont on identifiera les parametres.

4.28 Soit X une v.a. N(u = 10,02 = 36). Calculer :

a) P{X < 13};

b) P{4 < X < 16};
c) P{X < 8};

d) P{7 < X < 35}.

4.29* Soit X une v.a. N(p = 4,02 = 16). Calculer :
a) P{X < 6};
b) P{2 < X < 8};
c) P{X < 0};
d) P{1 < X < 28}.
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4.30* Soit F' une fonction de répartition. Pour y € ]0,1], on définit une
fonction inverse généralisée de F' en posant

F~'y)=inf{z eR: F(z) > y}.

a) Soit U une v.a. uniforme sur [0, 1]. Trouver la fonction de répartition de
lava. Y =F1U).

b) Supposons que F est continue et soit X une v.a. dont la fonction de
répartition est F. Montrer que la v.a. Z = F(X) est uniforme sur [0, 1].



CHAPITRE 5

Vecteurs aléatoires

Deés que l'on s’intéresse a plusieurs v.a. différentes, il est naturel de consi-
dérer qu’elles sont les composantes d’un vecteur aléatoire, ce qui ameéne a la
définition suivante.

Définition 5.1

Un vecteur aléatoire (a m composantes) est une application X : Q@ — R™,
que lon éerit X = (X1,...,X;m) et dont chaque composante X; : Q — R est
une v.a.

5.1 Fonctions de répartition conjointe et marginale
Définition 5.2

La fonction de répartition conjointe du vecteur aléatoire X est la fonction
F :R™ — R définie par

Fzy,...,xm)=P{X; <z1,..., X <2} (=P (ﬂ{xi gm) ).

Propriétés des fonctions de répartition conjointes

Proposition 5.3

a) Pour i =1,...,m, la fonction partielle ©; — F(x1,...,%;, ..., Ty) est
non décroissante (les autres composantes étant fixées).

b) hmzl—>+oo,...,zm~>+oo F(l’l, s 7xm) =1let hmajl—)foo,..wzmﬁfoo F(l‘l, N
=0.

) limy, oy, sam FW1s - Um) = F(21,. .., Tm).
d) Cas ou m = 2. Soient a1 < by, as < by. Alors

P{Xl € ]ahbl], X5 € ]ag,bg]}

:P{a1<X1<b1, a2<X2<b2}
:F(bl,bg)—F(bl,ag)—F(al,b2)+F(a1,a2).

) Tm)
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DEMONSTRATION. Les démonstrations des affirmations a)-c) sont similaires
a celles des v.a. (qui correspondent au cas m = 1). En ce qui concerne d),
remarquons que

P{X; <by, Xo <ag}+ P{X; <bi, az < Xy < by} = P{X; < by, Xo <ba}.

Le second membre est égal & F'(by,bs). Par conséquent, oy
P{X1 <by, az < Xo < ba} = F(by, by) — F(by, az). (5.2)
En remplacant b; par aq, on déduit que
P{X1 < a1, az < Xo < be} = F(a1,b2) — F(a1,az). (5.3)

Comme en (5.1), on constate que

P{Xlgal, a2<X2<b2}+P{a1<X1<b1, CL2<X2<b2}
:.P{,legbl7 a2<X2<b2}.

En remplacant le premier terme du membre de gauche par I’expression donnée
en (5.3) et le membre de droite par 'expression donnée en (5.2), on obtient
bien la propriété d). O

Définition 5.4

Soit X = (X1,...,Xm) un vecteur aléatoire d valeurs dans R™. Les fonc-
tions de répartition des v.a. X; sont appelées les fonctions de répartition mar-
ginales de X.

Proposition 5.5 Soient X = (X1,...,X;n) un vecteur aléatoire d valeurs dans
R™, Fx sa fonction de répartition et Fx,, ..., Fx,, ses fonctions de répartition
marginales. Alors pour tout z; € R,

m

Fx,(z;) = Fx(400,...,400,2;,+00,...,+00).
REMARQUE 5.6 Par définition,

Fx(4+00,...,400,z;,+00,...,+00) = lim F(xy, o @y ey Ty -
T j—+00, VjFi

DEMONSTRATION. Supposons, sans restreindre la généralité, que i = 1 et ob-
servons que

FXl(xl) :P{Xl < .131} = P{Xl <z, Xo < 400,..., X, < +OO}

= P{(X1,...,X;m) €] —00,21] X ] — 00,400 X -+ x | — 00, 400[} .
D’apres la continuité de la probabilité (théoréme 1.6a), le membre de droite est
égal a

;cz—>+oo,l.l.r.r,1;cm—>+oop{(X1’”-’Xm) €]—o00,21] X ] —00,2] X +++ X ] — 00, Ty }

B I2—>+oo71-i..rflwm—>+oo Fx(r1,22,...,2m) = Fx(z1,+00,...,+00).

La proposition est démontrée. (I
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5.2 Vecteurs aléatoires discrets

Définition 5.7

a) Un vecteur aléatoire discret est un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xm)
dont toutes les composantes X; sont des v.a. discrétes.

b) La fonction de densité simultanée (ou conjointe) de X est la fonction
f:R™ — R, définie par

flxe, ... ,xn) =P{X1=21,..., X = n}
:P{(Xl,,Xm) = (Z‘l,l‘m)}

¢) La fonction de densité marginale de X; est la fonction fx, : R — Ry
définie par

Ix;(zi) = P{X; = z;}

:ZZ Z-~-Zf(a:l,...,xi_l,xi,xi+1,...,mm).
T

Tj—1 Ti+1 Tm

ot les sommes portent sur les (T1,...,Ti—1, iy Tig1,y...,Tm) tels que
f(z1, ... ) > 0.

EXEMPLE 5.8 Soit X = (X7, X3) un vecteur aléatoire qui prend ses valeurs
dans {5;5,5;6} x {100, 125,150,175}, avec les probabilités suivantes :

X1\ X, | 100 125 150 175 | fx,(21)
5 0,08 008 006 0 0,22
55 0,08 0,16 0,16 008 | 048
6 0 008 01 012] 03
fxo(@2) | 0,16 0,32 0,32 0,2 1

Observons que la somme des probabilités contenues dans la partie centrale
du tableau est égale a 1 et que fx(x1,x2) est égale a la valeur indiquée dans le
tableau si (z1,x2) € {5;5,5;6} x {100, 125,150,175} et fx(x1,22) = 0 sinon.

EXEMPLE 5.9  Vecteur aléatoire multinomial. Une expérience a m résultats
possibles, avec probabilités respectives p1,...,pm, ou p1 + -+ py, = 1. On
réalise n épreuves indépendantes.

Pour i = 1,...,m, soit X; le nombre de fois qu’on obtient un résultat de
type i. D’apres la définition de la loi multinomiale (voir p. 33), la fonction de
densité conjointe du vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) est

n
I( ) (m n >P?1"'PZT" sing 4 +n,=n, n €N,
N1y en s Nyn) = My

0 sinon

Remarquons que la loi marginale de X; est B(n, p;).
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5.3 Vecteurs aléatoires continus

Définition 5.10
On dit que X est un vecteur aléatoire continu avec fonction de densité
conjointe f: R™ — R, si

P{X eA}:/ fl@1, .. @) day - dag,
A
pour tout A C R™ (pour lequel l'intégrale est bien définie au sens de Riemann).

Proposition 5.11

a) Soit X un vecteur aléatoire continu avec fonction de densité conjointe
f et fonction de répartition conjointe F. Alors

T1 Tm
F(xl,...,xm):/ / Fflyrse oy ym)dyr -+ - dym - (5.4)

b) La fonction de densité conjointe f se calcule & partir de la fonction de
répartition conjointe F par la formule

3m
f(Il,...7l’m) = mF(l’l,...,InL).

¢) La fonction de densité marginale de X; est

oo Foo +oo 400
in (-’L’z) = / dyl .. / dyi—l / dyi-i-l .. / dym

X f(yla e Yi1, T Yi—1s - - ?y’m) .

d) L’intégrale de la fonction de densité conjointe sur tout R™ est égale a

1:
+oo +oo
/ / flxy,. .. &) dey -+ -day, = 1.

DEMONSTRATION. a) D’apreés la définition de la fonction de répartition,

F(z1,...,zpm)=P{Xi <21,..., Xm < T}
:P{(Xl,...,Xm) €] —o0,x9] X -+ x]—oomcm]}

Ty Tm

b) 1l suffit de dériver successivement la formule (5.4) par rapport & chacune
des variables x1, ..., x, pour obtenir le résultat.
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¢) On utilise la définition de la fonction de densité pour écrire
= P{(Xh v X, Xy Xy - Xon)

eRx---xRx]—oo,xi]xRx...xR}
—_——— —_———

i—1 facteurs m—i facteurs

+00 +o00 i +o0 +oo
=/ dyl"'/ dy,»_l/ dyi/ dyi+1"'/ AYm [(Y15- - Ym) -

La fonction de densité marginale de X; est fx,(v;) = ﬁiP{Xi < x;}. En
dérivant I'expression ci-dessus, on obtient le résultat désiré.

d) L’intégrale sur R de la fonction de densité est égale & P{X € R™} = 1.
|

Exemples importants

EXEMPLE 5.12  Vecteur aléatoire uniforme sur S C RZ. Soit S un sous-
ensemble de R? d’aire a positive et finie. Un vecteur aléatoire X = (X1, X»)
est un vecteur aléatoire uniforme sur S s’il admet la fonction de densité
.
1 — si(z1,22) €9,
f(w1,20) = p ls(z1,m2) =
0 sinon.

Ce vecteur aléatoire est tel que

airede AN S

1
P{X A} =~ /A ts(anaa) deydee = =5 7379

Le calcul des probabilités liées a ce vecteur aléatoire se rameénera donc géné-
ralement & un calcul d’aire. Par exemple, dans le cas ou S = [0,1]?, on peut

s’intéresser a
P{Xl < XQ} = P{(X]_,XQ) € T} R

ou T = {(z1,22) € [0,1]* : 21 < x2} (fig. 5.1).

)

Figure 5.1 Ensemble 7" de I'exemple 5.12.



62 Fonctions d’un vecteur aléatoire continu

L’aire de S est a = 1 et 'aire de T est

1 1 1 21
1-— 1
/dl’l/ dl’g].:/dl'l(l—l'l):—ﬂ = .
0 T 0 2 0 2
Par conséquent, P{X; < Xz} = %
La densité marginale de X; est
+o0 0 si ¢ [07 1]a
= dro = 1
(@) [m fl@, @2) ds / ldrzy =1 sixz €[0,1].
0

EXEMPLE 5.13

a) Vecteur aléatoire normal standard dans R%. On appelle ainsi tout vecteur
aléatoire X = (X7, X5) dont la fonction de densité est

1 2 2 1 2

ou ||z|| = Va2 + 23 et z = (21, 22).

La densité marginale de X; est alors

+o0 +o0 1 22 +£L'2
le(':L'l) :/ dl.Q f(xl7l'2) :/ 7exp < 1 2> de

oo o 2T 2
1 2, 1 [T
== e~ T1/2 - e~ 3/2 dgy
V2T V2T J—co
_ L i

V2T ’

et ceci est aussi la densité marginale de X5. Ainsi, les composantes d’un
vecteur aléatoire normal standard dans R? sont des v.a. de loi N(0,1).

b) Vecteur aléatoire normal standard dans R™. On appelle ainsi tout vec-

teur aléatoire X = (Xq,...,X,,) dont la fonction de densité est
1 [Els
f(l'l,...,xm):WeXp <_ 2 5
ot ||z]| = /22 + -+ 22, et + = (21,...,%m). La densité marginale

de chaque X; est N(0,1). Ainsi, les composantes d’un vecteur aléatoire
normal standard dans R™ sont des v.a. de loi N(0,1).

5.4 Fonctions d’un vecteur aléatoire continu

Proposition 5.14 Soit X = (Xy,...,X,m) un vecteur aléatoire continu avec
fonction de densité conjointe fx : R™ — R. Soit U C R™ ouwvert tel que
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P{X € U} = 1. Soit V.C R™ un autre sous-ensemble ouvert et g : U — V
bijective :

glar,. o zm) = (g1, tm)s o g, o))

Posons Y = g(X) et h = g~ (donc h(Y) = X). Si h est continiment diffé-
rentiable, alors Y est un vecteur aléatoire continu dont la fonction de densité
conjointe est

fy(y):{ {;X(h(y)) NIn(y)| siyeV,

sinon,

ou Jy est le jacobien de h. On rappelle que le jacobien J;, de la fonction h est

le nombre
Ohy Ohum
oy Oy
Jn(y) = det : :
Ohq Ohum

DEMONSTRATION. Soit A C V. Alors
P{Y € A} = P{g(X) € A} = P{X € g7 }(4)}
:/ fX('rlv"'vxn)dxl"-dxm,
g 1 (A)

Puisque h est bijective, le changement de variables = h(y) permet de voir
que cette intégrale est égale a

/A Fx (h(®)) | 7()| dys -~ dy,,

Par conséquent, fy (y) = fx (h(y)) |Jh(y)‘ siyeV. O

5.5 Vecteur aléatoire gaussien

Définition 5.15
Soient X = (X1,...,X;m) un vecteur aléatoire normal standard dans R™,
b € R™ et A une matrice carrée inversible de type mxm. Posons Y = A- X +b.

On dit que Y est un vecteur aléatoire gaussien (ou normal) dans R™ et on note
Y : N(b, AAT).

Proposition 5.16  Soit Y : N (b, AAT). Alors la fonction de densité conjointe
de Y est

1
(2m)™/2 [det(A)

frly) = ’ exp(—;(y—b)T(AAT)l(y_b)> , y eR™.
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DEMONSTRATION. On définit tout d’abord la fonction g : R™ — R™ par
g(z) = A-z +b, de sorte que g est inversible et h(y) = g~ (y) = A~1- (y —b).
De plus, on vérifie par un calcul direct que J;,(y) = det(A~1) = ﬁ(z‘l)' D’apres
la proposition 5.14,

fr(y) = fx (A7 y=b) | Iu(y)| = (27T)m/21|det(A)| exp(—;HA—l(y - b)”2> .

Or, en se rappellant des propriétés du produit scalaire euclidien « - » et du
produit matriciel, on constate que

Ay = )P = (A y—b) - (A y—b) = (A (y—b) (A (y - b))
=(@y-b"AHTA (y-0b)
= (y —b)T(4AT) " (y —b).

Par conséquent, la densité du vecteur aléatoire Y est bien

1 1 -1 m
fY(y):(ZW)m/Q—Met(A” eXP<2(yb)T(AAT) (yb)), yeR™. O

REMARQUE 5.17 Les exercices 5.23, 6.30 et 8.8 traitent du vecteur aléatoire
gaussien dans R2.

5.6 Variables aléatoires indépendantes

Définition 5.18

a) Soit m > 2. Les v.a. X1,...,X,, sont indépendantes si pour tous inter-
valles Ay CR,..., A, CR,

P{X) € A1,.... Xpm € Ap} = [[ P{Xi € Ai}.
i=1

b) Les v.a. (X,,n € N*) sont indépendantes si pour tout m > 2, les v.a.
X1,..., Xy, sont indépendantes.

Proposition 5.19 Soit X = (X4, ..., X,,) un vecteur aléatoire discret ou continu
(avec fonction de densité (resp. de répartition) conjointe fx (resp. Fx)). Alors
les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

a) les v.a. Xy,...,X,, sont indépendantes ;

b) pour tout (x1,...%m) ER™, Fx(x1,...,2m) = Fx, (1) - Fx, (Tm) ;

¢) pour tout (z1,...xm) € R™, fx(x1,...2m) = fx, (1) - fx,, (Tm).
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DEMONSTRATION. On va vérifier les trois implications a)=-b), b)=-c) et ¢)=-a).
a)=b) On utilise la définition de Fx et la propriété a) pour écrire

Fx(x1,...,xm) = P{X1 <z1,..., X;m <zp}
=P{X,€]—00,z1], ..., Xn, E}foo,xm]}
= P{X1 €]—o00,21 } P{X €] oo,xm]}
= Fx,(21) - Fx,, (#m) ,

ce qui établit b).
b)=-c) Voir 'exercice 5.15.

c¢)=>a) On se place d’abord dans le cas discret. Soient A; C R,..., 4,, C Ret,
pour ¢ = 1,...,m, soit D; un ensemble dénombrable tel que P{X; € D;} = 1.
Alors

P{X,e€A,.... X, €A}

_ Z Z P{X)=x1,....,.Xm =T}

r1€A1ND, T EAmNDp,

= Z Z fx(x1,...,zm).

z1€A1ND; Tm €AmNDy,

D’apres la propriété c), ceci est égal &

S Y o) fx (@)

z1€A1ND; T €AmNDy,

Z Z P{Xlle}"'P{Xm:xTH}

x1€A1ND, T €EAMND,,

( > P{X1x1}>~~< > P{mem}>

z1€A1ND; T €AmNDp,

=P{X; € A} - P{X,, € A},

ce qui établit bien a).

On se place maintenant dans le cas continu. Observons que

P{XlEAl,...,XmEAm}:P{(Xl,...Xm)€A1X"'XAm}

:/ / fx(@1,...,zm)dey - - dag, .
Ay Am

D’apres la propriété c), ceci est égal a

// Fx, (@1) - fx, (Tm) day - - - da,
A A

= ( N dz1 fx, (21 ) (/ dzm fx,, l’m))

=P{X; € A} -P{X,, € A, }. O
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Fonctions de familles indépendantes de variables aléatoires

A plusieurs reprises, nous serons amenés a travailler avec des fonctions de
familles indépendantes de v.a. Celles-ci restent indépendantes dans les condi-
tions de la proposition suivante.

Proposition 5.20 Soient X1,..., X, Y1,...,Y, des v.a. indépendantes, ¢y :
R™ - R, g2 : R" - R. On pose Z1 = g1(X1,...,Xm) et Zo = g2(Y1,...,Ys).
Alors Zy et Zy sont indépendantes.

DEMONSTRATION. La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exer-
cice 5.14.

Statistiques d’ordre

Définition 5.21

Soient X1,..., X, des v.a. continues indépendantes et identiquement dis-
tribuées (ce que l’on notera i.i.d.), toutes de densité f. Les statistiques d’ordre
associées a X1, ..., Xy, sont les composantes du vecteur (X 1y, X(2), .-+, X(m))

définies par

— X(1) est la plus petite des valeurs des X; (=minj—y, . mX;);

— X(2) est la seconde plus petite des valeurs des X ;

— X est la ime plus petite des valeurs des X;;

— X(m) est la valeur la plus grande des X; (= max;j=1, m X;)
En particulier, les inégalités X1y < X2y < --+ < X sont vérifiées (et on
peut méme remplacer les inégalités larges par des inégalités strictes).

Proposition 5.22 La densité du vecteur aléatoire (X (1), ..., X(m)) est

f(X(1>,.‘.7X(m))(x17 e

m! f(z1) - f@m) stz < < Ty,
»Tm) = 0 sinon.

DEMONSTRATION. Soient 1 < y1 < @3 < 9o < -+ < Ty < Y, des nombres
et I; =|z;,y;| des intervalles, j = 1,...,m. Alors

P{Xq) €@, X €I} =P (U{Xﬂ(l) €. Xnim € Im}) ,

ol la réunion porte sur toutes les permutations 7 de {1,...,m}. Puisque les
intervalles I; sont deux a deux disjoints, cette réunion porte sur des événements
disjoints. L’additivité de la probabilité implique donc que le membre de droite
est égal a

ZP{X,,(D €n,..., Xp(m) € In},

ol la somme porte & nouveau sur toutes les permutations 7 de {1,...,m}. Soit
F la fonction de répartition de X;. Vu I'indépendance des X; et vu qu’il y a
m! permutations de {1,...,m}, cette somme est égale a
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> P{Xrq) € i} P{Xr(m) € I}
m!(F(y1) — F(z1)) -+ (F(ym) — Fam))

m! (/yl duy f(ul)) (/:n Y f(um))

m

Y1 9”1 Ym
[ [ ) ) dua - dn

m

D’otu le résultat. (]

5.7 Lois conditionnelles

Tout comme la probabilité conditionnelle permet de déterminer comment
le fait de savoir qu'un événement s’est réalisé modifie notre opinion sur la pro-
babilité d’'un autre événement, la notion de loi conditionnelle décrit comment
la connaissance de la valeur d’une v.a. affecte notre opinion concernant la loi
d’une autre v.a. Nous allons étudier cette notion séparément dans les cas des
vecteurs aléatoires discrets et continus.

Cas discret

Définition 5.23

Soit X = (X1, Xs) un vecteur aléatoire discret d valeurs dans R2. Soit
x9 € R tel que P{Xy = z3} > 0. La fonction de densité conditionnelle de X;
sachant Xo = x5 est

fx (21, 72)

fX2 (1.2)

La fonction de répartition conditionnelle de X; sachant Xo = x5 est

dé
Fx (@1 | Xo = 22) W P{X) = 21 | X = 00} =

dé
Fx, (21| Xo = z9) :fP{Xl < | Xo=a9} = Z fxi(y1 | Xo =22).
Y1<T1

REMARQUE 5.24 Pour x5 fixé, z1 — Fx, (x1|X2 = x2) est bien une fonction
de répartition. En effet, cette fonction est bien non décroissante, continue a
droite et tend vers 0 (resp. 1) lorsque x — —oo (resp.  — 400).

Cas continu

Définition 5.25

Soit X = (X1, Xa) un vecteur aléatoire continu a valeurs dans R?, ayant
fx pour fonction de densité conjointe. Soit xo € R tel que fx,(z2) > 0. La
fonction de densité conditionnelle de X7 sachant X5 = x5 est
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REMARQUE 5.26 Pour zy fixé avec fx,(x2) > 0, la fonction 1 — fx, (21 |
X1 = z2) est bien une fonction de densité. En effet, cette fonction est non
négative et

+oo oo
/ fX1($1 | Xo = 29)dxy = / Mdml

—c0 ceo Ixy(22)
_ 1 _ Ixa(m2)
= Ta(22) /_Oo Ix (@1, 22)dry = Fr, (2) =1.

Définition 5.27
On définit la loi conditionnelle de X; sachant que Xy = x5 par

dé
P{X1€A1|X2:£L'2} :f/ le(.’E1|X2:{E2)d£C1,
Ay

et la fonction de répartition conditionnelle de X; sachant que Xy = x5 par

def [T
Fx,(z1 | Xo = z9) :f/ fxi(y1 | Xo =a2)dys.

EXEMPLE 5.28 Soit X = (X3, X5) un vecteur aléatoire uniforme sur B(0, 1),
c’est-a-dire un vecteur aléatoire dont la fonction de densité est (exemple 5.12)

2.2 2

— sizit+ai<l1

fx(z,ze) =< 7 b ’
0 sinon.

Calculons P{X; > £ | X, = 1}
On observe d’abord que la fonction de densité marginale de X5 est

+oo
Ix,(22) :/ J(w1,22) dy

—00
,/1—36% 1 2 2 .
—dri=—/1—a5 si —1<x2<1,
= —/1-22 T ™
0 sinon .

Par conséquent, pour —1 < x5 < 1:

1
——— i |m] < /1 —23,
fx, (@1 | Xo =20) ={ 2¢/1—a3
0 sinon
et
1 1 i | < 3
1 —— = — si|r \/;,
fX1 <Jj1 ‘XQ = 2) = 2\/§ \/g
0 sinon .
Donc

1 1 3/4 1 1 1
P A W A
2 2 1/2 3 3\2 2
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Cas mixte discret/continu

Dans certains cas, on est confronté & un vecteur aléatoire dont certaines
composantes sont des v.a. discretes et d’autres sont des v.a. continues. Par
exemple, soit X = (X7, X) un vecteur aléatoire & valeurs dans R™! x R™2 ou :

— X est un vecteur aléatoire discret a valeurs dans R™?,

— X5 est un vecteur aléatoire continu a valeurs dans R™2.

Définition 5.29

a) La fonction f : R™ x R™2 — R est la fonction de densité (mixte)
discréte/continue de X si pour tout 1 € R™ et Ay C R™2

P{Xl = CL’1,X2 S AQ} = f((El,.’EQ) d.’EQ .
Az

b) Soit D un sous-ensemble dénombrable de R™ tel que P{X; € D} = 1.
Les fonctions de densités marginales de X; et X5 sont

fx,(z1) = - f(x1,22) dxa,
Fxo(wa) = Y flan,w2).
z1€D

¢) Les fonctions de densité conditionnelles sont

o flw, )
falon]| Xy =m) = Ix,(22)
fX2($2 | X = $1) = m

Avec cette définition, on peut travailler avec la loi conditionnelle de X3
sachant Xs = x5 de la méme maniére qu’avec toute loi discréte. De méme, on
peut travailler avec la loi conditionnelle de X, sachant X; = x; de la méme
maniére qu’avec toute loi continue.

5.8 Exercices

5.1 On lance deux dés équilibrés. Soit X; (respectivement Xs) le plus petit
(resp. le plus grand) des deux résultats.

a) Quelle est la fonction de densité conjointe de (X1, X3)?

b) Quelles sont les fonctions de densité marginales de X; et X5 7

5.2 On tire successivement avec remise deux boules d’une urne contenant trois
boules numérotées respectivement 2, 3 et 4. Soient X; la somme des numéros
et X5 le produit des numéros.
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a) Quelle est la fonction de densité conjointe de (X7, X3)?
b) Quelles sont les fonctions de densité marginales de X; et X5 7

5.3 Soit (X1, X2) un vecteur aléatoire continu ayant pour fonction de densité

clxy +x2) si(zq,22) €[0,1]2,
f(xl,xg):{ O( L sin(onl. e 0]

a) Que vaut c¢?

b) Calculer P{X; < X5}.

¢) Quelle est la fonction de densité marginale de X ?
d) Que vaut P{X; = X5}?

5.4 Soit (X7, X3) un vecteur aléatoire continu ayant pour fonction de densité

| clxr +x120) si(x1,22) €0, 1)%,
flay,m2) = { 0 sinon .

a
b
c
d

Que vaut ¢?

Calculer P {Xg > X1+ %}

Quelle est la fonction de densité marginale de X5 ?
Que vaut P {XQ =X+ %} ?

NI NN

5.5 a) Soit (X1, X2) un vecteur aléatoire uniforme sur [0, 1]%. Quelle est
la fonction de répartition de X7+ X5 ? Quelle est sa fonction de densité ?

b) Plus généralement, soit X = (X7, X2) un vecteur aléatoire continu dans
R? avec fonction de densité conjointe fy. Montrer que la fonction de
densité de Y = X7 + X5 est

fr(y) = /_°° Ix(w1,y —x1) doy .

5.6 Soit X = (Xi, X3) un vecteur aléatoire uniforme sur [0, 1]2. On pose
Y = X1 + Xo, et Yo = X7 — Xo.

a) Trouver la fonction de densité conjointe de Y = (Y7, Y5).

b) Montrer que Y est un vecteur aléatoire uniforme sur un domaine que
I’on déterminera.

5.7 On note D le disque unité dans R?, ie. D = {x € R? : |jz| < 1}.
Soit X = (X1, X2) un vecteur aléatoire uniforme sur D. On note R et ©
les coordonnées polaires de X. Trouver la fonction de densité conjointe de
Y =(R,0).

5.8*% (Méthode de Box-Miiller) Soit (X7, X3) un vecteur aléatoire uniforme

sur [0,1]2. Posons Y7 = /—21n(X}) cos(27X3) et Yo = \/—21In(X7) sin(27 X>).

Montrer que (Y7, Y3) est un vecteur aléatoire normal standard dans R2.
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5.9*% Soit X = (X1,...,X,,) un vecteur aléatoire continu avec fonction de
densité conjointe fx. Soit g : R™ — R continue. On pose Y = ¢g(X) et on
s’intéresse a la fonction de densité fy de Y. On admet que 'on dispose d’une
paramétrisation des courbes de niveau de g, c’est-a-dire d’une fonction ¢ :
R™ — R™ bijective et de classe C* telle que g(¢(z1,...,2m)) = Zm.

a) Montrer que go’l(g’l(] — oo,y])) =R™ ! x]— o0,y
b) Montrer que la fonction de densité fy est donnée par la formule

o0 o0
fy(y) = / dzy - - / dszle ((,D(Zl, ey mehy)) ’J@(Zl, cey mel,y) s

—o0 —oo
ou J, est la matrice jacobienne de ¢.

c¢) Dans le cas ot m = 2 et g(x1,22) = o1 + x2, donner explicitement une
paramétrisation ¢ des courbes de niveau de g et retrouver le résultat de
Pexercice 5.5b).

5.10 Soient X; et X5 les v.a. définies dans l'exercice 5.1. Est-ce que X et
X, sont indépendantes ?

5.11 Soient X; et X5 les v.a. définies dans l'exercice 5.2. Est-ce que X et
X5 sont indépendantes ?

5.12 Soient X; et X5 deux v.a. indépendantes.

a) Exprimer la fonction de répartition de X = max(X7, X5) en fonction de
celles de X7 et Xs.

b) Méme question, mais pour ¥ = min(Xy, X5).

¢) Dans le cas ot X; et X5 sont des v.a. continues (avec fonctions de densité

fx, et fx,), exprimer les fonctions de densité de X et Y en fonction de
celles de X7 et Xs.

5.13 (Convolution de densités) Soient X; et X5 deux v.a. indépendantes (avec
fonctions de densité fx, et fx,). D’abord dans le cas discret, puis dans le cas
continu, exprimer la fonction de densité de X; + X5 a 'aide des fonctions de
densité de X; et Xs.

5.14 Démontrer la proposition 5.20.

5.15*% Soit X = (Xy,...,X,) un vecteur aléatoire discret ou continu avec
fonction de densité (resp. de répartition) conjointe fx (resp. Fx). Montrer
I’équivalence des trois propriétés suivantes en complétant la démonstration de
la proposition 5.19.

a) Les v.a. X1,..., X, sont indépendantes.
b) Pour tout (x1,...,z,) € R",

Fx(x1,...,2n) = Fx,(z1) -+ Fx,(z) .
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¢) Pour tout (x1,...,z,) € R",
fx(@y, . wn) = fx,(21) -+ fx, (@) -

5.16 Soit (X7, X2) un vecteur aléatoire continu avec fonction de densité
conjointe f(x1,z2). On suppose qu’il existe deux fonctions g; et go telles que,
pour tous x1,z2 € R, f(x1,22) = g1(21)g2(x2). Montrer que X; et X5 sont
indépendantes.

5.17 Soit X = (X3, X2) un vecteur aléatoire normal standard dans R2. Mon-
trer que Xy et Xo sont indépendantes et chacune de loi N(0,1).

5.18 Soient Xi,...,X, des v.a. continues i.i.d. avec fonction de densité f.
Montrer que

1
P{X1<X2<"'<Xn}:ﬁ.

5.19 Alain et Bernard se donnent rendez-vous entre 18 h et 19 h dans leur
restaurant favori. Ils arrivent indépendamment 'un de I'autre, chacun a un
instant uniformément réparti entre 18 h et 19 h. Le premier arrivé n’attendra
pas lautre plus de 15 minutes. Quelle est la probabilité qu’ils se rencontrent
dans le restaurant ?

5.20 Pour se rendre a son travail, Jacques peut soit prendre les transports
publics (un bus et un métro consécutivement), soit aller & pied. La ligne de bus
a une fréquence de trois passages par heure, la ligne de métro de six passages
par heure. Jacques arrive a l'arrét de bus a 8 h 00 précises et il ne connait pas
Ihoraire de passage exact des bus, ni des métros. Le trajet a pied (resp. en
transports publics) dure 27 (resp. 12) minutes.

a) Quelle est la probabilité que prendre les transports publics lui fasse
perdre du temps ?

b) Si les bus ont systématiquement deux minutes de retard, comment le
résultat de a) change-t-il?

5.21 (L’aiguille de Buffon) Des droites paralléles sont tracées sur le sol.
Chaque droite est écartée de 1 unité des deux autres droites les plus proches.
On laisse tomber une aiguille de longueur L < 1. Montrer que la probabilité
que l'aiguille touche une des droites est %

5.22% a) Déterminer la loi de X7 + X5 lorsque X3 et X5 sont des v.a. de
Poisson indépendantes de parametres respectifs Ay et As.

b) Déterminer la loi de Y7 +Y5 lorsque Y7 et Y5 sont des v.a. indépendantes
respectivement N (u1,0%) et N(uz2,03).
Indication. Ecrire Y1 = puy + Zy, Yo = pg + Za, ot Z; est N(0,02)
(i=1,2).
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5.23* Soit X = (g) un vecteur aléatoire normal standard dans R2. On pose
O e N
pa)’ po2 1—p?oy)’

ou i,z ER, 01 >0,00>0, —1<p<l,etY =p+ AX.

a) Montrer que la fonction de densité conjointe de Y est

f(y1 ys) = ; exp(_ 1 l(yl - M1>2
' 201094/ 1 — p? 2(1—p?) o1
2
+ (yz —M2) _ 2p(1/1 — p1)(y2 —Mz)]> .
g2 0102

b) Montrer que Y7 est une v.a. N(u1,0%) et que Ya est une v.a. N(ug,03).

¢) Montrer que si p = 0, alors Y] et Y5 sont indépendantes.

5.24 Soient X; et X5 deux v.a. indépendantes, ou X7 est de loi B(ni,p) et
Xo est de loi B(na,p).
a) Quelle est la loi de X7 + X2 7

b) Pour n € {0,...,n1 +na}, quelle est la loi conditionnelle de X; sachant
X1+ Xo=n"?

5.25 a) On reprend la donnée de 'exercice 5.1. Quelle est la fonction de
densité conditionnelle fx,(z2 | X1 =2)7

b) On reprend la donnée de 'exercice 5.3. Quelle est la fonction de densité
conditionnelle de X; sachant X, = %? Calculer P{X; <z | X3 = %}

5.26 a) On reprend la donnée de 'exercice 5.2. Quelle est la fonction de
densité conditionnelle fx,(x2 | X1 =6)7

b) On reprend la donnée de 'exercice 5.4. Quelle est la fonction de densité
conditionnelle de X; sachant Xy = %? Calculer P{X; <z | X3 = %}

5.27 Soit X; une v.a. uniforme sur [0,1]. Pour 0 < p < 1, on suppose que si
X1 = p, alors Xy est B(1,p). Pour x5 € {0,1}, trouver la fonction de densité
conditionnelle de X7 sachant X5 = 5.

5.28 Soit X7 une v.a. uniforme sur [0, 1]. Pour 0 < p < 1, on suppose que si
X, = p, alors X5 est une v.a. géométrique de parametre p.
a) Trouver la fonction de densité conjointe fx, x,(z1,%2).
b) Trouver la fonction de densité marginale de Xo.
1
1
Indication. Observer que / (1—o)"tedr = ———.
0 n(n+1)
¢) Pour x5 € {1,2, ...}, trouver la fonction de densité conditionnelle de X3
sachant Xs = 5.






CHAPITRE 6

Espérance mathématique

L’espérance mathématique est une des notions les plus importantes de la
théorie des probabilités. Au niveau intuitif, lorsqu’on observe la valeur d’une
v.a., cette valeur sera généralement située de part ou d’autre d’une valeur cen-
trale qui est son espérance mathématique, que nous allons maintenant définir.
Comme dans les chapitres précédents, nous distinguons le cas des v.a. discretes
de celui des v.a. continues.

6.1 Cas des variables aléatoires discrétes

Définition 6.1
Soient X une v.a. discréte, fx sa fonction de densité et D = {x e R:

fx(z) > 0}. Alors lespérance mathématique (ou simplement lespérance) de
X est le nombre, noté E[X], défini par

ElX]=) aP{X=2}=> xfx(z).

zeD zeD

REMARQUE 6.2 Si D n’est pas un ensemble fini, alors cette somme est une
série avec une infinité de termes. Cette série converge (absolument) pour autant
que

Z |z| P{X =2} < +0c0.

xzeD
Sans cette convergence absolue, 'ordre dans lequel on effectuerait la somme
aurait une importance. Ainsi, E[X] est défini uniquement lorsque cette conver-
gence absolue a lieu.

EXEMPLE 6.3
a) Soit X le résultat du jet d'un dé. Alors D = {1,...,6} et P{X =z} =}
si x € D. Par conséquent,

1 1 1
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b) Variable aléatoire indicatrice. Soit G un événement tel que P(G) = p.
Posons X = 1, c’est-a-dire

1 siwedG,
Xw) =1lew) = { 0 sinon.

Alors
EX]=1-P{X=1}40-P{X=0}=1-p=p.

c¢) Variable aléatoire géométrique de paramétre p € ]0,1]. Rappelons que si
X est une telle v.a. géométrique, alors P{X =k} = (1—p)*~Ip, o k €
N*. Posons ¢ = 1—p. D’apres la définition de I’espérance mathématique,

= d = d
k—1 k— 1_ k
qu =3k = Z; )=p>_ (")
k=1 k=1 k=0
d A d( 1 ) 1 1 1
dg (,;) ) dg \1—q (1-9q? “p* p

Ainsi, Pespérance de X est E[X] = % : le temps moyen avant le premier
succes dans une suite d’épreuves indépendantes est donc égal a I'inverse
de la probabilité p de succes.

Espérance d’une fonction réelle d’un vecteur aléatoire discret

Théoréme 6.4

Soient X un vecteur aléatoire discret a valeurs dans R™ et D C R™ un
sous-ensemble dénombrable tel que P{X € D} =1. Soit g : D — R. Alors

Elg(X)] =) g@)P{X =2} =) g(2)fx(2),

xeD xzeD

ot fx est la fonction de densité de X.

REMARQUE 6.5 Si D n’est pas fini, E[g(X)] n’est définie que si

Z‘g(mﬂP{X =z} <00.

xzeD

DEMONSTRATION. Posons Y = g(X). Alors
P{Y =y} = P{g(X) =y}.

Or {g(X) = y} {X € g7'({y})}. Si y € Im(g), cet ensemble est vide et
donc P{Y = y} = 0. Ainsi, Pensemble des y tels que P{Y = y} > 0 est un
sous-ensemble de Im(g) = g( ). C’est donc un ensemble dénombrable et Y est
donc une v.a. discrete.
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Par conséquent,
EY]= Y yP{¥=y}= > yP{Xecg'({y})}.
y€ Im(g) y€ Im(g)

Puisque ¢! ({y}) C D est un ensemble dénombrable, le membre de droite

s’écrit
Z Yy Z P{X =z} = Z Z yP{X =z}.

ye€Im(g) =z€g~'({y}) y€Im(g) z€g=*({y})

Au membre de droite, on peut remplacer y par g(x), puisque x € g’l({y})7
pour obtenir

S Y s@P(X =)= g@)P{X =a}.

yelm(g) z€ g~ ({y}) z€D

Le théoréme est démontré. g
Corollaire 6.6 (Linéarité de I’espérance)
a) Soient X une v.a. discréte et a,b € R. Alors
ElaX +b] = aE[X] +0.
b) Soit (X1, X2) un vecteur aléatoire discret d valeurs dans R%. Alors
E[X: + X»] = E[X1] + E[X2].

DEMONSTRATION. a) Soit g : R — R définie par g(z) = az + b. D’apres la
proposition 6.4,

ElaX +b =E[g(X)] =) _g@)P{X =2} =) (ax +b)P{X =z}
=> arP{X =2} + Y bP{X =z} = aE[X]+b.

b) Soit h : R? — R définie par h(z1,z2) = 21 + 2. D’aprés la proposition 6.4,
E[X; + X5
= E[h(Xl,Xz)] = Z h(.’L’l,.I‘Q)P{Xl =T, X2 = 112}

(z1,22)

=3 (@1 4 22)P{Xy = 21, Xp = 23}

T T2

= szlp{Xl =, XQ = $2}+ZZ$2P{X1 =T, X2 :xg}
Tl T2 1 T2

= ZQ?1ZP{X1 =1, Xo :IQ}—FZIIJzZP{Xl =1, Xo 21‘2}
1 T2 T2 1

= ZmIP{Xl = 1‘1} + Z-Z'QP{XQ = 332}
T T2

= E[Xi] + E[X,]. 0
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6.2 Espérance d’une variable aléatoire continue

On va procéder par analogie avec le cas discret.

Définition 6.7
Soit X une v.a. continue avec fonction de densité fx . Alors lespérance de
X est le nombre

+oo
E[X]:/ xfx(z)de.

—0o0

REMARQUE 6.8 E[X] est définie pour autant que fj;: || fx (z) dx < +o0.

EXEMPLE 6.9

a) Variable aléatoire uniforme sur [a,b]. Rappelons que la fonction de den-
sité d’une telle v.a. X est
1
fX (:I;) = b —a

0 sinon .

sia<x<b,

L’espérance d’une telle v.a. est
b

+o0 b 1 1 (EQ

E[X]:/ xfx(x)dx:/:vb_adx:b_a?
_ b —a? _a+b
20b—a) 2

b) Variable aléatoire exponentielle de parameétre A. Rappelons que la fonc-
tion de densité d’une telle v.a. X est

Ae ™™ &g > 0,
fxle) = {

0 sinon .

Son espérance est donc

E[X] = /+OO xfx(x)dx = /0+<>0 zhe N dx

— 00
_ +oo
+oo +oo & e Az
+ e dr =0+ =
0

-z l
0 - o A

= —Xe

Espérance d’une fonction d’un vecteur aléatoire continu

Théoréme 6.10

Soit X un vecteur aléatoire continu a valeurs dans R™ avec fonction de
densité fx : R™ — Ry. Soit g : R™ — R. Alors

Bl00) = [ g@fxo)do.
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REMARQUE 6.11

a) E[g(X)] est bien définie pour autant que

/ | ‘fX )dz < 0o
R

b) Cette formule est analogue & celle du cas discret (proposition 6.4).

DEMONSTRATION. Nous ferons la démonstration dans deux cas.

1¢" cas : Im(g) est un ensemble dénombrable. Dans ce cas, Y = g(X) est une
v.a. discrete puisque P{Y € Im(g)} = 1. Par conséquent,

EY]= ) yP{Y:y}= o yP{Xeg ' ({y})}

y€lm(g y€Im(g)
= Z / x)dx = Z / x)dz.
y€lm(g {y}) y€Im(g) {y})

Puisque g(z) =y lorsque = € g~ ({y}), cette expression s’écrit aussi

/ o) fx () do = / o(2) fx () da
9~ ({y}) m

Ceci démontre le théoréme dans ce premier cas.

y€lm(g)

2¢ cas: g vérifie les hypotheses de Iexercice 5.9. Sous les hypotheses de cet exer-

cice, il existe ¢ : R™ — R™ bijective et de classe C* telle que g(¢(z1, ..., 2m)) =
zm. Rappelons que cette hypothese signifie en particulier que pour y € R fixé,
(#1,. s Zm—1) = ©(21,...,2m—1,y) est une paramétrisation de la courbe de

niveau Cy de g, qui est, par définition, C, = {z e R™: g(z) = y} Posons
Y = g(X). L’exercice affirme que la fonction de densité de Y est

+oo +oo
fr(y) :/ dzl~~~/ dzm-1 fx (¢(215- -, Zm—1,Y)) |J<P(zl,...,zm,1,y)|.

— 00 — 00

Donc

ElY] = /+OO y)dy = /+OO dy/+oo / Oodzm,l

X ny(SD(Zlv"wZM—lay ) |J§D(Zl7"'7ZWL—1ay)| :

Puisque y = g(go(zl, ey Zme, y)), ceci s’écrit

+o0 +OO o
/ dy/ / dzm—1 g((p(zl,...,zm—lay))

X fx ((p(zl, . .,zm_l,y)) ’J¢(z1, . .,zm_l,y)|.
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Effectuons le changement de variables

(xlwuaxm) = §0(217"'72m717y)

pour constater que cette intégrale multiple est égale a

+oo +oo
/ dx1~~/ dxm g(z1, . ) [x (@1, T) = /n g(x) fx(z)dz.

— 00 — 00

Le théoréme est démontré dans ce deuxieme cas. O

Corollaire 6.12

a) Linéarité de l'espérance. Soit X une v.a. continue avec fonction de den-
sité f, a,b € R. Alors

ElaX +b] =aE[X]+0.

b) Soit (X1, X2) un vecteur aléatoire continu dans R? avec fonction de
densité conjointe f(x, x,). Alors

E[Xy 4+ X5] = E[X1] + E[X5] .

DEMONSTRATION. 1l suffit de reprendre la démonstration du cas discret (co-
rollaire 6.6), de remplacer les sommes par des intégrales et les références a la
proposition 6.4 par la proposition 6.10. 0

Proposition 6.13 Soient Xy et Xo deuz v.a. indépendantes. Alors
E[X1 X5 = E[X1]E[X3].
De méme, si X4,...,X, sont des v.a. indépendantes, alors

E[Xy--X,] = E[X{]-- E[X,].

Pour le démonstration de cette proposition, voir ’exercice 6.9.

Autres propriétés de I’espérance

a) Soit X une v.a. telle que P{X > 0} = 1. Alors E[X] > 0.

b) Soit (X1, X2) un vecteur aléatoire tel que P{X; < Xz} = 1. Alors
E[X1] < E[X3].

¢) Soit X une v.a. Alors |E[X]| < E[|X]].

La vérification de ces propriétés est laissée en exercice (cf. exercice 6.10).
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6.3 Variance, covariance et corrélation

Définition 6.14
Soient X une v.a. telle que E[X?] < 400, (X1, X2) un vecteur aléatoire tel
que E[X?] < 400, i=1,2.

a) La variance de X est le nombre Var(X) = E [(X - E[XDQ} . Ce nombre

représente ’écart quadratique moyen entre la valeur effective de X et son
espérance.

b) L’écart type de X est le nombre ox = +/Var(X).
¢) La covariance entre X, et Xy est le nombre

COV(Xl,XQ) =F [(Xl — E[Xl])(XQ — E[XQ])] .

d) La corrélation entre X et Xo est le nombre

B Cov(Xy, X5)
Corr(X1, X») = V/Var(X,),/Var(Xs)

Ce nombre est bien défini si Var(X,) # 0 # Var(Xs).

Proposition 6.15
a) Var(X) = E[X?] — (E[X])? = Cov(X, X).
b) Cov(X1, Xa) = E[X1Xs] — E[X1]E[Xa] = Cov(Xa, X1).
¢) Cov(aX; +bX2,Y) =a Cov(X1,Y) +b Cov(Xa,Y).
d) -1 < Corr(Xy, X2) < 1.
e) Var(aX +b) = a? Var(X).

DEMONSTRATION. Pour les affirmations a) & d), voir 'exercice 6.11.
e) D’apres la définition et la linéarité de Iespérance,
Var(aX +b) = FE [(aX +b— FElaX + b])Q} =FE {(aX — aE[X])2]
. [(X - E[X])Q} = a2 Var(X). O
REMARQUE 6.16 Si dans e), on prend a = 0, alors on voit que Var(b) = 0.

Ainsi, une v.a. qui ne prend que la seule valeur b, c’est-a-dire une v.a. détermi-
niste, est de variance nulle. La réciproque est aussi vraie (corollaire 6.18).

Théoreme 6.17 Inégalité de Tchebychev
Pour tout € > 0,

Var(X)

P{|x - Blx]| > ¢} <
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DEMONSTRATION. On utilise les propriétés de ’espérance mathématique pour
écrire

P{|X - E[X]| > e} = E[l{x —px]j><}] -

Sur 1’événement {‘X — E[XH > E}, I'inégalité % > 1 est vérifiée. Par
conséquent,
(x - B[x)*
Lix-pix)ze S = :
Vu la monotonie de 'espérance,
2
(X 1P ]) 1
P{|X-EX]|>¢e} <E = = & Var(X)

L’inégalité de Tchebychev est donc démontrée. O

Corollaire 6.18 Si Var(X) = 0, alors P{X = E[X]} = 1.

DEMONSTRATION. Observons que
1
{X #E[X]} ={|X - E[X]| >0} = U {|X - E[X]| > n} )
neN*

Or, pour tout n € N*
1 Var(X)
PI|X - EX]|> -} < = =0
n 1
5)
Puisque les événements {|X —E[X ]| > %} sont emboités, la probabilité de leur
réunion est égale, d’apres la continuité de la probabilité, a

lim P{|X—E[X]| > 711} =0.

n— oo

Ainsi, P{X # E[X]} = 0. Le corollaire est démontré. O

Proposition 6.19
CL) Var(X1 + XQ) = Var(Xl) + V&I‘(XQ) +2 COV(Xl, XQ)
b) Si X1 et Xy sont indépendantes, alors

Var(X1 + X2) = Var(Xl) + Var(Xg)
et pour a,b € R,

Var(aX; + bXs) = a® Var(X;) + b* Var(Xy) .
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c) Si Xyq,...,X, sont des v.a. indépendantes, alors

Var(X; +---+ X,,) = Var(X;) +--- + Var(X,,) .

DEMONSTRATION. a) D’apres les propriétés a) et c) de la proposition 6.15,

Var(X; + X5) = Cov(X; £ Xo, X7 £+ X)
= Cov(X1, X1 £ X) £ Cov(Xa, X1 + X»)
= Cov(X1, X;) + Cov(Xy, X5) + Cov(Xa, X;) + Cov(Xa, Xs)
= Var(X;) + 2 Cov(X1, X2) + Var(Xs).

b) Si X; et X, sont indépendantes, alors E[X;X5] = F[X;|E[X5] d’apres la
proposition 6.13, et donc

COV(Xl,XQ) = E[XlXQ] — E[Xl]E[XQ] =0.
D’apres a),
Var(X; + X5) = Var(X;) + Var(X3) .

De méme,
Var(aX; + bXs) = Var(aX7) + Var(bX2) .

D’apres la propriété e) de la proposition 6.15, le membre de droite est égal &
a’® Var(X;) + b* Var(Xs) ,

ce qui démontre b).

¢) D’apres la proposition 5.20, X7 + --- + X,,_1 est indépendante de X,,.
D’apres la propriété b),

Var(X; + -+ X,,) = Var(X; + - &+ X,,_1) + Var(X,,).

Un raisonnement par récurrence démontre donc c). ]

EXEMPLE 6.20 Soit X une v.a. de loi B(n,p). Alors X = X7 +--- + X,,, ol
X; est la v.a. indicatrice d’un succes a ’épreuve i. La v.a. X; est donc de loi
B(1,p). Les v.a. X; sont indépendantes, E[X;] = p et Var(X;) = p(1 — p) (cf.
exercice 6.3a). Par conséquent, E[X]| = np et Var(X) = np(1 — p).

REMARQUE 6.21
a) Si Cov(X1, X3) =0, alors Corr(X7, X2) = 0 et on dit que X; et X5 sont
non corrélées.

b) Si X; et X5 sont indépendantes, alors elles sont non corrélées. La réci-
proque n’est pas vraie en général (cf. exercice 9.10).

Proposition 6.22 Si |Corr(X1,X2)’ =1, alors il existe deur nombres a; # 0
et ag € R tels que Xo = a1 Xy + ag (c’est-d-dire P{Xy = a1 X1 +as} =1).
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DEMONSTRATION. Observons que

|Corr (X1, X)| = 1 <= |Cov(Xy, Xa)| = v/Var(X;)y/Var(Xz) #0. (6.1)
Soit A € R. Alors

Var(AX; + X3) = Var(AX;) 4+ Var(X3) + 2 Cov(A X1, X2)
= A? Var(X;) + 2\ Cov(X1, Xo) + Var(Xs).

D’aprés hypothese |Corr(X1, X3)| = 1 et (6.1), le discriminant réduit de ce
polynéme du second degré en A est

A’ = (Cov(X1, X5))” = Var(X;) Var(Xy) = 0.
Il existe donc A1 € R tel que Var(A; X7 + X2) = 0. D’apres le corollaire 6.18,
P{)\le +Xo=FEMX) + Xg]} =1.

11 suffit pour conclure de noter que a3 = —\; # 0 puisque Var(Xs) # 0 et de
poser ag = F[A\ X1 + Xa]. O

6.4 Moments d’une variable aléatoire

Définition 6.23
Soient k € N et X une v.a. discrete ou continue avec fonction de densité
[, telle que E[|X|*] < +00. Le moment d’ordre k de X est le nombre E[X*].

REMARQUE 6.24

a) Le premier moment de X est E[X], le deuziéme moment de X est
E[X?] = Var(X) + (B[X])?.

b) Le moment d’ordre k de X n’est bien défini que si E[|X|*] < co. Dans
ce cas, pour 0 < £ < k, EUX\Z] est aussi fini, d’apres I'exercice 6.18.

Fonction génératrice des moments

Définition 6.25
La fonction génératrice des moments d’une v.a. X est la fonction Mx :
R — RU {400} définie par

Mx(t) = E[e"¥].

Proposition 6.26 S’il existe tg > 0 tel que E[e!X] < 0o pour t € | — tg,to],
alors

My (0) = E[X], MY(0)=E[X?Y, ..., Mg (0)=E[X".
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DEMONSTRATION. On vérifiera que I’hypothése permet de permuter les opé-
rations d’espérance et de dérivation dans le calcul suivant :

d d
1y — X7 _ tX | _ tX
MY (t) = = B[] E{dte ] E[X X,
et done M (0) = E[X].

De méme,

d d
My (t) = 2 BlX ] = B [dt

= X,

(o)

donc M%(0) = E[X?]. On procede ensuite par induction pour obtenir 1’égalité
M)((k)(()) = E[X*], pour tout k € N.

En ce qui concerne la possibilité de permuter espérance et dérivée, on va
examiner séparément les cas des v.a. discrétes et continues.

Cas discret. Dans ce cas, soit D un ensemble dénombrable tel que P{X € D} = 1.
Alors

d ix)_ d ta
&E[e ]—a (Ze fX(m)>

x€D
et ’égalité

% (Z etwfx(gj)> = Z %et“fx(x)

xzeD zeD

est vérifiée si D est fini ou, s'il existe A > 0 tel que >, pe"l*l fx(z) < oo.
Cette derniere condition est une conséquence de 'hypothese de la proposition
et dans ce cas, I’égalité vaut pour |t| < tp.

Cas continu. Dans ce cas,

d t d oo tx
th[eX]:% (/oo e fX(x)d:E>

et, s’il existe h > 0 tel que fj;o Ml fy () da < oo, alors 1’égalité
(T e mwar) = [T et
o 7006 Xxx_,oodte x (z) dx

est vraie pour |t| < h. Cette derniére condition est une conséquence de I’hypo-
these de la proposition. (Il
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REMARQUE 6.27 La tabelle A.1 de appendice donne la fonction génératrice
des moments des lois principales.

Théoréme 6.28

Soient X, et Xo deuz v.a. indépendantes. Alors

Mx,4+x,(t) = Mx, (t)Mx, () -

DEMONSTRATION. Comme les v.a. X; et X» sont indépendantes, les v.a. et**
et e!X2 sont aussi indépendantes, d’aprés la proposition 5.20. En utilisant la
proposition 6.13, on obtient

Mx, 4 x,(t) = E["1H2)] = Bl ¢tX2]

= Ble" | E[e"**] = Mx, (1) Mx, (1) O

Théoréme 6.29

Soient X et Xo deux v.a. telles que Mx, (t) = Mx, (t) < 400 pour |t| < to,
ot tg > 0. Alors X1 et Xy ont la méme fonction de répartition (et donc la
méme loi).

DEMONSTRATION*. Nous allons démontrer ce théoréme dans le cas ou My, (t) =
Mx, (t) < 400 pour tout ¢ € R. Notons Fj (resp. F3) la fonction de répartition
de la v.a. X1 (resp. X2). Nous supposerons également que la fonction de répar-
tition F} est continue, admet f; pour fonction de densité et que la v.a. X7 ne
prend que des valeurs positives (la remarque 6.30 discute la situation ot on ne
fait pas ces hypothéses supplémentaires).

Par définition et d’aprés les hypotheéses que nous venons de faire,

Mx, (t) = E[e"™] = /OOO e fi(y) dy.

Dans la démonstration de la proposition 6.26, nous avons vu que la fonction

Mx, est indéfiniment dérivable et admet pour dérivées

M) () = /O y* e fi(y) dy, (6.2)

pour tout k& € N. On considére alors la fonction G : (Ry)? — R définie par

[ta]

Gt,z) =Y %k, MY (). (6.3)

k=0

Soit x € Ry fixé. Nous allons montrer que lim;_,o G(t, z) = Fi(x).
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En remplacant (6.2) dans (6.3), on obtient

[tz] E 0o
t _
G(t,z) = ZE y* e fi(y) dy
*Jo
k=0
o LtIJ k )
ty)® _
:/ (z;) e f1(y)dy=/ ee(z,y) f1y) dy,
O \k=0 0
ou o
tx
ty ko
sot(aay)zz(k,) e .
k=0

Soit Y;, une v.a. de loi de Poisson de parametre ty. Nous pouvons écrire
wi(z,y) = P{Y;,y < ta}. Ainsi, dans le cas olt y > x, par I'inégalité de Tcheby-
chev (proposition 6.17),

0 < ¢ilm,y) = P{Yiy <t}

= P{Yt,y —ty <tz — y)} < P{‘ny —tyl >ty — x)}
Var(Yi,) _ Y
Sy -2y iR o4

De méme, dans le cas ou y < «,

0<1—pi(z,y) = P{Ys,y > tz}
= P{Yiy —ty >tz —y)} < P{[Viy —ty| > t(x —y)}

- . (6.5)

Soit alors € > 0 fixé. Comme F} est continue, choisissons h > 0 (dépendant de x
et ¢) suffisamment petit pour que Fy (z+h)—Fi(z) < § et Fi(z)—Fi(z—h) < 5.
Choisissons ensuite t > 0 (dépendant de z, h et ¢) suffisamment grand pour
que t > ;’%. Alors,

Gt,2) — Fi(x)] = \/m ale iy~ [ 7G) dy‘

| e -0t [ (e - Diwdy

o

xz+h
+[ wi(z,y) f1(y) dy+/ wi(w,y) f1(y) dy

+h

z—h x
<[ letwn-ilnwar+ [ e -1lnma

z+h 0o
+/w |sot<x,y>|f1<y>dy+/gﬂ+h|sot<w7y>|f1<y>dy. (6.6)
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D’apres (6.5),

z—h z—h
/ loe(x,y) — 1| f1y) dy < 1/ (%ﬁ(y)dy
0 0

x—h
< S (6.7)
Un raisonnement analogue avec (6.4) montre que
> x+h
| Jedewlntdy < “ (6.
x+h

De plus, comme fgat(x,y) — 1| <let |<pt(x,y)| < 1 pour tous z et y dans R,
nous avons

/m y@t<m,y>—1|f1<y>dy</z hw)dy = Fi(2) - F@—h)  (6.9)
z—h z—h
et
x+h z+h
/ lou(, )| () dy < / Al dy=Fi(e +h)— Fi(z).  (6.10)

En remplacant (6.7)-(6.10) dans (6.6), on obtient
|G(t,z) — Fi()]

x—h 4 h
< g+ (Fu@) = B =) + (Fi(e + k) = Fi(2)) + 5
= (Fi(z) = Fi(z — h)) + (Fi(z + h) — Fi(z)) + t%
<Ss+i4+i=e.

3 3 3

Ceci montre donc que lim; o, G(t, ) = F1(z).
Comme la fonction G est univoquement déterminée par la fonction Mx,,
elle-méme égale a Mx,, nous obtenons
Fi(z) = lim G(t,z) = Fa(z). O
t—00
REMARQUE 6.30
a) Le raisonnement ci-dessus peut-étre repris dans le cas ot Fj est une
fonction de répartition discréete. Lorsque x est un point de continuité de
F1, il s’agit de reprendre le raisonnement et de remplacer les intégrales
par des sommes. L’égalité de F} et Fy aux points de discontinuité se
déduit de la continuité a droite.
b) Le cas d’une v.a. non nécessairement positive exige un argument diffé-
rent, voir [1, sect. 30].
c¢) La méme référence traite le cas o Mx, (t) = Mx, (t) pour || < to.
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EXEMPLE 6.31 (Utilisation du théoréme 6.29)

a) Soient X et X5 deux v.a. indépendantes, ou X; suit une loi de Poisson
de parametre A\; et X5 une loi de Poisson de parameétre Ao. On aimerait
déterminer la loi de X; + X5 ? (voir aussi exercice 5.22a).

On va calculer la fonction génératrice des moments de X1 + X5. D’aprées
le théoreme 6.28 et la tabelle A.1 de "appendice,

My, 1 x,(t) = Mx, () Mx, (t) = e =D ha(e'=1) — cQutAa)(e'~1)

On constate qu'il s’agit de la fonction génératrice des moments d’une
v.a. de Poisson de parametre A\;+ 3. D’apres le théoréme 6.29, on déduit
que X7 + X5 est une v.a. de Poisson de parametre A1 + Ao.

b) Soient X; et X, deux v.a. indépendantes, ott X; est N(ui,o0?) et Xo
est N(p2,03). Pour montrer que X7 + Xo est N(uy + pi2, 0% + 03), on
peut aussi utiliser le théoréme 6.29 : cf. exercice 6.25b) (comparer avec
Pexercice 5.22b)).

6.5 Exercices

6.1 Une roulette (a Las Vegas) comporte 38 cases, dont 18 cases noires, 18
cases rouges, une case 0 et une case 00. Si vous misez 1 dollar sur noir, vous
recevez 2 dollars si la boule s’arréte dans une case noire et 0 sinon. Soit X votre
gain net. Calculer E[X].

6.2 A un jeu de la roue de la fortune, il y a 52 résultats possibles : un « 0 »,
un « 00 », deux « 20 », quatre « 10 », sept « 5 », quinze « 2 » et vingt-deux
« 1 ». Sivous misez 1 franc sur un nombre, vous recevez ce montant (et le franc
misé) si la roue s’arréte sur ce nombre. Si vous misez 1 franc sur « 0 » ou « 00 »,
vous recevez 40 francs (et le franc misé) si la roue s’arréte sur ce symbole.

a) Si vous misez simultanément 1 franc sur chacun des sept nombres ou
symboles possibles, soit 7 francs au total, quel est votre espérance de
gain ?

b) Si vous misez 1 franc sur un seul nombre ou symbole, & quelle mise
correspondent la plus grande et la plus petite espérance de gain ?

6.3 a) Soit X une v.a. de Bernoulli B(1, p). Calculer E[X?] et Var(X).

b) Soit ¥ une v.a. de loi Gamma de parametres A et s. Calculer E[Y],
E[Y?] et Var(Y).

6.4 a) Soit X une v.a. B(n,p). Calculer E[X].
b) Soit Y une v.a. uniforme sur [a, b]. Calculer E[Y?] et Var(Y).
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6.5* a) Soit X une v.a. de Poisson de parameétre A > 0. Calculer E[X].

b) Soit Y une v.a. N(u,0?). Calculer E[Y], E[Y?] et Var[Y].
Indication. Traiter d’abord le cas on Y est N(0,1).

6.6%* a) Soit X une v.a. géométrique de parametre p. Calculer E[X?] et
Var(X).

b) Soit Y une v.a. exponentielle de parameétre A > 0. Calculer E[Y?] et
Var(Y).

6.7 Montrer que Fx(z) = E[l{x<s}] = B[]0 (X)].

6.8 Soit X une v.a. telle que P{X € N} = 1. Montrer que
oo
E[X] =) P{X >n}.
n=1

6.9 Montrer que si X; et X5 sont indépendantes, alors E[X; Xo] = F[X;]E[X5)]
(proposition 6.13).

6.10* Soient X une v.a. discréte ou continue, (Xi, X3) un vecteur aléatoire
discret ou continu.

a) Montrer que si P{X > 0} =1, alors E[X] > 0.

b) Montrer que si P{X; < X5} =1, alors F[X;] < E[X3].

¢) Montrer que |E[X]| < E[|X]].

6.11 Vérifier les propriétés suivantes.
a) Var(X) = B[X2] — (E[X])* = Cov(X, X).
b) COV(Xl,XQ) = E[XlXQ] - E[Xl]E[XQ]

¢) (X1,X2) — Cov(X1, X2) est une fonction bilinéaire, symétrique, non
négative.

d) —1 < Corr(X;, X2) < 1.

6.12 a) Soit X une v.a. binomiale avec n = 4 et p = % Utiliser I'inégalité
de Tchebychev pour estimer P{|X -2 > 2} et comparer avec la valeur
exacte.

b) Soit Z une v.a. N(0,1). Méme question qu’en a) avec P{|Z| > 3}.

6.13 On tire sans remise k boules d’une urne qui contient m boules rouges et
n boules noires. On suppose que les boules rouges sont numérotées de 1 a m.
a) Soit G; I'événement « la iM¢ boule rouge est tirée ». Calculer P(G;).

b) Posons X =1, +---+ 1g,,. Expliquer pourquoi X est une v.a. hyper-
géométrique.

c) Calculer E[X].
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6.14* 50 couples mariés dinent ensemble. 20 personnes sont désignées au
hasard et regoivent un cadeau.

a) Quelle est la probabilité que les deux membres d’un couple donné ne
recoivent pas de cadeau ?

b) Quelle est I'espérance du nombre N de couples dont aucun des membres
ne regoit un cadeau?

c¢) Quelle est la probabilité que chacun des deux membres de deux couples
donnés ne recoivent pas de cadeau ?

d) Quelle est la variance de N ?

6.15*% Soient F1,..., F, des événements. En observant que 1pu..ur, = 1 —
1Fe -+ 1pe et en utilisant I'espérance des v.a. indicatrices, retrouver la formule
d’inclusion-exclusion (cf. exercice 2.14).

6.16 Soit X une v.a. telle que E[X?] < co. Trouver a € R tel que E[(X —a)?]
soit minimal.

6.17 (Inégalité de Jensen) Soit g : R — R une fonction convexe. Montrer que
g(BIX) < E[g(X)].

6.18 Soit X une variable aléatoire non négative. Montrer que

1/2

EX] < E[x]? < B[x*)"° <.

6.19 (Inégalité de Markov) Soit X une v.a. telle que P{X >0} =1et a > 0.
a) Montrer que P{X > a} < %

b) Montrer que pour tout p > 1, P{X > a} < EIX7]

aP

6.20 a) Soient X une v.a. continue (avec fonction de densité f) et p > 0
tels que P{X > 0} =1 et E[X?] < oo. Montrer que

E[X?] = /;Oo prP 1P{X > 2} dx. (6.11)

b) Montrer que 1’égalité (6.11) est aussi vraie dans le cas on P{X € N} =1
et que les deux autres hypotheses sur X sont satisfaites.

6.21* Calculer la fonction génératrice des moments de la v.a. X, puis en
déduire E[X] et Var(X) lorsque X est une v.a. :

a) de loi de Poisson de paramétre A > 0,
b) de loi exponentielle de parameétre A > 0.

6.22* Calculer la fonction génératrice des moments de la v.a. X, puis en
déduire F[X] et Var(X) lorsque X est une v.a. :

a) de loi binomiale de parameétres n et p,
b) de loi uniforme sur [a, b].
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6.23* Calculer la fonction génératrice des moments de la v.a. X, puis en
déduire E[X] et Var(X) lorsque X est une v.a. :

a) de loi géométrique de parametre p,

b) de loi normale de paramétres p et 0.

6.24* Calculer la fonction génératrice des moments de la v.a. X, puis en
déduire E[X] et Var(X) lorsque X est une v.a. :

a) de loi binomiale négative de parameétres r et p,

b) de loi Gamma de parametres s et A.

6.25* En utilisant la tabelle des fonctions génératrices des moments (appen-
dice A.1), vérifier que si X; et X5 sont deux v.a. indépendantes ayant les lois
indiquées, alors X1 + X5 a la loi indiquée.

a) X1 est B(ni,p), Xa est B(ne,p), alors X7 + X5 est B(ny + na, p).

b) X1 est N(u1,0%), X2 est N(p2,03), alors X1+ X5 est N (1 +puz, 03 +03).

6.26* En utilisant la tabelle des fonctions génératrices des moments (appen-
dice A.1), vérifier que si X7 et X5 sont deux v.a. indépendantes ayant les lois
indiquées, alors X; + X5 a la loi indiquée.
a) X1 est Poisson(\;), X5 est Poisson(Az), alors X; + X5 est Poisson(A; +
A2).
b) X7 est Gamma(py, A), X5 est Gamma(pa, A), alors X1+ X5 est Gamma(p; +
P2, /\)

6.27 Soit X une v.a. On appelle fonction génératrice des cumulants la fonc-
tion kx(t) = In Mx (¢).
a) Montrer que 'y (0) = E[X] et % (0) = Var(X).
b) Montrer que si X; et X5 sont indépendantes, alors kx, +x, = kx, +£x,-
c) Dans le cas ot X est une v.a. N(u,o?), calculer rx(t) et vérifier que
Iig?)(O) = 0 pour tout n > 3.

6.28 a) Soit X une v.a. N(u,0?). Calculer Mx (t).
b) Soit X une v.a. telle que Mx (t) < oo pour [t| < tg, ou to > 0. Vérifier
que
Mx(t) = Y 7 BIX*).
k=0

¢) Déduire la valeur de E[X*] lorsque X est N(0,0?).

6.29* Soit g : R — R une fonction bornée de classe C* dont les trois premiéres
dérivées sont bornées. Soient X, Y, Z trois v.a. indépendantes telles que E[Y] =
E[Z] et E[Y?] = E[Z?]. Posons C = supzeR’g(g)(x)|. Montrer que

[Blo(X +¥)] - Blg(X + 2)]| < 5 (B[VF] + B[12P)) .
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Indication. Utiliser un dévelopement de Taylor d’ordre 2 de g avec une estima-
tion du reste.

6.30* (Loi gaussienne bivariée) Soient i, 2 € R, 01 > 0,02 >0et 012 € R
tel que ’0172‘ < 0109. On pose

2
u(’“) et B(Jl Ulf).
M2 012 03
Soit Z = (Z1,Z2) un vecteur aléatoire continu dans R? dont la fonction de
densité est
1 ( 1
2m+/det B PA72

On dit que Z est un vecteur aléatoire gaussien bivarié N(u, B).

£2(2) uuF~Bl-@uQ, eR?.

a) Montrer que fz(z) a la méme forme que la fonction de densité de I'exer-
cice 5.23 et déterminer la valeur de p qui rend les deux densités iden-
tiques.

b) En déduire que

(FE) o o )

¢) En déduire aussi que si Corr(Zy, Z) = 0, alors Z; et Zs sont indépen-
dantes. (Attention : cette propriété n’est valable que pour les compo-
santes d’un vecteur aléatoire gaussien.)

6.31 Soit X une v.a. continue de densité fx et soit g : R — R4 continue.
Sans utiliser le théoreme 6.10, montrer que

Blo0)] = [ o@)fx(a)d.
Indication. Utiliser ’exercice 6.20.

6.32 (Moments négatifs d’une v.a. positive) Soit X une v.a. continue avec
fonction de densité f, telle que P{X > 0} = 1.

a) On suppose que fooo %f(a:) dxr < co. Montrer que

/_OOO Mx(t)dt = E {H .

b) Soit n > 1. On suppose que fooo =" f(x) dz < co. Montrer que

0 t1 tn—1
/ dtl/ dtg"'/ dtn, Mx (t,) = E[X7"].

¢) Soit X une v.a. de loi Gamma de parametres p et A, avec p > 1. Calculer
E[1/X].






CHAPITRE 7

Théoréemes limites

Dans ce chapitre, nous allons présenter les principaux théorémes limites
de la théorie des probabilités : les lois faible et forte des grands nombres et le
théoreme limite central. Ces théorémes traitent du comportement asymptotique
de la somme de v.a. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), ce qui
correspond a la situation suivante.

Jeux répétés
Un joueur joue de maniere répétée a un jeu de hasard. Soit X; le bénéfice
réalisé lors du °™° jeu, de sorte que

est le bénéfice cumulé aprés n jeux et 22 est le bénéfice moyen par jeu, aprés

n
n jeux. On s’intéresse au comportement asymtotique de S, et de %

7.1 Loi faible des grands nombres

Théoréme 7.1

Soit (X,,, n € N*) une suite de v.a. i.i.d., définies sur un espace de proba-
bilité (Q, F, P), telles que Var(X1) = 02 < oo et E[X;] = p. Pour n € N*,
posons S, = X1+ -+ X,,. Alors pour tout € > 0,

lim P {
n—oo n

So
—,u‘)e}:O.

DEMONSTRATION. En utilisant la linéarité de I’espérance et les hypothéses,
observons que

Sh 1

- (BIXQ] 4+ B[Xa)) = - () = .

3=
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En utilisant l'indépendance de Xi,..., X, et la proposition 6.19, on constate
que

! (Var(X1) + - -+ + Var(Xy))

n2

Sn 1
Var () =— Var(Xl + o+ Xn)
n n

n02 O'2

n2 n

A Taide de I'inégalité de Tchebychev, on constate que pour tout € > 0,

n n n
1 Sh 1 o2
<= On) - 2
\EQV (n) e? n
e O

REMARQUE 7.2 Le théoreme 7.1 signifie que pour de grandes valeurs de n, il

est tres probable que % soit voisin de p.

EXEMPLE 7.3 Au jeu de la roulette (exercice 6.1), soit Y le gain d’un joueur
qui mise 1 dollar sur noir. Puisque

18 20
PIY = +1} = — PIY = -1} = = .
wos=2 py-y=2

on voit que

18 20 1
EY]=1x =4 (1) x = = -~ ~ —0,052.
Ml=txgg+Dxg="1 ’

Imaginons qu’au cours de la soirée, il y a 1000 mises. Soit X; le gain du
casino lors de la '™ mise. Puisque le casino gagne ce que les joueurs perdent,

1
E[X;] = — ~ 40,0526 .
X 19~
Le gain total du casino lors de ces 1000 mises est alors
S1000 = X1+ -+ + X1000 -

Le gain moyen du casino a chaque mise est

X1+ -+ X000  S1000

1000 © 1000

Puisque n = 1000 est relativement grand, il est tres probable, d’apres le théo-
reme 7.1, que %%“6) soit voisin de 0,0526, donc Siggg =~ 52,6 dollars. La conclu-
sion de cet exemple est que les bénéfices du casino sont systématiques, méme
s’ils ne paraissent pas spectaculaires !
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7.2 Théoréme limite central

Ce théoréme limite joue, comme l’indique son nom, un réle central en théo-
rie des probabilités. Il est aussi a la base d’'une bonne partie de 1’étude de la
statistique. Il énonce la convergence de la loi d’'une somme normalisée de v.a.
i.i.d. vers la loi normale.

Théoréme 7.4

Soit (X,, n € N*) une suite de v.a. i.i.d. définies sur un espace de pro-
babilité (Q, F,P) telles que 0 < Var(X;) < +oo. Posons p = E[X1] et
02 = Var(X;). Alors pour tout x € R,

. Sp — N } 1 /w s
lim P{ —— <z, = — e“/2du:<I>x,
n—oo { O'\/’Tl Vo J—so ()

ot @ est la fonction de répartition d’une v.a. de loi N(0,1).

Nous allons démontrer ce théoréme sous une hypothése un peu plus forte
que celle indiquée dans I’énoncé.

HYPOTHESE A. E[|X;[3] < +oo0.

Nous utiliserons la notation suivante : C3(R) désignera I’ensemble des fonc-
tions f : R — R bornées, de classe C2, dont les trois premiéres dérivées sont
bornées.

Lemme 7.5 Soit gffn, n € N) une suite de v.a. i.i.d. telles que E[|}71|3} < 00,
E[Y?] = 1 et E[Y1] = 0. Soit Z une v.a. de loi N(0,1). Alors pour toute
fonction g € C3(R),

b 2o (255 st

DEMONSTRATION. Fixons g € C3(R) et n € N. Soient Z1,..., Zy des v.a. iid.
de loi N(0,1). Posons Y; = n~Y2Y; et Z; =n~12Z;. Puisque Z, + --- + Z,, a
la méme loi que Z, il suffit de montrer que
C E[|YaP’] + E[|Z:)°]
ElgYi+-+Y)| —E[g(Zi+--+2Z)]| < = ,
‘ [9( 1+ + )] [g( 1+t )” 31 vn
(7.1)

olt C = sup,eg|g® (z)]. Posons

Ui=Y1+-+Yia+Yi+Zipn+--+ 2y,
Vi=Vi+--+Yi1+ Zit1+ -+ Zn

(noter 'absence du terme Y; dans la définition de V), de sorte que

U=V +Y;, U1 =V + Z;
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et la différence des espérances dans le membre de gauche de (7.1) est égale a

Elg(Un)] = E[g(Uo)] = ) (E[g(Ui)] = E[g(Ui-1)])

I

1=1

|

(E[9(Vi + Y2)] — E[g(Vi + Z)]) -

i=1

D’apres 'exercice 6.29, la valeur absolue de cette expression est majorée par
nCEY»?’ E[|Z*]) = nS =32 (B[|1]"] + E[| 2" 7.2
S S BIPT + BIZP) = ng 0 2 (BITP] + BIZF), (72
i=1

ce qui montre (7.1) et acheve la démonstration du lemme 7.5. g

Proposition 7.6 Soient Z une v.a. continue et (Z,, n € N) une suite de v.a.

On suppose que pour toute fonction g € C3(R), lim,— Elg(Z,)] = Elg(2)].
Alors pour tout x € R, lim,,_, Fz, () = Fz(x).

DEMONSTRATION. Soient x € R et k € N* fixés. Construisons (fig. 7.1) deux
fonctions gi et g dans C3(R) telles que pour tout z € R,

1]700717%](2) < gk(z) < 1]—oox](z) < gk(z) < 1]700,95%»%](2)' (73)
1 :
G g
" T — 1 x x + l
k k

Figure 7.1 Esquisse des fonctions gi et gi.

Observons que pour tout n € N,
et donc, d’aprés ’hypothese,
limsup Fz, () < nlgr;oE[gk(Z”)] = E[gk(Z)]

n—oo

< E[l]_m7x+1/k](Z)] =Fy (:L‘ + 1) . (7.4)
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De la méme maniere,

Fz,(2) = E[l)_0os(Z0n)] = Elgr(Z0)] ,
et donc

liminf F, (z) > lim E[§e(Z,)] = E[gc(Z)]

n—roo n—roo

> E1—oo,a—1/8)(%2)] = F2z <33 - ]16> . (7.5)

Nous déduisons de (7.4) et (7.5) que pour tout k € N*,

n—00 n—00

Fy <ac — }f) < liminf Fy (z) < limsup Fy, (z) < Fz <ac + ;) .

En faisant tendre k vers linfini, nous concluons, Fy étant continue, que
liminf, o Fz, (z) et limsup,, .., Fz, (x) sont égales et que lim,,_, o, Fz, (z) =
Fz(z). La proposition 7.6 est démontrée. O

DEMQNSTRATION. Nous démontrons le théoréme 7.4 sous U'hypothése A. Po-
sons Y,, = % Alors

Sn—n,u_ffl—i—---—l—Yn
oyn vn

et vu Ihypothése A, (Y;,, n € N) vérifie les hypotheéses du lemme 7.5. Soit Z
une v.a. N(0,1). D’apres la conclusion du lemme 7.5, Z,, = n~Y2(Yi +---+Y,,)
et Z vérifient les hypotheses de la proposition 7.6, donc aussi sa conclusion. Le
théoréeme 7.4 est démontré. (I

REMARQUE 7.7 Le lecteur souhaitant plus de détails concernant le théoréme
limite central peut se référer & [3]. On y trouve notamment la démonstration
présentée ci-dessus, une démonstration compléte sans 'hypothése A, de méme
qu’un résultat concernant I’estimation de I’erreur commise lors d’une approxi-
mation par le théoréme limite central.

7.3 Utilisation du théoréme limite central

On cherche souvent a determiner une valeur numérique approximative pour
des expressions du type
P{S, € A}.

Pour ce faire, on exprime d’abord cette probabilité comme somme ou différence
de probabilités de la forme P{S, € I}, ol I est un intervalle. Dans le cas ot,
par exemple, I = ]a, ] est un intervalle ouvert & gauche et fermé & droite, on a

P{a<Sn<b}:P{a_nM< Sn—nu< b—nlﬁ}.

ovn ovn  oyn
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D’apres le théoreme limite central, le membre de droite est approximativement

égal a
P{a—n,u<Z< b—n,u}

oyn S oyn

ol Z est une v.a. N(0,1). Cette probabilité s’écrit donc

() ()

La tabelle A.2 de 'appendice fournit ensuite la valeur numérique cherchée.

L’opération qui consiste a soustraite ny et & diviser par o\/n est appelée
normalisation et on parle de somme normalisée pour se référer a 1’expression
Sn —np

ovn

EXEMPLE 7.8

a) A la roulette, vous jouez 81 fois, pariant chaque fois 1 dollar sur noir.
Quelle est la probabilité qu’a la fin, votre bénéfice soit positif ?
Pour répondre a cette question, soit X; le bénéfice a la mise 4, de sorte
que (cf. exemple 7.3) :
1 18 20

TR P{X; =+1} = P{X;=-1}=

E[X;] =
38 38

et

2
Var(X;) = E[X?] - E[X;]* =1 — <119) =0,9972 = o?.

Le bénéfice apres 81 jeux est Sg; = X7+ -+ Xs1. On cherche P{Ss; >
0}. Cette probabilité est égale a

1 1
_ ) >0- _
P{581 81 x ( 19) >0-—81x ( 19)}

1
Sgl — 81 x <> g
19 . 19

V0007281~ \/0,0072 /31

D’apres le théoreme limite central, cette probabilité est approximative-
ment égale a

9
Plz>—2 _\_plz>047)=1— P{Z <047
{ 19\/;0,9972} { } {Z <047}
— 10,6808 = 0,3192.
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b) On lance une piéce de monnaie 400 fois. Quelle est la probabilité d’avoir
au moins 220 piles ? (On s’attend a 200 piles.)
Pour i = 1,...,400, soit X; = 1 si le i®™° jet tombe sur pile, X; = 0

sinon. Alors X; suit une loi de Bernoulli de parametre % et nous avons

1 1 1 1
E[X;] = 3 et Var(X;) = 3 (1 — 2) =1

Posons S, = X1 + --- + X,,, de sorte que Sygp représente le nombre de
piles apres 400 jets. Nous cherchons

1
5400 —400 x = 220 — 400 x =
P{Sy00 > 220} = P - > - 2
\/;\/ 400 \/; V400
1
5400 — 400 x =
=P 1—2 >2
\/;\/ 400

D’apres le théoreme limite central, cette probabilité est approximative-
ment égale a

P{Z>2}=1-P{Z<2}=1-09772 =0,0228.

REMARQUE 7.9 Si la question était « quelle est la probabilité d’avoir au plus
219 piles ? », on aurait calculé

—2 219 — 2 219 — 2
P{S400 <219} = P S0 — 200 9~ 200 :P{Zégoo}

<
1 SN 10
\/; V400 \/; /400
= P{Z <19} =09713.

La somme de ces deux probabilités devrait étre égale a 1. Cependant, d’apres
nos approximations,

P{S100 < 219} + P{S400 > 220} ~ 0,0228 + 0,9713 = 0,9941 < 1.

Pour pallier ce probléme, lié au fait qu’on approxime une loi discréte par une loi
continue, on utilise la correction de continuité, que nous introduisons ci-dessous.

Correction de continuité

En regardant de plus pres lexemple 7.8b) et la remarque ci-dessus, on
constate que dans notre approximation de la somme des probabilités P{S40 <
219} + P{S400 > 220}, il manque la valeur de P{219 < 200 + 10Z < 220}.
Ceci serait en principe une approximation de P{219 < S0 < 220}, qui est
en fait égal a 0. On obtient une meilleure approximation de ces probabilités
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en répartissant la valeur de P{219 < 200 + 10Z < 220} entre les deux termes
P{S400 < 219} et P{S400 = 220}, ce qui revient formellement & constater que
puisque Sypg prend des valeurs entieres,

P{S100 < 219} = P{S400 < 219,5}

et
P{S400 = 220} = P{S400 > 219,5}.

On procede ensuite a la normalisation comme ci-dessus. On trouve que

Sa00 —200 _ 19,5
P{S400 < 219} = P{S400 < 219,5} = P {400 < }

10 =10
19,5
10

:P{Zg }20,9744

et

Si00 — 200 _ 19,5
P{S400 > 220} = P{S40 > 219,5} = P {40010 > = }

19,5
10

:P{Z; } =1-0,9744 = 0,0256 .

De maniére générale, en vue d’approximer P{S,, < k}, on remplacera k
par k + % avant de procéder & la normalisation ; pour approximer P{S, > k}
on remplacera k par k — % Avec des inégalités strictes, on fait I'inverse : pour
approximer P{S,, < k} onremplacera k par k:—% ; pour approximer P{S, > k},

on remplacera k par k + 3.

7.4 Loi forte des grands nombres™

Théoréme 7.10

Soit (X, n € N) une suite de v.a. i.i.d., définies sur un espace de probabilité
(Q,F, P) et telles que E[\Xlﬂ < 400. Pourn € N, posons S,, = X1+---+

X,,. Alors
P{w € Q: lim Sn(w)

n— oo n

:E[Xl]} ~1.

Nous allons démontrer ce théoréme sous une hypothése un peu plus forte
que celle indiquée dans I’énoncé.

HypoTHESE B. E[X7}] < +00.
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Démonstration du théoréme 7.10 sous I’hypothése B

Posons = E[X1], Y, = X, —p et S, =Y+ +Y,. Il suffit de montrer

que
P{wEQ: lim S (w) :O} =1

n—oo N

D’apres 'exercice 9.29, il suffit de montrer que pour tout k € N*,
o0
> r{
n=1

D’apres U'inégalité de Markov (exercice 6.19),

} < +00. (7.6)

o - (7.7)

Or

BI§] = ( ) n

Z Z Z Z Yio Yo Vi Vi
Z Z Z Z Yk1Yk2Yk3Yk4]~

Vu que les Yy, sont indépendantes et E[Yy] = 0, les seuls termes non nuls de cette
quadruple somme sont ceux ot {kq, ko, k3, ks} est un singleton ou une paire.
Puisqu’il y a n manieéres de choisir (ki,...,ks) € {1,...,n}* pour obtenir un
singleton et Cy 2 Cy, 2 = 3n(n — 1) maniéres d’obtenir une paire,
E[S,] = n E[Y{'] + 3n(n — 1) E[Y?| E[Y7]
— nE[Y{) 4 3n(n —1)(E[Y?)”.

En posant ¢ = 4 max (E[Y}], (E[Yf])z)7 on constate que pour tout n > 1,

E[SY < en?. (7.8)
Ainsi, d’apres (7.7) et (7.8),

iP{% 2;}<ck4i;<+oo
1

n= n=1

ce qui établit (7.6) et achéve la démonstration. O
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7.5 Exercices

7.1 On arrondit 36 nombres réels a I’entier le plus proche, puis on effectue
leur somme. En admettant que les erreurs d’arrondi sont indépendantes et
uniformément distribuées sur | — 0,5; 0,5], estimer, & ’aide du théoréme central
limite, la probabilité que la somme obtenue differe de la somme effective des
36 nombres par plus de 5. (Observer que la différence maximale est 18.)

7.2 (Correction de continuité)

a) Soit X une v.a. binomiale de parameétres n = 100 et p = % A Taide
de I'égalité P{X = 50} = P{49,5 < X < 50,5} et du théoreme central
limite, estimer P{X = 50}.

b) Un dé est jeté 200 fois de suite. Estimer la probabilité que la somme des
nombres obtenus se situe dans l'intervalle [650, 750]. Faire le calcul avec
et sans la correction de continuité.

7.3*% Un club de football organise une loterie. Pour une mise de 1 franc, cette
loterie offre des gains de 1 franc et 2 francs avec probabilités respectives de %
et % Pour 100 billets de loterie vendus, quelle est la probabilité que le club
fasse un bénéfice supérieur a 10 francs?

7.4* Un étudiant se présente & un examen. Il y a 100 questions auxquelles il
faut répondre par Vrai ou Fauz. L’examen est réussi si I’étudiant répond juste
a 80 questions ou plus.

a) En admettant que la probabilité de répondre juste & une question est
p = % (indépendamment pour chaque question), estimer la probabilité
que I’étudiant réussisse ’examen.

b) Une étudiante connait les réponses a 50 des questions et joue & pile
ou face pour répondre aux autres questions. Estimer la probabilité que
Iétudiante réussisse 'examen. (Utiliser la correction de continuité.)

7.5 Soit (X, )nen une suite de v.a. i.i.d de loi uniforme sur [0, 1]. Pour n > 1,
on pose S, = X; + --- + X,,. Trouver le plus petit entier n € N tel que
P{% < 0,51} soit plus grand ou égal & 0,84.

7.6 Une compagnie d’aviation a observé que 12 % des personnes qui réservent
leur billet ne se présentent pas au départ. Elle admet que les désistements des
passagers sont des événements indépendants. Pour un avion de 169 places,
combien de billets est-ce que la compagnie peut vendre de sorte que, avec la
probabilité 0,99, tous les passagers qui se présentent aient un siege dans l’avion ?

7.7* Lors d’une balade en montagne, Christian se trouve obligé de traverser
une grotte. Il doit emporter des allumettes de facon & pouvoir s’éclairer lors de
la traversée. Une allumette permet de s’éclairer en moyenne durant 30 secondes
avec un écart type de 30 secondes. Sachant que la traversée de la grotte prend
18 minutes, combien Christian doit il prévoir d’allumettes pour étre stir a 95 %
de pouvoir s’éclairer durant toute la traversée ?
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7.8*% Fabrice arrive devant un stade pour assister & un match de hockey sur
glace 10 minutes avant le début de celui-ci.

a) Il y a 100 personnes dans la file devant lui. Sachant que le temps de ser-
vice d’un client suit une loi exponentielle, combien de clients & la minute
en moyenne le vendeur doit-il servir pour que Fabrice ait 3 chances sur
4 d’assister au début du match ?

b) I ne reste malheureusement que 200 billets & vendre. Sachant qu’un
client achete en moyenne 1,85 billet avec un écart type de 1,5 billet
et que le vendeur sert en moyenne 9 clients a la minute, quelle est la
probabilité que Fabrice assiste au début du match 7

7.9 Sous les hypotheses du théoreme limite central, posons

Zn (Sn — nu) .

1
- oyn

Supposons qu'il existe ¢y > 0 tel que E[e!*1] < oo pour tout ¢ € | —tg, to[. Mon-
trer que pour tout ¢ > 0, lim,, oo Mz, (t) = Mz(t), out Z est une v.a. N(0,1).






CHAPITRE 8

Espérance et variance

conditionnelles

L’espérance conditionnelle d'une v.a. Y, sachant une autre v.a. X est une
troisiéme v.a., fonction de X, qui représente la meilleure estimation de Y lors-
qu’on connait la valeur de X (mais pas celle de Y'!). Ce probléeme d’estimation
est un cas particulier du probleme de la meilleure approximation que 1’on ren-
contre en algeébre linéaire et que nous rappelons ci-dessous.

8.1 Rappels d’algebre linéaire

Proposition 8.1 Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -)
et de la norme || - || associée, W un sous-espace vectoriel de V et v € V. S’il
existe wg € W tel que pour tout w € W,

(v —wg,w) =0, (8.1)
alors wq est la projection orthogonale de v sur W et vérifie
lv —wol| < ||lv—w]|, pour tout w € W .
DEMONSTRATION. Puisque v = wg + (v — wg), ot wg € W et v — wy est

orthogonal & W d’apres (8.1), wq est bien la projection orthogonale de v sur W.
D’autre part, pour tout w € W,

lv —wl|]? = |Jv — wo + wo — w|*.

Puisque v —wy est orthogonal & wy —w d’apres (8.1), le théoréme de Pythagore
affirme que le membre de droite est égal &

lv = woll* + [lwo — w[[* > Jlv — wo*.

La proposition est démontrée. [l
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REMARQUE 8.2

a) Le vecteur wq est appelé la meilleure approzimation de v par un élément
de W.

b) D’apres (8.1), le vecteur wy est caractérisé par la relation

(v, w) = (wp, w), pour tout w € W. (8.2)

8.2 Un espace vectoriel de variables aléatoires

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité. Soit L?(2) I’ensemble des v.a. X :
Q — R telles que E[X?] < cc.

Proposition 8.3 L?(Q) est un espace vectoriel.

DEMONSTRATION. Puisque L2(2) est un sous-ensemble non vide de ’espace
vectoriel de toutes les fonctions de €2 — R, il suffit de vérifier la stabilité de
L?(Q) par combinaison linéaire : si X7 € L?(Q), Xo € L*(Q) et a1,az € R,
alors d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz usuelle,
E[(a1 X1 + a2 X2)?] < E|(a} + a3)(X7 + X3)]
= (af + a3) (B[X7] + E[X3]) < oo,

Observons que le vecteur nul dans L?(£2) est la v.a. constante égale a zéro. [J

Semi-produit scalaire et semi-norme dans L?(2)

Considérons 'opération
(X,Y) = (X, V) ¥ E[XY].

Remarquons que cette application possede les trois propriétés d’un semi-produit
scalaire. En effet, elle est bilinéaire, puisque

<a1X1 + ang,Y> = E[(ale + CLQXQ)Y]
= alE[X1Y] + CLQE[XQY] = ax <X1, Y> + CL2<X2,Y> .

Elle est symétrique, puisque (X,Y) = E[XY] = E[YX] = (Y, X). Elle est
positive, puisque (X, X) = E[X?] > 0. Elle n’est cependant pas définie-positive,
car une v.a. qui n’est pas identiquement nulle peut avoir une norme nulle. C’est
pour cela qu’on parle d’un semi-produit scalaire et non pas d’un produit scalaire.
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REMARQUE 8.4 En fait, il manque trés peu a l'opération (X,Y) — (X,Y)
pour étre définie-positive, puisque

(X,X) =0 = E[X? =0 — Var(X) + (E[X])* =

Puisque Var(X) > 0, ceci implique que Var(X) = 0 et F[X]| = 0. D’aprés le
corollaire 6.18, nous déduisons que P{X = E[X]} = 1 et E[X] = 0. Ainsi,
P{X =0} =1.

La semi-norme associée au semi-produit scalaire que nous venons de définir
est || X]|? = (X, X) = E[X?].

8.3 Estimation d’une variable aléatoire

D’aprés lexercice 6.16, le nombre a € R qui minimise expression ||Y —
all> = E[(Y —a)?] est a = E[Y]. Ainsi, la meilleure estimation de Y par une
v.a. constante est F[Y]. Etant donné une v.a. Y € L?(Q2) et une v.a. X, nous
allons chercher la v.a. de la forme ¥ (X) qui approxime au mieux la v.a. Y,
dans le sens ou cette fonction ¢ : R — R minimise ’expression

Iy - w0l = B[(v - v(x))*].

Espérance conditionnelle d’une variable aléatoire Y
sachant une variable aléatoire X

Afin de pouvoir utiliser le probléme de la meilleure approximation et sa
solution rappelée dans la section 8.1, appelons Wx I’ensemble de toutes les v.a.
de la forme g(X), ot g : R — R est une fonction telle que g(X) € L?(Q).

Proposition 8.5 Wy est un sous-espace vectoriel de L?(f2).

DEMONSTRATION. Observons que Wy # (3, puisque 1 € Wyx. D’autre part, si
1 = gl(X), Jy = gg(X) et a;,a9 € R, alors a1 21 + asZy = (a1g1 =+ C(,QQQ)(X)
appartient bien a Wx. a

REMARQUE 8.6 Si Z € Wy, alors les valeurs de Z sont entierement détermi-
nées par les valeurs de X : si Z = g(X), alors pour tout w € §, Z(w) = g(X (w)).

Définition 8.7

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire dans R? tel que Y € L?(Q2). L’espérance
conditionnelle de Y sachant X est la v.a. Z dans Wx telle que |Y — Z|* =
E[(Y = Z)?] est minimal (si une telle v.a. existe).

NOTATION ET INTERPRETATION. On note ¢(X) = E[Y | X] 'espérance condi-
tionnelle de Y sachant X . Cette v.a. est la meilleure approximation (en moyenne
quadratique) de Y par une v.a. qui est fonction de X. Ainsi, E[Y | X] = ¢(X),
pour une certaine fonction ¢ : R — R a déterminer. Si on observe que X (w) =
x, on estimera (ou on approximera) Y (w) par ¢(z).
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Caractérisation de F[Y | X]

Proposition 8.8 La v.a. E[Y | X]| est déterminée par la relation
Elyg(X)] = E[E[Y | X]g(X)], (8:3)

pour toute fonction g: R — R telle que g(X) € L*(9).

DEMONSTRATION. C’est une conséquence du rappel d’algébre linéaire, en par-
ticulier de (8.2). O

Pour chercher la fonction ¢ telle que E[Y | X] = ¢(X), on utilisera donc
la propriété
E[Yg(X)] = E[p(X)g(X)], (8.4)

pour toute fonction g : R — R telle que g(X) € L?(f), et en particulier pour
les fonctions g qui sont continues et bornées.
Formule pour E[Y | X]| dans le cas discret

Nous allons faire le lien entre 'espérance conditionnelle de Y sachant X et
la loi conditionnelle de Y sachant X = z introduite dans la section 5.7.

Définition 8.9
Soit (X,Y) un vecteur aléatoire discret a valeurs dans R2.

a) Pour € R tel que P{X =z} # 0, posons

EY [ X=2 ¥y yPy=y|X=0)= Y yhly| X =2).

On observera que le nombre E[Y | X = x| est l’espérance de la v.a. Y
sous la loi conditionnelle de Y sachant X = z.

b) Plus généralement, pour F € F tel que P(F) # 0, posons

E[Y | F] CﬁnyP(Y:g”F):ﬁZyP({Y:y}ﬁF).

Proposition 8.10 Soit (X,Y) un vecteur aléatoire discret a valeurs dans R2.
Pour x € R, posons

s = B 1= ptx =g

Ceci définit une fonction ¢ : R — R. L’espérance conditionnelle de 'Y sachant
X est alors la v.a. E[Y | X] = ¢p(X).
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DEMONSTRATION. Soit ¢ : R — R continue et bornée. Il suffit de vérifier
Pégalité (8.4). Celle-ci s’écrit

D> yg@)P{X =2,V =y} = p(2)g(x)P{X =z},

ou encore

> g(x) <Z yP{X =2,V = y}> => g(@)p(x)P{X =2}.
x Yy T
Cette égalité vaudra pour tout g : R — R si

ZyP{X =2,Y =y} = p(@)P{X ==x}.

Cette égalité est bien vérifiée puisque, pour x € R tel que P{X =z} # 0,
p@)P{X =2} =E[Y | X =z|]P{X =2}
=Y yP{X=2Y =y}.
Y

Formule pour E[Y | X] dans le cas continu

Définition 8.11
Soit (X,Y) un vecteur aléatoire continu dans R? avec fonction de densité
conjointe f(x yy. Pour x € R tel que fx(x) # 0, posons

. ptoo
EWLX=ﬂ@/ y vy | X = z)dy. (8.5)

— 00

Ce nombre est l’espérance de Y calculée avec la densité conditionnelle de Y
sachant X = x. Plus généralement, pour h : R — R, nous posons

+oo
EINY) [ X =a)= [ hw)frly | X =z)dy. (5.0)

— 00

Proposition 8.12 Soit (X,Y) un vecteur aléatoire continu dans R? avec fonc-
tion de densité conjointe f(x y). Pour x € R, posons, a l'aide de (8.5),

sz{EWVX—ﬂSHM@¢m

0 sinon .

Ceci définit une fonction ¢ : R — R. L’espérance conditionnelle de 'Y sachant
X est alors la v.a. E[Y | X] = ¢(X). Plus généralement, pour x € R, posons

M@_{EWWLXﬂsHM@%m

0 sinon.

L’espérance conditionnelle de h(Y') sachant X est alors la v.a. E[h(Y) | X] =
P(X).
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DEMONSTRATION. Il suffit de traiter la deuxiéme affirmation car la premiere
en découle en posant h(y) = y. Soit g : R — R continue et bornée. Il suffit de
vérifier 1’égalité

Celle-ci s’écrit

—+oo

+o00 +oo
/_ dx / dy h()g(@) fxvy(@,y) = | b)) fx (@) da,

ou encore

+o0 “+oo +o0
[ s ([ dvntisenen) = [ da@uoico.
Cette égalité sera satisfaite pour tout g si

+oo
| duh) i (@) = b (@),

— 00

Cette égalité est bien vérifiée puisque, pour x € R tel que fx(x) # 0,

+oo x,
V(@) fx(x) = EMY) | X = 2] fx(x) = fX(l‘)/_ h(y)w dy
+oo
:/_ h(y) fxv)(z,y) dy . O

Formule pour E[Y | X] dans le cas mixte discret / continu

Définition 8.13

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire mizte dans R? avec fonction de densité
conjointe f(x yy. Supposons que X soit une v.a. discrete et Y une v.a. continue.
Rappelons que les probabilités conditionnelles dans le cas mizte sont introduites
dans la définition 5.29.

a) Pour € R tel que P{X =z} # 0, posons
déf +oo
EY | X =a] = yfy(y| X =x)dy. (8.7)

— 0o

Ce nombre est l'espérance de Y calculée avec la densité conditionnelle
de'Y sachant X = x.

b) Pour y € R tel que fy(y) # 0, posons

EX|Y =y Z afx@|Y =y). (8.8)

Ce nombre est l’espérance de la v.a. X sous la loi conditionnelle de X
sachant 'Y =y.
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Proposition 8.14 Soit (X,Y) un vecteur aléatoire mizte dans R? avec fonction
de densité conjointe f(x yy. Supposons que X soit une v.a. discréte et Y une
v.a. continue. Pour x € R, posons, a laide de (8.7),

oioy= { F 134 srix=sieo

Ceci définit une fonction ¢1 : R — R. De méme, pour y € R, posons, a l’aide
de (8.8),

sinon.

w2<y>={ ELX|Y =y s fr(3) £0,

Ceci définit une fonction pg : R — R. L’espérance conditionnelle de' Y sachant
X est alors la v.a. E[Y | X] = ¢1(X). L’espérance conditionnelle de X sachant
Y estla v.a. E[X | Y] = ¢o(Y).

DEMONSTRATION. Premiérement, 1'égalité (8.4) s’écrit

Z/ dyyg(x) fx,v)(z,y) Zcpl x)P{X =z}

ou encore

zm:g(x)</_+ dyy fx.v) xy) Zg x)P{X = z}.

Cette égalité sera satisfaite pour tout g si
“+o0o
/ dyyfixv)(z,y) = e1(z)P{X =z},

Cette égalité est bien vérifiée puisque, pour x € R tel que P{X =z} # 0,

+oo
p1(2)P{X = 1} = P{X = x}/_ y vy | X = z)dy

. . +oo f(X,Y)(xay)
mrec=n | vy

+oo
= / yfxy(x,y)dy.

— 00

D’autre part, ’égalité (8.4) ol on échange les roles de X et Y, & savoir

E[Xg(Y)] = E[p2(Y)g(Y)],
s’écrit

+oo

+oo
> [ dvagton e = [ eawe)fr)ds.

T — 00 —0o0
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ou encore
+oo +oo
/ dyg(y) | Y afxyy(@y) | = / dy 9(y)e2(y) fv (v) -
—0o0 T — 00
Cette égalité sera satisfaite pour tout g si
D wfixyy(@y) = e2() fr () -
x

Cette égalité est bien vérifiée puisque, pour y € R tel que fy(y) # 0,

m@h@—hwihh@”‘w‘h@§phﬁgw)

:fo(x,y)(fﬂvy)' =

Propriétés de I’espérance conditionnelle

Proposition 8.15
a) L’espérance de E[Y | X] est E[Y], c¢’est-a-dire E[E[Y | X]| = E[Y].
b) Soit h : R — R. Alors E[M(X)Y | X] = h(X)E[Y | X].
¢) Ela Y1 + a2Ys | X] = a1 E[Y1 | X]+ axE[Ys | X].
d) Si X etY sont deux v.a. indépendantes, alors E]Y | X] = E[Y].
e) Soit h: R? — R. Alors E[L(X,Y) | X] = ¢(X), ot ¢(z) = E[h(z,Y) |
X =zl.

DEMONSTRATION. a) Il suffit de prendre g = 1 dans 'égalité (8.3).
b) Observons que pour g : R — R :
E[h(X)Yg(X)] = E[YA(X)g(X)] = E[Y (hg)(X)]
= E[E[Y | X]h(X) g(X)]

Par conséquent, E[h(X)Y | X| = E[Y | X]h(X).

c) Cette propriété découle du fait que la projection orthogonale est une trans-
formation linéaire.

d) et e) Voir 'exercice 8.5. O

Proposition 8.16 Soit F' € F un événement tel que P(F') > 0.
a) Soit X une v.a. discréte telle que E[X?] < co. Alors

E[X | F|] = % E[X1x].
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b) Soit X une v.a. telle que E[X?] < oo. Sans exiger, comme dans la
définition 8.9, que X soit une v.a. discréte, on pose

1
EX | F|= ——= E[X1F].
X1 F)= 5 BIX 1]
Alors
EX |1p]=FE[X | F]lp + E[X | F]1pe.
Pour la démonstration de cette proposition, voir ’exercice 8.7.

Formule des probabilités totales généralisée

Corollaire 8.17 Soit Y € L*(Q) une v.a discréte ou continue avec fonction de
densité f.

a) Soit X une v.a. discréte d valeurs dans un ensemble dénombrable D, tel
que P{X =z} > 0, pour tout x € D. Alors,

E[Y] =) E[Y|X =z]P{X =z}
xeD
b) Soit X une v.a. continue avec fonction de densité fx. Alors

+o0
ElY]= [ ElY|X =alfx(a)de

— 00

(avec la convention E[Y | X = z|fx(x) =0 si fx(z) =0).

DEMONSTRATION. a) D’apres le point a) de la proposition 8.15, E[Y] =
E[E[Y | X]]. D’aprés les propositions 8.10 et 8.14, E[Y | X] = ¢(X), ou
p(xz) = E[Y | X = z]. Ainsi, d’apres le théoréme 6.4,

ElY]=E[E[Y | X]] = E[¢(X)]
=Y p@)P{X =2} =) E[Y|X =2]P{X ==z}

xeD xzeD

b) D’apres le point a) de la proposition 8.15, E[Y] = E[E[Y | X]]. D’aprés
les propositions 8.12 et 8.14, E[Y | X] = ¢(X), ot p(z) = E[Y | X = z] si
fx(x) >0, p(z) = 0 sinon. Ainsi, d’apres le théoréme 6.4,

E[Y]=E[EY | X]] = Elp(X)]

= [ ety is

— 00

:/ ElY | X = z]fx(x)dx
{z:fx (z)>0}

= +OoE[Y | X = z]fx(z)dz,

—00

d’apres la convention mentionnée dans 1’énoncé. (|
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8.4 Variance conditionnelle

Imaginons qu’on observe X et qu’on estime Y par E[Y | X]. Il est alors
naturel de s’intéresser a l'erreur quadratique moyenne de cette estimation, ce
qui nous amene au concept de variance conditionnelle.

Définition 8.18
Var(Y | X) = E [(Y — E[Y | X)) | X]

Proposition 8.19
a) Var(Y | X) = E[Y? | X] — (E[Y | X)).
b) Posons Var(Y | X = 2) Y E[Y? | X = 2] - (E[Y | X = z])? et

Y(z) = Var(Y | X = z) (il s’agit donc de la variance de'Y calculée avec
la loi conditionnelle de Y sachant X = x). Alors Var(Y | X) = ¢(X).

c) Si X et'Y sont indépendantes, alors Var(Y | X) = Var(Y).

DEMONSTRATION. Voir ’exercice 8.6.

Proposition 8.20 Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var(E[Y | X]).

D’apres la définition 8.18 et la proposition 8.15a), le premier terme du
membre de droite est égal & E[(Y — E[Y | X])2]. C’est donc l'erreur quadratique
moyenne liée & 'estimation de Y par E[Y | X]. Quand au second terme, c’est
la variance de l’estimation de Y.

DEMONSTRATION. Observons que
Var(Y) = E [(Y - E[Y})Q} =||v - By’
— |y - EY | X]+ E[Y | X] - E[Y]|]”.
D’apres le théoreme de Pythagore, le membre de droite est égal a
Y — Bl | X]||° + ||ElY | X] - E[Y]|)*.
Le premier terme de cette somme est égal a
E[(Y - E[Y | X])*] = B[Var(Y | X)]

d’apres la définition 8.18 et la proposition 8.15. Puisque E[Y] = E[E[Y | X]]7
le deuxieéme terme de cette somme est

E[(ElY | X] - E[E]Y | X]))*] = Var(E[Y | X]).

La proposition est démontrée. (Il
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EXEMPLE 8.21 Un casino a constaté que le nombre N de personnes qui jouent
a la roulette un soir donné est une v.a. de Poisson de parametre A > 0. Soit X;
le bénéfice ou la perte du casino lié aux paris du joueur i. On admet que les
v.a. X; sont i.i.d., d’espérance u et de variance o2, et que N et la suite des X;
sont mutuellement indépendantes. S’il y a n joueurs, le bénéfice du casino est
Sn = X1+ -+ X,. Avant de connaitre le nombre N de joueurs, le bénéfice
pour la soirée est Sy = X7 + -+ + Xy.

a) Trouver E[Sy | N] et Var(Sy | N). Calculons tout d’abord E[S,, | N =
n]. Comme S,, et N sont indépendantes, la propriété d) de la proposition
8.15 affirme que E[S, | N = n] = E|[S,] et la linéarité de 'espérance
nous dit que E[S,] = nu. Par conséquent,

E[S, | N=n]=nu.

Nous devons encore calculer E[Sy | NJ. Par définition de l’espérance
conditionnelle, nous cherchons une v.a. Z = ¢(N) telle que E[Snyg(N)] =
E|[Zg(N)] pour toute fonction g continue et bornée. Par les propriétés
de lespérance (noter qu’il est possible de démontrer que la somme et
I’espérance ci-dessous peuvent étre permutées, mais nous ne présentons
pas les détails ici),

E[Sng(N)] =E

SN g(N) Z 1{N_n}] = Z E[Sn g(N)1{n=n)]
n=0 n=0

= Z E[Sn g(n)l{N:n}] = Z g(n)E[Snl{N:n}]'
n=0 n=0

Par la proposition 8.16,

B[Sy g(N)] = 3 g(n)ElSa | N = alP{N =n} = 3" npg(w) PN = n}
n=0 n=0
=Y E[npgn)ln=n}] =Y E[Npg(N)l{n=n)]
n=0 n=0

=E [Npg(N) Y Lin=ny| = E[Nug(N)].
n=0

Ainsi, Z = ¢(N) = Ny vérifie la définition de I'espérance conditionnelle
et B[Sy | N] = Nu. De plus, par I'indépendance de S,, et N, le point c)
de la proposition 8.19 et le point ¢) de la proposition 6.19, nous avons
Var(S,, | N = n) = Var(S,,) = n Var(X;) = no?. Ainsi, un raisonnement
analogue a celui effectué ci-dessus avec (Sy — Npu)? en lieu et place de
Sx montre que Var(Sy | N) = No?2.

b) Trouver E[Sy] et Var(Sy). D’apreés la propriété a) de la proposition
8.15 et le calcul qui vient d’étre fait,

E[Sn] = E[E[Sx | N| = E[Nu) = pE[N] = p.
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D’autre part, d’apres la proposition 8.20 et la partie a),

Var(Sy) = E[Var(Sy | N)] + Var(E[Sxy | N]) = E[No?] + Var(Np)
= 0?E[N] + 1% Var(N) = Mo + 1i?) .

8.5 Exercices

8.1 Soit (X,Y) un vecteur aléatoire discret dans R? dont la fonction de den-
sité conjointe est

P{X =Y =y} = (Z) <n ; x)pzqy(l —p—q)" Y,

pour z,y € {0,...,n} avec  + y < n (loi multinomiale).

a) Déterminer la fonction de densité marginale de X.

b) Montrer que les fonctions de densité conditionnelles P{Y =y | X =z}
et P{X =z |Y =y} sont des densités binomiales dont on déterminera
les parametres.

c) Calculer E[Y | X =z] et E[X |Y =y].
d) Trouver E[Y | X] et E[X | Y].
e) Calculer P{E[X | Y] = 0}.

8.2 Soient X et Y deux v.a. indépendantes, ot X est binomiale (n,p) et Y
est binomiale (m,p). Posons Z = X + Y.

a) Trouver P{Y =y, Z =z} et P{Y =y | Z = z}.

b) En déduire E[Y | Z = z] et E[Y | Z].

c) Calculer P{E[Y | Z] = 0}.

8.3 Soient X; et X5 deux v.a. indépendantes, ou X; et X5 sont des v.a. de
Poisson de parameétres respectifs A; et Ay. Posons Z = X7 + Xo.
a) Trouver P{Xy =29, Z =z} et P{Xy =22 | Z = z}.
b) En déduire E[X, | Z = 2] et E[ | Z].
¢) Calculer P{E[X; | Z] < }

8.4 Soit (X,Y") un vecteur aléatoire continu dont la fonction de densité conjointe
est

1022y si0<y<ax<l,
f(X’Y)(m’y) - { 0 sinon .
a) Déterminer fy(y | X = z).
b) En déduire E[Y | X = z] et Var(Y | X = z), puis E[Y | X] et Var(Y |
X).
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8.5* a) Soient X et Y deux v.a. indépendantes. Montrer que E[Y | X] =
E[Y).
b) Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire (discret ou continu) dans R? et h : R? —

R. Montrer que
E[M(X,Y) | X] = ¢(X),
=F

ot ¢ : R — R est définie par ¢(x) [h(z,Y) | X =zl

8.6 Démontrer la proposition 8.19.
8.7 Démontrer la proposition 8.16.

8.8* Soit Z = (77, Zs) un vecteur aléatoire continu dont la fonction de densité
est donnée dans ’exercice 6.30, dont on utilise les notations.

a) Montrer que la fonction de densité conditionnelle fz,(z2 | Z1 = 21) est
celle d'une v.a.

oo
N (M2 + PUT (21— p1), 05(1 — 102)> ,

ou p = Corr(Zy, Zs).
b) Déduire de a) que E[Zy | Z1] = po + pZ (Z1 — pu1) et Var(Zz | Z1) =
a3(1 - p?).

8.9 Une poule pond X ceufs, ou X est une v.a. de Poisson de parametre
A. Chaque ceuf pondu éclot avec probabilité p €]0,1[, indépendamment des
autres. Soit Y le nombre de poussins obtenus.

a) Quelle est la loi conditionnelle de Y sachant X =z ?

b) Déterminer E[Y|X] et en déduire E[Y] et E[XY].

c¢) Calculer Var(Y | X) et Var(Y).

d) Quelle est la fonction de densité conjointe du vecteur aléatoire (X,Y)?

8.10 Soit (©, X) un vecteur aléatoire, ot © est une v.a. uniforme sur [0, 1] et
la loi conditionnelle de X sachant © = 6 est binomiale B(n,§) (n € N*).

a) Calculer E[X | ©] et Var(X | ©).
b) Calculer E[X] et Var(X).






CHAPITRE 9

Exercices de révision

Ce chapitre propose des exercices de révision regroupant toutes les notions
traitées dans le cadre de cet ouvrage. De difficultés variées, ils constituent de
bons exemples de questions pouvant apparaitre dans un examen.

9.1* Un ordinateur est équipé d’un logiciel antivirus. Au moment d’allumer
I'ordinateur, le logiciel informe I'utilisateur de la présence ou non d’un virus.
La probabilité que I'ordinateur soit infecté par un virus est 0,2. Si I'ordinateur
est infecté, la probabilité que le logiciel détecte le virus est 0,9. Si 'ordinateur
n’est pas infecté, la probabilité que le logiciel déclare qu'un virus est présent
est 0,02.

a) Si le logiciel signale la présence d’un virus, quelle est la probabilité que
l’ordinateur soit infecté ?

b) Quelle est la probabilité que 'ordinateur soit infecté par un virus et que
le logiciel ne le détecte pas?

9.2* On tire une main de 4 cartes d’un jeu de 52 cartes.
a) Combien y a-t-il de résultats possibles ?
b) Quelle est la probabilité d’obtenir deux piques et deux trefles ?

c¢) Sachant qu’on a obtenu deux piques et deux treéfles, quelle est la proba-
bilité d’obtenir quatre valeurs différentes ?

9.3* On tire successivement deux boules avec remise d’une urne qui contient
trois boules numérotées 1, 2 et 3. Soient X7 le produit des numéros obtenus et
X5 la somme des numéros obtenus.

a) Donner un espace de probabilité (Q, F, P) qui correspond a cette expé-
rience aléatoire.

b) Définir deux v.a. X7 : 2 — Ret X5 : @ — R qui correspondent a la
description ci-dessus.

¢) Donner la fonction de densité conjointe de X; et Xy ainsi que leurs
fonctions de densité marginales.

d) Est-ce que X7 et X5 sont indépendantes ? Justifier votre réponse.
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9.4* Si z € R, on note [z] la partie entiere de = (c’est-a-dire [z] € Z et
[#] < & < [z] +1). Soit X une v.a. exponentielle de parametre A > 0. Posons
Y = [X].

a) Quelle est la fonction de densité de Y ?

b) Soit Z une v.a. telle que Z° + Z + 1 = X. Quelle est la fonction de
densité de Z 7

9.5*% Soient X;, X5 deux v.a. indépendantes et uniformes sur [0, 1]. Calculer

1 1
P{XQ—X1<,X1—|—X2<}.

4 2
9.6* Pour n € N*, soient X1,...,X,, des v.a. indépendantes ayant toutes I’
pour fonction de répartition. On pose M,, = max(Xy,...,Xp).

a) Montrer que P{M,, <y} = (F(y))".
b) On suppose de plus que les X; sont des v.a. uniformes sur [0, 1]. Montrer
que pour tout xz > 0,

lim P{n(l—M,) <z} =1-e".

n—oo

9.7* Soient n > 2 et Xy,..., X, des v.a. indépendantes et de loi uniforme
sur [0,1]. Posons Y = min(X7y,...,X,) et Z = max(Xy,...,X,).

a) Trouver la fonction de densité fy de Y.

b) Pour 0 < y < z < 1, calculer P{y <Y < Z < z}.

¢) Trouver la fonction de répartition conjointe de (Y, Z) et sa fonction de
densité conjointe.

9.8*% On dispose de n jetons numérotés de 1 & n et de n urnes, aussi numéro-
tées de 1 a n. On place indépendamment les jetons dans les urnes, de sorte que
le jeton numéro i a probabilité % de se retrouver dans chacune des urnes 1 a i.

a) Pour i =1,...,n, quelle est la probabilité que 1'urne i reste vide ?

b) Quelle est I’espérance du nombre d’urnes vides ?

¢) Quelle est la probabilité qu’aucune urne ne reste vide ?

9.9*% Le temps nécessaire pour corriger une série d’exercices est de 5 minutes
en moyenne, avec un écart type de 2 minutes. S’il y a 100 séries a corriger, quel
est le laps de temps minimal tel que la probabilité que les 100 séries puissent
étre corrigées en ce laps de temps soit supérieure a 0,997 On indiquera les
hypotheéses utilisées pour effectuer le calcul.

9.10*% Soient X une v.a. de loi N(0,1) et Y une v.a. telle que P{Y = +1} =
Py = -1} = % On suppose que X et Y sont indépendantes et on pose
Z =XY.
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a) Est-ce que Y et Z sont indépendantes ?
b) Montrer que Z est de loi N(0,1).

¢) Montrer que Cov(X, Z) = 0.

d) Est-ce que X et Z sont indépendantes ?

9.11* Soient X7, X5, X3 des v.a. i.i.d dont la fonction de densité est

e ™ six>0,
f(z) = { 0 sinon .
Posons Uy = X1 + Xs, Us = X1 + X3, U3 = X5 4+ X3. Quelle est la fonction de
densité conjointe de (Uy,Us, Us)?

9.12* Une expérience consiste & lancer successivement 5 dés équilibrés.

a) Quel est le nombre de résultats possibles de I'expérience ?

b) Quelle est la probabilité que le résultat soit « 1 paire » (c’est-a-dire deux
résultats identiques et trois autres chiffres distincts) ?

c¢) Quelle est la probabilité que le résultat soit « 2 paires » (c’est-a-dire
que 3 chiffres distincts apparaissent sur les cinq dés, dont deux chiffres
apparaissent deux fois) ?

9.13* Trois pieces de monnaie sont sur une table. L’une est biaisée et tombe

sur pile avec probabilité p > % Les deux autres sont équilibrées. Vous en
choisissez une au hasard. En dix lancers, vous obtenez 8 piles et 2 faces. Quelle

est la probabilité d’avoir ramassé la piece biaisée ?

9.14* Soient X et Y deux v.a. continues indépendantes ayant respectivement
pour fonction de densité fx et fy.

a) Exprimer P{X < z,X +Y < u} alaide de fx et fy.

b) Exprimer la fonction de densité conjointe du vecteur aléatoire (X, X+Y")
a laide de fx et fy.

c¢) Donner la fonction de densité conditionnelle de X sachant X +Y = u
(u e R).

d) Calculer explicitement la fonction de densité conditionnelle en c) lorsque
X et Y suivent des lois exponentielles de parametre A =1 et u > 0.

e) Dans le cadre de d), quelle est la loi conditionnelle de X sachant X +Y =
u(u>0)?

9.15* Dans une ville, lors d’une élection, 20 % des habitants préferent le can-
didat A. On choisit 100 habitants au hasard et on s’intéresse a la probabilité
que 18 a 22 des personnes choisies préferent le candidat A.

a) Exprimer la valeur exacte de cette probabilité (sans la calculer numéri-
quement).

b) En utilisant la correction de continuité, donner une approximation de
cette probabilité.
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9.16* Soit n > 1 et soient X1,..., X, des v.a. continues i.i.d., toutes ayant
f pour fonction de densité et F' pour fonction de répartition.

a) Pour 1 < m < n, calculer P{X,, > max(X1,..., Xm-1)}.

b) On observe successivement les v.a. Xi,...,X,. On dit qu'un record a
lieu & linstant m si m > 1 et X,;, > max(Xy,...,X;m—1). Quelle est
I’espérance du nombre N de records?

9.17* Une urne contient quinze boules blanches numérotées de 1 a 15 et
quinze boules noires aussi numérotées de 1 a 15. On tire quatre boules sans
remise.

a) Quelle est la probabilité que tous les numéros obtenus soient distincts ?

b) Quelle est la probabilité d’obtenir une seule paire de boules portant le
méme numéro ?

c¢) Quelle est la probabilité d’obtenir deux paires de boules avec les mémes
numéros 7

9.18* On suppose que la fonction de densité conjointe du vecteur aléatoire
(X,Y) est

a) Soit Z = Y—pX Montrer que la densité conjointe du vecteur aléatoire
T2 q ]
Vi-p

(X, Z) est celle d'un vecteur aléatoire normal standard dans R2.
b) Soit E = (R*)?. Montrer que

2 /1= p2

9.19*% Une expérience consiste & lancer successivement 5 dés équilibrés.

P{(X,Y) € E} = i + L arctg (p) :

a) Quel est le nombre de résultats possibles ?

b) Quelle est la probabilité que le résultat soit « 1 brelan » (c’est-a-dire
trois chiffres identiques et deux autres chiffres distincts) ?

¢) Quelle est la probabilité que le résultat soit « 2 paires » (c’est-a-dire
que 3 chiffres distincts apparaissent sur les cinq dés, dont deux chiffres
apparaissent deux fois).

9.20* 20% des personnes qui partent en vacances d’hiver partent dans un
pays chaud, les autres vont aux sports d’hiver. La probabilité d’attraper un
coup de soleil dans un pays chaud est 14—0, alors que cette probabilité est de
6/10 aux sports d’hiver.

a) Quelle est la probabilité qu'une personne qui part en vacances d’hiver
revienne sans coup de soleil 7
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b) Une personne revient sans coup de soleil. Quelle est la probabilité qu’elle
soit partie dans un pays chaud ?

9.21* Soit X une v.a. N(u = 1,02 = 4). On définit une v.a. Y par

—2 siX <0,
Y = 0 si0< X <2,
2 siX>2.

a) Quelle est la fonction de densité de Y ?

b) Soit Z une v.a. telle que Z7 + Z3 + Z = X. Quelle est la fonction de
densité de Z 7

9.22* Soient (£2, F, P) un espace de probabilité, (G,,,n € N) une suite d’évé-
nements. L’événement « sauf pour un nombre fini de valeurs de n, tous les G,
se réalisent » est noté liminf, .., G,,.

a) Montrer que

h,{iﬂ%fG”: [_jl Fj G .

b) Montrer que
P <lim inf Gn> < liminf P(G,,) .

n—0o0 n—oo

Rappel : si (an,n € N) est une suite de nombres, alors lim inf a,, = lim inf a,,.
n—oo n—oo m>=n

9.23* On effectue une suite d’épreuves indépendantes. Chacune de ces
épreuves a trois résultats possibles R;, R2 et R3, de probabilités respectives

p1, p2 et p3, oup; > 0et p1 +p2+p3 =1.

a) Soient 0 < ny < na deux entiers. Quelle est la probabilité que le résultat
R; apparaisse pour la premiere fois lors de I’épreuve numéro n; et que
le résultat Ry apparaisse pour la premiere fois lors de I’épreuve numéro
Up) ?

b) A T'aide de a) , montrer que la probabilité que le résultat R; apparaisse

avant le résultat Rs est
D1

P14+

9.24* On dispose de 6 urnes numérotées de 1 & 6. On dépose successivement
au hasard 15 boules dans ces urnes.

a) Quel est 'ensemble Q) des résultats possibles ?

b) Quelle est la probabilité que 'urne 1 reste vide ?

¢) Quelle est la probabilité que les urnes 1, 2, 3 et 4 contiennent chacune
trois boules, 'urne 5 deux boules et 'urne 6 une boule ?

d) Quelle est la probabilité que quatre urnes contiennent chacune 3 boules,
une urne contienne 2 boules et une urne contienne 1 boule ?
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9.25* Soient X7, X5 et X3 trois v.a. indépendantes et uniformes sur [0, 1].
Posons Y = min(X;, Xo, X3) et Z = max(X;, X, X3).
a) Trouver les fonctions de densité marginales fy et fz des v.a. Y et Z.
b) Trouver la fonction de densité conjointe f(y,z) du vecteur aléatoire
(Y, 2).
c) Trouver E[Y | Z].

9.26* Un ouvrier enfonce un clou de 0,25 cm en moyenne par coup de marteau
avec un écart type de 0,1 cm. Combien de coups de marteau sont-ils nécessaires
pour que la probabilité d’enfoncer entierement un clou de 9 cm de long soit
supérieure a 0,97 On utilisera le théoreme limite central en expliquant les
hypotheses qui justifient son utilisation.

9.27* Soient X; et Xo deux v.a. indépendantes, suivant une loi gamma res-
pectivement de parameétres (s, A) et (¢, A). Posons

X+ Xy

Trouver la fonction de densité conjointe de (Y71, Ya).

Y1:X1 +X2 et }/2

9.28* Une urne contient N; boules de couleur ¢, 7 = 1,2, 3. On fait des tirages

sans remise. Montrer que la probabilité d’obtenir une boule de couleur 1 avant

Ny
une boule de couleur 2 est e

9.29 Soient (2, F, P) un espace de probabilité, (X, )nen et X des v.a. Soit

G = {w €N: lim X, (w) :X(w)}.

n—oo

a) Expliquer pourquoi

1
= U N {|Xn—X|<k}.
keN* NeN n>N
b) On suppose que pour tout k € N*, Y>> P{|X, — X| > }} < oc.
Montrer que P(G¢) = 0 et donc P(G) = 1.

9.30* Soit (X,Y) un vecteur aléatoire dans R? dont la fonction de densité
conjointe est

flz,y) = %\/1—7;)2 exp (—2(11/)2) (z® — 2pzy + y2)) .

a) Soient Z; et Zs telles que X = % etY = % Trouver la fonction
de densité conjointe du vecteur aléatoire (7, Z3).

b) Sans calcul d’intégrale, donner la fonction de densité marginale de 77,
celle de Z5, et indiquer la loi de ces deux v.a.

¢) Est-ce que Z; et Z sont indépendantes ?

d) A T’aide des propriétés de I’espérance conditionnelle, déterminer E[X |
Zy].



CHAPITRE 10

Une breve histoire de la théorie

des probabilités

Pratiquement toutes les activités humaines sont affectées par le hasard : un
accident, le temps qu’il fait, une maladie qu’on attrape au mauvais moment,
un mouvement inattendu de la bourse, sont des exemples courants. Dans ce
chapitre, nous examinons la naissance et le développement de la théorie des
probabilités depuis I’Antiquité jusqu’a nos jours.

L’ Antiquité

Au contraire de la géométrie et de ’étude des nombres, il n’y a pas eu
d’étude mathématique des probabilités pendant I’Antiquité. Les anciens uti-
lisent le hasard dans le divertissement (jeux de hasard) et dans quelques autres
circonstances. Par exemple, le hasard permet de prendre des décisions dans
des situations ou aucun argument rationnel n’est utile pour faire un choix. Ce
role est notamment présent dans le sport, pour décider par exemple dans quel
ordre des équipes vont se rencontrer, mais aussi dans quelques situations plus
dramatiques(l). On se rend compte déja a cette époque que l'utilisation de
méthodes de décision basées sur le hasard a aussi 'avantage d’éviter d’engager
la responsabilité d’un décideur !

De la Renaissance au dix-neuviéme siécle

Une des premiéres références connues a des calculs de probabilités est un
calcul élémentaire mentionné dans un commentaire, publié a Venise en 1477,
sur la Divine Comédie de Dante. Quelques autres références aux probabili-
tés apparaissent dans un court traité de Jérome Cardan (1501-1576), publié
en 1663, longtemps apres le déces de Pauteur. Galilée (1564-1642) fait aussi
quelques calculs concernant des jeux de dés.

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) attribue l'origine de la théorie des
probabilités & Blaise Pascal (1623-1662) et Pierre de Fermat (1608 ?-1665),

(1). Une illustration de cette utilisation apparait dans la chanson francaise « Il était un
petit navire », qui raconte ’histoire d’un bateau a la dérive dans lequel les vivres viennent a
manquer. La chanson raconte que les marins « tirent a la courte paille » pour décider « qui
sera mangé » !
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pour leur résolution en 1654 environ du « probléme des points », qui leur avait
été posé par Antoine Gambaud, dit le Chevalier de Méré (exercice 3.27). Un peu
plus tard, en 1657, Christiaan Huygens (1629-1695) publie un traité qui contient
des calculs de probabilités combinatoires. Ces calculs sont repris et développés
dans le livre Ars Conjectandi de Jakob Bernoulli (1654-1705), publié en 1713.
Ce livre contient des calculs liés aux permutations et au binéme de Newton,
une étude de divers problémes combinatoires ainsi que la loi faible des grands
nombres.

Pierre Rémond de Montmort (1678-1719) publie en 1708 I’Essay d’ana-
lyse sur les Jeux de Hasard, qui mentionne aussi le binéme de Newton, divers
problémes de jeux de cartes, et le « probleme des points ». Un autre traité par-
ticulierement influent est celui du mathématicien frangais Abraham De Moivre
(1667-1754), qui publie en 1718 (et en anglais!) The Doctrine of Chances. Ce
traité analyse 26 problemes de probabilités combinatoires. La « formule de Stir-
ling » (exemple 2.3) y apparait (le nom provient de James Stirling (1692-1770)),
ainsi que la formule d’inclusion/exclusion, les probabilités conditionnelles et
I’approximation d’une loi binomiale par la loi gaussienne, c’est-a-dire une toute
premiére version d'un théoréme limite central.

Nikolaus Bernoulli (1687-1759) publie en 1711 sa these de doctorat, qui est
sans doute le premier écrit ou apparait la loi uniforme.

Daniel Bernoulli (1700-1782) étudie des problémes d’assurance et montre
I'intérét du principe de répartition des risques. Il montre aussi en 1732 que
le hasard n’explique pas les inclinaisons des orbites des planetes. Il utilise le
calcul différentiel dans ses calculs de probabilités et s’intéresse au probleme de
I’accumulation des erreurs de mesures. Un de ses mémoires discute le « probleme
de Saint-Pétersbourg », qui concerne la valeur a attribuer & une récompense
aléatoire dont l'espérance est infinie. Il étudie aussi approximation de la loi
binomiale par la loi gaussienne, méme si son approche n’est pas complétement
rigoureuse.

Le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1783) fait quelques contri-
butions a la théorie des probabilités, principalement en liaison avec des ques-
tions d’assurance (annuités et mortalité).

Jean d’Alembert (1717-1783) étudie le probleme de Saint-Pétersbourg et
énonce la régle maintenant usuelle du calcul de ’espérance d’une variable aléa-
toire discrete. Il considere cependant qu’une tres petite probabilité correspond
a une probabilité nulle!

Thomas Bayes (1702-1761) publie en 1764, & titre posthume, un cas parti-
culier de son théoreme. La formule générale sera énoncée plus tard par Laplace.

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) publie vers 1770 un mémoire qui
concerne 10 problemes de probabilités, dont le probleme de la durée d’un jeu
de hasard et des problemes concernant des variables aléatoires de loi continue.

Le naturaliste Georges Buffon (1707-1788) publie en 1777 son Essai d’Arith-
métique Morale, ou il parle notamment de problemes qui font le lien entre les
probabilités et la géométrie, et en particulier, du fameux probleme de « I'aiguille
de Buffon » (exercice 5.21).
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Un tournant dans la théorie des probabilités est la publication en 1812 du
livre Théorie analytique des probabilités par Laplace. Laplace poursuit 1'étude
de D. Bernoulli concernant les inclinaisons des orbites des planetes. Il calcule
Iintégrale de la fonction de densité gaussienne. Il utilise le calcul des probabi-
lités pour expliquer pourquoi les orbites des cometes sont des paraboles, plutot
que des hyperboles ou des ellipses. Il développe la théorie des fonctions géné-
ratrices de variables aléatoires (qui apparait déja chez de Moivre). Il compléte
les travaux de D. Bernoulli, Stirling et de Moivre sur le théoréme limite central
et présente la méthode des moindres carrés. Il s’intéresse en particulier aux
incertitudes dans les résultats de mesures : en vue de déterminer les orbites des
planetes, il se demande comment une accumulation de petites erreurs inconnues
affecte le résultat final.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) travaille aussi sur la méthode des moindres
carrés : ses calculs permettent de prédire l'orbite de astéroide Céres (en 1801).
En 1829, Gauss montre que si les erreurs sont réparties selon la loi normale,
aussi appelée loi de Gauss, alors la méthode des moindres carrés est optimale.

John Venn (1834-1923), mathématicien et logicien, introduit le diagramme
de Venn en 1881. Il cherche a représenter les liens entre différentes propositions
logiques.

La premiéere moitié du vingtiéme siécle

Un des résultats les plus importants du début du vingtieme siecle est le
théoréme limite central, que nous avons présenté dans le chapitre 7. Ce théo-
réme est 'aboutissement d’un long développement. La fonction de densité de
la loi normale apparait déja dans les travaux de A. de Moivre en 1738, comme
nous ’avons dit ci-dessus. En particulier, de Moivre, qui avait établi la formule
dite « de Stirling » en 1733, a montré comment la loi binomiale peut étre appro-
chée par la loi normale. En 1810, Laplace démontre le théoreme limite central
pour les variables aléatoires indépendantes et bornées. Méme si des grands ma-
thématiciens frangais comme Joseph Bertrand (1822-1900) et Henri Poincaré
(1854-1912) s’intéressent au theoréme limite central, la premiére preuve rigou-
reuse sous des hypotheses plus faibles que celles de Laplace, mais qui s’appuie
sur ses idées, est donnée en 1901 par le mathématicien russe Aleksandr M. Lia-
pounov (1857-1918). La preuve que nous présentons dans le présent ouvrage
est due & Jarl W. Lindeberg (1876-1932) et a été publiée en 1920. Cette dé-
monstration a ’avantage d’étre élémentaire et de se généraliser a toutes sortes
d’autres contextes. Relevons enfin que c’est George Polya (1887-1985) qui, en
1920, a qualifié ce théoreme de « central ».

Les neuf premiers chapitres de ce livre contiennent les points essentiels déve-
loppés au court des 300 années de recherche mathématique sur les probabilités
qui sont résumées ci-dessus. Les développements que nous allons mentionner
maintenant font partie d’ouvrages plus avancés.

Outre les travaux liés au théoreme limite central, la théorie des probabili-
tés a connu un essor important pendant tout le vingtieme siecle. Mentionnons
d’abord les travaux du grand mathématicien et probabiliste américain Norbert
Wiener (1894-1964), qui étudie, dans un contexte militaire, comment prévoir les
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trajectoires d’avions et de missiles. Norbert Wiener donne aussi une construc-
tion mathématique du mouvement brownien, dont certaines propriétés avaient
été établies des 1900 par Louis Bachelier (1870-1946), et en 1905 par Albert
Einstein (1879-1955). On considére cependant que la théorie moderne des pro-
babilités démarre avec les travaux de Andrei N. Kolmogorov (1903-1987), qui
publie en 1933 une axiomatisation de la théorie, qui demeure la base contempo-
raine. Elle avait été précédée de tentatives infructueuses par d’autres mathéma-
ticiens, comme Richard von Mises (1883-1953) en 1919. Outre 'axiomatique,
Kolmogorov jette les bases modernes des notions de mesure de probabilité et
d’espérance conditionnelle et étudie les processus de Markov.

En France, Paul Lévy (1886-1971), mathématicien pur, généralise les condi-
tions d’application du théoréme limite central et caractérise les lois dites « sta-
bles », qui jouent un roéle analogue a celui de la loi normale et qu’il étudie a
laide des fonctions caractéristiques (autre nom de la transformée de Fourier).
Il publie en 1937 un livre influent intitulé Théorie de [’addition des variables
aléatoires, consacré a 1’étude du comportement des sommes de variables aléa-
toires indépendantes. Il améliore divers résultats de Wiener sur le mouvement
brownien et entreprend une étude de certains processus de Markov a plusieurs
parameétres (champs aléatoires). Le mathématicien russe Alexandre Khintchine
(1878-1959) introduit en 1934 la notion de processus stationnaire, qui joue un
role fondamental aujourd’hui dans la théorie des communications et le traite-
ment du signal. Ces travaux sont complétés par ceux de Herman Wold (1908-
1992) en 1938.

Le mathématicien suédois Harald Cramér (1893-1985), motivé par des ques-
tions d’assurances, s’intéresse des 1937 a un autre aspect des théoremes limites.
Il détermine la probabilité qu’une somme de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées donne un résultat tres éloigné de la valeur espé-
rée : on parle de la probabilité d’'un « événement rare » ou d’une « grande
déviation ». Ce résultat donnera lieu a des travaux importants, que nous men-
tionnons ci-dessous.

La deuxiéme moitié du vingtiéme siecle

Durant cette période, la théorie des probabilités évolue de plus en plus vers
I’étude des processus stochastiques, c¢’est-a-dire des phénomenes aléatoires qui
évoluent dans le temps et dans I'espace. Cette étude s’appuie sur les travaux de
Wiener, Lévy, Kolmogorov et Khintchine mentionnés ci-dessus et les généralise.

William Feller (1906-1970), d’origine croate mais établi aux Etats-Unis, ob-
tient des versions plus générales du théoréme limite central et des résultats tres
raffinés sur les processus de diffusion. Il publie en deux volumes (1950 et 1970)
un livre intitulé An Introduction to Probability Theory and Its Applications, qui
rassemble les principaux résultats de la théorie et qui est encore réguliérement
utilisé aujourd’hui.

Le mathématicien américain Joseph L. Doob (1910-2004) développe la théo-
rie des martingales, la théorie des processus de Markov et la théorie probabi-
liste du potentiel. Son livre Stochastic Processes, publié en 1953, a été 'un des
livres de probabilités les plus influents du vingtieme siecle. Ces développements
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utilisent de maniere centrale les fondements introduits par Kolmogorov et en
particulier, la notion d’espérance conditionnelle, sous une forme plus générale
que celle que nous avons présentée dans le chapitre 8.

Eugene B. Dynkin (1924-2014), d’origine russe, travaille dans le prolonge-
ment des travaux de Kolmogorov. Il développe une théorie générale des pro-
cessus de Markov et montre les liens entre les propriétés de ces processus et
les solutions de certaines équations aux dérivées partielles. Ces travaux sont
présentés dans un traité en deux volumes intitulé Markov Processes, publié en

1963.

Dans la continuation des travaux de Cramér, le mathématicien d’origine
indienne S. R. Srinivasa Varadhan (né en 1940) formule, a partir de 1966, une
théorie unifiée concernant les événements rares, dont I’élément central est un
« principe des grandes déviations ». Ce principe tres général permet de décrire
le comportement qualitatif d’un systéme stochastique qui dévie de maniére im-
portante de son comportement moyen. Dans de nombreux cas, cette description
utilise la notion d’entropie relative de deux mesures de probabilité, qui étend
la notion d’entropie d’une loi de probabilité discrete, introduite par Claude
E. Shannon (1916-2001) en 1948 dans le cadre de la théorie des communica-
tions. Ces outils jouent aujourd’hui un roéle important dans la modélisation
des communications par Internet et 1’étude du comportement de ce réseau.
Varadhan recoit en 2007 le Prix Abel pour ses contributions importantes a la
théorie des probabilités, qui font appel a 'analyse non linéaire, aux équations
aux dérivées partielles et a I’analyse fonctionnelle.

Le mathématicien frangais Paul André Meyer (1934-2003), fondateur de
« I’Ecole de probabilités de Strasbourg », développe la théorie générale des pro-
cessus stochastiques a temps continu, en particulier, la théorie des martingales,
des processus de Markov et de I'intégrale stochastique. Avec Claude Dellacherie
(né en 1943), il entreprend de publier ces développements théoriques dans le
traité Probabilités et Potentiel en cingq volumes, dont le premier volume parait
en 1975 et le dernier en 1992. Cette théorie difficile et abstraite trouve sa pleine
justification notamment a travers les applications qu’elles permettront des les
années 1990, en particulier en mathématiques financieres.

Bien que Louis Bachelier avait déja utilisé le mouvement brownien dans
des modeles de marchés financiers en 1900, ce n’est qu’en 1969 que Robert C.
Merton (né en 1944) publie un premier article sur l'optimisation des straté-
gies de placement dans les marchés boursiers, et plusieurs autres articles sur
ce théme dans les années qui suivent. En 1973, Fischer Black (1938-1995) et
Myron Scholes (né en 1941) publient un article sur le calcul du prix des options
dans les marchés boursiers. Ces travaux seront le point de départ de la théorie
moderne des marchés financiers, qui se développe avec vigueur des les années
1980. Cette théorie utilise de maniére centrale le calcul stochastique et la théo-
rie des martingales, et donne un élan nouveau aux développements théoriques
abstraits qui ont précédé (méme la notion élémentaire de tribu, ou o-algebre, y
retrouve une importance accrue). En 1997, Merton et Scholes regoivent le Prix
Nobel d’économie pour leurs travaux.
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Une partie importante de ces avancées de nature « appliquée » s’appuie sur
les travaux du mathématicien japonais Kiyoshi It6 (1915-2008). A partir des an-
nées 1940, ce mathématicien pur développe la théorie des diffusions aléatoires,
de l'intégrale stochastique et des équations différentielles stochastiques. 11 dé-
montre le fameux « lemme d’It6 », qui joue dans le calcul stochastique un réle
analogue a celui du théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral en
analyse. Le lemme d’It6 intervient dans la plupart des travaux qui concernent
les diffusions aléatoires, et en particulier, dans les calculs requis par la théorie
des marchés financiers. Pendant le Congres International des Mathématiciens
a Madrid en 2006, It6 regoit le prix Gauss, décerné pour la premiere fois, qui
récompense un mathématicien dont les travaux ont eu un impact important
dans d’autres disciplines scientifiques : on admet aujourd’hui qu’il y a plus de
non mathématiciens qui connaissent le lemme d’Ité6 que de mathématiciens!

Pendant ce méme Congres International des Mathématiciens de Madrid,
le mathématicien francais Wendelin Werner (né en 1968) recoit la premiere
médaille Fields jamais attribuée pour des travaux en théorie des probabilités.
Les travaux de Werner s’appuient aussi sur I’analyse complexe et ont conduit
a des applications en physique théorique. Deux autres lauréats de la médaille
Fields en 2006 ont utilisé la théorie des probabilités dans leurs travaux : Andrei
Okounkov (né en 1969) d’origine russe, qui a établit des liens surprenants entre
la combinatoire et la géométrie algébrique, en utilisant la théorie des matrices
aléatoires, et le mathématicien américain Terence Tao, 4gé alors de 31 ans, qui
a obtenu notamment des résultats difficiles de théorie des nombres a ’aide de
la théorie des probabilités. Deux autres médailles Fields ont été attribuées pour
des travaux en théorie des probabilités, & Stanislav Smirnov (né en 1970) en
2010 et a Martin Hairer (né en 1975) en 2014.

A Taube du vingt-et-uniéme siecle, la théorie des probabilités est devenue
une branche importante des mathématiques, liée de pres aux autres themes im-
portants des mathématiques (statistique, analyse, analyse numérique, théorie
des nombres, géométrie, combinatoire, etc.), dont les résultats sont utilisés dans
pratiquement toutes les disciplines scientifiques (physique, biologie, télécommu-
nications, économie, finance, etc). La recherche en théorie des probabilités est
promise a un bel avenir.
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CHAPITRE 11

Corrigés des exercices

11.1 Chapitre 1

a) ENFNGe.

b) EUF UG, ou encore (E°N F°N GC)C.

) (ENFNG)".

d) (ENFNGYU(ECNFNG)U(E°NFNG).

a) ENFeNGe.

b) (ENF)U(ENG)U(FNG), ou encore, si 'on veut une réunion d’évé-

nements disjoints :

(ENFNGY)U(ENFNG)U(E‘NFNG)U(ENFNG).

c) (E°NF)U(E°NG®) U (F°NG°), ou encore si l'on veut une réunion

d’événements disjoints :

(ENFNG)U(ESNFNGY)U(ENFCNG)U(E°NF°NGe).

d)(ENFNG)U(ENF NG)U(E°NFNG).

a) Nous devons vérifier que F = [),.; F; satisfait les trois proprié-
tés de la définition 1.2. D’abord, I’ensemble 2 appartient a chaque F;
puisque F; est une tribu. Ainsi, Q € F. Deuxiemement, soit F' € F.
Alors pour tout i € I, F' € F;. Comme F; est une tribu, F¢ € F; pour
tout ¢ € I et donc F° € F. Enfin, soit (F,),>1 une suite d’éléments
de F. Alors, pour tout i € I, (F,,)n>1 C F;. Puisque F; est une tribu,
U, F, € Fi, pour tout i € I et donc |J,~, F,, € F. Ainsi, F est bien
une tribu.

b) Notons 7 lensemble de toutes les tribus sur €2 contenant G. Cet en-

semble est non vide. En effet, P(£2) est une tribu et contient G. Posons
alors 0(G) = (rey F- 1l s’agit bien d’une tribu par le point a). Cette
tribu contient G puisque chaque tribu F apparaissant dans cette in-
tersection contient G. De plus, par construction, elle est contenue dans
toute tribu contenant G. Ainsi, o(G) est bien la tribu cherchée.
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Soit F la tribu définie par
F={A}U---UA tiy,... i, € {0,1}},

o A} = Aj et AY = (). Nous allons montrer que F = o(G). Montrons tout
d’abord que F est bien une tribu. Premiérement, Q = A; U---U 4, = Al U
..U AL € F. Deuxitmement, si F = A U---U A%» € F, nous remarquons
que F¢ = A7 U...U AL~ € F (ces deux ensembles sont disjoints et leur
union est 2, puisque G est une partition de §2). Finalement, si nous considérons
une suite (Fy, = Allln u---u A'ZKLZL)mZI C F, nous remarquons que |J7_, F,,, =
A" U---U Al € F, ol ji = sup,,>; . Ainsi, F est bien une tribu.

Vérifions alors que G C F. Soit A, € G, Ay = AP U---U Aln € F avec
i; = 0 pour tout j # k et 4, = 1. Ainsi, G C F.

Il nous reste a vérifier que F est contenue dans toute tribu contenant G.
Ainsi, soit ‘H une tribu contenant G. La tribu H contient A; pour tout j =
1,...,n. De plus, ) = Q° € H. Ainsi, A’f U---UAin € H pour tout choix de
i1,...,4,. Donc, F C H.

Nous avons alors montré que F = o(G).

Soit F' € F. Comme F NG C F, nous avons P(FNG) < P(F). D’autre
part, P(F UG) < 1, et donc

P(FNG)=P(F)+P(G)— P(FUG) > P(F)+1—1= P(F).

La double inégalité montre que P(F N G) = P(F).

a) Nous devons montrer que 1’événement ﬂff:l F,, € F. Pour cela,
nous pouvons réécrire cet événement sous la forme suivante :

%) %) ¢

ﬂﬂ(Uﬁ).

n=1 n=1
Comme F,, € F pour tout n > 1, nous avons F° € F pour tout n > 1.
Ainsi, |72, F¢ € F. Le complémentaire de | -, F¢ est donc également
dans F. Ainsi, N, F,, € F.

b) Posons tout d’abord F; = Ej, ce qui donne le résultat pour m = 1.
Posons alors pour n > 2,

n—1 ¢
m:&n<U&>.
=1

Le résultat étant vérifié pour m = 1, supposons le vrai pour m — 1 et
montrons par récurrence que celui-ci est vrai pour m :



Ur)- (e (Ur) ) ()
ge)o((Ue) o(Un)
gs)n=0.

De plus, par construction,

n—1 ¢
F,=E, ﬂ(UE) _Enﬂ<UFi> =E,NFfn---NF°_|.
=1

Ainsi, F,, N F; = 0, pour tout j < n. Par le point a), F, = E, N
(&

(U?:_ll Ez) € F. Ceci établit la premieére conclusion. La deuxiéme dé-

coule des équivalences

wéUE <~ dm=>1: wéUE

n=1 n=1

<~ dm > leUF <:>w€UF

n=1 n=1
a) L’ensemble fondamental de cette expérience est

Q= {(P,P),(P,F), (F.P),(F,F)}.

b) L’événement G contient les deux résultats de 'expérience ot le deuziéme

lancer est pile. Il correspond donc a la propriété « le deuxiéme lancer
tombe pile (mais rien n’est dit sur le résultat du lancer 1) ». Il n’est
donc pas observable avant le deuxiéme lancer.

c¢) L’événement H contient les deux résultats de 'expérience ou le premier

lancer est pile. Il correspond donc a la propriété « le premier lancer est
un pile (mais rien n’est dit sur le résultat du lancer 2) ». Il est donc
observable apres le premier lancer.

On remarquera qu’une tribu intéressante sur Q est donc F = {0, H, H¢,Q}.
C’est la tribu des événements qui sont observables apres le premier lan-
cer de la piece.

a) Considérons ’ensemble J = {N, B, R}, o N, B et R représentent
respectivement les billes noire, blanche et rouge. I’ensemble J corres-
pond a ’ensemble fondamental lorsque ’on effectue un seul tirage. Ainsi,
I’ensemble fondamental correspondant a deux tirages avec remise est

Q=JxJ
= {(N,N), (N,B),(N,R), (B,N), (B,B), (B,R), (R,N), (R,B), (R, R)}.
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b) Les événements observables apres le premier tirage sont les événements
pour lesquels on peut décider si un certain w € € y appartient ou non en
ne connaissant que le premier résultat. Ainsi, ils ne doivent pas dépendre
du second. Il s’agit donc des événements de la tribu suivante :

F=o({N} x J, {B} x J, {R} x J).

Remarquons que les trois événements nécessaires a la définition de F
forment une partition de ’ensemble fondamental 2. Nous pouvons donc
appliquer le résultat de I’exercice 1.4 pour identifier F :

F={0,{N}xJ,{B}xJ,{R} xJ, {N,B} x J,
{N,R} x J, {B,R} x J, Q}.

¢) Dans le cas ol l'on ne remet pas la bille tirée dans I'urne avant le
deuxieme tirage, ’ensemble fondamental est

Q= {(N,B),(N,R),(B,N),(B,R),(R,N),(R,B)} .

De la méme maniére qu’au point b), la tribu des événements observables
apres le premier tirage est donnée par

F=0({N} x {R,B}, {B} x {N,R}, {R} x {N,B}).
Le résultat de I'exercice 1.4 s’applique a nouveau et nous trouvons

F= {@, {(N,B),(N,R)}, {(B,N),(B,R)}, {(R,N), (R, B)},
{(N7B)7(NvR)’(B’N>7(B7R)}’ {(N,B),(N,R%(R,N%(R,B)},
{(B.N), (B,R), (R,N), (R, B)}, 2}

a) Considérons l'ensemble B = {R,V,N}, ot R, V et N repré-
sentent respectivement une boule rouge, verte et bleue. L’ensemble B
correspond & I’ensemble fondamental lorsque 1’on effectue un seul tirage.
Ainsi, 'ensemble fondamental correspondant a deux tirages avec remise
est
Ql =BxB

={(®.R), (R, V), (R,N),(V,R),(V,V),(V,N),(N,R), (N, V), (N,N) }.

On munit ©; de la tribu P(£21). Il s’agit encore de trouver la fonction de

probabilité qui correspond & notre notion intuitive de « tirer au hasard ».
Posons o = P{(V,V)}. Alors

P{(I7y)} =,

pour z,y € {V,N}, car il n’y a qu’une seule boule noire et une seule
boule verte dans la boite. De plus, pour z,y € {V,N},

P{(R,y)} = P{(y,R)} = 2a,
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car il y a deux boules rouges dans la boite. Finalement, pour la méme
raison, pour y € {V,N},

P{(R,R)} =2P{(R,y)} = 4a.
Puisqu’il faut que ) P{w} = 1, nous déduisons que 1 = 4a + 4 x

20+ 4 x o =16 et donc a = % Nous constatons que les singletons
ne sont pas équiprobables.

b) Si nous souhaitons construire un ensemble fondamental dans lequel tous

les événements élémentaires sont équiprobables, nous devons distinguer
chacune des boules présentes dans I'urne au moment du tirage. Ainsi,
considérons qu’il y a une boule rouge R; et une autre R,. L’ensemble
fondamental pour un seul tirage devient donc B = {R1,Rq,N,V} et
nous avons {ly = B x B. De plus, nous avons P{w} = % pour tout

w € Q.

¢) Les deux boules rouges étant indistinguables au sortir de la boite, les élé-

ments de la forme (Rq, z) et (Rg, 2) doivent toujours apparaitre par paire
dans les événements observables. Il en est de méme pour les éléments de
la forme (z,Rq) et (z,Rz). Nous pouvons représenter ’ensemble fonda-
mental Q5 du point b) comme dans la figure 11.1.

(R1,R1) (R1,R2) (R1,V) (R1,N) (R1,R1) (R1,Rz)|(R1, V)| (R1,N)
(R2,R1) (R2,R2) (R2, V) (Re,N) (R2,R1) (R2,R2)|(R2,V)|(R2,N)
(V,R1) (V,R2) (V,V) (V,N) (V,R1) (V,R2) | (V,V) | (V,N)
(N,R1) (N,R2) (N,V) (N,N) (N,R1) (N,Rq) | (N, V) | (N,N)

Figure 11.1 A gauche, ’ensemble 1, et & droite, un découpage de cet ensemble en
une partition de 9 sous-sensembles.

Nous pouvons découper cet ensemble sous la forme de la partition pré-
sentée dans la partie droite de la figure 11.1. En tenant compte du fait
que les deux boules rouges sont indistinguables, la tribu des événements
observables est la tribu G engendrée par cette partition (exercice 1.4). Il
est & noter que cette tribu n’est pas P(23). On peut remarquer que si
nous nous plagons dans l'interprétation fréquentiste de la probabilité et
que nous cherchons a déterminer la fonction de probabilité en répétant
Iexpérience un grand nombre de fois, alors cette méthode permettra
uniquement de déterminer la probabilité des événements de G et non
pas ceux de P ().

a) Une réalisation de l’expérience peut étre représentée par une
suite (21,...,2,) de nombres de 1 & 6, de taille n quelconque, dont le
dernier terme est x,, = 6 et dont chacun des termes précédents véri-
fie x; # 6 pour tout i < m. La valeur de x; représente le résultat du
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iime Jancer. Ajoutons & toutes ces issues possibles un élément A corres-
pondant au résultat « le 6 ne sort jamais ». Nous pouvons alors écrire

o0

Q={6}uU ( U ({1.2.3,4,5}" 7" x {6})) U{A}.

n=2

b) L’événement « A gagne » est réalisé §’il obtient 6 le premier. Ainsi,
cet événement se réalise si la suite correspondante se termine apreés un
nombre impair de lancers, c’est-a-dire

{A gagne} = {6} U < U ({1,2,3,4,5}%% x {6})) .
k=1

De la méme maniere, le joueur B gagne si le jeu se termine apres un
nombre pair de lancers, c’est-a-dire

{B gagne} = U ({1,2,3,4,5}*71 x {6}) .

Finalement, aucun des deux ne gagne si le 6 ne sort jamais et donc

{ni A ni B ne gagne} = {A}.

a) Soit 'ensemble D = {1,2,3,4,5,6} correspondant aux résultats
du tirage du dé. L’ensemble fondamental correspondant & deux tirages
successifs du dé est

Q=DxDxD=D*={(1,1,1),(1,1,2),...,(6,6,5),(6,6,6) } .

Le premier nombre du couple représente le résultat du premier jet, le
deuxiéme nombre le deuxiéme jet et le troisiéme nombre le troisieme
jet. Comme chacun des singletons de €2 est observable a 'issue de I'ex-
périence, la tribu associée & cette expérience est F = P(f2). Puisque
le dé est équilibré, tous les singletons de 2 sont équiprobables. Comme
|| = 6 = 216, la probabilité de chaque singleton est 575. La fonction
de probabilité est donc déterminée par

P ({(dy,ds,d !
({(dr, o d5)}) = 51
pour tous di,ds,ds € D.

b) Notons A I'événement « la somme des résultats est 3 ». Il y a une seule
maniere d’obtenir une somme de 3 en trois jets de dé, a savoir d’obtenir
trois fois 1. D’ou

P(A) = P({(LLD}) = 5.

Soit B I’événement « la somme des résultats est 4 ». Pour obtenir une
somme de 4 en trois jets de dé, il est nécessaire d’obtenir deux fois 1 et
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une fois 2. Il y a donc 3 situations ou l'on obtient une somme de 4 et

donc
3 1

216 72°

Notons finalement C' I’événement « la somme des résultats est 5 ». Dé-
nombrons alors les situations ou I’on obtient 5 avec trois lancers de dé.
Observons qu’il y a deux manieres différentes d’obtenir 5 comme somme
de trois nombres entiers, a savoir 1 + 1+ 3 ou 1 4+ 2 + 2. Pour chacun
de ces deux cas, il y a trois manieres de jeter les dés correspondantes.
Ainsi, il y a en tout 6 (= 2 - 3) situations équiprobables conduisant a
I’obtention d’une somme de 5. D’ou

P(B)

11.2 Chapitre 2

a) On peut assimiler la création d’une plaque minéralogique & une
expérience qui se réalise en six étapes, a savoir choisir la premiere lettre,
puis la deuxieéme et ensuite la troisieme, puis choisir successivement les
trois chiffres. Cela permet d’appliquer le principe de multiplication et de
trouver que le nombre de plaques possibles est 26 x26x26x 10x 10x 10 =
17576 000.

b) De la méme maniére, on vérifie que le nombre de plaques qui com-
mencent par la lettre A est 1 x 26 x 26 x 103 = 676 000.

Soit €2 ’ensemble des maniéres de remplir le billet. Alors

50\ /9
10 = (5) <2> = 76275 360..

La probabilité de gagner le gros lot est donc m ~1,3-1078.

Puisqu’il s’agit de découper ’ensemble de 52 cartes en une suite de quatre
sous-ensembles de cardinalité 13, la réponse est

52 52!
= ~ 5,36 - 10%% .
(13 1313 13> (13n4 —

On remarquera que si chaque joueur a recu ses treize cartes et si A et B
échangent leurs mains, alors cela compte comme une répartition différente.

Comme dans I’exemple 2.7, on constate que

g troisieme prix = (6> <48)
4/ \ 2
6 (48
B
54 15267
(5)

P{troisiéme prix} =
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Le nombre de suites possibles se calcule comme suit. Il y a 10 choix
possibles pour la valeur de la carte la plus élevée (5 a as). Ensuite, il y a 4
choix possibles pour la premiere carte, 4 choix pour la deuxieme carte, 4 choix
pour la troisiéme carte, 4 choix pour la quatrieme carte et aussi 4 choix pour
la cinquieme carte. Il y a donc 10 - 45 suites, y compris les suites royales (ot
toutes les cartes sont de la méme couleur). Les suites royales sont au nombre
de 10 - 4. La probabilité d’une suite est donc

10 - (45 — 4)
B 0,003925 .
5
a) Choisissons tout d’abord les 2 hommes devant faire partie du

comité. Nous avons (g) manieres de faire ce choix. Pour chacun de ces
choix, nous devons choisir les femmes faisant partie du comité. Nous
avons (;l) manieres de faire ce choix au total, dont nous devons soustraire
le choix des 2 femmes ne souhaitant pas étre ensemble. Nous obtenons
alors, par le principe de multiplication, (3) - ((3) —1) (= 15-5 = 75)
comités possibles satisfaisant le critére demandé.

6
2
a (?) (f) dont le couple marié fait partie. En effet, nous devons choisir

le deuxiéme homme parmi les 5 restants et la deuxiéme femme parmi
les 3 restantes. Ainsi, le nombre de comités ot les époux ne siegent pas
ensemble est de (2)(3) — (2)(3) (=90 — 15 = 75).

g) (3) comités possibles sans nomination de président. Pour

chacun de ceux-ci, il y a 4 présidents possibles. Ainsi, il y a 4 - (g) (3)
(= 360) comités possibles avec un président.

b) Nous avons au total ( )(3) comités possibles. Parmi ces comités, il y en

¢) Nous avons (

d) Au plus un des trois membres de la famille peut servir au comité. Il y a
donc deux possibilités : soit I'un d’entre eux siege, soit aucun. Supposons
que 'une des deux sceurs siege dans ce comité. Nous avons alors (f) (g) (=
20) manieéres de compléter ce comité (nous ne pouvons prendre ni sa
soeur, ni son frére). Si 'autre sceur siege, la situation est parfaitement
symétrique. Si le frére est au comité, nous avons @) (“;’) (= 5) maniéres
de le compléter (nous ne pouvons prendre aucune de ses soeurs). Enfin,
ilya (3)(3) (= 10) comités oit aucun membre de cette famille ne sicge.
Ainsi, il y a en tout 20 + 20 + 5 + 10 = 55 comités valides.

a) Il s’agit de dénombrer les permutations possibles de 8 personnes
distinctes. Ainsi, il y a 8! (= 40320) répartitions possibles des 8 per-
sonnes sur un rang.

b) Les personnes A et B souhaitent étre assises 'une & c6té de 'autre. Nous
allons considérer que les personnes A et B forment un groupe que nous
allons traiter comme s’il s’agissait d’'une seule personne. Ceci va nous
permettre d’attribuer une place a chaque personne et une place globale
au groupe dans le rang, puisque A et B doivent étre de toute maniére
l'un & coté de lautre. Il y a donc 7 entités (6 personnes et le groupe
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AB) a répartir sur un rang. Nous savons qu’il y a 7! maniéres de le
faire. Pour chacune de ces répartitions, A et B peuvent étre disposés de
deux manieres différentes sur les deux sieges réservés. Ainsi, il y a 2 - 7!
(= 10080) répartitions possibles des 8 personnes avec A et B ensemble.

c¢) Tout d’abord, remarquons qu’il y a deux types de répartitions possibles,
a savoir

fhfhfhfh ou hfhfhfhf,

ou f représente une femme et h un homme. Ainsi, pour chacune des ré-
partitions ci-dessus, il s’agit de commencer par déterminer le nombre de
répartitions possibles des 4 femmes sur les sieges qui leur sont attribués.
Il y en a 4!, le nombre de permutations de 4 objets. Pour chacune des
répartitions possibles des femmes, il y a également 4! manieres de ré-
partir les 4 hommes. Ainsi, en appliquant le principe de multiplication,
nous constatons qu’il y a 2 -4!-4! (= 1152) répartitions des 4 femmes
et des 4 hommes en alternance.

d) De la méme maniére qu’au point b), les 5 hommes forment un groupe
que nous allons considérer comme une seule entité. Il y a donc 4 entités
(3 personnes restantes et 1 groupe) a répartir, donc 4! manieres de le
faire. Pour chacune de ces répartitions, les 5 hommes du groupe peuvent
se répartir de diverses maniéres sur les siéges qui leur sont attribués.
Le nombre de répartitions possibles des 5 hommes est le nombre de
permutations de 5 objets distincts, & savoir 5!. Ainsi, il y a 4!-5! (= 2880)
répartitions possibles des 8 personnes avec les 5 hommes ensemble.

e) Nous considérons que chaque couple marié forme un groupe assimilé a
une entité. Il y a donc 4 entités a répartir en rang, donc 4! manieres
différentes de le faire. Pour chacune de ces répartitions, chacun des 4
couples a deux manieres différentes de s’asseoir sur les deux places qui
lui correspondent. Ainsi, il y a globalement 4!-2-2-2.2 = 4!.2% (= 384)
répartitions possibles des 4 couples.

Afin de démontrer que

()= @C) O 06 o

nous allons considérer un ensemble de personnes composé de m femmes et de
n hommes. Soit alors 0 < r < min(m,n). Il s’agit de compter le nombre de
groupes de r personnes que l'on peut composer a partir des m +n que 'on a a
disposition. D’une part, ce nombre est égal & (7”:'"). D’autre part, nous pouvons
compter le nombre de groupes de r personnes composés de k femmes (et donc
de r — k hommes), avec k < r. Nous en avons (’;Z) (Tfk). En additionnant le
nombre de tels groupes pour toutes les valeurs possibles de k, nous obtenons le

nombre total de groupes de r personnes, a savoir

()02 =G0+ () =+ ()
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Les expressions des deux membres de (11.1) sont solutions d’un méme probléme
de dénombrement et sont donc égales. Le résultat est démontré.

L’espace de probabilité est fini, donc la probabilité d’un ensemble F' €
P(Q) est P(F) =) ,p P{w}. Considérons alors un singleton {w}, avec w €
et regardons son influence sur la formule a démontrer.

Tout d’abord, nous constatons que si w ¢ Fy U---U F,,, il ne contribue ni
a la probabilité du membre de gauche, ni a celles du membre de droite, car il
n’appartient a aucun des ensembles considérés.

Soit alors w € Fy U--- U F,, et supposons que w appartienne a exactement
m ensembles F; parmi les n possibles. La probabilité P{w} apparait alors une
fois dans le membre de gauche de 1’égalité & démontrer. De plus, w appartient
a (ZL) ensembles de type F;, N---N Fj,, c’est-a-dire le nombre de possibilités
de choisir k£ ensembles de type F; parmi les m auxquels w appartient. Ainsi, la
probabilit¢ P{w} apparait () — ('3) + - -+ (=1)™* (") fois dans le membre
de droite de ’équation a démontrer.

Pour que I’équation soit vérifiée, il suffit donc de montrer que la probabilité
de chaque singleton {w} contribue de la méme maniére dans le membre de
gauche que dans celui de droite. C’est-a-dire que, pour tout 0 < m < n,

1= (T) _ <ZL> Fo g (—mH (:) , (11.2)

1— (T) +---+(—1)m(2> =§:(T?)(—1)i=(1—1)m=0,

i=0
pour tout 0 < m < n, ce qui vérifie ’équation (11.2) et donc le résultat cherché.

Notons qu’il est également possible de démontrer la formule d’inclusion-
exclusion par récurrence sur n. L’exercice 6.15 fournit une troisieme démons-
tration de cette formule.

Supposons que les quatre couleurs du jeu de 52 cartes sont numérotées
de 1 & 4. Notons alors E; I’événement « la i®™¢ couleur manque dans la main
de 13 cartes » (i = 1,...,4). Nous cherchons P(E; U Ey U E3 U Ey). Par la
formule d’inclusion-exclusion, nous avons

P(E1 U FEs U Es3 UE4)
4
=Y P(E) - Y P(E;,NE,)
i=1 i1 <i2
+ Y. P(E,NE;,NE;)— P(EyNEyNEsN Ey)
11 <t9<1i3

= 4P(Ey) — (:)P(El N E,)

+ (g)P(El ﬂEQﬁEg)—P(ElﬂEzﬁEgﬂE4), (113)
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car les événements dans chacune des sommes sont équiprobables. Or

(1)
13
P(E)) = —&
(B = 753\
13
car les 13 cartes doivent étre choisies parmi les 39 cartes qui ne sont pas de la
couleur 1. De méme,

(1)
13
P(EyNEy)) = —%
( 1N 2) 52\
13
car les 13 cartes doivent étre choisies parmi les 26 qui ne sont ni de la couleur
1, ni de la couleur 2. Finalement,

1
52\ ’
13
car toutes les cartes doivent étre de la couleur 4 et P(E1 N EaNEsNEy) =0,

car il n’est pas possible que toutes les couleurs manquent. En remplacant dans
(11.3), nous obtenons P(E; U Fy U E5 U Ey) ~ 0,0511.

P(EyNEy;NE;s) =

Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur n. Dans le cas ot
n = 0, nous avons, pour tout ¢ > 1,

()==() -5 ("),

Soit n > 0 et supposons que le résultat soit vérifié pour n et pour tout £ >
Vérifions le pour n + 1. Nous avons, par la proposition 2.6b) et par hypothese
de récurrence,

n+1+/4 n+/ n+/4
= +
n+1 n+1 n
n4 ot z+€—1 "“’i+€—1
= + . .
n—+1 P = )

Le résultat est démontré.



144 Chapitre 2

Le cardinal |P(Q)| de ’ensemble des parties de Q2 correspond au nombre
total de sous-ensembles de Q. Il s’agit ainsi de la somme du nombre de sous-
ensembles & k éléments (k < n) sur toutes les valeurs possibles de k. Nous savons
que le nombre de sous-ensembles a k éléments d’un ensemble a n éléments est

(Z) . Ainsi,

) = En: (Z)lkln—’f —(14+1)"=2",

k=0

n
Pl (;
k=0
et le résultat est démontré.
Nous pouvons également calculer le nombre de sous-ensembles de 2 en
identifiant A C Q & un vecteur v4 de taille n dont les composantes peuvent
prendre la valeur 0 ou 1. Chaque composante correspond a un élément w € Q.
Dans v 4, une composante prend la valeur 1 si w € A et 0 sinon. Le nombre de
sous-ensembles de 2 est donc égal au nombre de vecteurs de taille n a valeurs
dans {0, 1}. Celui-ci est égal & 2". En effet, il y a deux choix pour chacune des
n composantes.

2.18 a) Admettons que les boules sont numérotées de 1 & n et les urnes
de 1 & k. Considérons la boule numéro 1. Nous avons k possibilités pour
la placer dans une urne. Ceci est valable pour chacune des n boules. 11
y a donc globalement k™ possibilités de répartir les n boules dans les k
urnes.

b) Les boules étant ici indistinguables, mais les urnes restant distinguables,
c’est le nombre de boules que nous plagons dans chaque urne qui devient
déterminant. Notons z; le nombre de boules que nous plagons dans I'urne
numéro 7. Nous devons déterminer le nombre de solutions entieres posi-
tives (c.-a-d. avec x; € N*) de I’équation

r1+ -+ xTE=n.

En effet, il y a k urnes, le nombre total de boules est n et nous devons en
placer au moins une dans chaque urne. Pour déterminer ce nombre de
répartitions possibles, imaginons que les n boules sont disposées I'une a
coté de 'autre en rang. Nous devons découper ce rang en k groupes non
vides. Ceci revient a distribuer k—1 séparations dans les espaces entre les
boules, sans en placer deux au méme endroit. Dans I’ensemble des n — 1
espaces disponibles, nous devons choisir un sous-ensemble de cardinalité
k — 1 ou nous déposerons les séparations. Il y a donc (2:}) manieres de
répartir les n boules indistinguables dans les k£ urnes distinguables, sans
qu’aucune urne ne reste vide.

¢) Lorsque nous n’avons plus de restrictions concernant le nombre d’urnes
vides, il s’agit de déterminer le nombre de solutions entieres non néga-
tives (c.-a-d. avec z; € N) de I’équation

r1+ -+ T =n.
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En ajoutant 1 & chacune des composantes du membre de gauche (on pose
y; = x; + 1), cela revient & déterminer le nombre de solutions entiéres
positives de I’équation

it tye=ntk,

D =00

qui est égal, par le point b), a (

a) Supposons que nous avous & disposition n boules indistinguables
(correspondant aux n unités) que nous devons disposer dans k urnes nu-
mérotées (correspondant aux variables 21, ...,xx). Le nombre de solu-
tions de ’équation est identique au nombre de répartitions des n boules
dans les k urnes, sachant qu’aucune urne ne peut étre vide. Ainsi, la
réponse est la méme que celle de l'exercice 2.18b) : il y a (Z:}) solutions
positives a notre équation.

b) En ajoutant 1 & chacune des composantes du membre de gauche (on pose

y; = x; + 1), cela revient & déterminer le nombre de solutions entiéres
positives de I’équation

yi+o by =ntk,

qui est égal, par le point a), & (":f;l) = ("H:L_l). Demander des solu-
tions non négatives en lieu et place de solutions positives revient a ne
plus imposer de restrictions concernant le nombre d’urnes vides dans la

modélisation du point a) et la réponse est la méme qu’a lexercice 2.18¢).

¢) Supposons tout d’abord que les r inconnues nulles sont z_y41, ..., Tk.

Le probléme revient a trouver le nombre de solutions positives de ’équa-
tion 21 4+ -+ + z,_, = n. Par le point a), nous en avons (kf;il) Ce
nombre de solutions reste le méme pour chacun des (f) choix des r incon-
nues nulles parmi les k inconnues possibles. Ainsi, nous avons (," ")) (f)
solutions non négatives a I’équation avec exactement r inconnues nulles.

a) Pour chaque chiffre, sauf le zéro, nous pouvons construire un
nombre & 4 chiffres. Il y a donc 9 possibilités.

b) Deux cas peuvent se présenter. Premiérement, le nombre de possibilités

de construire un nombre a 4 chiffres contenant 2 paires de deux chiffres
différents de 0 est de (g) (;1) En effet, nous choisissons deux chiffres parmi
9, puis deux places parmi les quatre possibles pour placer le premier des
deux chiffres. Deuxiémement, si nous avons une des deux paires formée
de 0, nous avons 9 - (;) possibilités. En effet, il y a 9 manieres de choisir
la seconde paire et deux places parmi trois seulement pour le 0 (si le
zéro est placé en téte, ce n’est plus un nombre & 4 chiffres). Finalement,
il y a donc (g) (3) +9- (g) = 243 nombres de 4 chiffres formés de 2 paires
distinctes.

c) De fagon & former un nombre & 4 chiffres distincts, nous avons tout

d’abord 9 choix pour le chiffre initial. En effet, celui-ci ne peut pas étre 0.
Ensuite, pour chacun de ces choix, il y a 9 choix pour le deuxieme chiffre
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(8 chiffres non nuls restants et 0). Puis, 8 choix pour le troisiéme chiffre
et 7 choix pour le quatrieme. Ainsi, par le principe de multiplication, il
yva9-9-8-7=4536 nombres de 4 chiffres distincts.

d) Dans le cas ou les nombres doivent apparaitre dans l'ordre croissant,
ilya (Z) possibilités de choisir 4 chiffres distincts (0 non compris),
puis une seule maniere de les ordonner. Le zéro ne peut effectivement
pas apparaitre en premiére place dans ces conditions. Ainsi, il y a (Z)
nombres de 4 chiffres distincts ordonnés.

e) Au point a), il y a 9 possibilités, quelle que soit la valeur de n. Au point
¢), pour 1 < n < 10, en suivant un raisonnement analogue au cas n = 4,
nous avons 9 choix pour le premier chiffre, puis 9 choix pour le deuxieme,
8 choix pour le troisiéme, et ainsi de suite, jusqu’a (10 — n + 1) choix
pour le n-éme chiffre. Ainsi, nous aurons (18'7_97!0! nombres de n chiffres

distincts. Pour n > 10, il n’y en a aucun. Au point d), en suivant un
raisonnement analogue & celui du cas n = 4, nous remarquons qu’il y
aura (2) nombres de n chiffres distincts ordonnés pour 1 <n < 9. Il n'y
en a aucun pour n = 10.

On procede par récurrence. Le cas n = 1 correspond a la formule usuelle
pour la dérivée d’un produit, i.e. (f-g)' () = f'(x)g(x)+ f(x)g'(x). On suppose
maintenant que la formule est vraie pour un n > 1. Alors, par hypothéese de
récurrence et utilisant la linéarité de la dérivée et la formule de dérivée d’un
produit, nous avons

(f-9)" V() =

%(f -9)"™ ()
L (55 (7)o
2 (Z) % (1P (2)g ™) (2))
k=0
Z (Z) (f(’L—k+1)($)g(k)($) + f(n—k) (x)g(k"‘l)(m))
k=0

T\ p(n=k+1) () o (F) (5 =~ (n (k) () (1)
,;J(k)f g >+kZ_0(k)f (2)g+ (2)
kz: (Z) FOED ()6 (2) +§ (kﬁ 1>f(nk+1)($)g(k) ()
FOY(2)g(z) + z”: ((Z) + (k i 1)) SO (38 ()

k=1
+£(2)g" ) (@
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par la proposition 2.6 b). Ainsi, la formule est vraie pour n + 1 et le résultat
est démontré.

11.3 Chapitre 3

Notons A I’événement « le signataire a un accident durant ’année » et
notons R I’événement « le signataire fait partie de la classe a haut risque ».

a) Nous voulons calculer P(A). D’aprés la formule des probabilités totales,
P(A)=P(A| R)P(R)+P(A| R°)P(R°) = (0,4x0,3)+(0,2x0,7) = 0,26,

car R¢ représente 1’événement « le signataire fait partie de la classe a
risque modéré ».

b) Nous devons calculer P(R | A). Par la définition de probabilité condi-
tionnelle (ou la formule de Bayes),

P(A|R)P(R) 04 x 0,3

PR]A) = P(A) 026

~ 0,46,
par le résultat du point a).

REMARQUE* Dans cette résolution, on n’a pas précisé ’espace de probabilité,
ce qui peut se faire comme suit.

Soit 1 ’ensemble des individus que ’assurance a pris en compte. On as-
simile arrivée d’un nouvel assuré (signataire) au choix d’un élément wy € Q;.
Soit Qo = {a,n} ol a signifie « avoir un accident dans 'année » et n sigini-
fie « ne pas avoir d’accident dans ’année. » L’ensemble fondamental est alors
Q=0 x Q.

Soit R C €4 'ensemble des individus & haut risque. Alors I’événement R
ci-dessus est R = R; x Q9 et 'événement A ci-dessus est A = Oy x {a}. Les
données de 1’énoncé du probléeme déterminent la fonction de probabilité P sur
la tribu F engendrée par la partition de ) en les quatre sous-ensembles

RNA=Ryx{a}, RNA° =R x{n},

R°NA=RSx{a}, R°NA°=RSx{n}.

L’énoncé sous-entend que P({w1} x Q9) = tlﬁ% Il n’impose pas que pour
tout w1 € Ry, P x {a} | {wi} x Q2) = 0,4, mais uniquement que

P(A|R) =0,4.
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Notons R; I’événement « le récepteur recoit un ¢ » et E; I’événement
« ’émetteur émet un 7 » (i € {0, 1}).

a) Nous voulons calculer P(Ry). D’apres la formule des probabilités totales,

P(Ry) = P(Ry | Eo)P(Eo) + P(Ro | E1)P(E)
= (0,8 x 0,45) + (0,1 x 0,55) = 0,415,

puisque Ey = EY.

b) Nous devons calculer P(Ey | Rp). Par la définition de probabilité condi-
tionnelle (ou la formule de Bayes),

P(Ro | Eo)P(Eo) . O,8 X 0,45

P(E = -
(Eo | Fo) P(Ry) 0,415

~ (0,867,
par le résultat du point a).

Soit G; 'événement « la i®™¢ boule tirée est rouge ». Il s’agit de calculer

P(G1 NGy N G3) = P(Gl)P(GQ | Gl)P(G;; | Gi1N Gg)
L6544
1 10 9 33
On peut remarquer que cette probabilité est égale a

Ag,3
Az

Notons F; ’événement « la i™€ main contient exactement un as » pour
i=1,...,4. Nous cherchons P(Fy NFyNF3NFy). Par la régle de multiplication
des probabilités conditionnelles, on a

P(F1 NFyN F3 ﬂF4) = P(F4 | FiNEy ﬂFg)P(Fg | Fy ﬂFQ)P(FQ | Fl)P(F1) .

(11.4)
(3) ()
1/\12
P(F)) = ~4—~—%.

(F) =~

13
En effet, il s’agit de choisir un as parmi les 4 possibles et les douze autres cartes

parmi les 48 restantes. De la méme maniere,

P(Fy | Fy) = G)Gg) :
()

Or
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En effet, pour chaque répartition de la premiére main contenant un as, il nous
reste effectivement 39 cartes a distribuer parmi lesquelles 3 as. De maniére

analogue,
(1))
1/\12
P(F3 | Fi1NF) = e\
13
De plus, P(Fy | F1 N F> N F3) = 1. En effet, si les trois premiéres mains ont

chacune exactement un as, alors la derniére en a obligatoirement un aussi. Par
(11.4), nous obtenons alors

O 00 0
&) )

39
13
133
= ——— ~(,105.
Soit A; I'événement « la jime carte est un pique » pour j = 1,2. Nous
souhaitons calculer P(A4; | Az). Nous avons P(A4;) = 13 = 1. Si la premiere

17-25-49
52

carte tirée est un pique, il reste 12 piques sur 51 cartes. Par contre, si la premiere
carte n’est pas un pique, il en reste 13 sur 51 cartes. Ainsi, P(Ay | A;) = 2 =

51
-+ et P(Ay | A7) = 2. D’apres la formule de Bayes,

P(Az | A1) P(Ay)

PO A2) = 5, Ta0P(AL) + P(4s | A P(A)
4 1
T4
BESE RN R T
17 4 51 4

Remarquons que P(A; | A2) = P(Az | A1), bien que les tirages soient effectués
sans remise.

Soit R; I'événement « la j°™¢ boule est rouge » et soit N; I’événement
« la j*me houle est noire » (j = 1,2). Nous souhaitons calculer P(N; | Rz).
Nous avons P(N;) = % = % Si la premiere boule tirée est rouge, il reste 7
rouges sur 11 boules. Par contre, si la premiere boule est noire, il en reste 8 sur
11 boules. Ainsi, nous avons P(Ry | Ry) = 15 et P(Ry | Ny) = £. D’aprés la
formule de Bayes,

P(Ry | N1)P(N1)

P(Ny | Ry) =
(N1 | B2) P(Ry | N\)P(Ny) + P(Ry | R\)P(Ry)
8 1
_ 11 3 _4
SEoT 2*11*0’36'
11 3 11 3
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Notons F; I’événement « la 7°™° urne contient exactement une boule
rouge » pour i = 1,2,3. Nous cherchons P(F; N Fy N F3). Par la regle de
multiplication des probabilités conditionnelles, nous avons

P(FyNF,NFy) = P(Fy | Fy N F)P(Fy | F)P(F). (11.5)

(:)(7)
1/\ 4
P(F) = ~~2—~——~.
(£1) 15
5
En effet, il s’agit de choisir une boule rouge parmi les 3 possibles et les quatre
autres boules parmi les 12 restantes. Nous avons également

(3)()
1/\4
P(Fy | F) =~~~
(Fy | F1) 10

5
En effet, pour chaque répartition des boules pour laquelle la premiére urne
contient exactement une rouge, il nous reste 10 boules a distribuer parmi les-
quelles 2 rouges. Il s’agit donc de choisir une boule rouge parmi les 2 restantes
et 4 boules noires parmi les 8 restantes. Finalement, P(F3 | F; N Fy) = 1. En

effet, si les deux premieres urnes ont chacune exactement une boule rouge, la
derniére en a obligatoirement une aussi. Par (11.5), nous obtenons

S X N
5 5

D’apres la formule de Bayes,

Or nous avons

P(G | F)P(F)

PF|G) = P(G| F)P(F) + P(G | Fe)P(Fe)
Ainsi,
P(G | F)P(F)
PG> P(F) = satmpim 1 b FpEs L F)
« P(G|F)> P(G|F)P(F)+ P(G | F*)(1 — P(F))
— P(G|F)(1—P(F)) > P(G| F°)(1— P(F))
< P(G|F)> P(G|F°),

et le résultat est démontré.
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Considérons qu’au début du jeu, nous avons un gros lot et 20 lots de
moindre importance répartis aléatoirement dans les boites. Nous pouvons donc
considérer comme espace de probabilité Q = {1,...,21}, oll w € ) représente
le fait que le gros lot se trouve dans la boite numéro w. Nous munissons 2 de
la tribu F = P(Q) et de la fonction de probabilité donnée par P{w} = 7; pour
tout w € . Sans limiter la généralité, nous pouvons supposer que le joueur
choisit la boite numéro 1. Toujours sans limiter la généralité, nous pouvons
supposer qu’il fait ouvrir les boites au présentateur dans ’ordre numérique.
Nous savons alors que le gros lot ne se trouve pas dans les boites 2 a 20.
Autrement dit, nous savons que I’événement {1,21} se réalise. Calculons alors
la probabilité que le gros lot se trouve dans la boite du candidat sous cette
condition. Nous voulons donc calculer P({1} | {1,21}) et nous avons

P({1}n{1,21})  P{1}
P{1,21} - P{1,21}

N

P({1}[{1,21}) =

2 el

De méme, P({21} | {1,21}) = 3. Ainsi, le joueur n’a pas plus intérét a changer
de boite qu’a conserver la sienne : les deux choix sont indifférents.

Nous allons étudier la probabilité que le candidat gagne la voiture en
fonction de la stratégie utilisée. Un raisonnement intuitif pourrait étre de dire
qu’apres que le présentateur a ouvert I'une des portes, la voiture a autant de
chances de se trouver derriere I'une ou l'autre des portes restantes et que le
candidat a une probabilité % de gagner la voiture quel que soit son choix. Ce
raisonnement n’est pas correct !

Définissons un modele mathématique pour ce probléme. Le joueur désigne
une porte. On attribue alors le numéro I & la porte désignée par le candidat
et parmi les deux portes restantes, le numéro II a la porte de gauche et le
numéro III a celle de droite. La numérotation est ainsi indépendante de la
porte désignée par le candidat.

A partir de 1a, les observations possibles, une fois le jeu terminé, sont pré-
sentées dans la figure 11.2.

Situation | Porte I | Porte IT | Porte III | Le présentateur ouvre
w1 Chevre | Chevre Voiture la porte II
w2 Chevre | Voiture Chevre la porte IIT
w3 Voiture | Chevre Chevre la porte I1
wa Voiture | Chevre Chevre la porte IIT

Figure 11.2 Observations possibles a la fin du jeu de Monty-Hall.
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Ainsi, Pensemble fondamental est Q = {w1,ws, ws, w4}, les w; ayant le sens
indiqué dans la figure 11.2. Une des difficultés du probléme est que P{ws} et
P{w4} ne sont pas des données du probléme. En revanche, P{w;} = P{ws} =
P{ws,ws} = % reflete bien la description du probleme. On considere en effet
que le candidat choisit une porte sans information sur la position de la voiture.

Soit G = o({w1}, {wa}, {ws,ws}). La description du probléme précise donc
la fonction de probabilité P sur la tribu G et non pas sur P(2), : ceci est un
exemple d'un espace de probabilité fini pour lequel la fonction de probabilité
n’est pas définie sur P(Q).

Remarquons que 1’événement « le présentateur désigne la porte II » est
{w1,ws} et que 'événement « le présentateur désigne la porte ITI » est {wa, w4 }.
D’autre part, ’événement « le joueur gagne la voiture en changeant de porte »
est {w1,ws}. Puisque {w1,ws} € G, nous allons prolonger la définition de P a
P(Q).

Soit 0 < v < 1. Puisque P{ws}+P{ws} = P{ws, w4} = 3, posons P{ws} =
2 et P{lws} = 152, Ainsi, P({ws} | {ws,wa}) = a et P({ws} | {ws,wa}) =
1 — a. La valeur a représente donc la probabilité que le présentateur choisisse
la porte II lorsqu’il a les deux possibilités qui lui sont offertes.

Si le présentateur désigne la porte IT (resp. I1I), on s’intéresse & P({wy,ws} |
{wl,wg}), qui est la probabilité de gagner la voiture si on change de porte,
sachant que le présentateur a désigné II (resp. & P({wr, w2} | {w2,ws})). Or

_ Plw} Plwi}
Pllonead Hovesh) = 50 705 = Pl + Plaa)
_ P{Wl}
P{wi} + P({ws} | {ws,wa}) P{ws,wa}
1
_ 3 1
1 L a+1’
3tery

On obtient de la méme maniere P({w1, w2} | {w2,ws}) = 57— Remarquons

que %ﬂ > % et que ﬁ > % pour tout 0 < a < 1. Ainsi, quelle que soit

la porte désignée par le présentateur, la probabilité conditionnelle de gagner
en changeant de porte est toujours supérieure ou égale a % qui est toujours
supérieur ou égal a la probabilité conditionnelle de gagner sans changer de

porte.

Dans le cas symétrique (o = %), la probabilité de gagner en changeant de

porte est % Dans le cas extréme ot a = 1, il n’y a pas d’avantage a changer de
porte si le présentateur désigne la porte II, mais il faudra absolument changer
s’il désigne la porte III.
REMARQUE. Une raison plus intuitive qui justifie de changer de porte est la
suivante. Dans tous les cas, on préférerait pouvoir choisir d’ouvrir les deux
portes autres que celle désignée, plutdét que de garder sa porte. Comme le
présentateur vous montre une chévre derriére 'une de ces deux portes, changer
de porte revient au méme que choisir les deux autres portes.
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Quelle que soit la valeur du parametre « ci-dessus, la probabilité a priori de
gagner avec la stratégie « changer de porte » est % = P{wi,wsy} et la probabilité
de gagner avec la stratégie « ne pas changer de porte » est % = P{ws,w4}.
Cependant, le joueur n’est pas obligé de choisir la stratégie a I'avance et la
question porte sur le choix a prendre dans une phase intermédiaire du jeu, ou
le parametre « joue un role.

Dans cet exercice, I’expérience consiste a tirer une carte au hasard et
également la face de celle-ci que I'on observe. Ainsi, ’espace de probabilité est
donné par Q = Q; x Qo ou Q1 = {1, 2,3} représente le numéro de la carte tirée
et Qo = {a,b} représente la face observée pour une carte donnée. La tribu est
F = P(f2). Nous tirons la carte, de méme que la face observée, uniformément
et donc P{w} = ﬁ = %, pour tout w € Q. On admet que la couleur de la face
observée est donnée en fonction de w = (w1, ws) dans la figure 11.3.

w1 | we | Couleur observée | Autre couleur
1 a | noire noire
1 b | noire noire
2 a | rouge rouge
2 b | rouge rouge
3 a | noire rouge
3 b | rouge noire

Figure 11.3 Couleur de la face observée en fonction de w.

Ainsi, soit R; l’événement « la face observée est rouge ». Nous avons
Ry = {(2,a),(2,b),(3,b)} et P(R1) = 1. Soit Ry I'événement « l'autre face
est rouge ». Nous avons Ry = {(2,a),(2,b),(3,a)} et P(Ry) = 3 également.
Dans ce probléme, nous souhaitons trouver P(Rs | Ry). Par la définition de
probabilité conditionnelle, nous avons

PR N Ry) 2_2

P(RQ‘RI): P(Rl) :Q'P{(27a)7(2’b)}:2'6:*-

L’ensemble fondamental pour cette expérience est

Q= {(p,P,P),(P,P,F),(P,F,P), (P,F,F), (F,P,P),
(F,P,F),(F,F,P), (F,F,F)}.

Tous les événements élémentaires sont équiprobables et donc P{w} = %, pour
tout w € ). D’autre part, en comptant les cas favorables a chaque événement,
on constate que

P(Gy) =

= P(Gz) = P(Gs)

P(G1 ﬂGg) = = P(Gl)P(GQ)

00| N 00| W
NI R
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De méme, on trouve que P(G1 N G3) = P(G1)P(G3) et que P(G2 N G3) =
P(G2)P(Gs). Les événements G1, Gy et Gz sont bien deux a deux indépen-
dants. En revanche,

HGNW%NGQ=§:i#ﬁﬂ%)PK@-HG@:%,

donc G4, G5 et G3 ne sont pas mutuellement indépendants. En fait, il est facile
de remarquer que si G; et (G se réalisent, alors (G3 se réalise aussi, ce qui
explique cette constatation.

Soit G; I’événement « le jet i donne 1 ». Alors G, ..., Gg sont mutuel-
lement indépendants et P(G;) = &, P(G5) = 2. Une maniére d’obtenir trois
fois 1 est

1 1ax3zs 11 27 238, avec T, X3, Ty, L7,y £ 1.

La probabilité de cette réalisation de 1 trois fois est, d’apres la propriété d’in-
dépendance :

3 5
PGS P(G) - PIGS) - PG P(Ge) - P(Go) - P65)- P65 = (5 ) (3)

Puisque les trois 1 peuvent apparaitre en n’importe laquelle des Cg 3 positions

possibles,
8\ /1) /5Y
P{obtenir 1 trois fois} = (3) (6) (6) .

Les n lancers de la piece correspondent & des épreuves indépendantes,
ol un « succes » est le fait d’obtenir un pile. La probabilité de succes est donc
p= % Ainsi,

P{obtenir au moins une fois pile} = 1 — P{obtenir aucun pile}
n
-1— 0 1— n—0
<O>z7( p)
1 n
—1-(1-p"=1-(2).
(1-p) (J
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Soit G; I'événement « le jet ¢ donne un 6 ». On cherche P(N$2; G¢). Soit
H, =G{N---NG¢, ce qui correspond & « aucun 6 parmi les n premiers jets ».
Alors H,, D Hpqq et N1 H; = N, G¢. De plus, P(H,) = P(GS)--- P(G%) =
(2)™. Par conséquent, en utilisant la continuité de la probabilité (théoréme 1.6),
on obtient

o0 . o0 ) _ ) 5 ’ﬂ_
P(QGZ) _P<QH,-> = lim P(H,)= lim (6> =0.

Ainsi, il est certain qu’un pile apparaitra au-moins une fois. Pour un résultat
plus précis, voir I'exercice 3.26.

Soit F}, I'événement « on obtient au moins un succes » parmi les k jeux.
Alors P(Fg) = (1 — %)F, donc P(Fy,) =1 — (1 — %)*. Ainsi,

k
1 1 1 1 1
PF)>> e (1-—) < < kln(1- =) <ln-
(Fi) 2 3 ( N) 2 kn( N) "9

<— n2<kln

Lorsque N est grand,

In2 In2

k/ln 1+i N
N

Une maniére possible d’obtenir ce résultat est d’obtenir la séquence R
R RV V B B B B, ou R signifie rouge, V signifie verte et B signifie bleue (dans
Pordre indiqué). La probabilité d’obtenir cette séquence est

(&) (&) ()

Mais on peut aussi permuter les neuf éléments de la séquence, ce qui donne

9 [ 9
31214l \ 324

séquences différentes. La probabilité cherchée est donc

(20 (%) (&) ()

~

N (puisque In 2 ~ 0,6931) .

Wl N

1
N
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3.22

Chapitre 3

a) Nous allons procéder par récurrence sur n. Dans le cas o n = 2,
le résultat est une conséquence de la définition 3.10 et de la proposition
3.13. Admettons que le résultat est vrai dans le cas onil y an — 1
événements (n > 3). Nous devons montrer que

PGy N---NGyr) = P(GYY) -~ P(GR),

pour tous az, .. .,a, € {0,1}. Nous allons démontrer ceci par récurrence
sur le nombre k de complémentaires d’événements qui apparaissent dans
Vintersection considérée, c’est-a-dire k = |{i : a; = 0}|. Pour k = 0, le
résultat est vérifié par définition de 'indépendance mutuelle. Admettons
alors que le résultat est vrai pour k—1 et montrons-le pour k. Supposons
donc qu’il y a k complémentaires qui apparaissent dans l'intersection.
Par commutativité de l'intersection, supposons, sans limiter la généra-
lité, que nous nous intéressons & P(G{ N --- NG, N Gry1 N--- N Gy).
Nous avons

PGiN---NGiNGrr1N---NGy)
=P(G5N---NGENGrp1N---NGY)
—P(G1ﬁGgﬂ---ﬂGzﬂGk+1ﬂ---ﬂGn)
= P(G35) - P(G)P(Gq1) -+ P(Gy)
— P(G1)P(G3) -+ P(G})P(Gry1) - - P(Ghn)
= (1= P(G1))P(G3) -+ P(GR)P(Gr1) -+ P(Gr)
= P(GY)P(G3) -~ P(GR)P(Gry1) -~ P(Gr) .
Le premier terme du deuxieme membre de I'équation a été traité par
I’hypothese de récurrence sur n, le deuxiéme par ’hypothése de récur-
rence sur k. Ainsi, le résultat est démontré pour toute valeur de k < n,

donc pour le cas général de n événements. Il est donc démontré pour
toute valeur de n par récurrence.

b) Montrons tout d’abord que si P(G{* N---NG) = P(G{*)--- P(G%n)

pour tous ai,...,a, € {0 1} alors pour tout 1 < k < n, toute suite
1<ip < -+ <ip<nettous br,..., by € {0,1}, P(Gfll S NG =
P(Gfll) e P(Gf:). Ce résultat est clair dans le cas ou k = n. Supposons
par récurrence descendante que celui-ci est vrai pour une suite de taille
k+1 et montrons-le pour une suite de taille k. Sans limiter la généralité,
nous pouvons supposer que i; = j pour j = 1,...,k. Comme G}H_l et
Gy sont disjoints et G, UGY,; = Q, nous avons

PG N Gbk)

= P(GY'N--- NG N (Gl UGL))

=P((GY N NG NGL ) UGy N---NGEFNGYLY))
= PG NN GZ’“ NGry) + PG N NG NGY,,)
P(GY)- - (GZ’“)P(G}M) + P(GY) - P(GRF)P(GY4)
P(GY)-- P(GY),
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par hypothese de récurrence et car P(G} ) + P(G), ) = 1.

Pour montrer que les événements G1,...,G, sont mutuellement indé-
pendants, il suffit de prendre b; = 1 pour tout j = 1,...,k dans le
résultat démontré ci-dessus.

Nous avons, par la loi de De Morgan et la proposition 3.16,

(8)-(8)-+ (3

n

_1—HP (B5) =1-[J(1 - P(E).

i=1

Notons P;(E) la collection des sous-ensembles de F de cardinalité j,
pour 0 < j < n. Nous avons, en découpant {A; C Az} selon la valeur de A,

P{A; C Ay} = > P{A; C Ay, Ay =G}
GeP(E)
=Y > P{ACG A =G}
Jj=0 GEPJ(E)

Par I'indépendance de A; et Ay, nous avons

n

P{A;CA}=>" Y P{ACGIP{A4=GC}= Z Z o

2" '
J=0 GeP;(E) j=0 GeP;(E)

Il y a en effet 2™ choix possibles pour chacun des ensembles A; et Ao, parmi
lesquels 2/€1 appartiennent & P(G) et sont donc sous-ensembles de G. Il vient
alors

P{A; C Ay} = 4%2 > 2= 4%22]’|7>j(E)| = 4%2 <?) 2

j=0 GeP;(E) j=0 j=0
1 </ , 1 3\"
= — W = —24+1D)"=|( - .
w2 (5)rr=geru=(5)

Soit p la probabilité conditionnelle que I’équipe A gagne le tournoi,
sachant que A a déja gagné i jeux et que B a déja gagné j jeux. On admet que
la répartition du prix est équitable si A regoit px francs et B regoit (1 — p)z
francs : il s’agit donc de calculer p. L’équipe A doit encore gagner k = n — i
jeux pour remporter le tournoi et B doit encore gagner { = n — j jeux pour
remporter le tournoi. Vu que les jeux sont indépendants, p est fonction de
(k, £) uniquement. I’équipe A gagnera en exactement m jeux supplémentaires
(k<m<k+/¢—1)si A gagne le dernier jeu et k — 1 des m — 1 premiers jeux
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supplémentaires. Ceci peut se produire de Cy,,—1 j—1 manieres. Chaque maniere
a une probabilité 27 de se réaliser, donc

k+e—1 m—1
— 2—7” .
=% (3 0))
m=k
Cette formule a été obtenue en 1654 par Pascal et Fermat. D’aprés Durrett [4],
divers résultats incorrects avaient été donnés auparavant : ﬁ par Pacioli en

1494, "gil_j par Tartaglia en 1556, et 2”;}% par Forestani en 1603.

11.4 Chapitre 4

On constate que

-3

P{le}:(l

P{X =2} = (;) (é)Q (2)0 ~ 0,028,

)
~_
7 N\
| =
"
i
7N
(=]
N~
—
1
=
[\)
\]
(0'9)

Ainsi,
0 six <0,
0,694 si0<z<11,
F@)=PIX<2h=9 060410278 =0972 sil<a<2,

L’ensemble fondamental est Q = {1,...,6}?, muni de la tribu F = P(Q).
Les deux dés étant équilibrés et indépendants, nous définissons la fonction
de probabilité par P{w} = %, pour tout w € €. La variable aléatoire X
est alors donnée par X(w) = wiws, ol w = (w1,ws). L’ensemble des valeurs

possibles pour la variable aléatoire X est donc donné par S = {125 : x1,29 €

{1,...,6}}. En comptant les w qui donnent lieu a chacune de ces valeurs, nous
obtenons pour X la fonction de densité suivante :
1
30 size{l,9, 16, 25, 36},
1
I siz€{2,3,5,8, 10, 15, 18, 20, 24, 30},
— )l = 1
P{X =z} = ) siz=4,
1 .
g size {6,12},
0  sinon.
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L’espace de probabilité (2, F, P) modélise le réalisation de n jets indé-
pendants d’un dé équilibré. Pour chacun de ces jets, la variable aléatoire X
est augmentée d’une unité si le résultat est pair. Ainsi, la variable aléatoire
X représente le nombre de résultats pairs lors de n jets indépendants d’un dé
équilibré. Cette variable aléatoire suit donc une loi binomiale de parametres n
et p = % Il y a en effet une chance sur deux d’obtenir un nombre pair lors
du lancer d’un dé équilibré. Sa fonction de densité est donc f(z) = (:)%7 si
z €{0,...,n}, f(x) = 0 sinon.

L’ensemble fondamental est Q = {1,...,6}?, muni de la tribu F = P(Q).
Les deux dés étant équilibrés et indépendants, nous définissons la fonction de
probabilité par P{w} = =, pour tout w € €. La variable aléatoire X est

36
alors donnée par X (w) = max(wi,ws), ol w = (w1, ws2). L’ensemble des valeurs
possibles pour la variable aléatoire X est donc donné par S = {1,...,6}. En

comptant les w qui donnent lieu a chacune de ces valeurs, nous obtenons pour
X la fonction de densité suivante :

1 2 3 4 5 ‘
T 1 5 7 1 11

P{X = ‘ B ‘
=235 5 36 36 1 36

L’espace de probabilité (2, F, P) modélise le réalisation de n jets indé-
pendants d’une piéce de monnaie. Admettons que 1 représente pile et 0 repré-
sente face. Pour chacun de ces jets, la variable aléatoire X est augmentée d’une
unité si le résultat est pile. Ainsi, la variable aléatoire X représente le nombre
de piles lors de n jets indépendants d’une piece de monnaie. Cette variable
aléatoire suit donc une loi binomiale de paramétres n et p = % Sa fonction de
densité est donc f(z) = (1) 5=, si € {0,...,n}, f(z) = 0 sinon.

D’apres 'additivité de la probabilité, la définition de F' et le point a) de
la proposition 4.8,

Pla< X <b}=P{X <b} —P{X <a}=F() — Fla—).
Sia<b,alors {X <a} C{X <b} et donc
Pla< X <b}=P{X <b} —P{X <a}=F(—)— F(a).

Notons D I’ensemble des discontinuités de la fonction F' et D,, I'’ensemble
des discontinuités de F' d’amplitude supérieure ou égale a %, c’est-a- dire

1
D={zeR:F(z)—F(z—) >0} et D,= {xeR:F(m)—F(m—) > } .

n
Alors D = J,,cy Dn- Montrons alors par I'absurde que |D,| < n. Supposons

donc que |D,| > n. Choisissons alors 1 < --+ < x,, € D,,. D’une part, par la
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monotonie de F,

n

S () — Flai-))

- F(zn)+ (=F(zn—) + F(zp-1)) + -+ (- F(z2—) + F(z1)) — F(z1-)
< F(zp) — F(z1—) < F(+00) — F(—00) =1,

et, d’autre part,

n n

Z(F(xi) — F(z;—)) > Z% = % =1.

i=1 i=1

Nous obtenons une contradiction, ce qui montre que |D,| < n pour tout n.
Ainsi, I'ensemble D = |J,,cyy Dy, est une réunion dénombrable d’ensembles finis
et il est donc dénombrable.

Vérifions tout d’abord que la fonction Fy est non décroissante. En effet,
soit x < y. Alors

Fyly) — Fy(z) =P{X <y|XeD}-P{X<z|XeD}
=P{lz<X<y|XeD}>0,

par définition de la probabilité.

Calculons alors lim,_, o, Fy(x). D’apres la définition de la probabilité condi
tionnelle et le fait que | — co,2] N D C ] — o0, 2],
0< Fylx)=P{X <z| X €D}
_ P{X<z,XeD} P{Xc]|-ooz]ND}

P{X € D} P{X € D}
P{Xe€]—-o0,2]}  F(x)
ST pixeny pixeny %

lorsque & — —oo, car F' est une fonction de répartition. Ainsi, lim,_, o Fy(x)
=0.

Calculons lim,_, 1 o, Fg(x). Considérons pour cela une suite réelle croissante
(Zn)nen telle que lim, o x, = +o00. Alors

P{X €]—o00,2,]N D} P(E,)
lim Fy(z,) = li = lim ————
A Fa(wn) = i ———5 7y A B e by

avec F,, = {X €]—00,z,]N D}. La suite d’événements (E,,),en est une suite
croissante et nous savons que lim,_,o, P(E,) = P(U,~, E»), par la continuité
de la probabilité. Or |J,—, E,, = {X € D}. Ainsi,

P E,
lim Fy(z,) = <nL_J1 ) = PiX € D} =1
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Finalement, montrons la continuité a droite de Fj;. On souhaite montrer
que limp o Fy(x + h) = Fg(x). En utilisant la non-décroissance de Fy et le fait
que |z, z + h| N D C ]z, z + h], nous observons que

0< Fy(z+h) — Fy(z) = P{X €|z, +hND}

P{X € D}
P{XG]xw—l—h]}_F(w—!—h)—F(x)
ST pixeDy  PXeD}

par la continuité & droite de F'. Ainsi, F; est bien une fonction de répartition.

4.10 a) La variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre
p, donc P{X =n} = p(1 —p)"~L. Ainsi,

> PX=n}=) p-p"t=pY Q-p"t=pY (1-p"
n=1 n=1 n=1 n=0

1-(1-p)

b) La variable aléatoire Y suit une loi de Poisson de parameétre A, donc
P{Y =n} = e_”\%. Ainsi,

o

Z%P{Y =n}= Z%e”‘m = 64‘2_%5 =e M =1.

c¢) La variable aléatoire Z suit une loi binomiale négative de parameétres
(r,p), donc P{Z =n} = (" )p"(p— 1)"~". Ainsi, en utilisant I'indica-

tion,
ip{z =n} = E (n__rr) prp—1)" =p ni (n—_rr> (r— 1)

> -r
— T 1) =97 (1 1) T =p"p T =1.
3 () emu=raer T =y

d) Supposons que nous effectuons une suite d’épreuves indépendantes, cha-
cune d’elle pouvant étre un succes avec la probabilité p ou un échec avec
la probabilité 1 — p. La variable aléatoire U compte alors le nombre de
succes parmi les n premieres épreuves. La variable aléatoire Z compte,
quant a elle, le nombre d’épreuves nécessaires pour obtenir r succes.
Considérons ’événement {U < r}. Celui-ci représente le fait qu’il y ait
moins de 7 succes parmi les n premieéres épreuves. Dans ce cas-la, il
sera nécessaire de procéder a plus de n épreuves pour obtenir r succes.
Réciproquement, s’il faut procéder a plus de n épreuves pour obtenir r
succes, il y a nécessairement moins de r succes parmi les n premieres.
Ainsi, {U < r} ={Z > n} et donc P{U < r} = P{Z > n}.
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Vérifions tout d’abord que

) A n
lim (1 — ) =
n— 0o n
An

lorsque A, — A. Comme \,, — A, nous avons lim,, ;. -

= 0. Ainsi, il existe

An
n

N tel que, pour n > N, < 1. Nous pouvons alors écrire

An\" An\" . An
lim <1 — ) = lim exp (log<<1 — ) >) = lim exp <nlog <1 — ))
n—oo n n— oo n n—o00 n

1og(1 — /\">
= lim exp| Ay— 2

n— o0 )\n

n

=exp| A limM =exp| A lim -1 =e
x—0 x€X z—=01 —x

ou nous avons utilisé la regle de Bernoulli-L’Hospital pour calculer
lim,_q w. Calculons maintenant P{X,, = k}. En posant \,, = np,,, nous
avons

e (- (2 (-2 (-3)°

En utilisant

! 1) =k 1
My Moo Dk D)
n— 00 (n - k)‘ ’n,k n—o0 TLk
—k
limy oo A = A, limp, oo (1 —22) 7" =1 et I'indication, nous obtenons

. Ay
nl;rrgoP{Xn:k}:He =P{Y =k}.

Soit g :]0,00[ — ]0, 00| définie par g(x) = 2. Alors g est bijective. Vu
que
Ae ™™ siz>0,

fX(””):{o siz <0,

on déduit de la proposition 4.24 que

Ix (9_1(31))

fr(y) = 7o)

Or
g W =vy, d@=22, J('W)=2vy.
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Par conséquent,

Ae WY 0
— s1y >0,
fry) = 2Vy
0 siy<0.
4.19 a) Il s’agit de déterminer la constante c telle que fj;o f(x)de = 1.

Pour que f soit positive et non identiquement nulle, il faut ¢ > 0. D’autre

part,
400 2 3
do = 4—2d:(4 —‘E>
/_Oof(x)x c/_2( z%)dx =c| 4z 51,

S(CREHIE S

Nous devons donc poser ¢ = 33—2

b) La fonction de répartition F(z) de la variable aléatoire X est donnée
par F(z) = [*_ f(u)du. Lorsque 2 < —2, cette intégrale est nulle. De

2

plus, lorsque x > 2, nous avons ffoo flu)du = fj;o flu)du =1, par le
point a). Il reste donc a déterminer F'(z), pour —2 < = < 2. Dans ce

cas,
r 3 [T 3 ud

du=> [ A—uddu= > (4u—L
/,Oof(“)“ 3 ) A w)du 32(“ 3)

3 x3 8 3 3 16
32((5” 3) <8+3>> 32<$ 3+3)

16+ 122 — 2%).

:5(

Nous obtenons donc

0 siz < -2,
1
F(z) = 3—2(16+12x—x3) si—2<z<2,
1 sixz>2.
4.20 a) Il s’agit de déterminer la constante c telle que fj;o flx)dz = 1.
Pour que f soit positive et non identiquement nulle, il faut ¢ > 0. D’autre

part,

400 /2 /2
/ f(x)dx:c/ cos2(x)dx:c/ 1—i_LS(QCE)dac
0 0

- 2
[z sin(2x)
=575

Nous devons donc poser ¢ = %.

/2
/ TC

=

0
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b) La fonction de répartition F'(x) de la variable aléatoire X est donnée
par F(z f f(u) du. Lorsque = < 0, cette intégrale est nulle. De

plus, lorsque x > 7, nous avons ffoo flu)ydu= [~ ;: f(u)du =1, par le
point a). Il reste donc a déterminer F'(x), pour 0 <z < 5. Dans ce cas,

/_g; f(u)du = ;‘;/Owc()sz(u)du: % <;L N SinEfU))

x

0

Nous obtenons donc

0 siz <0,
2 in(2

F(z) = W<x+sm(2m)> si0<z<Z,
1 siz> 3.

Soit X une variable aléatoire exponentielle de parametre A. Alors P{X <
v} = 1— e pour z > 0. Ainsi, P{X > 2} = 1 - P{X < 2} = e 2,
pour z > 0. Par la définition de probabilité conditionnelle et le fait que
{X >z +y} Cc{X >y}, pour z >0 et y > 0, nous avons

P{X>z+y X>y} P{X>z+y}
P{X >y} - P{X >y}

— — AT _
=~y ¢ T =P{X >zx}.

P{X>z+y|X>y}=

(4.24) 11 s’agit de montrer que 1’1ntegrale de la densité de la loi normale vaut
bien 1, c’est-a-dire que I = f \/L e=’/2dy = 1. Pour cela, nous allons
d’abord évaluer le carré de cette mtegrale ce qui permet de se ramener a une
intégrale dans R? et de procéder & un changement de coordonnées polaires
(x =rcosf,y =rsinf). En effet,

12 ( +o00 1 —7"2/2d ) ( +o00 1 _y2/2d )
= X y
Var Var
+oo 27
= / e~ (/D@ +v") dxdy—2 / / — 2 dr do
™
([ w) ([ o)
== df r dr | = e "
27T < 0 0 ( )

D’ou I =1, puisque I est positive.

=1.

0
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4.25 a) Observons que Y = ¢(X), avec g : R — R} définie par
g(z) = e®. La fonction g est bijective, g et g~' sont de classe C! et
P{X € R} = 1. Nous pouvons donc appliquer la proposition 4.24 :

fx (g_l(y))
l9' (97 ()|

Comme X est une v.a. normale standard, fx(z) = \/% e=*"/2_ Ainsi,
pour y > 0,

fr(y) =

L —togw)2

_ V2r _ L egy)?2
fY(y) - |610g(y)| = \/ﬁy e 5

et fy(y) =0siy<O0.

b) Vérifions tout d’abord que la v.a. Z est bien définie. Observons que
h(Z) = X, avec h : R — R définie par h(z) = 2% + z + 1. Cette fonction
est bijective, h et h™! sont de classe C* et P{X € R} = 1. En effet,
h'(z) = 322 +1 > 0 pour tout z € R, donc h est strictement croissante.

De plus, limg_ 40 h(2) = 400 et lim,—,_o h(z) = —o0, ce qui assure
la bijectivité de h. La v.a. Z est donc bien définie, elle est donnée par
Z =h"1(X).

D’aprés la remarque 4.25, la densité fz de la v.a. Z est fz(z)
= fx(h(2))|W(2)|. Comme X est une v.a. normale standard,

fZ(Z) — (32,2 + 1) e—(z3+z+1)2/2 ,

3~
3

pour tout z € R.

4.26 a) Observons que Y = g(X), avec g : R%, — R définie par g(z) =
In(z). La fonction g est bijective, g et g~! sont de classe C! sur ]0, 00| et
P{X €]0,00[} = 1. Nous pouvons donc appliquer la proposition 4.24 :

. fx(g_l(y))
fY(y) = \g’(g*l(y))| .

Comme X est une v.a. exponentielle de parameétre )\, fx(z) = Ae™ 7,
pour z > 0 et fx(z) = 0 sinon. Ainsi, pour y € R,

AeAe!

= Aev N
||

fy(y) =

b) Vérifions tout d’abord que la v.a. Z est bien définie. Observons que
hZ) = X, avec h : | — Z,Z[ — R définie par h( ) = z + tan(z).

202
Cette fonction est bijective. En effet, h/(z) =1+ =y > 0 pour tout

z € ]—=3%,5[, donc h est strictement croissante, h et h™! sont de
classe C' et P{Z €] — 5,%[} = 1. De plus, lim,_,, /5 h(z) = +oc et

cos2(

2’2
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lim,_, /2 h(2) = —0o0, ce qui assure la bijectivité de h. La v.a. Z est
donc bien définie, elle est donnée par Z = h~(X).
D’apres la remarque 4.25, la densité fz de la v.a. Z est

fz(2) = fx (h(2)) [P (2)] -

Comme X est une v.a. normale standard,

cos?(z)

[.

pour tout z € | — 7,

NIE

a) Observons que Y = ¢g(X), avec g : R — R définie par g(z) =
x2. La fonction g n’est pas bijective de R dans R. Nous ne pouvons
donc pas appliquer la proposition 4.24. Déterminons alors la fonction de
répartition Fy de la v.a. Y directement a partir de la définition. Pour
y <0, Fy(y) = P{Y <y} = P{X* <y} = 0. Pour y > 0,

Fy(y) = P{Y <y} = P{X? <y} = P{-y < X < Vy}
= F(Vy) = F(=vy),

ou F est la fonction de répartition de la v.a. X. Nous trouvons alors la
densité fy de la v.a. Y par dérivation. Pour y < 0, fy(y) = 0. Pour
y >0,

1 1 1

fr(y) =Fy(y) = NG f(\/§)+m f(=vy) = BN (f(V9)+f(=vy)) -

Finalement,

1 .
i = | s W TIEVD) sy >0,

0 siy<O0.

b) Nous allons appliquer le résultat du point a) au cas ott X est une v.a. nor-

male standard, c¢’est-a-dire avec f(z) =
y >0,

2
%ﬂe“” /2 Dans ce cas, pour

1 L (e—y/2 + e—y/2) — L

T 25 Vor Vo’

ce qui correspond a la densité d’une v.a. de loi gamma avec parametres
p= % et A = % En effet, y=1/2 e=¥/2 apparait dans la densité de la loi

gamma et la constante est forcément la bonne puisqu’elle est déterminée
par la propriété f0+°° fy(y)dy = 1. En particulier, ' (1) = /7.

“1/2 o=u/2

Iy (y)
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Lorsque X est une v.a. N(10,36), £=10 est une v.a. normale standard.
En notant Z une v.a. normale standard et <I> sa fonction de répartition, nous
avons les résultats suivants.

a) P{X<13}P{Xg10<13610} P{Z<;}

1
= (=] ~06915.
()=
X —10

b) P{4<X<16}:P{4_610 <=5
=0(1) - ®(-1) = (1) — (1 - (1))

16 — 10
<% }:P{—1<Z<1}

)—1~2.0,8413 — 1 = 0,6826.
¢) P{X <8} = P{ 1 8_610} P{Z<—;}

6
1
( 3) <) ~1—0,6293 = 0,3707.

7— —10 35 —-10
d) P{T<X <35} =P <75 }

1 25 1
Loz Pl g (B (1oa(l
{2< B)-e(®)- (1 (2)
~1—-1+0,6915 = 0,6915,
car @ (2) ~ ®(+00) = 1.

11.5 Chapitre 5

a) Remarquons d’abord que l'espace de probabilité est (2, F, P), ol
Q=A{1,... 6}2 F = P(Q) et la fonction de probabilité P est déterminée
par P{w} = 4, pour tout w € . Le vecteur aléatoire (X1, X2) est défini
par (Xl(w) Xo(w )) (min;—; 2 w;, Max;—1 2w;), ol w = (w1, ws).
L’ensemble des valeurs possibles pour les v.a. X; et X est {1,...,6}.
Par définition, nous avons toujours X; < Xs. Nous devons calculer
f(z1,22) = P{X1 = x1, X2 = z3}. Lorsque x; = x9, les deux résultats
des dés doivent étre identiques et égaux a x1. Il n’y a qu’un seul élément
de Q qui réalise cette condition et donc f(z1,z2) = 31—6. Dans le cas ou
x1 < 3, 'un des dés doit donner x1, 'autre zs. Il y a deux éléments
de Q qui réalisent cette condition, & savoir (x1,x2) et (z2,21). Nous

obtenons f(x1,x2) = Tls' Ainsi, pour z1, 29 € {1,...,6},
— six] =x9,
36 1 2
f(zlaxQ) = 1 :
— siz <z
18 1 2,
0 sinon .
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b) Afin de déterminer la densité marginale de X7, il s’agit d’additionner

les probabilités de tous les événements pour lesquels X; prend la va-
leur voulue (c.-a-d. fx, (x1) = Zle f(z1,1)). Les résultats obtenus aux
points a) et b) sont résumés dans le tableau suivant. Les valeurs cen-
trales indiquent f(x1,x2). La fonction fx, (resp. fx,) est présentée dans
la derniére colonne (resp. ligne).

1 | 22 1 2 3 4 5 6 | fx,(x1)
1 o1 11 1 1 1
36 18 18 18 18 18 36
9 o111 109
36 18 18 18 18 36
1 1 1 1 7
510 3% 18 18 18| 36
1 1 1 5
4 = - = =2
0 0 36 18 18 36
11 3
5 0 0 0 % | 36
1 1
6 0 0 0 0 = |
o) | L 2 2 191
X2\%2) | 36 36 36 36 36 36

a) Remarquons d’abord que l'espace de probabilité est (2, F, P), ol
0 ={2,3,4}2, F = P(Q) et la fonction de probabilité P est déterminée
par P{w} = §, pour tout w € . Le vecteur aléatoire (X1, X) est défini
par (X1(w), X2(w)) = (w1 + wa, wiws), ol w = (w1, w2).
L’ensemble des valeurs possibles pour la v.a. X est {4,5,6,7,8} et 'en-
semble des valeurs possibles pour X est {4,6,8,9,12,16}. Nous remar-
quons que les couples de valeurs possibles sont en correspondance biuni-
voque avec les couples de valeurs obtenues lors du tirage, a la symétrie
du tirage prés. Ainsi, les valeurs possibles (4,4),(6,9) et (8,16) pour
(X1, X2) correspondent respectivement au tirage de (2, 2), (3, 3) et (4, 4).
Elles ont donc probabilité %. Les valeurs possibles (5, 6), (6,8) et (7,12)
pour (X3, X5) correspondent respectivement au tirage de (2,3),(2,4)
et (3,4) (a la symétrie des tirages prés). Elles ont donc probabilité 2.
Les autres couples de valeurs ne sont pas possibles et ont donc tous
probabilité 0.

b) Afin de déterminer la densité marginale de X7, il s’agit d’additionner

les probabilités de tous les événements pour lesquels X; prend la valeur
voulue. Les résultats obtenus aux points a) et b) sont résumés dans le
tableau suivant. Les valeurs centrales indiquent f(x1,x2). La fonction
fx, (resp. fx,) est présentée dans la derniére colonne (resp. ligne).
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zi|ze |4 6 8 9 12 16| fx,(z1)
1 1
4 3 0 0 0 O 0 3
2 2
5 0 3 0O 0 O 0 3
2 1 3
6 00 5 5 0 0 -
2 2
7 0 0 0 O 5 0 3
1 1
8 0O 0 0O 0 O 3 3
T
a) Nous devons choisir ¢ de sorte que

+oo  ptoo
/ / f(xlal‘Q) dridrs =1.
+oo +oco
/ / f(z1,22) dzy dxo

Or

21
T2 X5 1 1
CA <2+z2> Lo = c{2+2}0 c<2+2> c

Ainsi, ¢ = 1.

b) Observons que

P{X1 < XQ}

= // $1,$2 dxl dJUg / / T +$2) dl‘l dl‘g

{(z1,2) :x1<w2}

1 2 T1=T2 1 371
3 3 1
= / |:1'1 + I1I2:| dm2 = 7/ 1’% d;p2 = — |:1,2:| = — .
0 2 2120 2 Jo 213, 2

¢) Pour z; € [0,1], fx,(z1) = 0. Pour z; € [0,1],

“+oo
fx (1) = / f(1,22) di

— 00

1 911
x
:/ (1’1 +.’L'2)d$2: |:!L'1.’L'2—|—2:| =_—+x.
0 2], 2
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d) Nous pouvons écrire P{X; = X5} sous la forme

P{X; =Xy} = // f(z1, x2) day dao

{(z1,22) 1 x1=22}
o0 T2
= / f(xl,l‘g)dl‘l dxg :O,
— 00 o

pour toute fonction de densité f. Ainsi, P{X; = X3} = 0 pour tout
vecteur aléatoire continu.

a) Nous devons choisir ¢ de sorte que

400 ptoo
/ / f(z1,22)dzydre = 1.
U

+oo +oo
/ / f(xlny)dx1d$2
S| 17,2 z1=1
:c//x1(1+3:2)d331d33220/ {1(1“«2)} d»
o Jo o L2

11:0
1 271
3
:E/(l‘ﬂlcz)dﬂh:E pat+ 2| =0
2 Jo 2 0

4
3"
b) Observons que

Ainsi, ¢ =

1
P{Xg >X1—|—2} = // f(])l,l‘Q)dl‘ld.TQ
11,132 I2>I1+(1/2)}

1/2
/ / 1+.’E2) d.’EQ d.’El
x1+ 1/2)

4 12 227%2=1
_ g/ [1’2 —+ 22:| dl’l
0

ro=x14+(1/2)

4 (V2 /7 3 1
0
4
3

1 1 Y 4
[72 ixg 4] 5 5'

16"
c¢) Pour z3 € [0,1], fx,(z2) = 0. Pour x2 € [0, 1],

— 00

400 1
fX2 (.132) = / f(xl,l‘g) dxi1 = g/o xl(l + xg) dxq
1

:%(sz) [”ﬂ -

0

(1+z2).

OJ\[\.’)
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d) Nous pouvons écrire P{X5 = X; + 1} sous la forme

P {Xz =X+ ;} = // f(iEl,SCQ)dJCl dxo

{(z1,22) :x2=214+(1/2)}
z14(1/2)
/ / ml,mg)dmldeZO,
x14(1/2)
pour toute fonction de densité f. Ainsi, P {Xg =X;+ %} =0.

a) Soit (X7, X2) un vecteur aléatoire uniforme sur U = [a, b] X [c, d].
Pour A C U,

P{(Xl,XQ) S A} ://mdl'l dxo
A

_ Aire(4)  Aire(A)
(b—a)(d—c) Aire(U)’

Calculons alors la fonction de répartition F' de X; + X5 dans le cas ou
U = [0,1]%. Pour z < 0, nous avons F(z) = P{X; + Xy < z} = 0.
Pour z > 2, nous avons F(z) = 1. Dans le cas ou = € [0,2[, notons
Ay = {(21,22) € [0,1)% : 21 + 22 < z} (fig. 11.4).

x, x,
1 .
1 2-x
T
Ay
A,
0 xr 1 0 1 L 1
0<z<1 1<xe<?2

Figure 11.4 Ensemble A, de I'exercice 5.5 selon la valeur de .

Alors
F( ) P{X1 + X5 < a:} P{ Xl,XQ EA } AlI‘e(A )

Il s’agit alors de distinguer deux cas. Premierement, lorsque 0 < = < 1,
I’ensemble A, est un triangle rectangle isocele de cété x. Son aire est
donc egale a Z. Dautre part, lorsque 1 < x < 2, nous avons
A, 1]? {2( r1,72) € [0,1)% 21 + 22 > x} Cet ensemble que
I'on retlre a [ , 1] est un trlangle rectangle isocele de coté 2 — z, donc
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F(z) = Aire(4,) =1 - % Ainsi,

0 six <0,
2
% sio<r<1
Fla) = (2 —1x2)?
1—T sil<z <2,
1 six >2.

Notons qu’il est également possible, en distinguant les divers cas, de
calculer directement F'(z) par

F(x) = // f(z1,x2) day dao .

{(#1,22):x1+22 <2}
En dérivant F, nous obtenons

six <0,

sio<z<1,
—x sil<ax<?2,

six >2.

b) Calculons tout d’abord la fonction de répartition Fy de Y = X7 + X5 :

Fy(y) = P{X1 + X2 <y}

o0 Yy—z
f(x1, x2) dxy diEQZ/ dl’1/ dxy f(r1,22) .

{(z1,22) : x14+22<y}

Ainsi,
d Yy—z1
fy(y) dy / diL'l / dl‘g f X1, 1‘2)

Yy—x1
=/ dxld—y/ dx2f($17x2):/ flxi,y —x1)dey .

Le résultat est démontré. Notons que nous pouvons également calcu-
ler la densité conjointe du vecteur aléatoire (X1, X1 + X3) a laide de
la proposition 5.14, puis calculer la densité marginale de la deuxieme
composante de celui-ci.

a) Observons que Y = g(X) ot la fonction g : R> — R? est donnée
par
g(w1,m2) = (T1 + 22,71 — T2).

La fonction g est bijective et admet pour inverse la fonction h : R? — R?

donnée par
Yi+Y2 Y1 — Y2
h(yhy?) = ( 2 5 2 > .
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La fonction h est contintiment différentiable et admet pour jacobien

Jn(y1,y2) = det <

D= D=

Notons que P(X € R?) =1 et que

1 si(x1,z9) €[0,1]2,
fx(xl’xQ):{O sin(ori. 2 € 01

Ainsi, par la proposition 5.14, nous avons
fy(wi,y2) = fx(h(y1,y2)) [Jn(y1, y2)|

1 y1+Y2 Y1 — Y2 1 si(y,y2) €V,
= §fX ) = 0

2 2 sinon,

ot V =g([0,1]?).

b) On constate que (y1,y2) € V' si et seulement si (L1522 91023 € [0, 1]2,
Pour satisfaire cette condition, nous devons avoir 0 < y1 +y2 < 2 et 0 <
y1 —y2 < 2. L’ensemble V' est illustré dans la figure 11.5. Par le résultat
de la partie a), on constate que la fonction de densité conjointe de Y est
constante sur V et nulle en dehors. De plus, la valeur de la constante
est %, qui est 'inverse de l’aire du domaine V. Ainsi, on constate que Y’
est uniforme sur V.

Y2
{k y1— Yo =0

1%
Y1~ Yo =2
0 } >
1 2 A1
Y+ Yo =2

Y1+ y2=0
Figure 11.5 Ensemble V' du probleme 5.6

Observons que Y = g(X), ot la fonction g : D — R? est donnée par
g(x1,22) = (g1(z1,22), g2 (1, 72)), avec

r=gi(x1,m2) = \/2] + 23
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. arctan($2)  sizy >0,
5 sizy=0et x>0,
0 = go(x1,m2) = -5 sizg=0et 33 <0,
arctan(2) + 7 siag <0et 22 >0,
arctan(7?) — 7 siz <0et z2 <0.

Notons que 6 est ’angle, défini sur | — 7, 7], entre axe horizontal et le segment
reliant D'origine avec le point (z1,z2). On note donc que la fonction g a pour
image le domaine [0, 1[ x]—m, 7]. Afin de travailler sur un domaine ouvert, nous
allons restreindre la fonction g au domaine U = D\ {x € D : 273 < 0,22 = 0}.
On note que P{X € U} = 1 étant donné que nous n’excluons de D qu’un
segment d’aire nulle. Ainsi, 'image de la restriction de g a U devient V =
10,1[ x ] — 7, w[. La fonction g : U — V est bijective et admet pour inverse la
fonction h : V' — U donnée par

h(r,0) = (r cos(),rsin(0)) .
La fonction h est contintiment différentiable et admet pour jacobien

cos(f)  sin(6) ) .

Jn(r,0) = det ( —rsin(f) 7 cos()

Sachant que
1 .
= si(z1,22) €D
fX(wl,xz)_{ " . 7
0 sinon,

par la proposition 5.14, nous obtenons

fy(r,0) = fx(h(r,0))|Jn(r,0)| = rfx (rcos(8),rsin(f))
_ { s (yi,y2) €V,

0 sinon.

Les deux v.a. ne sont pas indépendantes. En effet, en examinant la
solution de ’exercice 5.1b), on constate que f(x1,x2) # fx, (z1)fx,(x2). Par
exemple, f(6? 1) =0 7& % = fX1(6>fX2(1)

Les deux v.a. ne sont pas indépendantes. En effet, en examinant la
solution de 'exercice 5.2b), on constate que f(x1,x2) # fx, (z1)fx,(x2). Par

exemple7 f(574) =0 7é 8% = fX1 (5)fX2 (4)
5.12 a) Par l'indépendance de X et Xo,

Fx(z) = P{X < 2} = P{max{X;, X5} <2} = P{X; < z,X, < 2}
= P{X1 < 2}P{X2 <z} = Fx,(2)Fx,(x).
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b) Par indépendance de X; et Xo, nous avons

Fy(y) = P{X <y} = P{mln{Xl,Xg} y} = 1—P{m1n{X1,X2} }
=1-P{X1 2y, Xo >y} =1-P{X; 2y} P{X2 > y}

=1 (1= Fx, () (1~ Fx, ).

c¢) Dans le cas ou les v.a. sont continues, nous savons que la fonction de
densité s’obtient en dérivant la fonction de répartition. Ainsi,

d d

fx(l‘) = % Fx(l‘) = % (FX1 ('r)FXQ(x)) = fX1 (x)sz(x)+FX1 ('/E)fX2(x) .

De facon analogue,

n@:%m@:%a—@ﬁx@m—mmm

= fx, () (1= Fx,(v)) + (1 = Fx, () fx, () -

Traitons tout d’abord le cas discret. Nous cherchons a calculer fx, 1 x,(z),
pour un x donné. Soit D, I’ensemble dénombrable des valeurs possibles de la
v.a. X5. Alors

fxix@) =P{Xi+ Xy =a} = Y P{Xi+ Xy =x,X5 =25}

z2€D>
= Z P{Xl :.T*fﬂQ,XQ :IQ}
z2€D>
= Z P{Xl :I’ffﬂg}P{XQZI’Q}
z2€D>
= Z le ($ - l'g)fXQ(ZEz),
z2€D>

par indépendance de X7 et X5. Notons aussi que
fX1+X2 Z fX1 T fXQ(x - xl)
z1€D1

ou D; est ’ensemble des valeurs possibles de X7.

Traitons maintenant le cas continu. Comme X7 et X5 sont indépendantes,
nous savons que f(z1,22) = fx,(z1)fx,(x2) pour tout z1,zo € R. Par le
résultat du point b) de l'exercice 5.5, nous avons donc

fX1+X2 / f xlax —1’1)dl’1 /OO le(xl)fX2(:r—x1)d:v1 .

— 00

Comme dans le cas discret, nous avons également

fX1+X2 / le x_xQ)fXQ(xQ)de
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Nous traitons explicitement uniquement le cas ot les v.a. sont conti-
nues. Les autres cas se traitent de fagon analogue.

Soient A1, As C R. Nous souhaitons montrer que
P{Zl € A, Zy € Ag} = P{Zl S Al}P{Z2 S AQ}
Or

P{Zl S Al,ZQ S AQ} :P{gl(Xl,,Xm) EAl, gg(yl,...,yn) GAQ}
=P{(X1,..., X, )egfl(A) (Y1,....Y,) € g5 (A2)}
—P{ Xl,.. Xm,Yh..., Ggl (A)X92 (AQ)}

//dml dxm/ [y

Y(Ar) '(Az)

X fx,(x1) -+ me(f'«“m)le (1) frv. (yn)

_ /.../dg;l~--da:mfxl(x1)'~'fxm($m)

g7 (A1)

X /--~/dy1-~-dynfyl(y1)-~-fyn(yn)
g5 ' (Az)
=P{(X1,...,Xm) € 97 (A1)} P{(V1,...,Ys) € g5 "(A2)}
= P{gl(X1,7Xm) S Al}P{gz(Yh...,Yn) S AQ}
:P{Zl EAl}P{ZQ EA2}.

Ainsi, Z1 et Zy sont indépendantes et le résultat est démontré.

La fonction de densité conjointe de (X1, X5) s’écrit
f(z1,22) = g1(21)g2(2) -
Ainsi,

fx,(x1) = /_ZOO flx1,x0) dag = /OO g1(z1) go(x2) das

— 00

= 91(»’51)/OO 92($2)d$2 =C2 91(96‘1),

—00

ol ¢y = ffooo g2(x2) dxs. Un raisonnement symétrique montre que fx,(z2) =
N o0 . .
C1 92(332)7 ouc = f,mgl(xl)déﬂl- Ainsi,

fxi (1) fx, (22) = cic201(21) g2(72) = f(21,72) -
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En effet,

cres = (/m gl(xl)dm) - </Z 92(332)4332) _ /Z doy /Z dzs g1 (21) ga(x2)

:/ dl’l/ dl’g f(ibhl'g) =1.

Les v.a. X; et X5 sont donc indépendantes par la proposition 5.19.

Nous avons vu au point a) de ’exemple 5.13 que la densité marginale
des composantes d’un vecteur aléatoire gaussien dans R? est bien celle d’une
loi N(0,1). Ainsi,

1 2?3 + a3
f(m17x2) - % exp (_ 2

2 2
e (- 3) e (<2 ) = f o) fraen).

Par la proposition 5.19, le résultat est démontré.

Notons F la fonction de répartition commune des v.a. Xi,...,X,. La
fonction de densité conjointe de X1, ..., X, est donc f(z1)--- f(x,). Calculons
alors la probabilité cherchée :

P{X; << X}
- /~~/f(:vl)mf(:cn)d:clmdxn

{z1<-<zpn}

= /_:o dxn, f(xn)/j:; dzn—1 f(Tn_1)" /_3: dxy f(itz)/_z dxy f(z1)
= /+Oo dz,, f(xn)/xn drn, 1 f(Tn_1)- /J:B dxo f(x2)F(22)

— 00 — 00 — 00

- /_:o din f(xn)/_z dxnlf(xnl).../:: dzs f(xs) [F2<2w2)K;

=/+OO de, f(:cn)/% dy_1 f(mnfl).../“ dng(m?))F?(ng)

—00 —00 —00

) [ e ) {mm]*“ 1

o (n—1)! nl ] o nl’
et le résultat est démontré. Signalons encore qu’il est possible de démontrer
ce résultat en considérant les v.a. Y; = F(X;) (¢ = 1,...,n) qui sont de loi

uniforme sur [0, 1], par le point b) de l'exercice 4.30. Le résultat dans le cas
de lois uniformes se démontre par calcul de la méme intégrale multiple que
ci-dessus mais avec f(x;) remplacé par 1.
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Soit X7 (resp. X5) le nombre de minutes aprés 18 h auxquelles Alain
(resp. Bernard) arrive dans le restaurant. Les v.a. X7 et X5 sont indépen-
dantes et uniformes sur Uintervalle [0, 60]. Ainsi, le vecteur aléatoire (X1, X2)
est uniforme sur [0,60]2. Nous cherchons & calculer la probabilité p que les
deux personnes arrivent a moins de 15 minutes 'une de 'autre, autrement dit
p = P({X1 < Xo < Xy + 15} U {X2 < X7 < X9+ 15}) Ces deux événe-
ments sont disjoints et, par la symétrie du probléeme, leurs probabilités sont
égales. Ainsi, p = 2P{X; < Xo < X; + 15} = 2P{(X1,X2) € A}, avec
A= {(ml,mg) €0,60)% : 11 <@g < 1 + 15} (fig. 11.6). Par exemple 5.12,

Aire(A)  Aire(4)

P2 Aire([0,6012) ~ 1800
Ty
60
L
/!
15
0 60 %1

Figure 11.6 Ensemble A de I’exercice 5.19.

Calculons donc Aire(A). L’ensemble A est un trapeéze formé du triangle
Ty = {(z1,22) € [0,60]? : 21 < 2} privé du triangle 7o = {(z1, z2) € [0, 60]? :
zy > w1 + 15} (fig. 11.6). Nous avons donc Aire(A) = Aire(T}) — Aire(T3). Le
triangle Ty (resp. T2) est un triangle rectangle isocéle de coté 60 (resp. 45).

1\7Tous trouvons alors Aire(A) = % — % = % Finalement, p = 2%15;?0
16 = 0,4375.
5.20 a) Soit X; (resp. X3) le nombre de minutes que Jacques va at-

tendre le bus (resp. le métro). Comme Jacques ne connait pas 'horaire
exact de passage des bus et métros, on considere que les v.a. X et Xy
sont indépendantes et uniformes sur lintervalle [0,20] (resp. [0, 10]).
Ainsi, le vecteur aléatoire (X1, X2) est uniforme sur [0,20] x [0, 10].
Nous cherchons a calculer la probabilité p que le temps de trajet to-
tal en transports publics soit plus grand que 27, autrement dit p =
P{X1+X2+12 > 27} = P{X1+X2 > 15} Ainsi,p = P{(Xl,XQ) S A},
avec A = {(w1,22) € [0,20] x [0,10] : @1 4+ x5 > 15} (fig. 11.7). Par
I’exemple 5.12,

B Aire(A) ~ Aire(A)
P= Aire((0,20] x [0,10]) ~ 200
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Ty A
15].
10
A
0 5 15 20 4

Figure 11.7 Ensemble A de l'exercice 5.20.

Calculons donc Aire(A). L’ensemble A est un trapéze dont la petite base

est 5, la grande base 15 et la hauteur 10, donc Aire(A) = W = 100.

Finalement, p = % = %

b) Si nous savons que les bus ont deux minutes de retard systématique,
cela ne change rien au probleme ci-dessus. Si Jacques ne connailt pas
I’horaire de passage exact, I'hypothese d’uniformité du passage des bus
reste inchangée.

Soient X la distance entre le centre de 'aiguille et la droite la plus
proche et © € [0, 7| angle entre la moitié supérieure de l’aiguille et les droites
paralleles. On suppose que toutes les positions finales de l'aiguille sont équi-
probables, c’est-a-dire que la fonction de densité conjointe du vecteur aléatoire
(X,0) est

2
F.0) = . 51376[0,%] et 6 € [0,n[,
0

sinon .

A Taide du dessin de la figure 11.8, on constate que 'aiguille touche une droite
si et seulement si £ sin(0) > X.

0
%Sine | /_\
' %sin@
X

Figure 11.8 Position de l'aiguille dans ’exercice 5.21.
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Ainsi, la probabilité cherchée est

T %sin@ 9 T ésinf)
/ d9/ dx f(z,0) = 7/ d@/ dx
0 0 ™ Jo 0

:£/ dﬁsinez%.
0

™ ™

5.24 a) Supposons que X; est le nombre de succes parmi n; épreuves
indépendantes, chacune ayant p pour probabilité de succes, et que X5
est le nombre de succes parmi ny épreuves indépendantes, chacune ayant
la méme probabilité p de succeés. On imagine qu’on réalise d’abord n;
épreuves, puis ns autres épreuves : ainsi, X; + X5 est le nombre de succes
parmi nq +no épreuves indépendantes, chacune ayant p pour probabilité
de succes. Par conséquent, X7 + X» est de loi B(ni + na,p).

b) Calculons la fonction de densité conditionelle

P{X1:$1,X1+X2:7’L}

Xy + Xy =n) =
S (@ | X+ Xz =n) P{Xi + X5 = n}

Le membre de droite est égal a

P{X) =z, Xo=n—21}
P{X1+X2:Tl} '

Puisque X; est X, sont indépendantes, ceci devient

P{X1 = a?l}P{XQ =n — .Tl}
P{Xl +X2=n} ’

En utilisant la définition de la loi binomiale et la réponse a la question
a), on obtient

(Ym0, g

T n—=xp

( ny jl‘nQ )pn(l - p)n1+n2,n

ny no
I n—Ip
ni + ny '
n
Ainsi, la loi conditionnelle de X; sachant que X; + X5 = n est la loi
d’une v.a. hypergéométrique X (rappellons que cette loi est celle que 'on
obtient lors d’un tirage sans remise de n boules d’une urne contenant nq

boules rouges et ny boules noires, ou X est le nombre de boules rouges
obtenues).
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a) Dans cette question, (X7, X3) est un vecteur aléatoire discret.
Dans ce cas, la densité conditionnelle de X5 sachant X; = 2 est donnée

par fx,(xs | X1 =2) = ?fl‘f;)) La valeur de la densité marginale de

X1 au point 1 = 2 a été calculée a D'exercice 5.1 : fx,(2) = 7. Ainsi,
fx,(x2 | X1 =2) =4f(2,22). En reprenant les résultats du tableau de
la loi conjointe de X; et X5, nous avons

X2 ‘1

Ol | o
ol w
O |
Ol ot
oI o

Jxo(z2 | X1 = 2) ‘ 0

b) Nous sommes cette fois-ci dans le cas d’un vecteur aléatoire continu. La

5.26

densité conditionnelle de X; sachant X5 = % est donnée par fx, (z1 |
X, = 1) = f(21,1/2)

. La densité marginale de X5 est la méme que

T2 Fx,(1/2)
celle de X; par symétrie. Celle-ci a été calculée a 'exercice 5.3 et vaut
fx.(z2) = 1 + a2, pour 0 < 22 < 1. Lorsque z; < 0 ou z; > 1,

fx (x| Xo = %) = 0. Pour 0 < z1 < 1, nous obtenons

1 1
_I(m3) ey,
fX1<$1’X2_ >_ 1 =7 1:7+x1.
fx2(2> 313

2
Nous devons alors calculer P{X; < z | X5 = %} La fonction de densité
conditionnelle étant elle-méme une fonction de densité, nous obtenons
la fonction de répartition conditionnelle en intégrant fx, (- | Xz = 3).
Pour z < 0, nous avons immédiatement P{X; < z | Xo = 1} = 0 et,
pour x > 1, P{X1§x|X2:%}:1. Pour 0 <z <1,

® 1 1
/ Ix, <x1 ’ Xo = 2) dxy =/ (2 —|—$1) dxq
oo 0

Tz R |
2{14—1} zix(l—kx‘).

1
P{Xlgaj)Xg:}

2

2 2 Jz,=0
a) Dans cette question, (X7, X3) est un vecteur aléatoire discret.
Dans ce cas, la densité conditionnelle de X5 sachant X; = 6 est donnée

par fx,(xs | X1 = 6) = J;fl‘fg)) La valeur de la densité marginale de

X1 au point 1 = 6 a été calculée a D'exercice 5.2 : fx, (6) = %. Ainsi,
fx,(z2 | X1 =6) =3f(6,22). En reprenant les résultats du tableau de
la loi conjointe de X; et X5, nous avons

T2 ‘

Ixap (22 | X1 =6) ‘

wl | 0o
Wl ©

et fX2(932 ‘ Xg = 0) =0si T2 ¢ {8,9}
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b) Nous sommes cette fois-ci dans le cas d’un vecteur aléatoire continu. La
densité conditionnelle de X; sachant Xy = % est donnée par fx, (z1 |

Xo=1)= % La densité marginale de X, a été calculée & I’exer-

cice 5.4 et vaut fx,(z2) = 5(1 + a2), pour 0 < x2 < 1. Lorsque z1 < 0
ouzy > 1, fx, (1] X2 = %) = 0. Pour 0 < 21 < 1, nous obtenons

Txa (2) 32
Nous devons alors calculer P{X; < z | X3 = 1}. La fonction de densité
conditionnelle étant elle-méme une fonction de densité, nous obtenons
la fonction de répartition conditionnelle en intégrant fx, (- | Xz = 3).
Pour z < 0, nous avons immédiatement P{X; < z | Xo = 1} = 0 et,
pour x > 1, P{X1<x|X2:%}:1. Pour 0 <z <1,

1 ® 1
P{X1<$‘X2=2}=/ fx <$1‘X2=2>d$1

xT
_ _ 2 1= _ 2
_/0 221 dx1 = [xlhlzo =x°.

7(o3)
1,5
fx. (ml ’XQ B 1) B 2 221

Nous savons que la v.a. X7 suit une loi uniforme sur [0, 1], ainsi fx, (z1) =
10,1 (21). De plus, nous savons que si X; = p, alors X5 suit une loi de Bernoulli
de parametre p. Ainsi, nous avons

p sizg =1,
fX2($2|X1:p): 1_p SixQZOa
0 sizg & {0,1}.

Par la définition de la densité conditionnelle,

fxix(T1,22) = fx, (22 | X1 = 21) fx, (1)

T Si$2=1,$16[0,1],
= 17171 SiIQZO,Z‘lG[O,l],
0 sinon .

Par conséquent,

+oo 1
fX2(x2):/ fxl,Xz(ﬂfl’Iz)dxlz/ Ix1.x, (%1, 22) d2y
0

— 00

et donc fx,(1) = fol z1drr = 3 et fx,(0) = fol(l — x1)dz1 = 1. Finalement,
comme fx,(x3) = 0 pour xo ¢ {0, 1}, nous obtenons que fx,(x3) = %, pour
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x2 € {0,1}. Nous pouvons alors calculer la densité conditionnelle de X; sachant
Xo = 9 : pour zo € {0,1},

fxy (@1 | Xo = m9) = baxonm) 2fx,.x, (21, 2)
fx, (22)
221 siz €10,1], za =1,
=4¢ 2(1—=x1) siz; €]0,1], z2=0,
0 si xy € [O, 1] .
a) Puisque la v.a. X; suit une loi uniforme sur [0,1], fx, (71) =

110,17(x1). De plus, nous savons que si X; = p, alors Xy suit une loi
géométrique de parametre p. Ainsi,

[ p(=p)TTt sizg €41,2,...},
fXZ(x2X1_p)_{ 0 sinon .

Par la définition de la densité conditionnelle, la densité conjointe est
donnée par

Ixix (1, 2) = fx, (22 | X1 = 21) fx, (21)
Cf x(1—3)®t sixg € {1,2,...}, 21 €[0,1],
10 sinon .

b) Nous avons

+oo 1
Ix,(22) =/ Ix1,x, (@1, x2) day =/ fxi,x, (@1, 22) day .
0

— 00
Pour z5 € {1,2,...}, nous avons

1

! -1
sz(l’Q) :/O Il(l — l’l) 2 dIl = m

d’apres I'indication. Finalement, fx,(z2) =0 pour 2 & {1,2,...}.

¢) Nous pouvons alors calculer la densité conditionnelle de X; sachant
Xo = x9 : pour zo € {1,2,...},

_ ) = XX (T a)
Pl [ =22) =5 )

_ { (1 —21)*2 ag(wy + 1) six €[0,1],

0 sinon .
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11.6 Chapitre 6

Nous avons
18 20

P{X=+41}=— P{X=-1}=—.
Par conséquent,
18 20 2
[X] (+)><38—|—( )><38 2 0,0526
Ceci signifie que vous perdez en moyenne 5,26 cents par jeu.

Soit € I'ensemble {1,2,5,10,20,« 0 », « 00 » }. Notons w le résultat de
la roue. La probabilité P est donnée par

w ‘ 1 2 5 10 20 0 00 ‘
‘ 2 15 7 4 2 1 1
2

P{w} —

52 52 52 52 52 52 52

a) Soit H la v.a. donnant le gain net du joueur lorsqu’il parie 1 franc sur
chacun des nombres ou symboles possibles. Les valeurs possibles de H
sont

w ‘ 1 2 5 10 20 0 00
}I@A‘ -5 —4 -1 4 14 34 34‘

et la fonction de densité de H est

T ‘—5 4 -1 4 14 34‘
2 15 7 4 2 2
52 52 52 52 52 52

P{H =z} ‘
Ainsi, son espérance est donnée par

22 15 7 4 2 2
EH]=(-5) 224 (—4) - =+ (-1)- — +4-— + 14" 34 =
H=(5) 5+ ) g+ g p 535
65
=2 = _1725.
52 ’

b) Pour m € {1, 2,5,10,20,« 0 », « 00 »}7 soit H,, le bénéfice net lorsque
le joueur mise 1 franc sur le nombre ou symbole m. Alors H,, ne prend
que deux valeurs et sa fonction de densité est

T ‘—1 m

P{H,, =z} ‘ 1—pm pPm

. sime{1,2,5,10,20},

x ‘ —1 40
51 1|

P{H,, = ‘4, -
{ 5 5

sim € {0,00},
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ol p,, = P{w = m}. Ainsi, E[H,,] = mp,, + (—=1)(1 — py), ce qui est
explicité dans le tableau suivant :

m ‘ 1 2 5 10 20 0 00 ‘

B, | -5 -1 10 8 10 1 1
" 52 52 52 52 52 52 52

Ainsi, miser sur « 0 » ou « 00 » offre la plus faible espérance de gain et
miser sur « 2 » offre la plus forte. Notons que les espérances de gain sont
toutes négatives et donc a ’avantage du casino.

a) La v.a. X prend la valeur 1 avec probabilité p et 0 avec probabilité
1 — p. Rappelons que E[X] = p. Nous avons donc

EX*=1-p+0-(1-p)=p.
De plus, par le point a) de la proposition 6.15, nous avons

Var(X) = B[X?) — (B[X])* =p—p* =p(1 —p).

b) La densité de la v.a. Y est donnée par

)\efAm()\x)sfl

sixz >0,
flx) = I'(s)
0 sinon .
Ainsi
> Ne M(\x)sT )\e”‘w Az)® s
E[Y] = der = —.
[¥] /0 T I'(s) DY / "T(s+1) T
De plus
o] — Az s—1
E[YQ} — / 72 w dz
0 I'(s)
_s(s+1) /°° Ae A (\g)s Tt dp — s(s+1)
A2 0 T'(s+2) A2

Par le point a) de la proposition 6.15,

Var(Y) = E[Y?] - E[Y)? = w SN
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a) La v.a. X suit une loi binomiale de paramétres n et p. Sa fonction
de densité est donc donnée par f(k) = P{X = k} = (})p"(1 —p)"F,
pour k € {0,...,n}. Ainsi, son espérance est donnée par

E[X] = zn:k MpE - p)nk = ikni!p’“(l —p)" "
— k = El(n —k)!

n! _
e

\
NE

Bl
Il
—

= (’I’L—l)' -1 n—
=X G
oSS S e,
= pj§_0< i )p (1-p) p-

Ainsi, I'espérance d’une loi binomiale de parametres n et p est np.
Cela correspond a multiplier le nombre d’expériences aléatoires indé-
pendantes effectuées par la probabilité de succes de chacune.

b) Rappelons que E[X]| = b'ga et que la densité d’'une variable aléatoire
uniforme sur [a, b] est donnée par

Par le point a) de la proposition 6.15,

Var(X) = E[XQ] _ (E[XDZ _ b —|—a3b+a (b—za)
b> —2ab+a®>  (b—a)?

12 12

La v.a. 1{x<,) ne prend que deux valeurs, a savoir 0 et 1. Il s’agit donc

d’une variable aléatoire de Bernoulli et nous avons, par le point b) de l'exemple
6.3,

Ellix<ayl = P{l{x<sy = 1} = P{X <z} = Fx(z).

D’autre part, la v.a. 1j_ )(X) est également une v.a. de Bernoulli et donc

E[1)—co0)(X)] = P{1}-00,0)(X) = 1} = P{X €] — 00,2]} = Fx(z).



Corrigés des exercices 187

Par hypothese, la v.a. X ne prend que des valeurs dans N. Ainsi, nous
avons

Z P{X=m}=> > P{X=m}

m=1n=1

mP{X =m} = E[X],

iP X >
n=1

Mg i M8

3
ﬂ‘

et le résultat est démontré.

Nous allons distinguer les cas discret et continu. Considérons tout d’abors
le cas ou (X7, X2) est un vecteur aléatoire discret. Si X7 et Xs sont indépen-
dantes, alors P{X; = 21, Xy = 29} = P{X; = 21} P{X3 = 22}. Notons D; et
D5 les ensembles dénombrables des valeurs possibles de X; et X5, respective-
ment. Nous avons

E[XlXQ] = Z Z a:lng{Xl = l‘l,XQ = 562}
z1€D1 22€D2

Z Z J)1l‘2P{X1 = xl}P{Xg = 3;‘2}

z1€D1 22€D2

( > @ P{X; = $1}> ( > 2 P{X, :332}> = E[X1]E[X,).

r1€D; z2€D2

Considérons maintenant le cas d’un vecteur aléatoire continu. Si X7 et X5 sont
indépendantes, alors f(x1,22) = fx,(z1)fx,(z2). Ainsi, d’aprés le théoréme
6.10,

—+o0 —+oo
E[XlXQ} = / / xlng(xl,xg) dxldxg

N /_;OO /_J:O z122fx, (71) fx, (22) dzy1 dxo
— (/*‘X’ ;glfxl(:vl)d;v1> (/*‘X’ xzsz(xg)dafg) = B[X1]E[X,)].

— 00 —00

Le résultat est démontré.

6.11 a) Nous constatons aisément & ’aide des définitions que Var(X) =
Cov(X, X). De plus, par définition de la variance et la linéarité de 1’es-
pérance,

Var(X) = E [(X - E[X])Q} —E [XQ —9XE[X] + (E[X])Q}
= B[X?] - 2B[X]E[X] + (E[X])* = B[X?] - (E[X])".

Notons que ce résultat est important, car il permet de déduire facilement
la variance d’une v.a. & partir de ces deux premiers moments.
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b) Par définition de la covariance et la linéarité de l'espérance, nous avons

Cov(X1, Xz) = E [(X1 — E[X1]) (Xa — E[Xa])]
= B[X, X, — E[X\]Xs — X1 E[X,] + E[X] E[X,]
= E[X1X2] = E[X1]E[Xs] — E[X1]E[Xs] + E[X1]E[X3]
— E[X1X,] — E[X1]E[X,].

De méme que pour la variance, cette formule est importante, car elle
simplifie souvent le calcul des covariances.

¢) La symétrie de la covariance se déduit aisément de la définition. Mon-
trons alors la linéarité par rapport a la premiere variable. Soient X1, Y;
et Xy des v.a. et a, 8 € R. D’apreés le point b),

COV(O[Xl —|—,8Y1,X2)

= E[(Ole + 6Y1)X2] — E[OéXl + ﬂYl]E[XQ}

= OéE[X1X2] + BE[YlXQ] - OéE[XﬂE[Xﬂ - ﬁE[YﬂE[XQ]
= aCov(X1, X5) + 8 Cov(Yy, X3) .

Par la symétrie de la covariance, celle-ci est également linéaire par rap-
port & la deuxieme variable, elle est donc bilinéaire. Il reste & montrer
qu’elle est bien non négative. Soit X une v.a. Par le point a) et la pro-
priété a) p. 80,

Cov(X, X) = Var(X) = E [(X - E[X])Q] >0,

et le résultat est démontré.

d) Par le point ¢), nous remarquons que la fonction (X7, X5) — Cov(X7, X3)
satisfait les propriétés d’'un semi-produit scalaire. Munissons 1’espace
vectoriel des v.a. a variance finie du semi-produit scalaire (X7, X3) =
Cov(X7, X2). La semi-norme associée a ce produit scalaire est

[X]? = (X, X) = Cov(X, X) = Var(X).

Ainsi, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

|Cov(X1, Xo)| = [(X1, Xo)| < [ X1l | Xa|l = v/Var(X1)/Var(X2).

Ainsi,
|COV(X1,X2)|
Corr(X1, Xo)| = <1,
|Corr(X1, Xz) v/ Var(X7)y/Var(X>)

et le résultat est démontré.

6.12 a) Rappelons tout d’abord I'inégalité de Tchebychev. Pour une va-
riable aléatoire X et € > 0,

Var(X)
5 -

P{|X - E[X]| > ¢} < -
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). Ainsi, E[X] =

Dans le cas qui nous intéresse, X est B(n =4, p = %

np = 2 et Var(X) = np(1 — p) = 1. Finalement
Var ) 1
P{x -2 2p < V) L

La valeur exacte de cette probabilité est

P{IX =222} =P{X =0} +P{X =4} _2<g> (;)4 :%.

L’inégalité est bien vérifiée et 'approximation est relativement satisfai-
sante.

b) Maintenant, Z est N(0,1), donc E[Z] = 0 et Var(Z) = 1. L’inégalité de

Tchebychev affirme que

Pliz| >3y < A _ L

La valeur exacte est

P{|lZ| >3} =1-P{-3<Z<3}
=1—(®(3)—®(-3)) =1- (29(3) — 1)
=2(1—®(3)) = 2(1 —0,9987) = 0,0026,

o ® est la fonction de répartition de la loi N(0,1). Remarquons que
dans ce cas-ci, ’approximation est nettement moins bonne.

a) Supposons que toutes les boules sont distinguables. Nous nous
intéressons aux boules tirées sans tenir compte de ’ordre, de sorte que
nous avons ("+m) tirages possibles. Pour que I’événement G; soit réalisé,
nous devons tirer la boule rouge numéro . Il reste alors £ — 1 boules
a choisir parmi les n + m — 1 restantes. Nous avons donc (":Tl_ 1) cas
favorables de sorte que

P(Gi):( k-1 ) _ K

n—+m n+m’
k

Remarquons que cette probabilité est indépendante de la valeur de 1.

n+m—1>

b) Les événements Gy, ..., Gy, sont équiprobables. (Attention. Ils ne sont

pas indépendants. En effet, pour s’en convaincre, prenons le cas k = 1.
Si nous tirons la boule numéro 1, nous ne pouvons pas tirer la boule
numéro 2 et donc G et G5 ne sont pas indépendants. La v.a. X ne suit
donc pas une loi binomiale.) La v.a. X représente le nombre de boules
rouges tirées. En effet, pour que X = r, exactement r parmi les m boules
rouges doivent étre tirées. Les k — r boules restantes doivent ensuite étre
choisies parmi les n boules noires. Nous constatons ainsi que X suit une
loi hypergéométrique de parametres m, n et k.
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c¢) Par linéarité de 'espérance, nous constatons que

k mk
E[X]|=F[1 R | =P --+P(G,,) = = .
[X] = Bllg, +-++1a,] = P(G1)++++P(Gn) =m—"— = -T2

Ainsi, I'espérance d’une v.a. hypergéométrique de parametres m, n et k
est donnée par E[X] = 1k

n+m’

Soit (a) = E[(X — a)?]. Alors
p(a) = B[(X —a)?] = E[X? - 2aX + a®] = E[X?] — 2aE[X] +d®.

La fonction ¢ est un polynome de degré 2 en a dont le terme quadratique est
a coefficient positif. Ainsi, son minimum est atteint en ¢ = %[X] = E[X]. La
valeur de a qui minimise la fonction ¢ correspond donc a ’espérance de X. De

plus, la valeur minimale réalisée est p(E[X]) = E[(X — E[X})Q] = Var(X).

Remarquons tout d’abord que pour une fonction convexe g, avec oy € R
fixé, il existe une constante c telle que g(z) > g(zo)+c(z—1xg), pour tout z € R.
Dans le cas ou la fonction g est dérivable, ¢ = ¢'(x¢). Dans le cas contraire,
nous savons que g est continue et que les dérivées a gauche ¢’'(zo—) et a droite
¢'(zo+) existent. Toute valeur de ¢ € [¢'(zo—), ¢'(zo+)] convient.

Ainsi, en appliquant l'inégalité ci-dessus & X en fixant zo = E[X], nous
obtenons g(X) > g(E[X])+c(X — E[X]). En prenant I'espérance a gauche et &
droite de I'inégalité (qui est préservée par la propriété b) p. 80), nous obtenons

E[g9(X)] = E [¢(E[X]) + ¢(X — E[X])]
= g(E[X]) + cE[X — E[X]] = g(E[X]),

et le résultat est démontré.

Soit n > 1. Nous voulons montrer que E[X"]'/" < E[X™+1]1/(n+1),
Pour cela, considérons la fonction g : R — R définie par g(z) = 25 s

x =2 0et g(z) =0siz < 0. Comme ”TH > 1 pour tout n > 1, la fonction

g est croissante et convexe sur R. Ainsi, par l'inégalité de Jensen (exercice
6.17), E[x"]""V" < B[X"*1]. Finalement E[X"]/" < E[X7+1]Y "+ e
résultat étant valable pour tout n > 1, le résultat est démontré.

6.19 a) Nous avons X 1yx>.} = al{xsq}- Ainsi, par la monotonie de
I’espérance,
EX] = E[X l{x>a)] + E[X L{x<a)]
> aP{X > a} + E[X 1{x<cq}] 2 aP{X > a},
car X est une v.a. non négative. Finalement, comme a > 0,

EX]

a

P{X > a} <
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b) En appliquant le résultat du point a) & la v.a. X? (p > 1), nous avons

E[XP]

p p
P{X >a} =P{X?>a"} < =

a) Notons F la fonction de répartition de X. Nous allons appliquer
la formule d’intégration par parties au membre de droite de 1’égalité
A démontrer en considérant u'(x) = paP~! et v(x) = P{X > 2} =
1 — F(x). Nous avons alors u(x) = 2P, v'(x) = — f(x) et nous obtenons

—+o0

/O+Oopx”_1P{X >zxhdr = {xpP{X > x}} 0+OO +/0 P f(z) dx
- [#’P{X > 33}} 0+°° + B[X?] = E[X7].

En effet, le premier terme ci-dessus est nul. En x = 0, c’est immédiat.
Lorsque x — 400, nous avons

—+o0 —+oo

0<2PP{X >z} :x”/ f(y)dyé/ Y fly)dy =0,
lorsque  — oo car E[XP] = f0+°° yPf(y)dy < oo par hypothese. Le
résultat est donc démontré.

b) Considérons maintenant une v.a. X telle que P{X € N} = 1. Ainsi,

6.27

la fonction z — P{X > z} est constante et vaut P{X > k} sur tout
intervalle de la forme [k — 1, k[, kK € N*. Ainsi, nous pouvons réécrire le
membre de droite de 1’égalité & démontrer sous la forme suivante :

/ prP ' P{X >z} dx

_Z/, paP~ 1P{X>x}dx_ZP{X k}/ prP~ldz

= SO PIX R~ (k1) = (0 - ZP{X—j}
=P fJ}Z 1) = YL = ) = BN,

et le résultat est démontré.

a) Rappelons que Mx(0) = 1, M4 (0) = E[X] et M%(0) = E[X?].

A partir de la définition de kx (t), nous avons
_ Mx(®)
t=0 B MX (t)

_ M(0)
t=0 Mx (0)

Ky (0) = (In Mx (1))’

= E[X].
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Par suite,
s (MR MEMMx (1) — (M (1)
”@wa>m ROz ~
_ MEOMx(0) ~ (M4(0)” _ o oapren? _
- Mx(0)2 *E[X ] (E[X]) *V r(X)ﬂ

par le point a) de la proposition 6.15.

b) Dans le cas ou X; et X5 sont indépendantes, nous savons par le théo-
réme 6.28 que Mx,+x,(t) = Mx, (t)Mx,(t). Ainsi,

KX1+X, (t) =1In MX1+X2 (t) = ln(MX1 (t)MXz (t))
= 1HMX1(t) + IHMXZ(t) = Iin(t) + I€X2(t) .

. . . 2,2
c) Nous savons que si X suit une loi N(u,0?), Mx(t) = exp(ut + %)
2,2
Ainsi, kx(t) = pt + % est un polynome de degré 2 en t. Donc, il est
clair que n()?) (t) = 0 pour tout n > 3.

a) Traitons tout d’abord le cas d’une v.a. Y de loi N(0,1). Dans
ce cas,

1 [T
My (t) = E[ety] = Wor / et oY’ /2 dy

1 oo 2 2 2
_ —(y=—2ty+t=)/2 _t /2d
= e e v
v 2T /,Oo

+oo
L 2 e~ =072 gy 12|

=—c¢
v 2T oo
Ainsi, en posant X = p+ oY, avec Y de loi N(0, 1), nous obtenons
My (t) = B[] = B+

2,42
= e"tE[e"tY] — ehted /2 = exp (ut + L; ) )

b) Rappelons tout d’abord que pour tout z € R, ¥ = EZOZO %1: Considé-
rons t € R tel que |t| < tg. Comme Mx (t) < oo, nous pouvons écrire

o0

X Lk k
Mx(t) = E[e'X] = E ZZ!X’“] :Z%E[X’“] (11.6)
k=0 k=0

(hypothése permet de permuter somme et espérance).
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c¢) Considérons la fonction génératrice des moments de la loi N(0,0?) et
développons-la sous forme de série. Nous avons

o 2k2k O 12k _2k(91.)|

_ o2 ot . t o (2]€)

Mx() =" =3 Zmr =2 G o
k=0 k=0

Ainsi, en identifiant la série ci-dessus et (11.6) terme & terme, nous

obtenons que E[X2kT1] =0 et E[X?¢] = Ug;(if)!, pour tout k € N.

D’apres 'exercice 6.20 dans le cas ou p =1,

E[g(X)] :/OOP{g u}du—/ du/{mxm} da f ()

/ flx dx/g( du:/O f(x)g(x)dx

et le résultat est démontré (il est possible de permuter les deux intégrales car
la fonction de densité f est a valeurs positives).

a) Par définition de la fonction génératrice des moments et le fait
que P{X > 0} = 1, nous avons :

/_0 dt Mx(t / dt/ dz e f(x / d:rf(;v)/o dt e**

— 00

- [ >[BZI_O_OO—/OOdeif<m>—E[;],

d’apres le théoreme 6.10, et le résultat est démontré (il est possible de
permuter les deux intégrales car I'intégrand est toujours positif).

b) On prouve le résultat plus général suivant : pour tout n > 1, pour tout

to <0,
t(J ty tn 1
/ dt / dty - / dt, Mx(t,) = E [e"* X "],

On procede par récurrence. Le résultat pour n = 1 est prouvé de maniere
similaire & la partie (a). En effet, nous avons

/_t;dtMX(t):/ dt/ dz e f(z) /da:f / dt e
—/Ooodxf(x) F:L_oo_/o d ex (x)—E[et)O(X}
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D’aprés hypothése et I’exercice 6.18, ce moment est fini car e®% < 1
pour tg < 0. Supposons maintenant que le résultat est vrai pour n et
prouvons le pour n + 1. Par I’hypothése de récurrence, nous avons :

to 121 tn to
/ dtl/ dty -+ / dtn+1 Mx(tn+1) = / dt1 F [ethX_”]
:/ dtl/ dz ez ™" f(x)
/ dex " f(x / dt, e'®

:/ dx et~ () £ ()
0

—E [etOXX*”“)]

(& nouveau, il est possible de permuter les deux intégrales car l'inté-
grand est positif). Le résultat général est donc prouvé. Pour obtenir la
conclusion demandée, il suffit de poser to = 0.

¢) En utilisant la densité de la loi Gamma de parameétres p et A, nous avons

1 0 \Pem AT P2
—f(x)dz = / —————dz < 0,
/0 xf( ) 0 I'(p)

car p > 1. Ainsi, par la partie a) et comme p > 1, nous avons

e[t = [ Mx (t)dt = \P ' (A—t)Pdt
AP

_p10 _ N
- Fa-nn) = 2

REMARQUE. Notons que la partie c¢) ci-dessus illustre le fait que E[1/X] #
1/E[X].

11.7 Chapitre 7

- Pour i allant de 1 & 36, notons X; la v.a. représentant la différence entre
le i*™me pombre réel et sa valeur arrondie. Les v.a. X; sont i.i.d. et suivent
chacune une loi uniforme sur ] — 0,5;0,5[. De plus, E[X;] = 0 et Var(X;) = {5,
pour tout i. La différence entre la somme des 36 nombres réels et la somme des
valeurs arrondies est représentée par X = Zl 1 X;. Nous cherchons a calculer
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P{|X| > 5}. En utilisant le théoréme limite central, nous obtenons
P{|X|>5}=1-P{-5<X <5}

—5—-36-0 X—360 5—36-0

T <
Vﬁ-%% Jﬁ -V/36
)

:1—P{ <Z<} 2—2<I><

=2-2%(2,89) =2 x (1-0,9981) = 0,0038,

—1-P

|~

ot Z est une v.a. N(0,1) et ® est sa fonction de répartition. Ainsi, nous remar-
quons qu’avec une tres forte probabilité, nous pouvons affirmer que la somme
des valeurs arrondies différe de la somme réelle de moins de 5.

a) La v.a. X peut s’écrire X = ZlooX ou les X; sont des v.a. i.i.d
suivant chacune une loi de Bernoulli de parametre p = 5. Nous avons
E[X;] = p = 1 et Var(X;) = p(1 — p) = 1. Ainsi, en appliquant le
théoreme limite central, nous obtenons

P{49,5 < X < 50,5}

1 1
49,5 — 100 - X - 100 5 mﬁ-lm-%
/ /1 \/% - 100
4
~P{(Hx<Z<01}_2®( =2x0,5398 — 1 = 0,0796,

ou Z est une v.a. N(0,1) et & est sa fonction de répartition. Nous
pouvons alors estimer P{X = 50} par 0,0796.

b) La somme Y des résultats obtenus peut s’écrire Y = 2200 Y;, ot les Y;
sont des v.a. i.i.d suivant chacune une loi représentant le resultat du jet
d’un dé (c.-a-d. elles sont uniformes sur {1,...,6}). Nous avons E[Y;] =
% et Var(Y;) = ‘f—g Nous cherchons a calculer P{650 <Y < 750}.
Calculons tout d’abord la probabilité cherchée sans la correction de
continuité. Nous obtenons, par le théoreme limite central,

650 — 200 - 7 — 200 - 7 750 —200 - z

P{650 <Y < 750} = P

p{_7 ﬂ\/§\/5ﬁ< z<1 ﬁﬁﬁﬁ}

=2®(2,07) —1=2x0,9808 — 1 =0,9616,

1R

ol Z est une v.a. N(0,1) et ® est sa fonction de répartition.
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Lorsque nous considérons la correction de continuité, nous utilisons

Pégalité P{650 < Y < 750} = P{649,5 <Y < 750,5}. Nous obtenons

P{649,5 <Y < 750,5}

649,5 — 200 - 7 — 200 - 7 750 5 —200 - 7
200

P{—l’?lﬁ\@\/éﬁgzg’?\/i\@\/éﬁ}

=23(2,09) —1=2x0,9817 — 1 = 0,9634,

12

ol Z est une v.a. N(0,1) et ® est sa fonction de répartition. Ainsi, nous
constatons que lorsque I'on lance 200 fois un dé, le résultat se trouve
proche de 700 avec une grande probabilité.

Les v.a. X; suivent chacune une loi uniforme sur [0,1]. Ainsi, E[X;] = 1

1-0)? PN o , .
et Var(X;) = ( 12) = 1—12 Par le théoreme limite central, nous pouvons écrire

@ 051n n

f /

~P{ 7 <200 :<I><V12”>,

P{S;: < 0,51} = P{S, <05ln} =P

n 100

12

ol Z est une v.a. N(0,1) et ® est sa fonction de répartition. Cette probabilité
doit étre supérieure a 0,84 pour satisfaire la condition souhaitée. D’apres la
tabelle A.2 de 'appendice, ce sera le cas si

V12n

>1.
100
Cette condition est équivalente a \/n > \1/% ou encore n > 18000 — 2500 —

833,3. Le plus petit entier n tel que la probabilité cherchée est plus grande ou
égale a 0,84 est n = 834.

Notons n le nombre de billets que la compagnie peut se permettre de

vendre et X le nombre de passagers se présentant au départ de ’avion. Nous
’ . X o n X N X . 1 N

pouvons ecrire - Zi:l i, ou t 7 H{le ¢'°™° passager se présente au départ}"

Nous avons donc E[X;] = P{le i®®®° passager se présente} = 0,88 et Var(X;) =
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0,12 x 0,88. Nous devons trouver n de sorte que P{X < 169} > 0,99. En utili-
sant le théoréme limite central, nous pouvons écrire

P{X<169}P{ X —088n 1690,88n}

v0,12-0,88 f v0,12-0,88\/n

pfy o 169—088n
V0,12-0,88y/n

ol Z est une v.a. N(0,1). Cette probabilité doit étre supérieure a 0,99 pour
satisfaire la condition souhaitée. D’apres la tabelle A.2 de ’appendice, ce sera

le cas si 160 — 0.88
— 00 5 933,

V0,12-0,88y/n ~

Cette condition est équivalente a

169 — 0,88 n > 2,331/0,12 - 0,88y/n

ou encore a
0,881 4+ 0,757+/n — 169 < 0.

En posant n = 22 et en calculant les zéros du polynéme 0,88 2 + 0,757 x —
169, nous obtenons la condition

—0,757 4+ 1/0,7572 + 4 - 0,88 - 169

0< Vi< 2-0,88

= 13,43

ou encore 0 < n < 180,5. La compagnie d’aviation peut donc vendre jusqu’a
180 billets pour son vol de 169 places en étant stire & 99 % que chacun aura un
siege dans 'avion.

Traitons tout d’abord le cas ou u = 0. Dans ce cas, Z,, = ﬁ Z?:l X;.

Ainsi, pour t > 0,
T (57) = (v (57) )
X\ oyn X\ ovn ’

Or, pour t € ] — tg, to], en effectuant un développement limité autour de 0,

Mg, (t) = B[] =] B

My, () = My, (0) + M, (0)¢ + M, (0)5 + o(#%)

o2t?

t2
=1+ E[X ]t + E[XIQ]§ +o(t?*) =1+ — o(t?).

Soit t > 0 fixé et soit n suffisament grand pour que % < tg. Alors,

0= (142 +o(22))
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Selon l'indication de ’exercice 4.15,

A\
lim <1 + > = exp ( lim )\n> ,
n—oo n n—o0o

et donc

t2 2 \)" 2
»,llll)l%jMZ"(t):nlgl;o (1+2n+0<0_2n)> =e?2 :Mz(t),

avec Z une v.a. de loi N(0,1).

Dans le cas ou p # 0, on pose Y; = X; — p pour tout ¢ > 0. Les v.a. Y;
vérifient les hypotheses de I’énoncé. De plus, E[Y;] = 0 et Z,, = ﬁ LY.
Ainsi, par la premiere partie de ’exercice, nous avons bien

lim MZ" (t) = Mz(t) 5
n—oo

pour tout ¢t > 0.

11.8 Chapitre 8

a) La densité marginale de la v.a. X est
P{X=2}=) P{X=u1Y=y}
y=0
_(n g V(] _p_ g)—a—v
(x>p Z( ) )q( p—q)
y=0
n T n—=x
= 1 —
(x>p (L=p)" ",
pour x =0,...,n.
b) Nous en déduisons que, pour z € {0,...,n} fixé,
P{X =2,Y =y}

P{Y=y|X=2a}= X =]

(Z> (” y x)pzqy(l —p—q)" Y
(Z)pm(l —p)nE
(n;x> <1zp>y (1 - ﬁ )”‘”—{

pour y = 0,...,n — x. Ainsi, la densité conditionnelle de Y sachant
X = z est une densité binomiale de parametres n — x et ﬁ.

Remarquons que (Z) (”;w) = (Z) (";”) Ainsi, le probléme est symé-
trique en z et y et un raisonnement analogue nous montre que P{X =
x| Y =y} est une densité binomiale de parametres n —y et 2.
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c¢) D’apres le résultat du point b), nous pouvons utiliser la formule pour
I’espérance d’une v.a. binomiale, ce qui donne

et BIX|Y=yl=(-yi.

E[Y\X:x]:(n—m)l_p

d) Au point c), nous avons calculé p(x) = E]Y | X = z]. Nous en déduisons
que E[Y|X] = ¢(X) = L5 (n — X). Un raisonnement analogue nous
donne E[X | Y] = £ (n—Y).

e) Par le point d), nous savons que E[X | Y] = {£-(n —Y). De plus, par
le point a), Y suit une loi binomiale de paramétres n et ¢. Ainsi,

fq(n—y)_o}_P{Y_n}_q".

P{E[X|Y]_0}_P{1

a) La v.a. Z = X + Y suit une loi binomiale de paramétres n + m
et p. Calculons la densité conjointe de (Y, Z) :

P{Y=yZ=2}=P{Y =y, X+Y =2} =P{Y =y, X=2—y}
=P{Y =ytP{X =z-y}

= (?)py(l -p)" <Z " y)p“’(l —p)" Y.

Donc,

P{Y =y |Z=2z}

B O i )| 6

e ()

Ainsi, la densité conditionnelle P{Y =y | Z = z} est la densité d’une
v.a. hypergéométrique de parameétres m, n et z.

b) En utilisant le résultat de l'exercice 6.13 sur 'espérance d’une v.a. hy-

pergéométrique, nous obtenons ¢(z) = E[Y | Z = 2] = oz dou
ElY | Z) = p(2) = 2Z.
mZ

¢) Par le point b), nous savons que E[Y | Z] = ;2.
loi binomiale de parametres n + m et p. Ainsi,

De plus, Z suit une

mZ
m+n

P{E[YZ]zO}:P{ :0}:P{Z:0}:(l—p)"+m.
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a) Lav.a. Z = X; + X5 suit une loi de Poisson de parameétre A\; + \o.
Calculons la densité conjointe de (X3, Z).

P{Xo =u9,7 =2} = P{Xy =29, X1 + Xo = 2}
=P{Xo=a9, X1 =2 — 12}
= P{Xy = a2} P{X1 =z — 22}
AT AT

Zs! (z — x2)!

=€

Donc,

P{XQZJ,‘Q‘Z:Z}

o Z—T2
e—)\g )\2 —A1 )\1

_C wmt (Zmz)!_(z)( Ao )( A )
B e—,\l—,\2(>\1+/\2)z \ae) \ M+ Ao A1+ Ao '

z!

Ainsi, la densité conditionnelle P{Xy = x5 | Z = z} est la densité d’une
v.a. binomiale de parametres z et )\1’\+2>\2.
b) En utilisant Pespérance d’une v.a. binomiale, nous obtenons ¢(z) =
A . Ao Z
E[Xy | Z =2 = 755, dou E[X» | Z] = ¢(2) = 3355
¢) Par le point b), nous savons que E[Xy | Z] = 22Z—. De plus, Z suit

A1+’
une loi de Poisson de parametre A; + Ao. Ainsi,

A VA Ao }
PJFE|Xy | Z] < =P <
{ [ 2| ] )\1"‘1‘)\2} {>\1+)\2 A1+ Ao

= P{Z < 1} = (1 =+ )\1 + )\2) 67()\14»)\2) .

a) Calculons la densité marginale de X :

400 T 217
fx(z) = / foxy(@,y) dy =10 IQ/ ydy =107 [?;2} =5z,
0o 0 0
pour 0 < z < 1, fx(z) = 0 sinon. Par conséquent, pour 0 < = < 1, la
densité conditionnelle de Y sachant X = x est

Jxv)(@,y) _ 10 2%y _ 2
Ix(z) 5zt x2’

fry| X =1)=

pour 0 <y <zet fy(y| X =2x) =0 sinon.
b) Pour 0 < z < 1,

+oo x
<p(fE)=E[Y|X=w]=/ yfy(leZm)dy=%/o y* dy

—00
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et
2 oo * 3
Y X=a= [ hlyX=ady=5 [ Py
oo 0
2 [y*1° 1,
T2 T2t
0
Ainsi,

Var(Y | X =) = E[Y? | X =] + (B[Y | X =2])°

x? 4z x?

2 9 18
A Daide des résultats du point b), nous obtenons finalement E[Y | X| =
P(X)=2X et Var(y | X) = X
a) Par définition de la variance conditionnelle,
Var(Y | X) = E [(Y — BlY | X)) ‘ X}

=E[Y? | X]+E[E]Y | X]?| X] —2B[YE[Y | X] | X].

Par le point b) de la proposition 8.15,
Var(Y | X) = E[Y? | X]+ (ElY | X])" - 2(ElY | X))
= B[v?| X] - (B[ | X])*.

b) D’apres les propositions 8.10, 8.12 et 8.14, pour toute v.a Y, E[Y | X] =

»(X), ot p(z) = E[Y | X = z|. Ainsi, par le point a), Var(Y | X) =
(X)), avec

Y(x) = EY? | X =a] — (E[Y | X =2])%.

c¢) Le point d) de la proposition 8.15 montre que si X et ¥ sont indépen-

dantes, alors E[Y | X] = E[Y]. Comme Y? est indépendante de X si Y
lest, nous avons, par le point a),

Var(Y | X) = E[Y? | X] — (E[Y | X)) = E[Y?] — (E[Y])® = Var(Y),
par le point a) de la proposition 6.15.

a) La v.a. 1p est discréte et ne prend que les valeurs 0 et 1. Ainsi,
dans le cas ou X est discrete, d’apres le théoreme 6.4, nous avons

E[X1p] = ZnyP{X—xlF—y}—ZxP{X—x 1p =1}

z y=0

=Y 2 P({X=2}NF)=P(F)E[X|F],

par le point b) de la définition 8.9. Le résultat est démontré.
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b) Par définition de l'espérance conditionnelle, nous devons montrer que
pour toute fonction g bornée, la v.ia. Z = E[X | F]1lp + E[X | F¢] 1pc
est une fonction de 15 et vérifie E[Xg(1r)] = E[Zg(1F)]. Les termes
E[X | F] et E[X | F°] étant des nombres et sachant que 1pe =1 — 1p,
la v.a. Z est bien une fonction de 1. De plus, notons que pour toute
fonction g bornée, nous avons

9(1r) = 9(0) + (9(1) — g(0)) 1p .

Ainsi, par linéarité de ’espérance, il est suffisant de vérifier le résultat
pour g = 1 et pour g(z) = z. Dans le premier cas, par définition de
E[X | F], nous avons
E[Z)=E[E[X | F]1lp + E[X | F°]1p]

— B[X | FP(F) + E[X | F|P(F°) = E[X 15] + E[X 15.] = E[X].
D’autre part, comme 1% = 1p et 1plpe = 0,
E[Z1f] = E[E[X | F]1p+E[X | F€) ].F]_Fc] = E[X | F|P(F) = E[X 1],

et le résultat est démontré.

a) Sachant que X = z, le nombre d’ceufs éclos correspond au nombre
de succes (I'ceuf éclot) dans une suite d’expériences indépendantes avec
probabilité de succes p. Ainsi, conditionnellement & X = z, Y suit une
loi binomiale de parametres x et p.

b) Tout d’abord, en utilisant ’espérance de la loi binomiale, nous observons
que E[Y | X = z] = pz. Ainsi, E[Y | X] = pX. On rappelle que
I’espérance et la variance d’une v.a. de Poisson de parameétre A\ sont
données par E[X] = A et Var(X) = \. Par la partie a) de la proposition
8.15, nous avons

EY] = E[E[Y | X]] = E[pX] = pE[X] = pA.

De plus, en utilisant les parties a) et b) de la proposition 8.15, nous
avons

E[XY] = E[E[XY | X]] = EIXE[Y | X]] = E[pX?] = pE[X”]
=p(Var(X) + E[X]*) =p (A + 7).
c¢) En utilisant les propriétés de la loi binomiale et la proposition 8.19b),

nous avons Var(Y | X = x) = zp(1 — p). Nous déduisons que Var(Y |
X) =p(1 — p)X. Par la proposition 8.20 et la partie b), nous avons

Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var(E[Y | X]) = p(1 — p)E[X] + Var(pX)
= p(1 = p)E[X]+p* Var(X) = (p(1 — p) +p*)A = pA.
d) La fonction de densité conjointe de (X,Y) est donnée par

feen ) = Fx@ (| X =a) =0 (D)o - e,

pour z,y € N avec y <z et f(x,y)(x,y) = 0 sinon.
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8.10 a) Etant donné que la loi conditionnelle de X sachant © = 6 est
B(n, 0), nous savons, par les résultats sur 'espérance et la variance d’une
v.a. binomiale, que :

EX|©=0]=nd et Var(X | © =60) =nb(1 —0)
(voir en particulier le point b) de la proposition 8.19). Ainsi,
E[X | 0] =nO et Var(X | ©) =nO(1 — ©).

b) Sachant que © est une v.a. uniforme sur [0, 1], nous avons

E©] = et Var(©) = %

Par la proposition 8.15, nous avons

3

E[X] = EE[X | 6] = E[n6] = nE[6] = 7.

De plus, par la proposition 8.20, nous avons

Var(X) = Var(E[X | ©]) + E[Var(X | ©)] = Var(n®©) + E[nO(1 — 0)]
= n?Var(0) + nE[0] — nE[0?] = (n? — n) Var(0) + n(E[6] — E[6]?)
_n?P-n n_nn+2)
12 4 12
11.9 Chapitre 9
a) Nous allons montrer que G = Nyen Unen Nasn {1Xn — X| <
%} en montrant la double inclusion. Premierement, soit w € G. Alors,

lim,, 0 Xp(w) = X (w). Par définition de la limite, pour tout k£ € N*| il
existe N € N tel que pour tout n > N, | X, (w) — X(w)| < 4. Donc

seNUN {|Xn—X|<11€}.

keN* NeNn>N

Réciproquement, soit w € Ve UyenNypon {1Xn — X| < 1}. Alors,
pour tout € > 0, il existe k € N* tel que % < €. Ainsi, par hypothese,
il existe N € N tel que, pour tout n > N, | X, (w) — X(w)| < § < e
Par définition de la limite, nous avons bien lim,, ., X, (w) = X (w) et

weG.
b) Nous avons G¢ = U, ey Nyen Unsn {1Xn — X| = £ }. On pose alors

1
An,k={|Xn—X|>k} , By = U App et Cp = ﬂ By -
n>N NeN
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Ainsi, G¢ = e+ Ck- Tout d’abord, nous constatons que Cj, C Cpq1

et donc, par la continuité de la probabilité, P(G°) = limy_, o, P(Cy). De
méme, nous constatons que By 41,5 C By i et donc P(Cy) = limy_00 P(Bn k).
D’autre part,

PBNk <U Ank>< i P(An,k)

n>N n=N+1

Finalement,
P(G°) < lim lim Y P(Anx) =0,

car y_ > P(A, 1) < 400 pour tout k € N*. Done, P(G¢) =0et P(G) =
1.



Appendice

A.1 Principales lois de probabilité

Table A.1 Tabelle des principales v.a.

Variables aléatoires discrétes

Loi de la v.a X fx (k) E[X]| Var(X) Mx (t)
Binomiale (2, p) (Op*@=p)" " | np |np(1—p)| (pe'+1-p)"
k
Poisson () eﬂ\% A A exp()\(et - 1))
o R 1| 1-p pe’
Géométrique (p) p(1 —p) » S 1—(1-p)et
. . , . k—1 T k—r r T(l — p) pet '
Binomiale négative (r, p) <7“ B 1>p 1-p) » o —a—pe
Variables aléatoires continues
Loi de la v.a X fx(x), z €R E[X]| Var(X) Mx (¢)
. . a+b (b — a)2 otb_gta
Uniforme sur [CL7 b] m 1[0‘7[,] (LU) 2 12 m
. e 1 1 A
Exponentielle () Ae™ M 1o 0ol () X 2 P
2 1 (z —p)? 2 o’t?
— = t
Normale (u,0°) or exp 557 I o exp | pt + 5
Ae A (\z)P! D D A
A S A P P A
Ga‘mma (p7 >\) F(p) [0,0C[(x) A A2 (A _ t)
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Fonction de répartition de la loi normale

A.2 Fonction de répartition de la loi normale

Table A.2

D (z) :/ﬂf

1
—oo V2T

a2
eV /2

dy,

Tabelle de la fonction de répartition normale.

reR.

x

P(x)

x

P (x)

x

P(x)

x

P(x)

x

P(x)

T

P(x)

x

P(x)

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29
0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49

0,5000
0,5040
0,5080
0,5120
0,5160
0,5199
0,5239
0,5279
0,5319
0,5359
0,5398
0,5438
0,5478
0,5517
0,5557
0,5596
0,5636
0,5675
0,5714
0,5753
0,5793
0,5832
0,5871
0,5910
0,5948
0,5987
0,6026
0,6064
0,6103
0,6141
0,6179
0,6217
0,6255
0,6293
0,6331
0,6368
0,6406
0,6443
0,6480
0,6517
0,6554
0,6591
0,6628
0,6664
0,6700
0,6736
0,6772
0,6808
0,6844
0,6879

0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59
0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,80
0,81
0,82
0,83
0,84
0,85
0,86
0,87
0,88
0,89
0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99

0,6915
0,6950
0,6985
0,7019
0,7054
0,7088
0,7123
0,7157
0,7190
0,7224
0,7257
0,7291
0,7324
0,7357
0,7389
0,7422
0,7454
0,7486
0,7517
0,7549
0,7580
0,7611
0,7642
0,7673
0,7704
0,7734
0,7764
0,7794
0,7823
0,7852
0,7881
0,7910
0,7939
0,7967
0,7995
0,8023
0,8051
0,8078
0,8106
0,8133
0,8159
0,8186
0,8212
0,8238
0,8264
0,8289
0,8315
0,8340
0,8365
0,8389

1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
1,19
1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49

0,8413
0,8438
0,8461
0,8485
0,8508
0,8531
0,8554
0,8577
0,8599
0,8621
0,8643
0,8665
0,8686
0,8708
0,8729
0,8749
0,8770
0,8790
0,8810
0,8830
0,8849
0,8869
0,8888
0,8907
0,8925
0,8944
0,8962
0,8980
0,8997
0,9015
0,9032
0,9049
0,9066
0,9082
0,9099
0,9115
0,9131
0,9147
0,9162
0,9177
0,9192
0,9207
0,9222
0,9236
0,9251
0,9265
0,9279
0,9292
0,9306
0,9319

1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79
1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99

0,9332
0,9345
0,9357
0,9370
0,9382
0,9394
0,9406
0,9418
0,9429
0,9441
0,9452
0,9463
0,9474
0,9484
0,9495
0,9505
0,9515
0,9525
0,9535
0,9545
0,9554
0,9564
0,9573
0,9582
0,9591
0,9599
0,9608
0,9616
0,9625
0,9633
0,9641
0,9649
0,9656
0,9664
0,9671
0,9678
0,9686
0,9693
0,9699
0,9706
0,9713
0,9719
0,9726
0,9732
0,9738
0,9744
0,9750
0,9756
0,9761
0,9767

2,00
2,01
2,02
2,03
2,04
2,05
2,06
2,07
2,08
2,09
2,10
2,11
2,12
2,13
2,14
2,15
2,16
2,17
2,18
2,19
2,20
2,21
2,22
2,23
2,24
2,25
2,26
2,27
2,28
2,29
2,30
2,31
2,32
2,33
2,34
2,35
2,36
2,37
2,38
2,39
2,40
2,41
2,42
2,43
2,44
2,45
2,46
2,47
2,48
2,49

0,0772
0,9778
0,9783
0,9788
0,9793
0,9798
0,9803
0,9808
0,9812
0,9817
0,9821
0,9826
0,9830
0,9834
0,9838
0,9842
0,9846
0,9850
0,9854
0,9857
0,9861
0,9864
0,9868
0,9871
0,9875
0,9878
0,9881
0,9884
0,9887
0,9890
0,9893
0,9896
0,9898
0,9901
0,9904
0,9906
0,9909
0,9911
0,9913
0,9916
0,9918
0,9920
0,9922
0,9925
0,9927
0,9929
0,9931
0,9932
0,9934
0,9936

2,50
2,51
2,52
2,53
2,54
2,55
2,56
2,57
2,58
2,59
2,60
2,61
2,62
2,63
2,64
2,65
2,66
2,67
2,68
2,69
2,70
2,71
2,72
2,73
2,74
2,75
2,76
2,77
2,78
2,79
2,80
2,81
2,82
2,83
2,84
2,85
2,86
2,87
2,88
2,89
2,90
2,91
2,92
2,93
2,94
2,95
2,96
2,97
2,98
2,99

0,9938
0,9940
0,9941
0,9943
0,9945
0,9946
0,9948
0,9949
0,9951
0,9952
0,9953
0,9955
0,9956
0,9957
0,9959
0,9960
0,9961
0,9962
0,9963
0,9964
0,9965
0,9966
0,9967
0,9968
0,9969
0,9970
0,9971
0,9972
0,9973
0,9974
0,9974
0,9975
0,9976
0,9977
0,9977
0,9978
0,9979
0,9979
0,9980
0,9981
0,9981
0,9982
0,9982
0,9983
0,9984
0,9984
0,9985
0,9985
0,9986
0,9986

3,00
3,01
3,02
3,03
3,04
3,05
3,06
3,07
3,08
3,09
3,10
3,11
3,12
3,13
3,14
3,15
3,16
3,17
3,18
3,19
3,20
3,21
3,22
3,23
3,24
3,25
3,26
3,27
3,28
3,29
3,30
3,31
3,32
3,33
3,34
3,35
3,36
3,37
3,38
3,39
3,40
3,41
3,42
3,43
3,44
3,45
3,46
3,47
3,48
3,49

0,9987
0,9987
0,9987
0,9988
0,9988
0,9989
0,9989
0,9989
0,9990
0,9990
0,9990
0,9991
0,9991
0,9991
0,9992
0,9992
0,9992
0,9992
0,9993
0,9993
0,9993
0,9993
0,9994
0,9994
0,9994
0,9994
0,9994
0,9995
0,9995
0,9995
0,9995
0,9995
0,9995
0,9996
0,9996
0,9996
0,9996
0,9996
0,9996
0,9997
0,9997
0,9997
0,9997
0,9997
0,9997
0,9997
0,9997
0,9997
0,9997
0,9998
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Lois de De Morgan, 9

M
Marginale
(fonction de densité —), 59, 60, 69
(fonction de répartition —), 58
Markov (inégalité de —), 91
Mémoire (propriété d’absence de —),
48, 55
Méré (probléme du chevalier de —), 37,
128
Mesure
de Lebesgue, 51
de probabilité, 3
Méthode de Box-Miiller, 70
Moment, 84
Moments (fonction génératrice
des —), 84
Monotonie des probabilités, 4
Monty-Hall (probléme de —), 35
Multinomial(e)
(coefficient —), 17
(loi ), 33
Multiplication (principe de —), 13

N

Newton (bindme de —), 15
Non corrélées, 83
Normal(e)

(variable aléatoire —), 50

(v.a. — standard), 48

(vecteur aléatoire —), 63

(vecteur aléatoire — standard), 62
Normalisation, 100
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O
Observable (événement —), 2
Ordre (statistiques d’-), 66

P
Pascal (triangle de —), 16
Permutation, 13
Poisson (variable aléatoire de —), 45
Polya (probléeme de l'urne de —), 36
Principe de multiplication, 13
Probabilité
conditionnelle, 27
(continuité de la —), 5, 9
d’une réunion, 4
de I’événement
complémentaire, 4
de I'événement impossible, 4
(espace de —), 1, 3
(espace de — fini), 5
(fonction de -), 2, 3
interprétation fréquentiste, 3
interprétation subjective, 3
(mesure de —), 3
(monotonie de la —), 4
Probabilités
(axiomes des —), 3
(formule des — totales), 28
(formule des — totales
généralisée), 115
Probleme
de l’aiguille de Buffon, 72, 128
de I'urne de Polya, 36
de Monty-Hall, 35
du chevalier de Méré, 37, 128
Propriété
d’absence de mémoire, 48, 55

R

Réalisé (événement), 2
Répartition

(fonction de —), 41-43

(fonction de — conditionnelle), 67,

68

(fonction de — conjointe), 57

(fonction de — marginale), 58
Réunion (probabilité d’une —), 4

S
Semi-norme (dans L?(Q)), 109
Semi-produit scalaire (dans L*(Q)),
108
o-additivité, 3
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Simple (variable aléatoire —), 44
Somme normalisée, 100
Statistiques d’ordre, 66

Stirling (formule de —), 14, 128

T
Tabelle
de la fonction de répartition de la
loi normale standard, 206
des lois de probabilité, 205
Tchebychev (inégalité de —), 81
Théoreme limite central, 97
(utilisation du —), 99
Triangle de Pascal, 16
Tribu, 2, 3
de Borel, 51
engendrée, 9

U
Uniforme
(variable aléatoire —), 47
(vecteur aléatoire —), 61
Univers, 1

A%

Variable aléatoire (v.a.), 39
binomiale, 45
binomiale (approximation

poissonienne), 53
binomiale négative, 45
continue, 43, 46
de Bernoulli, 44
de loi gamma, 48
de Poisson, 45
déterministe, 40
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discrete, 43
exponentielle, 48
(fonction d’une — continue), 49
(fonction de densité
d’une — continue), 47
(fonction de densité
d’une — discrete), 44
(fonction de répartition d’une
—normale standard), 49, 206
gaussienne, 50
géométrique, 44
hypergéométrique, 45
indicatrice, 40
log-normale, 55
normale, 50
normale standard, 48
simple, 44
uniforme, 47
Variables aléatoires
indépendantes, 64
ii.d., 66, 95
(tabelle des lois
des principales —), 205
Variance, 81
conditionnelle, 116
Vecteur aléatoire, 57
continu, 60
(fonction d’un — continu), 62
discret, 59
gaussien, 63
gaussien bivarié, 93
multinomial, 59
normal, 63
normal standard, 62
uniforme, 61
Venn (diagramme de —), 5, 129



	Avant-propos
	Table des matières
	Conventions
	1 Espaces de probabilité
	1.1 Evénements
	1.2 Axiomes des probabilités
	1.3 Espaces de probabilité finis
	1.4 Cas des événements élémentaires équiprobables
	1.5 Complément : motivations à l’introduction des tribus*
	1.6 Exercices

	2 Analyse combinatoire
	2.1 Principe de multiplication
	2.2 Permutations
	2.3 Combinaisons
	2.4 Coefficients multinomiaux
	2.5 Tirages sans remise
	2.6 Quelques applications de l’analyse combinatoire
	2.7 Exemples de modélisations*
	2.8 Exercices

	3 Probabilité conditionnelle et indépendance
	3.1 Définition et premières propriétés
	3.2 Formule des probabilités totales
	3.3 Formule de Bayes
	3.4 Indépendance
	3.5 Exercices

	4 Variables aléatoires
	4.1 Définition et exemples
	4.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire
	4.3 Variables aléatoires discrètes
	4.4 Variables aléatoires continues
	4.5 Fonctions d’une variable aléatoire continue
	4.6 Construction de variables aléatoires continues*
	4.7 Exercices

	5 Vecteurs aléatoires
	5.1 Fonctions de répartition conjointe et marginale
	5.2 Vecteurs aléatoires discrets
	5.3 Vecteurs aléatoires continus
	5.4 Fonctions d’un vecteur aléatoire continu
	5.5 Vecteur aléatoire gaussien
	5.6 Variables aléatoires indépendantes
	5.7 Lois conditionnelles
	5.8 Exercices

	6 Espérance mathématique
	6.1 Cas des variables aléatoires discrètes
	6.2 Espérance d’une variable aléatoire continue
	6.3 Variance, covariance et corrélation
	6.4 Moments d’une variable aléatoire
	6.5 Exercices

	7 Théorèmes limites
	7.1 Loi faible des grands nombres
	7.2 Théorème limite central
	7.3 Utilisation du théorème limite central
	7.4 Loi forte des grands nombres*
	7.5 Exercices

	8 Espérance et variance conditionnelles
	8.1 Rappels d’algèbre linéaire
	8.2 Un espace vectoriel de variables aléatoires
	8.3 Estimation d’une variable aléatoire
	8.4 Variance conditionnelle
	8.5 Exercices

	9 Exercices de révision
	10 Une brève histoire de la théorie des probabilités
	11Corrigés des exercices
	11.1 Chapitre 1
	11.2 Chapitre 2
	11.3 Chapitre 3
	11.4 Chapitre 4
	11.5 Chapitre 5
	11.6 Chapitre 6
	11.7 Chapitre 7
	11.8 Chapitre 8
	11.9 Chapitre 9

	Appendice
	A.1 Principales lois de probabilité
	A.2 Fonction de répartition de la loi normale

	Bibliographie
	Index



