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INTRODUCTION

Place de ce volume dans le traité d’Electricité, d’Electronique et d’Electrotechnique

La hiérarchie des modéles utilisée par 'ingénieur électricien, décrite dans I'introduction
du Traité (Introduction a I'électrotechnique), comporte un niveau 3 intitulé schémas
fonctionnels. A ce niveau, un systéme est constitué par la connexion de blocs remplissant
des fonctions caractérisées par les relations entre grandeurs d’entrée et de sortie. Le volume
« Analyse et synthése des systémes logiques » traite en particulier des schémas logiques,
dont toutes les variables sont binaires.

Une généralisation de la classe des systémes logiques est constituée par celle des
systémes discrets, dont les variables d’entrée et de sortie ont un nombre de valeurs fini
quelconque. Ce sont les systémes considérés dans le présent volume. On y suppose en
outre que le temps n’est pas une variable continue, mais une suite discréte d’instants
d’échantillonnage. Un signal d’entrée ou de sortie est alors une suite de valeurs représentée
par une suite de symboles, qu'on appelle une séquence. La fonction la plus générale d’un
tel systéme est d’associer a toute séquence d’entrée une ou plusieurs séquences de sortie.

On aboutit ainsi @ un modéle abstrait, extrémement dépouillé, dans lequel un systéme

n’est plus considéré que comme une transformation au sens mathématique de séquences
d’entrée en séquences de sorite. C'est a cette transformation qu’on donne dans ce volume le
nom de machine.

La notion de machine ainsi esquissée est trés générale, et englobe quantité de cas
particuliers qui n’entrent pas dans cet ouvrage, parce que leurs applications se situent
dans des domaines qui ne concernent pas spécifiquement I'ingénieur électricien, par exemple
la compilation des langages de programmation. On s’est restreint aux types de
transformations de séquences qui sont réalisables, moyennant un codage binaire approprié,
par les systémes logiques étudiés dans le volume « Analyse et synthése des systémes logiques ».
Il est clair que les systémes logiques sont congus en vue de réaliser des transformations de
séquences. C’est pourquoi I'étude de ces transformations elles-mémes, et en particulier
des différentes maniéres de les spécifier ou représenter, de simplifier cette représentation,
et d’en déduire des systémes logiques capables de les réaliser, fournit de précieux outils pour
la synthése de ces derniers. C'est dans ce sens que le présent volume est destiné & compléter
le volume « Analyse et synthése des systémes logiques »

Organisation générale de ce volume

La matiére de ce volume correspond en bonne partie & ce qui se trouve, principalement
dans la littérature de langue anglaise, sous le titre de théorie des automates finis. On
s’est cependant écarté assez considérablement des exposés classiques dans le choix et la
définition des concepts de base, en vue de la plus grande généralité, et de la plus grande
unité possible entre les différentes parties de I'ouvrage. Tout I'exposé est construit
logiquement sur un petit nombre de concepts de base, au moyen de définitions et



vi MACHINES SEQUENTIELLES

démonstrations mathématiques. Un accent est ainsi délibérément placé sur la rigueur.
laridité de cette démarche devrait étre atténuée toutefois par la quantité des exemples
simples destinés a faciliter la compréhension.

Le premier chapitre contient un rappel des notions élémentaires de la théorie des
ensembles, qui constitue le langage mathématique de I’ensemble de I'ouvrage. Le lecteur
familiarisé avec ce langage pourra se contenter de lire les sections 1.3 4 1.5 (correspon-
dances, séquences, graphes) qui sont plus spécifiques a cet ouvrage, et utilisées constam-
ment par la suite. Comme le remarquent Aleksander et Hanna [27], le langage mathéma-
tique de la théorie des automates est simple. Cependant la plupart des ingénieurs, alors
qu’ils sont a I'aise parmi les subtilités du calcul différentiel, perdent pied dans le plus
simple des raisonnements ensemblistes. Cela ne tient qu’a leur formation traditionnelle.
Aussi une lecture attentive du chapitre en question devrait les familiariser avec le style
mathématique de I’ouvrage.

On élabore au chapitre 2 la notion générale de machine discréte esquissée ci-dessus.
Considérés comme des boites noires munies d’entrées et de sorties, ces transformateurs
de séquences peuvent étre assemblés selon divers schémas de composition, et 'on définit
la machine résultante pour les différentes formes d’assemblage de base. On introduit
ensuite les types de machines fondamentaux considérés dans la suite. Ce sont les machi-
nes combinatoires, qui généralisent la notion de systéme logique combinatoire, puis les
machines séquentielles, terme auquel il est donné un sens plus particulier que dans la lit-
térature en général. On introduit encore les deux assemblages classiques d’une machine
séquentielle et d’une machine combinatoire connus sous le nom de machine de Moore
et machine de Mealy. Tous ces types de machines sont définis sous leur forme génerale,
non déterministe.

Les deux chapitres suivants traitent de différentes fagons de spécifier la transfor-
mation de séquences que doit effectuer une machine. Le chapitre 3 est consacré spécifi-
quement au cas des machines binaires (ou logiques). On y étudie divers modes de repré-
sentation qui viennent s’ajouter a ceux du volume V. Ce sont les systémes d’équations
de récurrence booléennes, dont une classe particuliére peut étre avantageusement notée
sous la forme de graphes, appelés graphes de récurrence booléens. Parmi ceux-ci, les
graphes dits réceptifs correspondent 4 certains modes de représentation proposés récem-
ment pour formaliser le cahier des charges des automatismes logiques [15, 16]. Le cha-
pitre 4 traite de 'emploi des expressions réguliéres pour la spécification d’une transfor-
mation de séquences générales (binaires ou non). On y donne les bases de la théorie des
langages réguliers et de leur relation avec les automates finis, puis on applique cette théo-
rie 4 la spécification de machines, d’une maniére qui inclut le cas de spécification in-
complétes, généralement négligé dans la littérature. Les deux chapitres sont illustrés par
des exemples de formalisation de cahiers des charges.

Le chapitre 5 traite de fagon approfondie I'opération de réduction d’une table
d’états, abordée au volume V. Le probléme est posé en termes généraux, a savoir la
réduction d’une machine de Mealy non déterministe. Certes des méthodes pratiques ne
sont données que pour les cas particuliers plus usuels, pour lesquels seulement de bons
algorithmes sont connus actuellement. Mais la théorie exposée cherche & mettre en évi-
dence ce qui distingue ces cas particuliers du point de vue de la réduction, de fagon a
fournir une base a I'étude de méthodes plus générales.

Enfin le chapitre 6 est consacré a certaines formes de décomposition des machi-
nes séquentielles, en relation avec le probléme du codage des états d’une table d’états.
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Le probléme est traité sous sa forme la plus générale : machines non déterministes, dé-
compositions liées a des recouvrements. Contrairement 4 la réduction (chap. 5), le prin-
cipe de la décomposition est le méme pour les machines déterministes et non détermi-
nistes, 4 I’exception de la décomposition paralléle. L’accent dans ce chapitre est mis sur
ce principe plutdt que sur les méthodes qui peuvent en découler. Toutefois, une section
est consacrée d la méthode classique du calcul des partitions substitutives pour les ma-
chines déterministes.

Conventions

Le Traité d’Electricité est composé de volumes (vol.) repérés par un chiffre romain
(vol. V). Chaque volume est partagé en chapitre (chap.) repérés par un nombre arabe
(chap. 2). Chaque chapitre est divisé en sections (sect.) repérées par deux nombres arabes
séparés par un pont (sect. 2.3). Chaque section est divisée en paragraphes ( §) repérés
par trois nombres arabes séparés par deux points (§ 2.3.11). Les références internes
stipulent le volume, le chapitre, la section ou le paragraphe du Traité auquel on renvoie.
Dansle cas de la référence 4 une partie du méme volume, on omet le numéro de celui-ci.

Les références bibliographiques sont numérotées continiment par volume et repé-
rées par un seul nombre arabe entre crochets; les pages concernées sont éventuellement
précisées entre parenthéses: [33] (pp. 12-15).

Un terme apparait en ifalique maigre la premiére fois qu’il est défini dans le texte.
Un passage important est mis en évidence lorsqu’il est composé en italigue gras.

Les équations hors texte sont numérotées continiment par chapitre et repérées
par deux nombres arabes placés entre parenthéses et séparés par un point (3.14); une
équation est mise en évidence par son numéro imprimé en caractére gras. Les figures
et tableaux sont numérotés continiiment par chapitre et repérés par deux nombres ara-
bes précédés de Fig. (Fig. 4.12) ou Tableau ( Tableau 4.13).
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 ENSEMBLES ET FONCTIONS

1.1.1 Introduction

Les notions de base de la théorie des ensembles sont supposées familiéres au lec-
teur, [1] (chap. 1 a 10). Le but de cette section n’est que d’en rappeler la terminologie
et les notations essentielles.

Un ensemble E est une collection d’objets appelés les éléments de E. 1l s’agit 12
d’une notion intuitive, le terme de collection n’étant pas mieux défini que celui d’en-
semble. La relation x € E, appelée relation d'appartenance, signifie que I'objet x est
élément de E. Elle se lit “x appartient & E”. Sa négation s’écrit x ¢ E.

Le terme d’objet désigne n’importe quel objet concret ou abstrait, tel que
nombre, point, fonction, etc. Un ensemble est lui-méme un objet mathématique, de
sorte que les éléments d’un ensemble E peuvent étre eux-mémes des ensembles. Dans
ce cas, E est un ensemble d’ensembles.

1.1.2 Sous-ensembles

On dit qu’un ensemble E est un sous-ensemble d’un ensemble F, et I’on écrit
E C F, si chaque élément de E est élément de F, c’est-d-dire si la relation x € E impli-
que x €F. Cette implication s’abrége usuellement x €E = x €F. On dit aussi que E
est inclus dans F, ou encore que E est une partie de F. La relation E C F est appelée
relation d’inclusion. 11 découle immédiatement de cette définition que I'ona ECE
pour tout ensemble E.

La négation de la relation E C F s’écrit E ¢ F. Elle signifie qu’il existe un objet
x tel que x EE et x & F. Rappelons que I’expression “il existe un ...” signifie toujours
en mathématique il existe au moins un ...”.

1.1.3 Egalité d’ensembles

La notion d’ensemble est précisée par la définition de I’égalité de deux ensembles,
E =F. Cette égalité signifie par définition que EC F et F C E. Lorsqu’on a défini deux
ensembles E, F par des voies différentes, et qu’on veut démontrer leur égalité, on doit
donc démontrer les deux implications x EE = x€F et x€F = x €E.

Rappelons que si R et S sont deux relations quelconques, par exemple les rela-
tions x €E, x €F, la double implication R=§ et S= R s’écrit R<S§ etselit “R
équivaut 4 S”.
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1.1.4 Ensemble vide

On postule I’existence d’un ensemble vide noté @ ayant la propriété suivante : il
n’existe pas d’objet x tel que x €0.

On peut en déduire logiquement que pour tout ensemble E 'on a :

@CE. (1.1)
L’ensemble vide est donc un sous-ensemble de tout ensemble E. Par suite, ’'implication
ECQ=E=0¢ (1.2)

est vraie, car si I’on joint ’hypothése EC @ 4 (1.1), il vient E=@ (§ 1.1.3). L’ensem-
ble vide n’a donc qu’un seul sous-ensemble : lui-méme.

1.1.5 Ensembles finis

Soient x, ..., X, (n>>1) des objets quelconques. La notation {xy, ..., x,, } dési-
gne I’ensemble dont les éléments sont x, ..., x,. Cet ensemble est défini plus exacte-
ment par la relation

y € {x1,..,xp} = ¥y =X, 0u..0Uy =X,. (1.3)

Si les objets xy, ..., x,, sont distincts deux a deux, c’est-d-dire si I'on a x; #x;
pour i #j,’ensemble {x,, ..., x, } est appelé un ensemble a n éléments.

Un cas particulier de cette définition est celui d’'un ensemble & un seul élément
{x}, défini par

y € {x} =y =x. (1.4)

L’ensemble vide (§ 1.1.4) est appelé aussi ensemble a zéro élément. Les ensem-
bles 4 n éléments (n = 0) sont appelés ensembles finis.
Le nombre d’éléments d’un ensemble fini E sera noté |[El. On a :

I[El = 0 = E=0. (1.5)

1.1.6 Exemple

Soient a, b, ¢ trois objets. L’ensemble {a, b, ¢} est un ensemble a trois éléments
si a#b #c¢ #a.Parcontre si a# b =c, alors {a, b, c} = {a, b} = {a, c} est un ensem-
ble & deux éléments. L’ordre dans lequel on écrit les éléments entre les parenthéses
{, } n’a pas d’importance : {a,b,c}={c,b,a}=...

1.1.7 Remarque

1l faut distinguer en général un objet x de I’ensemble {x}. La distinction est évi-
dente si I’objet x est lui-méme un ensemble a n éléments avec n 5 1. On aura dans ce
cas lxl=n+#I1{x}l=1.

1.1.8 Extension d’une relation
L’ensemble des objets x qui vérifient une relation R (x) est appelé I'extension
en x de cette relation, et noté {x | R(x)}. Lire : “ensemble des x tels que R(x)".
Par exemple soit R (x) la relation “x est un nombre entieret | <x<5”.0Ona
{x|R(x)}=1{2,3,4}.
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1.1.9 Réunion, intersection, complément

Soient X, Y deux sous-ensembles d’un ensemble E. La réunion X U Y, 'intersec-
tion X N'Y, et le complément X de X par rapport 4 E, sont les sous-ensembles de E
suivants :

XUY = {x Ix€X ou x€Y} (1.6)
XNY = {xIxEX et x€Y} (1.7)
X={xI|x€E et x¢X} (1.8)

1l faut préciser que dans (1.6) la conjonction “ou’ est prise au sens mathématique
usuel, non exclusif : la relation x € X ou x €Y signifie que x appartient a I’'un au
moins des ensembles X, Y, ce qui n’exclut pas le cas ol x appartient aux deux
ensembles.

On dit que X et Y sont disjoints lorsque X N'Y = 0.

1.1.10 Ensemble des parties d'un ensemble
Pour tout ensemble E on désigne par P (E) 'ensemble des parties (ou sous-
ensembles) de E. Ainsi :

P(E) = {X|XCE}. (1.9)

La relation d’inclusion X C E est donc équivalente i la relation d’appartenance
X € P(E). Pour tout ensemble E ona E€ P(E) et @ € P(E). Ceci montre que ’en-
semble P(E) n’est jamais vide. En particulier (§ 1.1.4), P(@) = {0}, donc IP(@)I=1.

1.1.11 Exemples
Soient a, b, ¢ des objets distincts. Nous avons :

P©@) = {0}

P({a}) = {0, {a}}

P({a,b}) = {0, {a}, {b}, {a,b}}

P({a,b,c}) = {0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}.

On peut montrer de fagon générale que pour tout ensemble fini E 4 n éléments, I’en-
semble P(E) posséde 2" éléments.

1.1.12 Algébre de Boole

L’ensemble P(E) muni des opérations U, N, ~, définies au paragraphe 1.1.9 est
appelé algébre de Boole des sous-ensembles de E. Les formules principales de cette
algébre sont rappelées ci-dessous. Il suffira au lecteur de s’assurer de leur évidence in-
tuitive, en s’aidant au besoin de diagrammes de Venn (vol. V).

XUY =YuX

XmY=YmX‘ (1.10)
XU(YUZ):(XUY)UZ[ 111
XN(YNZ)=(XNY)NZ 1)
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XU(YNZ)=(XUY)N(XUZ)

XN(YUZ)=(XNY)U(XNZ) (1-12)

Xup =X

e 5] 013

XUX =E

XuX =X

XﬂX=Xl (1.15)

XUE = E

XNo =0 E t.1a)

XU(XHY)=X!

XNn(XUuy)=X (1.17)

X=X (1.18)

XUY = Xn¥

xn¥=>‘<u‘7£ (1.19)

E=0 !

5= (1.20)
J = = =

XUY =0 = X=0etY=20 (1.21)

XNY=E = X=EetY=E

On peut observer dans la liste de formules ci-dessus la régle de dualité bien connue de
I’algébre de Boole, & savoir la régle suivante : si dans une formule valable on remplace
U par N, E par 0, et vice-versa (sans toucher au signe ~ ), on obtient une formule va-
lable, appelée duale de la premiére. Les formules ci-dessus sont groupées par paires de
formules duales, la formule (1.18) étant sa propre duale.

Les formules suivantes concernent la relation d’inclusion C. La régle de dualité
s’y applique également, si on la compléte en permutant C et D.

XCY < XUY=Y£ (122)
XDY &= XNY=Y

XCXUY! (123)
XD2XNY

XCZ et YCZ = XUYCZE (1.24)
XDZ et YDZ = XNYDZ '
XCY¢==>X0‘£=G)! (1.25)
XDY < XUY =E

XCYe=YCX (1.26)
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XCY = XUZCYUZ

X2Y = XNZD>YnNnZ (120

1.1.13 Commentaire

Les formules du paragraphe précédent peuvent étre démontrées a partir des défi-
nitions du paragraphe 1.1.9. Cependant, une démonstration rigoureuse repose sur la
logique des propositions, c’est-a-dire sur les régles d’emploi des connecteurs logiques
OU, ET, NON qui figurent dans (1.6), (1.7), (1.8). Une telle démonstration n’a sa place
que dans un exposé rigoureux de la théorie des ensembles, basé sur la logique formelle
des propositions, ce qui n’est pas notre sujet. Nous admettrons donc sans démonstra-
tion le formulaire du paragraphe 1.1.12. Cela ne signifie pas que toutes ces formules
doivent étre considérées comme des axiomes. Il est possible de n’en prendre qu’un
certain nombre comme axiomes, et sur cette base de démontrer les autres formules de
facon algébrique. C’est le théme de I’exercice proposé ci-dessous.

1.1.14 Exercice

A partir des formules (1.10) a4 (1.14), considérées comme axiomes, démontrer les
formules (1.15) 4 (1.21). Par exemple, la premiére des formules (1.15) peut se démon-
trer comme suit :

XUX = (XUX)NE par (1.13)
= (XUX)N(XuUX) par (1.14)
= XJxnX) par (1.12)
= XU par (1.14)
= X par (1.13).

Les formules (1.15), (1.16), (1.17) se démontrent de la sorte sans difficulté. Pour la
suite, on établira d’abord la formule auxiliaire :

(XuY=EB e Xn¥=g) » Y=X (1.28)

Celle-ci permet de prouver que Y =X = X =Y, d’oti (1.18). Pour démontrer la pre-
miére des formules (1.19), on posera Z=X N Y, et I’on montrera que (XU Y)U Z=E
et (XUY)NZ=0. On obtient alors Z=XU'Y par (1.28).

Ajouter ensuite aux axiomes (1.10) 4 (1.14) les formules (1.22), et démontrer
(1.23)a (1.27).

1.1.15 Fonctions
Une fonction f: A — B est définie par les données suivantes :

® un ensemble A appelé domaine de f
® un ensemble B appelé codomaine de f
® une régle qui associe a chaque élément x de A un élément de B désigné par f(x).

Une fonction f: A — B est appelée aussi une application de A dans B.
Deux fonctions f: A= B, f': A" = B’ sont égales si et seulement si : A=A,
B=B',et f(x)=f"(x) pour tout x € A. On écrit alors f=f".
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Une fonction f: A — B est dite injective si pour deux éléments x;, x, quel-
conques de A

Xy Fx3 = [f(xy) # f(xz) (1.29)

Une fonction f: A — B est dite surjective si pour tout y € B il existe un x €A
tel que y = f(x).

Une fonction f: A — B est dite bijective si elle est i la fois injective et surjective.
Ces deux propriétés peuvent s’exprimer par la phrase : pour tout y € B il existe un
x € A et un seul tel que y =f (x). On définit alors la fonction bijective f7l:B—A,
appelée réciproque de f, par la régle

x=f"'0y) = y=1x) (1.30)

Une fonction injective (resp. surjective, bijective) est appelée aussi une injection (resp.
une surjection, une bijection).

1.1.16 Exercice

Soient A et B deux ensembles finis (§ 1.1.5). Vérifier les assertions suivantes. Il
existe une injection f: A - B si et seulement si | A< IBI. Il existe une surjection
f: A—Bsietseulement si |Al>= [BI. Il existe une bijection f: A — B si et seulement
si [Al=1BI.

1.1.17 Représentations

Une bijection f: A — B est appelée parfois une représentation de I’ensemble A
par I’ensemble B. Pour tout x € A, I’élément y =f (x) de B représente x selon f. Ré-
ciproquement, x représente y selon f .

Lorsque la bijection f est particuliérement “évidente”, on utilise fréquemment
un élément y de B comme notation de I’élément x de A qu’il représente, et réciproque-
ment. On écrit alors abusivement y =x au lieu de y =f (x). On annonce cette pratique
en disant qu’on identifie les ensembles A et B au moyen de la bijection f. Un premier
exemple est donné au paragraphe suivant.

1.1.18 Convention

Soient E un ensemble non vide et P, (E) I'ensemble des sous-ensembles {x } & un
seul élément de E. Il existe une bijection évidente f: E - P, (E), 4 savoir la fonction f
telle que f(x)= {x} pour tout x € E. On identifiera E et P, (E) au moyen de cette bi-
jection. Tout symbole désignant un élément x de E sera utilisé pour désigner le sous-
ensemble {x} de E, et réciproquement. Un méme symbole pourra donc avoir des signi-
fications distinctes selon le contexte. Ce genre de convention simplifie ’écriture.

1.2 PRODUITS CARTESIENS

1.2.1 Couples

Soient x,x',y,y' des objets entre lesquels on a les égalités x =x"et y =y". On
peut résumer ces deux égalités par I'unique égalité (x,y) = (x', »"). On introduit ainsi
la noticn de couple (x, y) soumise 4 I’axiome suivant :

xy)=(&y) = x=x"ety=y. (1.31)
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Cet axiome implique que (x, y) =(y,x) si et seulement si x =y. Pour cette raison, un
couple est appelé parfois un couple ordonné.

1.2.2 Produit cartésien
Le produit cartésien d’un ensemble A par un ensemble B, noté A x B, est I’en-
semble des couples (x, y) tels que x € A et y € B. Par exemple :

{0,1} x {0,1,2} = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2) }.

1.2.3 Propriétés du produit cartésien

(A=0 ou B=0@0) <= AxB=20 (1.32)

(ACA et BCB) = AxBCAxB (1.33)
Si Ax B+#0,alors

AxBCAXB = ACA e BCB. (1.34)

(AUB)x C = (Ax C)U(Bx C) (135)

Cx (AUB) = (Cx A)U(Cx B)

(ANB)xC=(AxC)N(Bx C) (136)

Cx (ANB)=(Cx A)Nn(Cx B)

(AxB)N(A'xB')=(ANA)x(BNB"). (1.37)
Si A et B sont des ensembles finis, alors

IAx Bl = |Al+IBI. (1.38)

La vérification de ces formules est laissée au lecteur. On obtient (1.36) comme cas
particulier de (1.37) en posant soit B =B soit A=A".

1.2.4 Exercice
Montrer que si A x B=0, (1.34) peut étre fausse. Donner des ensembles finis
A, A, B, B' tels que

(AxB)U(A'xB") # (AUA)x(BUB).
Comparer avec (1.37).

1.2.5 Notations
Soient A, B deux ensembles, et x €A, yEB.Ona:

{x}x{y}={(xy)} (1.39)

Si ’on applique la convention du paragraphe 1.1.18 aux sous-ensembles {x}, {y} de
A et B, et au sous-ensemble {(x,y)} de A x B, c’est-d-dire si I’on désigne {x} par x,
{»} pary,et {(x,»)} par (x, ), la relation (1.39) s’écrit

xxy = (x,) (1.40)

Ainsi nous désignerons fréquemment un couple (x,»)E A x B par x x y.
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1.2.6 Convention

Soient A, B, C trois ensembles. Il existe une bijection évidente f: (Ax B)x C—>
A x (Bx C).Unélément de (A x B)x C estun couple ((x,»),z) tel que (x,y)€
A x B et z €C. La bijection évidente est f((x,5), z)=(x,(»,z)). On identifiera
(Ax B)x Cet Ax (Bx C) au moyen de cette bijection (§ 1.1.17). Cela permet de
considérer le produit cartésien comme associatif. La notation A x B x C désigne 'un
ou I'autre de ces ensembles. La notation (x,y,z) désigne ((x,),z) ou (x, (»,z)).
L’expression (x,y, z), qui peut étre notée aussi x x ¥ x z (§ 1.2.5) est appelée un
triplet.

La généralisation a n ensembles A, ..., A,, (n > 1) est immédiate. Un élément
(X1, ., xp)de Ay x .. X A, noté aussi x; X ... X X, est appelé un n-uple.

1.3 CORRESPONDANCES

1.3.1 Définitions

Une correspondance f entre un ensemble A et un ensemble B, notée f: A= B,
est définie par la donnée des ensembles A et B, appelés respectivement ensemble de dé-
part et ensemble d’arrivée de f, et par une régle qui associe a tout élément x de A un
sous-ensemble de B, noté f(x). Ona donc f(x)C B pour tout x € A, de sorte que [
peut étre définie comme une application de A dans P(B).

Etant donné un élément x de A, on dit qu’un élément y de B tel que y € f(x)
correspond i x par f.

Deux correspondances f: A= B et f': A= B sont égales si et seulement si :
A=A, B=B, et f(x)=f"(x) pour tout x € A.

1.3.2 Exemple
Soient A={a,b,c,d}et B={0,1,2,3}. La correspondance f: A — B telle que

f@@) = {0,1}, f(®) =0, f(c) = {1}, f(d) = {1,2}

peut étre représentée par le tableau 1.1. Toutefois cette représentation n’est pas com-
pléte, car elle n’indique pas quel est I’'ensemble d’arrivée de f. Une représentation com-
pléte de fest le diagramme de la figure 1.2, dans lequel la relation y € f(x), c’est-a-
dire *y correspond a x”, est notée par une fléche x = y.

x fx) a b c d
a {0,1}

b (1]

¢ {1}

d f1.2} 0 1 2 3
Tableau 1.1 Fig. 1.2

1.3.3 Définition
Soient f: A = B une correspondance, et X un sous-ensemble de A. On appelle
transformé de X par f, et 'on note f(X), ’ensemble
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fX)y= U f(). (1.41)
xEX

L’ensemble f(X) est la réunion des ensembles f(x) C B tels que x € X. Pour inclure
le cas X =0, on pose

f(@) = 0. (1.42)
L’ensemble f(X) est caractérisé par la propriété suivante :

yeE f(X) = ilexisteun x €X tel que y € f(x). (1.43)

1.3.4 Exemple
Si fest la correspondance du tableau 1.1, on a
f({a,b}) = f(@)V f(b) = {0,1}V 0 = {0,1}
f({a,d}) = f(a)V f(d) = {0,1}U{1,2} = {0,1,2}.

1.3.5 Propriétés
Soient f: A —> B une correspondance, X et Y deux sous-ensembles quelconques
de A.Ona

XCY = f(X)Cf(Y) (1.44)
FIXUY) = f(X)U f(Y) (1.45)
F(XNY) C A(X)NF(Y). (1.46)

1.3.6 Démonstration

Supposons que X C Y. Soit ¥ € f(X). Selon (1.43), il existe un x € X tel que
Y E f(x). Comme XCY,ilvient x €Y, d’olt ¥y € f(Y). Ceci prouve que f(X)C
F(Y).

Montrons que f(XUY)C f(X)U f(Y). Soit y € f(XUY). Par (1.43), il
existeun x€XUY telque y € f(x). Ona x€X ou x €Y. Parsuite y € f(X) ou
Y€ f(Y), donc y € f(X)U f(Y).

Montrons que f(X)U f(Y)C f(XUY). Ona XC XUY, donc f(X)C
F(XUY) par (1.44). De méme f(Y)C f(XUY). Envertude (1.24), f(X)U f(Y)C
F(XUY).

Montrons enfin (1.46). Soit y € f(XNY). llexisteun x€XNY tel que y €
f(x).Onax€Xetx€Y,donc yEf(X) et y €f(Y). Par conséquent y € £(X) N f(Y).

1.3.7 Exercice
Donner un exemple de correspondance f: A — B dont I'ensemble de départ A
posséde deux sous-ensembles X, Y tels que f(XNY)# F(X)N f(Y).

1.3.8 Réciproque d’une correspondance
Considérons le diagramme de correspondance f: A = B de la figure 1.2. Si I'on
inverse le sens de toutes les fléches, on obtient le diagramme d’une correspondance
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B - A, appelée réciproque de f, et notée £~ '. Pour deux éléments quelconques x € A,
¥ €B, onadonc

YEf(x) = xef(»). (1.47)

1.3.9 Propriétés
Soit f: A = B une correspondance quelconque. Il est clair que la correspon-
dance réciproque de f "L B> A est felle-méme, donc

=1 (1.48)
Soient X C A et y €B. En vertu de (1.43) et (1.47)
yEf(X) = ')NX # 0. (1.49)

1.3.10 Correspondances déterministes

On dit qu’une correspondance f: A = B est déterministe si pour tout x € A,
I’ensemble f(x)C B est soit 'ensemble vide, soit un ensemble 4 un seul élément. Ceci
peut s’exprimer par |f(x)I<1.

Pour une telle correspondance, la relation y € f(x) équivauta { ¥ } = f(x). En
appliquant la convention du paragraphe 1.1.18, on I’écrira sous la forme y = f(x). De
méme, étant donnés un x € A et un y € B, pour exprimer la relation

fx)=0 ou f(x)=1{y}

nous écrirons f(x) Cy aulieude f(x)C {y}.
Une correspondance déterministe est appelée souvent une fonction partielle.

1.3.11 Correspondances fonctionnelles

Une correspondance f: A — B est dite fonctionnelle si pour tout x € A, I’en-
semble f(x) C B posséde un élément et un seul. Ceci peut s’exprimer par |f(x)|=1.
Il s’ensuit que pour tout ensemble X C A,

X#0 = f(X)#0. (1.50)

Une correspondance fonctionnelle est un cas particulier de correspondance déterministe.

1.3.12 Convention

Toute fonction f: A— B (§ 1.1.15) sera assimilée 4 la correspondance fonction-
nelle f': A— B telle que f'(x)={f(x)}. Selon cette convention, une fonction est
considérée comme un cas particulier de fonction partielle (§ 1.3.10). Etant donnée une
fonction f: A — B, nous désignerons par f(X) le transformé d’un ensemble X C A par
la correspondance fonctionnelle f” associée a f, et par f ' la réciproque de f".

1.3.13 Exercice
Soit f: A= B une correspondance. Exprimer au moyen des ensembles A, B,
F(A), (B) et du symbole = les propriétés suivantes de f.

® Pour tout x EA, f(x)#0.
® Pour tout y €B, il existe un x € A tel que y € f(x).
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1.3.14 Exercice

Soit f: A = B une correspondance. Montrer que pour tout ensemble X contenu
dans f~'(B) ona XC f _l( f(X)). Montrer que si f est une fonction injective, on a
X=F"Yr(xX) pour tout X C A, et que si f est une fonction surjective,ona Y =
f(f_l(Y)) pour tout Y C B.

1.3.15 Définition

Soient f et g deux correspondances A - B. On dit que fest plus fine que g, et
I'on écrit fC g, si f(x) C g(x) pour tout x € A.

Si g est déterministe, f C g implique que f est déterministe. Si f et g sont fonc-
tionnelles, fC g équivaut a f=g.

1.3.16 Exercice

Soient f: A - B une correspondance, X et Y deux sous-ensembles quelconques
de A. Montrer que si f est une application injective (§ 1.1.15), la formule (1.46) peut
étre remplacée par I'égalité (X NY)=f(X)Nf(Y). Montrer que si f est une bijec-
tion (§ 1.1.15), on a la formule f(X) =f(X), le premier complément étant pris par
rapport 4 A, et le second par rapport 4 B. A cet effet, on développera f(X N X) et
f(X U X) selon les formules précédentes, et on appliquera (1.28).

1.4 SEQUENCES

1.4.1 Définitions
Pour tout entier n = 1, nous désignons par n ’ensemble des entiers & tels que

1 < k < n. Ainsi
1={1}, 2={1,2}, 3= {1,2,3},etc.
Soit A un ensemble non vide. Une fonction
x:n—=>A

(n entier = 1) est appelée une séquence de longueur n sur A.
Par exemple, soient A ={a, b} un ensemble a deux éléments, et n = 5. Le tableau
1.3 représente une application x : 5 = A, donc une séquence de longueur 5 sur A.

k x (k)

L R N
L~ T~ I~ T~ T~

Tableau 1.3

Une séquence x : n > A est généralement représentée par I’expression x (1) x (2)
... X (n) qu’on appelle un mot de longueur n sur A. Par exemple, la séquence du tableau
1.3 se note simplement baaba.
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La longueur d’une séquence x est désignée par /g (x). Une séquence x de longueur
n sera désignée par x (1, n), ce qui abrége x (1) ... x (n).

Un ensemble fini et non vide A est appelé souvent un alphabet, lorsqu’on considére
des séquences sur cet ensemble.

Deux séquences x, y sur un alphabet A sont égales si elles sont égales en tant que
fonctions (§ 1.1.15), c’est-a-dire si et seulement si

lg(x) = Ig(y) et x(k)=ypy(k) pour k = 1, ...,lg(x). (1.51)

L’ensemble des séquences de longueur n sur un alphabet A est désigné par A". On
identifie A" et A.

L’ensemble des séquences de longueur quelconque sur A, c’est-d-dire I’ensemble
infini A’ U A2U A3 U ... est noté A", Par exemple si A={a,b}:

Al = {a,b}

A% = {aa,ab,ba,bb}
{aaa,aab,aba,abb,baa,bab,bba, bbb}

=
w
]

1.4.2 Définition : produit de séquences
Soient x (1, m)et y(1,n) deux séquences sur un alphabet A. Le produit de x
par y, noté xy, est la séquence z (1, m + n)sur A qui est représentée par le mot

x(1)..x(m)y () ..y(n).

On a donc

|
3

x (k) pour k =

y(k—m) pour k (=32)

z(k) =

Il
3
+
3
+
=

1.4.3 Proposition
Pour trois séquences quelconques X, y, z sur un alphabet A, on a

(xy)z = x(yz). (1.53)

Le produit de séquences étant ainsi associatif, on I’écrira sans parenthéses.

1.4.4 Proposition

Soient x, x',y,»" des séquences sur un alphabet A. Les relations xy =x'y" et
lg(x)=Ig(x") impliquent x =x" et y =p". De méme xy =xy" et lg(y)=Ig(y") im-
pliquent x =x" et y =y,

1.4.5 Définition

Soient X un alphabet et A, B deux ensembles de séquences sur X : A C X",
BC X"

On désigne par AB I’ensemble des séquences sur X de la forme xy avec x €A et
y € B.
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1.4.6 Exemple
Soient X={a,b}, A={ab,baa}, B={ab,b}. Ona AB={abab,abb, baaab,
baab}.

1.4.7 Propriétés
Pour trois ensembles quelconques A, B, C C X%, ona
ACB = ACCBC

ACB = CACCB (=)

(AB)C = A(BC) (1.55)
A(BUC) = ABUAC
(AUB)C = ACUBCE (1.56)
A(BNC) C ABNAC
(ANB)C C ACﬂBC[ (1.57)
AD = 0A = 0. (1.58)

1.4.8 Démonstration

Les formules (1.54) et (1.55) sont évidentes. Nous démontrerons la premiére des
formules (1.56). Soit z € A (B U C). Par définition (§ 1.4.5), il existe une séquence
x € A et une séquence y € BUC tellesque z=xy. Ona y €B ou y €C, donc
xy € AB ou xy € AC. Ceci montre que A (BU C)C AB U AC. Démontrons I'inclu-
sion inverse. Ona BC BU C, donc ABC A (BU C) par (1.54). De méme AC C
A (BUC). Il vient ABUAC C A (BUC) par (1.24).

La deuxiéme des formules (1.56) se démontre de facon analogue, de méme que
les formules (1.57). Enfin (1.58) signifie qu’il n’existe pas de séquence xy telle que
xED ou y €.

1.4.9 Exercice

Soit X ={a, b} un alphabet i deux éléments. Donner trois ensembles de séquen-
ces A, B, C sur X tels que A (BN C)#* AB N AC. Donner quatre ensembles de sé-
quences A, A', B, B' non vides sur X, tels que A¢ A', B¢ B, et ABC A'B.

1.4.10 Exercice
Soit X ={a, b} un alphabet & deux éléments. Exprimer de deux maniéres diffé-
rentes I’ensemble de séquences

{abbba,baa,aba,babba}

sous la forme d’un produit de deux ensembles de séquences sur X.

1.4.11 Proposition
Soient A, A, B, B’ des ensembles de séquences sur un alphabet X, tels que
AUA' C X™ et BUB' C X". Ces hypothéses signifient que A et A’ (resp. B et B')
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sont deux ensembles de séquences sur X, routes de méme longueur m (resp. n). On sup-
pose en outre que A # @ et B 0. Avec ces hypothéses,

AB C AB' = ACA e BCB. (1.59)

1.4.12 Démonstration

Supposons que AB C A'B’, et soient x € A, y € B. Il faut montrer que x € A’ et
YEB.Ona xy € AB (§ 1.4.4), donc xy € A'B' par hypothése. Il existe donc une sé-
quence x' € A’ et une séquence y' € B' telles que xy =x'y’. Selon les hypothéses
faites sur A et A', on a Ig(x)=1Ig(x"). On en conclut par le paragraphe 1.4.4 que x =x'
ety=y'.Donc xEA' et yEB.

1.4.13 Produit cartésien de séquences

Soient X et Y deux alphabets, et x (1, n), y (1, n) deux séquences de méme lon-
gueur n, la premiére sur X et la seconde sur Y. Nous appelons produit cartésien de x
par p, et nous désignons par x X y la séquence de couples

xxy = (x(1),y(1)) (x(2),y(2)) ... (x(n),y(n)) (1.60)

sur I'alphabet X x Y.
Un couple (a,b) est noté parfois verticalement :

a
(5)
Avec cette notation, (1.60) s’écrit plus clairement
_ [(x(M) x(2) x(n)
e S (y(l)) (y(Z)) (y(n)) : (1.61)

Il faut noter que I’expression x x y n’a de sens, en tant que séquence, que si lg (x) =
Ig (), et que

g(xxy) = Ilg(x) = lg(y). (1.62)

Les propositions suivantes sont évidentes.

1.4.14 Proposition
Soient X et Y deux alphabets. Pour toute séquence z sur I’alphabet X x Y, il

existe un couple de séquences de méme longueur x € X", y € Y" et un seul tel que

Z=XX Y. =

1.4.15 Proposition
Soient x et x" deux séquences sur X, y et y' deux séquences sur Y, telles que
lg(x)=1Ig(y)etlg(x')=1lg(y').Ona

(xxpy)(x'xpy)=xx"xyy'. (1.63)
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1.4.16 Définition

Soient X et Y deux alphabets, A C X" et B C Y” deux ensembles de séquences,
toutes de méme longueur n. On désigne par A x B I’ensemble des séquences x x »
sur I’alphabet X x Y tellesque x €A et y €B.

1.4.17 Commentaire

Au paragraphe 1.2.2 nous avons défini le produit cartésien A x B comme I’en-
semble des couples (x € A, y € B). Le produit A x B du paragraphe 1.4.16 a donc un
sens différent. Cependant, avec les hypothéses faites sur A et B (§ 1.4.16), les deux
types de produits sont identifiables (§ 1.1.18), un couple de séquences (x, ) de méme
longueur n étant représentable par la séquence de couples (1.61) et vice-versa.

1.4.18 Proposition
Soient X et Y deux alphabets, ACX” et BCY™, ACX" et BCY".Ona

(Ax B)(A'x B') = AA'x BB'. (1.64)

Cette proposition généralise celle du paragraphe 1.4.15. Sa démonstration, basée sur
(1.63), est laissée au lecteur.

1.5 GRAPHES

1.5.1 Définitions

Nous appelons graphe tout ensemble fini G dont chaque élément est un triplet
(x,y,z). Un élément (x,y,z) de G est appelé une aréte de G. L'origine de cette aréte
est I’objet x, son étiquette est 'objet y, et son extrémité est 'objet z. L’origine ou
I’extrémité d’une aréte de G est un sommet de G.

1.5.2 Exemple
L’ensemble
G = {(p,a,9),(p,a,s),(p,b,r),(q,5,p),(q,2,9),(q,7,q),(s,b,p)}

est un graphe dont les sommets sont p, g, r, s.

1.5.3 Notations
Un graphe G est souvent représenté par un diagramme dans lequel une aréte
(x,y,z) est notée :

xX———>1z

Une aréte (x, yyx) est notée généralement :
N\
O
Deux arétes (x,y,zj,_ (x,»’, z) sont notées :
\

»y'
X ey ¥
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Ainsi le graphe du paragraphe 1.5.2 peut étre représenté par le diagramme de la figure 1.4.
Il faut noter que cette représentation d’un graphe n’est pas unique. Rien n’empéche
par exemple de représenter plusieurs fois un méme sommet pour éviter un enchevétre-
ment de fléches.

b a
b a
P p _..___—' q ar
§
Fig. 1.4

1.5.4 Chemins
Un chemin d’un graphe G (ou dans un graphe G) est une séquence d’arétes de G
ad1ds ... 4y

telle que si n > 1, alors pour i =1, ...,n—1 I'extrémité de a; est I’origine de a; ;.

L’étiquette du chemin est la séquence X, ... x,, des étiquettes des arétes a,, ..., ;.

L'origine du chemin est I’origine de a,. L'extrémité du chemin est 'extrémité de a,,.
Pour n =1, la notion de chemin s’identifie avec celle d’aréte.

1.5.5 Exemple
La séquence
(s,b,p)(p,a,q)(q,a,q) (q.a,q) (q,s,P)

est un chemin de longueur 5 du graphe G du paragraphe 1.5.2 (fig. 1.4). L’origine de ce
chemin est s, son extrémité p, et son étiquette est la séquence baaas.

1.5.6 Notations
Si ¢ désigne un chemin d’origine p et d’extrémité ¢ d’un graphe G, on écrit

cip=>q.
L’étiquette de ¢ est désignée par lc .

1.5.7 Propositions

Soient ¢ : p—q et ¢': q = r deux chemins d’un graphe G, tels que I’extrémité
de ¢ coincide avec I’origine de ¢'. Alors le produit c¢’ (au sens du paragraphe 1.4.2,
c et ¢’ étant des séquences d’arétes de G) est un chemin

cc':p->r
et I’on a la relation
lec'l = lelle'l (1.65)

entre les étiquettes de ces chemins.
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Pour tout chemin ¢ d’un graphe G :
lg(c) = Ig(lel). (1.66)

Ces propositions sont évidentes.

1.5.8 Remarque

Le produit de deux chemins ¢ : p =g, ¢': p' = r d’un graphe G est toujours
défini, au sens du paragraphe 1.4.2. Cependant, ce produit cc’ n’est un chemin de G
que si ¢ =p’. Néanmoins, la relation (1.65) reste valable si ¢ #p'.






CHAPITRE 2

MACHINES

2.1 NOTIONS GENERALES

2.1.1 Introduction

Une machine, dans le présent volume, est un dispositif de traitement de I’informa-
tion, schématisé sous la forme trés grossiére de la figure 2.1, c’est-a-dire considéré comme
une “boite noire” munie d’entrées et de sorties par lesquelles le dispositif regoit et émet
des messages. Un message n’est rien d’autre qu’une séquence (§ 1.4.1) sur un certain al-
phabet (ensemble de caractéres).

La propriété essentielle d’une telle machine est la correspondance qui existe entre
les messages recus et les messages émis. Son fonctionnement peut étre ainsi représenté
par une correspondance M : A—B (§ 1.3.1), ol A est un ensemble de messages d’en-
trée, et B un ensemble de messages de sortie. Ce modéle des dispositifs de traitement de
'information fait complétement abstraction de leur nature physique particuliére. Il peut
représenter aussi bien un systéme logique (vol. V) qu’un organisme administratif.

Le but du présent chapitre est de préciser ce modeéle général, et d’introduire les ty-
pes de machine particuliers qui font I’objet du livre : machines combinatoires, machines
séquentielles, et leurs combinaisons.

|
ol

Fig. 2.1

2.1.2 Définitions

Une machine & une entrée et une sortie est représentée par un schéma tel que ce-
lui de la figure 2.2. Une telle machine est caractérisée par les données suivantes.

Un alphabet X, appelé alphabet d’entrée de la machine, est associé 3 son entrée,
qui est marquée x dans le schéma. Une séquence sur cet alphabet est appelée une sé-
quence d’entrée de la machine. La lettre x du schéma est appelée la variable d'entrée
du schéma. Elle représente une séquence d'entrée indéterminée x € X"

De méme, un alphabet de sortie Y est associé a la sortie de la machine, marquée
y dans le schéma. Une séquence sur cet alphabet est une séquence de sortie de la ma-
chine. La lettre y est la variable de sortie du schéma. Elle représente une séquence de
sortie indéterminée y €Y", correspondant 4 la séquence x.
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Le symbole M du schéma représente le fonctionnement de la machine, i savoir
une correspondance

M: X' —>Y*. (2.1)
Conformément a la notion générale de correspondance (§ 1.3.1), ce fonctionnement

associe i toute séquence d’entrée x un ensemble de séquences de sortie M(x)CY".
Une séquence de sortie y correspond & une séquence d’entrée x si

y € M(x). (2.2)

Nous supposerons toujours que le fonctionnement M d’une machine conserve la
longueur des séquences, c’est-a-dire que

yEMx) = k(y)=kkx) (2:3)

Fig. 2.2

2.1.3 Commentaire
Il est clair que I’élément essentiel de la description d’une machine est la donnée
de son fonctionnement, la correspondance (2.1). Pour cette raison, on dira souvent

qu’on a défini une machine lorsqu’on a donné une correspondance de la forme (2.1)
vérifiant la condition (2.3).

2.1.4 Exemple

Soient X un alphabet quelconque, et R : X" = X" la correspondance définie
comme suit : pour toute séquence x =x(1)...x(n) de longueur n sur X, R (x) est la
séquence renversée x(n) ... x(1). Cette correspondance conserve la longueur des sé-
quences. Nous pouvons I’appeler une machine. Elle est en outre fonctionnelle au sens
du paragraphe 1.3.11.

2.1.5 Exemple
Soit G le graphe de la figure 2.3. Il se compose des quatre arétes suivantes :

« = (a,0,b) p=(b,1,b) 7v=1(b1l,c) & =(c,0,a)

1
WU S ¢ S N
\\_//

0
Fig. 2.3

Posons X =1{0, 1}, et soit 7: X" = G" la correspondance définie comme suit :
pour toute séquence x € X*, T(x) est 'ensemble des chemins d’étiquette x dans G.
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Par exemple :
7(01) = {af,ay} (deux chemins d’étiquette 01)
7(000)= 0@ (pas de chemin d’étiquette 000).

La correspondance T conserve la longueur des séquences. Nous pouvons 'appeler une
machine.

2.1.6 Machines a entrées et sorties multiples

Une machine a m entrées (m > 1) et n sorties (n > 1) est représentée par le sché-
ma de la figure 2.4. A chacune de ses entrées et chacune de ses sorties est associé un al-
phabet. La machine posséde donc m alphabets d’entrée X, ..., X,, et n alphabets de
sortie Yy, ..., Yy.

Une séquence d’entrée de la machine est une séquence x sur I’alphabet
X X ... X X,;,. Une telle séquence est le produit cartésien x =x; X ... X Xx,,, de m sé-
quences x; € X; (i=1,...,m) (§ 1.4.13 et 1.4.14).

De méme, une séquence de sortie de la machine est une séquence y sur ’alphabet
Y, X ... X Yy, Elle est le produit y =y, x ...x y, de n séquences y;€Y; (i=1, ..., n).

X | i ||

Fig. 2.4

Le fonctionnement de la machine fait correspondre a toute séquence d’entrée un
ensemble de séquences de sortie. C’est donc une correspondance

M:(Xy% oo X X))t — (Y1 X .. x Yy)" (2.4)

Une séquence de sortie y =y x ... X ¥, correspond i une séquence d’entrée
b S5 o B G s | |

ViX X Pn € M(x) X .. XXp)- (2.5)

On supposera toujours qu’une machine conserve la longueur des séquences. Dans le
schéma de la figure 2.4, les variables d’entrée x;(i=1, ..., m) et les variables de sortie
y;j (j=1, .., n) représentent des séquences indéterminées sur les alphabets respectifs
Xi(i=1,..,m)et Y; (j=1,..,n). Elles vérifient la relation de correspondance (2.5),
et représentent donc des séquences de méme longueur.

Nous appellerons formar d’une machine le couple d’entiers (1, n), olt m est le
nombre d’entrées, et # le nombre de sorties de la machine.

2.1.7 Machines binaires

Une machine est dite binaire si chacun de ses alphabets d’entrée et chacun de ses
alphabets de sortie est ’alphabet {0, 1}. Cet alphabet sera désigné désormais par B.
Pour une machine binaire on a donc X; =...= X, =Y, =...=Y, =B dans (2.4).
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2.1.8 Exemple : machine OU

Un systéme logique (vol. V) peut étre considéré comme une machine au sens
du paragraphe 2.1.6. Il suffit pour cela d’échantillonner ses signaux logiques d’entrée et
de sortie de fagon appropriée. Nous traitons dans ce paragraphe un systéme combina-
toire élémentaire; au paragraphe 2.1.9, un systéme séquentiel synchronisé élémentaire;
au paragraphe 2.1.10, un systéme séquentiel asynchrone élémentaire.

Une porte OU (fig. 2.5) est un systéme logique combinatoire élémentaire bien
connu (sect. V.1.3). On peut le représenter par une machine binaire M i deux entrées
et une sortie (fig. 2.5). Les alphabets d’entrée de M sont X; = X, =B, et son alphabet
de sortie Y =B. M est donc une correspondance (B x B)"— B’, conservant la longueur
des séquences. Une séquence d’entrée de longueur n est une séquence

11(1)) (xl("))

2]~ \xa(n) (2.6)

x(1,n) = x,(1,n) x x5(1,n) = (

avec x; (k) € {0, 1}. Par exemple :

x(1,3) = 011 x 101 = (?) ((l]) (i)

X —
' M —— i
N —d

Fig. 2.5

La correspondance M associe a toute séquence d’entrée (2.6) une séquence de sor-
tie ¥ (1,n) et une seule. Cette séquence de sortie y = M(x) est la somme logique bit
par bit des séquences x; et x5 :

y(k) = xy (k) + xz(k) (k=1,..,n). @7

Ce modele d’une porte OU résulte d’un échantillonnage. Le chronogramme de la
figure 2.6 représente des signaux logiques x (¢), x, (¢), y () observables sur les entrées
et la sortie d’une porte OU. Le temps ¢ est une variable réelle (continue). Une séquence
d’entrée (2.6) et la séquence de sortie y (1, n) correspondante peuvent étre définies en
choisissant une suite de » instants de mesure distincts t; < 1, <... < ,,, appelés ins-

xy il |

X2

W|F

1 [ In-1

Fig. 2.6
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tants d’échantillonnage des signaux. Les séquences x (1, n), x5 (1, n), ¥ (1, n) sont les
séquences des valeurs des signaux x;,x,,) auxinstants fy, ..., ,.

Le chronogramme de la figure 2.6 est celui d’une porte idéale, c’est-a-dire sans re-
tard. Dans ce cas, la correspondance M définie par (2.7) est vérifiée pour n’importe quel
choix de n instants d’échantillonnage. Ce n’est plus le cas si la porte considérée est affec-
tée d’un certain retard A (fig. 2.7). La relation (2.7) ne sera pas vérifiée si un instant
d’échantillonnage est choisi comme ¢, dans la figure 2.7.

A

|

|
l
X |

X3

]

(5] 5 Iy .. n

Fig. 2.7

2.1.9 Exemple : machine JK

La figure 2.8 représente une bascule bistable JK, et son graphe des états, selon les
notations du chapitre V.3.

4

7 PR Q}— h= 19
s [ QO D"
—{Karl}— 1

(I) Fig. 2.8

Le graphe décrit le fonctionnement synchrone de la bascule, a savoir (chap. V.3):
les entrées PR, CLR sont inactives, et les entrées J, K ne varient pas pendant que CK =0.
A ces conditions, sil’on choisit 7 instants d’échantillonnage #; < ¢, <...< t, de la fa-
con illustrée par la figure 2.9 (c’est-a-dire tels que CK (#;)=0 et CK varie deux fois
entre #; et #; 4 1), alors chacun des triplets

J(t;) x K(;)
(1) Q(tiyy)

est une aréte du graphe.

_L‘_|_L4.IA_J_|I|IIJ
| I

ts ts

Fig. 2.9
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En faisant abstraction de la sortie 3, nous considérons ce systéme comme une
machine binaire M a deux entrées et une sortie (fig. 2.10). Le graphe G de cette figure
reproduit celui de la figure 2.8 avec d’autres notations. La correspondance M : (B x B)™~>
B' peut étre définie au moyen de ce graphe. Considérons une séquence d’entrée
x=x(1) ... x(n), par exemple la séquence x =x(1) x(2) x(3)=(0x0)(1x0)(1x0). NIy
a dans le graphe G deux chemins d’étiquette x, 4 savoir les chemins

¢; =(0,0x0,0)(0,1x0,1)(1,1x0,1)
c; =(1,0x0,1)(1,1x0,1)(1,1x 0,1).

Ces chemins peuvent étre notés aussi

0x0 1x0 1x0
c1: 0 0 1 |
0x0 1x0 1x0
cp: 1 1 > 1 > 1.
1x0
I —— 1x1
v (O
X i Ox1
Ix1
Fig. 2.10

Si pour trois instants d’échantillonnage consécutifs ¢, #,, f3 les valeurs des signaux J,
K d’une bascule JK sont 0 x 0, 1x 0, 1 x 0, alors la séquence Q(#,) Q(t,) Q(%3)
peut étre soit 001, soit 111. Ces deux séquences sont les séquences des origines des
arétes des chemins ¢, et ¢,. La correspondance M associe a toute séquence d’entrée

x =x(1) ... x (n) I'ensemble des séquences y (1) ... y (n) telles qu’il existe un chemin

1 2
WL BT T

dans G. On a donc
M((0x0)(1x0)(1x0)) = {001,111}

y(n+1)

ou encore

M(011x000) = {00, 11} 1.

2.1.10 Exemple : élément de mémoire 7

La figure 2.11 représente un élément de mémoire s7 (sect. V.3.1). La figure 2.12
est le chronogramme de trois signaux s, r, y caractéristiques de ce systéme séquentiel
asynchrone. On suppose que celui-ci fonctionne en mode normal, c’est-a-dire que le pro-
duit logique s(¢) r(¢) est nul a tout instant ¢, et que I'intervalle de temps écoulé entre
deux variations consécutives de I’état d’entrée (s, r) est toujours supérieur au retard A
du systéme.
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~i

Fig. 2.11
)‘] 1(2 ' !3 L- I4 I "S ] fﬁ | "‘7
e | - =t f
[ |
| ! |
1 | | | |
) . 1 [ !
[ 2 1
I I L I
;
5 |
I Iy e Iy
Fig. 2.12

Considérons une suite de n instants d’échantillonnage #; < t; < ... <, vérifiant
les conditions suivantes :

® dans tout intervalle de temps / délimité par deux variations successives de I’état
total (s,7,y) il y a au moins un instant d’échantillonnage. Ces intervalles sont
désignés par I, ..., I; dans la figure 2.12;

® dans chaque intervalle de retard A précédant une variation de y (intervalles /,,
Is dans la figure), il y a un instant d’échantillonnage et un seul.

A ces conditions, le graphe G de la figure 2.13 représente le fonctionnement du
systéme de la maniére suivante : pour chaque instant t;, le triplet

y (1) M’ Y (tiv1)

est une aréte de G.
1x0
0x 0 0—--——--| 0x 0
0x 1 Y ————— 1 X0
0x 1

Fig. 2.13

Pour définir une machine M : (Bx B)" > B* qui représente ce systéme (fig. 2.14),
il faut compléter le graphe G (fig. 2.13), de fagon que I’ensemble de séquences de sortie
M (x) soit défini pour toute séquence d’entrée x =x (1) x (2) ... x (n), c’est-i-dire méme
si x (i)=1x 1. La fagon naturelle de procéder est d’ajouter au graphe G les quatre arétes
notées dans la figure 2.15. Elles expriment le fait que y (#; 4 ) est indéterminé lorsque
r(#;)x s(t;)=1x 1. En réunissant les graphes des figures 2.13 et 2.15, on obtient le gra-
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phe H de la figure 2.14. Le fonctionnement M est défini au moyen de H comme au pa-
ragraphe 2.1.9. Une séquence de sortie y (1, n) correspond 4 une séquence d’entrée
x (1, n) si et seulement s’il existe dans H un chemin

1 2
)y sy B . iy~ 0 Y

On a par exemple

M(011x010) = M((0x0)(1x1)(1x0)) = {000,001,110, 111}

1X0,1%1

0x0 0x0
0x 1 01 X0
Ix 1 0x1,1x1 1x1
Fig. 2.14
1% 1
Neor—teon
i
1x 1
Fig. 2.15

2.2 MACHINES COMPOSEES

2.2.1 Introduction

Plusieurs machines (§ 2.1.2 et 2.1.6) peuvent étre assemblées, c’est-a-dire reliées
entre elles pour former une nouvelle machine, de méme que I’on assemble des compo-
sants logiques pour former des systémes logiques. On peut aussi relier par des con-
nexions plusieurs bornes (entrées ou sorties) d’'une méme machine. Les opérations de
ce genre sont appelées opérations de composition. Les machines assemblées sont les
composantes, et la machine résultante est la machine composée. On définit dans cette
section certaines opérations de composition fondamentales (juxtaposition, connexion,
projection, permutation). Toute opération de composition complexe peut étre décom-
posée en une succession de ces opérations fondamentales.

2.2.2 Réduction de format

Il est toujours possible de considérer deux entrées adjacentes d’une méme ma-
chine comme une seule entrée, I’alphabet associé a celle-ci étant le produit cartésien
des alphabets des deux entrées considérées. Ce faisant, on réduit le format de la machine
sans changer son fonctionnement.

Soient par exemple X, X,, X3 les alphabets d’entrée et Y I’alphabet de sortie
d’une machine A (fig. 2.16) de format (3, 1).

Le fonctionnement de A est une correspondance

M: (Xl X x; X )(3,)+ =k Y+.
Posons (X; x X3) = X, 3. Par I’associativité du produit cartésien (§ 1.2.6), on a
M : (Xl X X23)+ = Y“.
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A B
V) —— p. PR
C S —— Y R S M L ey
R —— X33 i
Fig. 2.16

On peut donc représenter la machine A par une machine B de format (2, 1) ayant le
méme fonctionnement que A. Cette machine B (fig. 2.16) a pour alphabets d’entrée les
ensembles X, et X,3. La variable d’entrée x,3 est une séquence indéterminée sur I’al-
phabet X, 3.

La méme opération peut se faire pour deux sorties adjacentes d’une machine. A
la limite, toute machine peut étre représentée par une machine 4 une entrée et une sor-
tie. Nous ferons fréquemment un usage implicite de cette représentation.

2.2.3 Juxtaposition
L’opération de juxtaposition est illustrée par la figure 2.17. Elle porte sur deux
machines composantes

M: X'— Y ; N: U — W'
et fournit une machine composée
R: (XxU)Y— (YxW).

X - M - |
W — p——— |
R
1 —n pr—- W
u T N - W
Fig. 2.17

Les variables x, u, y, v de la figure 2.17 sont des séquences indéterminées sur les
alphabets respectifs X, U, Y, W. La machine composée R est définie par la relation

YXWE R(xxu) <= y € M(x) et weE N (2.8)

On notera que la machine composée R dépend de 1’ordre dans lequel sont prises les
composantes M, N.

2.2.4 Connexion sortie-entrée

Nous distinguerons deux types d’opération de connexion (§ 2.2.4 et 2.2.9). Cha-
cune de ces opérations porte sur une seule machine. La connexion sortie-entrée est illus-
trée par la figure 2.18. Elle porte sur une machine
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M: (XiX o X X)) — (Yi X oo X Yp)'

vérifiant la condition

Xl = Yl' (29)
Xy = »l V) "
" Xy —
n— : T R
X --—'-.—.' —_ Xy =i | e— ]
Fig. 2.18

La machine composée est la machine

R: (XX o XXp)' — (Yi%X..xYy,)
telle que

MX e XVp €ER(X2 X . X X)) S V1 X e XV € M(Y1 X X2X oo X Xp)

(2.10)

En francais : une séquence y; X ... X ¥, correspond 4 une séquence x, X ... X X,, par
la machine composée R, si et seulement si elle correspond a la séquence y; X x; X ... X x,,
par la machine composante M.

Le format de la machine composée est (m — 1, n). On suppose ici que m > 1. Le
cas m=1 est traité au paragraphe 2.2.8.

2.2.5 Exemple
Supposons que la machine M de la figure 2.19 soit la machine OU (§ 2.1.8).

Ay ——p]

Fig. 2.19

Considérons la séquence x5 (1, 3)=101. Les séquences y (1, 3) qui correspon-
dent & x, par la machine composée R sont les séquences telles que y (i) +x (i) =y (i),
(i=1,2,3).

On adonc R(101)={101, 111}

2.2.6 Permutations
Une permutation de deux entrées d’une machine M est illustrée par la figure 2.20.
La machine résultante R est définie par



MACHINES 29

R(Xp X oo XXX voe XXX vee XXpp) = M(Xg X oo XXX 0 XX X 0ea X Xiy).

(2.11)
¥ ——1 X| —
X y i X; —-.-:
x M I R s
xj i R ———
Xm __.-.. m Xy g
Fig. 2.20

La permutation de deux sorties d’une machine N (fig. 2.21) fournit une machine
S, qui est définie par

VIX e XPiX e X Yj X e X Yy € §(X) <=2 Y1 X ce X Pj X e X P X e X Yy € N(X).

(2.12)
N —.-. Y1 1
i i S
b r—— N X i §
i Vi et V'
P WR—— i Yn

Fig. 2.21

2.2.7 Schémas de composition

Les opérations de juxtaposition, connexion, permutation introduites jusqu’ici dé-
finissent la signification d’un schéma de composition tel que celui de la figure 2.22. La
machine composée R est définie par les trois opérations qui apparaissent dans la figure

U X —] —
X — M —l—_ N —a W R
y
i L | B ——— W
Fig. 2.22
u M el
X -
N = W
¥ -

Fig. 2.23
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2.23, 4 savoir : juxtaposition de M et N/, permutation des deux premiéres entrées de la
machine obtenue, puis connexion sortie-entrée. La permutation est nécessaire, du fait
que I'opération de connexion sortie-entrée n’a été définie (§ 2.2.4) que pour la pre-
miére entrée d’une machine.

2.2.8 Machines sans entrée

L’opération de connexion sortie-entrée (§ 2.2.4) sur une machine M n’a été défi-
nie que si le nombre d’entrées de M est un nombre m > 1. On peut étendre cette opé-
ration au cas m =1 en introduisant la notion de machine sans entrée.

Une machine R sans entrée, et & n variables de sortie y; € Yy, ....,¥, € Y
(fig. 2.24) est simplement un sous-ensemble

R C (Yyx..xY,)"

=l ]

L —

Fig. 2.24

Une telle machine peut étre considérée comme un générateur de séquences.

L’opération de connexion illustrée par la figure 2.24 suppose que I’alphabet
d’entrée X de M et son alphabet de sortie Y, sont identiques. La machine composée R
n’a pas d’entrée. Elle est définie par

ViX.X¥Vp ER = yiX..X¥, € M(y) (2.13)

2.2.9 Connexion divergente
L’opération de connexion divergente (ou connexion entrée-entrée) est illustrée
par la figure 2.25. Elle porte sur une machine

M: (X xxXpy) — Y

telle que m > 1, et vérifiant la condition X, = X,.
La machine composée est la machine & m — 1 entrées

R:(XaXixXpm) — Y
telle que pour toute séquence X3 X ... X X,y € (X2 X ... X X,n) ona
R(x3 X .o X Xp) = M(Xxq XX3 X oo X Xpy)- (2.14)

L’opération de connexion divergente n’est définie ci-dessus que pour la premiére
et la seconde entrée d’une machine M. Elle s’étend immédiatement & deux entrées quel-
conques, en effectuant des permutations (§ 2.2.6) qui permettent de se ramener au cas
précédent.
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X i R
vy & M — : R ——
Xy it Xipp ———

Fig. 2.25

2.2.10 Projection
L’opération de projection consiste a “ignorer” une sortie d’une machine. Elle est
décrite par la figure 2.26, ol

M: X' — (Y x...xY,)

est une machine d n sorties (n > 1). La sortie ignorée est la premiére sortie, ce qui est
indiqué par la mise entre parenthéses [ , | de la variable de sortie y,. La machine com-
posée est la machine

R:X"— (Y2%..xY,)"
définie par la propriété suivante :
VaX.X¥p € R(x) <= Ay 1y XVa X .. Xy € M(x). (2.15)

En frangais : une séquence y, X ... X y,, correspond a une séquence x par R si et seule-
ment s’il existe une séquence y; telle que y; X ¥, X ... X ¥, corresponde a x par M.

—_— [ 3 | | —
— R 5
N g M . X — .
L [t
Fig. 2.26

Le choix du terme de projection pour désigner cette opération est commenté au
paragraphe 2.2.12.

En général, 'opération de projection est utilisée conjointement avec une opéra-
tion de connexion (§ 2.2.11).

2.2.11 Exemple
Le schéma de composition de la figure 2.27 représente la succession d’opérations
suivante :

® juxtaposition de M et NV (fig. 2.28), R, étant la résultante de cette opération;
la relation y x z € Ry (x x u) équivaut A

y € M(x) et z € N(u),

® connexion sortie-entrée (fig. 2.29), R, étant la résultante; la relation y x z €
R, (x) équivaut a y x z € Ry (x x y), donc i

¥y EM(x) et z € N(p);



32 MACHINES SEQUENTIELLES

e projection (fig. 2.30), R étant la résultante; la relation z € R (x) équivaut a
Jy:yxz€R,y(x),donca

dy:y EM(x) et z € N(y).

[v]
X ——pd M == £= N b : P —— R —
Fig. 2.27
X = M L
u N -
Ay
Fig. 2.28
[v]
X s o ! —
Ry X S R,
e = =
u
R, R
Fig. 2.29 Fig. 2.30

2.2.12 Commentaire
Le choix du terme de projection (§ 2.2.10) découle des réflexions suivantes. Con-
sidérons I'opération de projection appliquée a une machine M (fig. 2.31) de format (1, 2)

M(x)
Rix)

— [ ]

— 1

Fig. 2.31
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Pour une séquence d’entrée x, I’ensemble M(x) est un ensemble de séquences de
la forme y, x y,. Si nous imaginons chaque séquence y, sur ’alphabet Y, représentée
par un point d’une droite Y; (fig. 2.32), et de méme pour chaque séquence y, sur I’al-
phabet Y, alors I’'ensemble M(x) est représenté par un ensemble de points du plan.

R étant la machine composée définie par (2.15), ’ensemble R(x) apparait comme la
projection de ’ensemble M(x) sur la droite Y;. En effet, un point y, appartient 4
cette projection si et seulement sil existe un point y; € Yy tel que y; x y, € M(x).

2.2.13 Schémas de composition

Un schéma de composition représente une série d’opérations de composition fon-
damentales (juxtaposition, connexion, projection, permutation). En général, 'ordre
d’exécution de ces opérations n’est pas précisé, de sorte que la machine composée n’est
définie qu’a des permutations prés. En outre, on n’associe en général qu’une seule va-
riable 4 un ensemble d’entrées et/ou de sorties reliées entre elles par des connexions.

Les relations qui caractérisent la machine composée peuvent s’obtenir en décom-
posant le schéma en ses opérations élémentaires comme nous |’avons vu par exemple au
paragraphe 2.2.11. Il est cependant aisé de les écrire directement.

Considérons par exemple le schéma de composition de la figure 2.33. La machine
composée R est définie comme suit : une séquence y x z correspond a une séquence
Xx X u par R si et seulement s’il existe une séquence w telle que les relations

yxweEM(Xxxu) ; z€Nuxw)

soient vérifiées.

- - [w]

] f—

Fig. 2.33

2.2.14 Exercice
Détailler la succession d’opérations de composition fondamentales définie par la
figure 2.33, et définir a chaque pas la machine composée (cf. § 2.2.11).

2.3 MACHINES COMBINATOIRES

2.3.1 Introduction

La machine OU étudiée au paragraphe 2.1.8 est un exemple de machine combina-
toire binaire. On définit ci-dessous la notion générale de machine combinatoire, les al-
phabets d’entrée et de sortie pouvant étre quelconques. Ces machines n’interviendront
par la suite qu’associées 4 des machines séquentielles.
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2.3.2 Définition
Une machine M : X" Y* (alphabet d’entrée X, alphabet de sortie Y) est dite
combinatoire si elle posséde les propriétés suivantes :

® 3 toute séquence d’entrée x correspond au moins une séquence de sortie y;
pour toute séquence x € X", on a donc

M(x) # 0, (2.16)
® pour deux séquences d’entrée x, x" quelconques, on a
M(xx) = M)M(x'); (2.17)
te produi)t M (x) M (x") est le produit de deux ensembles de séquences
§ 1.4.5).

Comme conséquence de la deuxiéme propriété ci-dessus, on peut énoncer : si
x=x(1)x(2) ... x(n) est une séquence de longueur # >1,0na

M(x) = M(x(1)M(x(2)) ... M(x(n)). (2.18)

En vertu de cette derniére propriété, la correspondance M est entiérement déterminée
lorsqu’on connait ’ensemble M (x) pour toute séquence x de longueur 1. Pour cette
raison, une machine combinatoire est généralement donnée sous la forme d’une corres-
pondance X Y.

2.3.3 Exemple

Considérons les alphabets X ={a,b,c,d} et Y={0,1,2}. Le tableau 2.34 dé-
finit une correspondance X - Y. La machine combinatoire M : X" Y™ définie par
cette correspondance est déterminée par la régle (2.17). On a par exemple :

M(ab) = M(a)M(b) =0 {0,2} = {00,02}
M(abc) = M(ab)M(c) = {00,02}1 = {001, 021}.
X M(x)
a {0}
b {0,2}
¢ {1}
d 1,2}

Tableau 2.34

2.3.4 Commentaire

La définition d’une machine combinatoire n’a été donnée au paragraphe 2.3.2
que pour une machine a une entrée et une sortie. Elle se généralise immédiatement pour
une machine a m entrées et 1 sorties. Il suffit de remplacer X par le produit cartésien
X; X ... x X,,, des m alphabets d’entrée, et Y par Y, x...x Y, (§ 2.2.2).

2.3.5 Exemple
La figure 2.35 définit une machine combinatoire M a une entrée, d’alphabet
X =10, 1,2}, et deux sorties, d’alphabets Y; =Y, ={0, 1}.On a par exemple :
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M(210) = MQ)MAI)M@©) = {I1x1}{0x1,1x0} {0x 0}
= {(1x1)(0x1)(0x0),(1x1)(1x0)(0x0)}.
x M(x)
S—- 0 {ox 0}
x—f M ‘ 1 {ox1,1x0}
[ Y2 2 | {1x1}
Fig. 2.35

2.3.6 Définition

Une machine combinatoire M : X" = Y est dite complétement spécifiée lorsque
IM(x)| =1 pour toute séquence x € X". Cela signifie que la correspondance M est fonc-
tionnelle (§ 1.3.11).

2.3.7 Machines combinatoires composées

A l’exception de I'opération de connexion sortie-entrée (§ 2.2.4) qui demande
une précaution, toutes les opérations de composition définies dans la section 2.2 conser-
vent le caractére combinatoire des machines. Ainsi, la juxtaposition (§ 2.2.3) de deux
machines combinatoires est une machine combinatoire. Les opérations de permutation
(§ 2.2.6), connexion divergente (§ 2.2.9), projection (§ 2.2.10), portant sur une ma-
chine combinatoire, fournissent une machine combinatoire.

Si M est une machine combinatoire, I’opération de connexion sortie-entrée de la
figure 2.18 ne produit pas nécessairement une machine combinatoire. On peut montrer
plus exactement que la machine composée R posséde la propriété (2.17), mais pas né-
cessairement la propriété (2.16).

Par contre, si la machine combinatoire M est la juxtaposition de deux machines
combinatoires M; et M, (fig. 2.36) et si la connexion relie une sortie de M, a une entrée
de M, (ou vice-versa), alors la machine composée est toujours combinatoire.

La démonstration de ces assertions repose sur la définition formelle des opérations
de composition (sect. 2.2). Elle est laissée au lecteur.

1

uy -

Iy =

Fig. 2.36
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2.3.8 Définition

Les sorties d’une machine M a deux sorties (fig. 2.37) sont dites indépendantes, si
M peut étre définie par la composition de deux machines M, et M, selon le schéma de
la figure 2.37. Cela revient a dire que pour toute séquence d’entrée x, ’ensemble M (x)
est un produit cartésien M, (x) x M, (x) avec M, (x) C Yy et My (x) C Y, (Y, etY,
étant les alphabets de sortie de M).

La définition se généralise de fagon évidente pour une machine a n sorties (n>>2).

s M, — »

- V|
X —a M X —
— )

Fig. 2.37

2.3.9 Exemple

La machine combinatoire M : X" (Y; x Y3)" (X=1{0,1,2}, Y, =Y, =B) défi-
nie par le tableau 2.38 est a sorties indépendantes. En effet, pour x =0, 1,2, I’ensemble
M (x) est le produit cartésien d’un ensemble M, (x) par un ensemble M, (x). Par suite,
pour une séquence x =x(1)x(2) ... de longueur n >1,0na

M(x) = M(x(1)) M(x(2)) ... par (2.18)

= [My(x(1)) x Mz (x(1))] [M1 (x(2)) X M (x(2))] ...
=M (x(D))M;(x(2) ... x My (x(1)) My (x(2)) ... par (1.64)
= M, (x) x My (x). par (2.18).

X M(x) Mi(x) My(x)

0 0x0 0 0

{ox0,0x1} | 0 {o0,1}
2 1X1 1 1

Tableau 2.38

2.3.10 Exemple

Les sorties de la machine combinatoire M du paragraphe 2.3.5 ne sont pas indé-
pendantes, car ’ensemble M (1)={0x 1, 1x 0} n’est pas un produit cartésien. La dé-
pendance des deux sorties peut s’exprimer en disant que la relation y, x y, € M(1)
équivaut a y, =y,.

2.3.11 Exercice

Soit M une machine combinatoire binaire a deux entrées x,, x, et une sortie y,
telle que M(1x0)=0, M(0x0)=M(0x 1)=M(1x 1)= 1. Considérons la machine
R définie par la connexion sortie-entrée y = x; (fig. 2.19). Montrer que AR ne posséde
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pas la propriété (2.16), c’est-d-dire qu’il existe une séquence x, telle que R (x,)=0.
Montrer que R posséde la propriété (2.17), c’est-d-dire que R (x,x3)=R(x,) R(x3)
quelles que soient les séquences x,, x5.

2.4 MACHINES SEQUENTIELLES

2.4.1 Introduction

Les machines JK (§ 2.1.9) et 57 (§ 2.1.10) sont des exemples de machines séquen-
tielles. La définition générale de cette classe de machines est donnée dans la présente
section. Elle est précédée d’un exemple destiné a faciliter la lecture de la définition
formelle.

2.4.2 Exemple

Considérons les alphabets X = {0, 1} et Y ={a, b, ¢, d}. Nous allons définir une
machine M : X*— Y " au moyen du tableau 2.39. Le procédé de définition caractérise
la classe des machines séquentielles.

X
—--'_-——"A"-—_——-..
0 1
a b a,c
b b d
Y
¢ c,d d
d a a,b,c,d
Tableau 2.39

Le tableau 2.39 associe a chaque couple ¥ x x € Y x X un ensemble f(yx x)CY,
4 savoir ’ensemble des éléments y' €Y qui figurent dans la ligne y et la colonne x. En
d’autres termes, le tableau représente une correspondance f: Yx X - Y. On a par
exemple f(ex 0)={c,d}, et f(cx1)={d}.

Nous utiliserons la notation y *x pour désigner I’'ensemble f(» x x). Par exemple:
c-0={¢e,d}, c+1={d}.

Soit x =x(1) ... x(n) une séquence d’entrée de longueur n. On définit les séquen-
ces de sortie y (1, n) correspondant 4 x comme étant les séquences que 1’on peut cons-
truire en appliquant les régles suivantes :

® y (1) peut étre choisi arbitrairement dans Y,
® ayant choisi y (1), ..., ¥ (k) (kK <n), on peut choisir y (k + 1) dans I’ensemble

Yy (k) * x (k).
Considérons par exemple la séquence d’entrée x =x (1,4) =0110. La séquence de

sortie ¥ (1,4)=ccdb correspond a x, car elle peut étre construite en respectant les
régles ci-dessus. On a en effet :
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y)ey
y(@2) €y():x(1) =c-0 = {c,d}
yB) €y@@):xQ2) =c-1 = {d}

y@) €yB3)x(3)=d+1 = {a,b,c,d}.

L’ensemble M (0110) est I'ensemble de toutes les séquences y (1,4) que I’on peut cons-
truire de cette facon. Ce procédé définit M (x) pour toute séquence d’entrée x, et défi-
nit donc la machine M : X" Y". Pour une séquence x de longueur 1,ona M(x) =Y,

puisque y (1) peut étre choisi arbitrairement.

2.4.3 Exercice
Dénombrer les séquences de sortie ¥ qui correspondent 4 la séquence d’entrée
x =0110 par la machine M (§ 2.4.2).

2.4.4 Définition

Soient X et Y des alphabets quelconques. Une machine M : X" = Y " est dite
séquentielle s'il existe une correspondance f: Y x X = Y avec les propriétés suivantes,
ou pour chaque couple y x x € Y x X, 'ensemble f(y x x) C Y est noté y - x.

® Pour chaque couple y x x € Y x X,
yrox # 0. (2.19)
exeEX = M(x)=Y. (2.20)

® Pour deux séquences quelconques x(1,n)E X", y(1,n) €EY" de longueur
n>1,

k F
) e M) = (PETD EXEO x(0) o)
pour k=1,..,n—1

On montre aisément que la correspondance f est unique. Elle est appelée corres-
pondance de transition de M. La table qui représente cette correspondance (exemple :
tab. 2.39) est appelée table de transition de M.

La définition ci-dessus s’étend immédiatement & une machine M a m entrées
(alphabets d’entrée X, ..., X,,,) et n sorties (alphabets de sortie Yy, ..., Y,;). Il suffit de
remplacer X par X; x ... x X,,, et Y par Y; x ... x Y,,.

2.4.5 Graphe de transition d’une machine séquentielle

Le graphe de transition G (§ 1.5.1) d’une machine séquentielle M : X ™= Y™ est
par définition ’ensemble des triplets yx x x ' € Yx X x Y telsque y' € y*x.On a
donc

y € yx = yxxxy €G0G. (2-22)

2.4.6 Exemple

La figure 2.40 représente le graphe de transition G de la machine séquentielle M
du paragraphe 2.4.2, dont la table de transition est le tableau 2.39. On voit par exem-
ple que la relation @+ 1= {a, c} se traduit par les arétes ax 1 x @ et a x 1 x ¢ du graphe.
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N
_..‘—O

0.1

1 0

0 1

Fig. 2.40

| l
@
2.4.7 Remarque

Une machine séquentielle M : X* = Y™ peut étre donnée aussi bien au moyen de
sa table de transition que de son graphe de transition. Par exemple, le graphe de la figure
2.40 permet de retrouver la table de transition (tab. 2.39) en appliquant (2.22). L'en-
semble p * x est 'ensemble des y' tels que y x x x y' € G.

2.4.8 Proposition

Soient G le graphe d’une machine séquentielle M: X" = Y, et x(1,n) € X",
y(1,n) €Y deux séquences de longueur n > 1. On a y € M(x) si et seulement s’il
existe un chemin

»(1) B y(2) i e y(n)

dans G. En effet, la relation (2.21) peut s’écrire en vertu de (2.22) :

MG - yik)yx x(k)x y(k+1) € G (2.23)
pour k=1,..,n—1 ‘

2.4.9 Exemple
Le graphe de transition G de la figure 2.40 admet le chemin

0 1 1
Fo > C d b.

On a donc ccdb € M(011 x) quel que soit x € {0, 1}, M étant la machine du para-
graphe 2.4.2.

2.4.10 Remarque
Si M: X" = Y" est une machine séquentielle, et x(1, 1) une séquence d’entrée
de M, I'ensemble M(x) ne dépend pas de x(n).

2.4.11 Remarque
Les machines JK (§ 2.1.9) etsr (§ 2.1.10) ont été définies chacune au moyen
d’un graphe G, par une relation de la forme (2.23). On voit donc que ce sont des ma-
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chines séquentielles. Par exemple, le graphe de la figure 2.14 est le graphe de transition
de la machine s7. On en tire la table de transition de cette machine (tab. 2.41).

0Xx0 0x1 1x1 1x0

0|0 0 0,1 1

1 1 0 0,1 1

Tableau 2.41

2.4.12 Proposition
Soient :

® M: X" > Y’, une machine séquentielle
® x(1,m),x'(1,n), deux séquences sur X
e y(1,m),y'(1,n), deux séquences sur Y.

Ona:
(¥ € M(x)
yy' € M(xx') =  y'(1) € y(m)-x(m) (2.24)
[ ¥ e M&").
2.4.13 Preuve

Soit G le graphe de transition de M. Supposons que yy' € M (xx"). I existe dans
G un chemin

(1) x(1) x(m—l)y(m) x(m) » ) x(])‘ x(n—l? Y
(2.25)
Ce chemin se décompose en trois chemins
1 -1
yy =0 XD )
x(m) ] \
y(m) —— y'(1) (2.26)
r l L _1
Sy FO,  Xemy }

qui prouvent les trois relations y € M(x), y'(1) € y (m) - x(m), y' € M(x"). Supposons
réciproquement que ces trois relations soient vraies. Il existe alors dans G trois chemins
de la forme (2.26). Le produit de ces trois chemins est un chemin de la forme (2.25)
prouvant que yy' € M(xx").

2.4.14 Définition

Soient M : X" Y" une machine séquentielle, P un sous-ensemble non vide de Y
(PCY), et x € X une séquence d’entrée de longueur 1. On définit 'ensemble P+ x CY
par la formule
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P-x= U y-x. (2.27)
yEP

Pour P =@, on pose
O+x = 0. (2.28)

L’ensemble P * x est appelé le transformé de P par x selon M. Lorsque plusieurs machines
M, M', ... sont considérées simultanément, on peut écrire (P x)y, (P *x)y', ... pour
éviter des confusions.

2.4.15 Exemple
Soient M la machine du paragraphe 2.4.2, P={b,c} CY, x=0.0On a (tab. 2.39):

P:x =(b'x) U(c+x)= {b}VU {c,d} = {b,c,d}.

2.4.16 Commentaire

Si f:Yx X—Y estlacorrespondance de transition (§ 2.4.4) d’'une machine sé-
quentielle, M : X" =Y, la définition de P-x (2.27),(2.28) revient a dire que P - x =
f(Px x) au sens du paragraphe 1.3.3.

2.4.17 Définition

Soient M : X" Y" une machine séquentielle, P C Y, et x =x(1, n) une séquence
d’entrée de longueur n > 1. On définit I’ensemble P+x C Y comme étant I’ensemble
P,, obtenu par la construction suivante :

P-x(1) =P,

Py-x(2) =P

.1 *@) % (selon § 2.4.14) (2.29)
l:;n—l *x(n) = Py

Si I’ensemble P posséde un seul élément p €Y, P+ x est noté p - x.

2.4.18 Exemple
Soient M la machine du paragraphe 2.4.2, P={b,d}, x=x(1,5)=00101.0n a
(tab. 2.39) :

P-x(1)={b,d}+-0 = {b,a} =P,
P,+x(2) = {b,a}-0 = {b} = P,
P,*x(3) =b-1=d="P;
Py-x(4) =d-0=a =P,

Piex(5)=a-1={a,c} =Ps =P-x.
On peut donc écrire pour cette machine :

{b,d}- 00101 = {a,c}.
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2.4.19 Propriétés
Soient M : X" Y " une machine séquentielle, P et Q des sous-ensembles de Y,
x et x" des séquences sur X. On a

Pr(xx') = (P x)-x' (2.30)

P-x = p'“er pex (2.31)

0-x =0 (2.32)

PCQ = PxCQ-x (2.33)

(PUQ)+ x = (P-x) U (Q-x) (2.34)

(PNQ)+x C (P-x) N (Q-x) (2.35)
2.4.20 Preuve

Supposons que dans la construction (2.29) & soit un entier tel que 1 <k <. On
aPx(1,k)=Pret P-x(k+1,n)=P,,donc P-x(1,n)=(P-x(1,k)) x(k+1,n).
Ceci prouve (2.30).

Les relations (2.31) et (2.32) sont vraies pour une séquence x de longueur 1
(§ 2.4.14). Par (2.29) elles s’étendent de proche en proche a une séquence de longueur
quelconque.

La correspondance f: Y x X" =Y qui associe a chaque couple px x €Y x X*
I’ensemble f(px x)=p+x CY est une extension de la correspondance de transition de
la machine. Les relations (2.31) et (2.32) montrent que 'on a P+ x =f(Px x) au sens
du paragraphe 1.3.3. Les relations (2.33) 4 (2.35) découlent du paragraphe 1.3.5.

2.4.21 Exercice

Pour la machine M du paragraphe 2.4.2, P={b,d}, x =x(1, 5) =00101, vérifier
la formule (2.31), c’est-d-dire vérifier que P+ x=b+x Ud+x.0na P+ x ={a,c}
(§ 2.4.18).

2.4.22 Proposition
Soient M : X" = Y" une machine séquentielle, et x(1,n) € X", y(1,n) €Y " deux
séquences de longueur n>1.0n a

S gy = (PEFD €YD xR 036
pour k=1,...,n—1.

La notation x(1, k) représente naturellement la séquence x(1) ... x(k).

2.4.23 Démonstration
On suppose que y € M (x), et ’on montre par récurrence que la relation

y(k+1) € y(1)-x(1,k) (2.37)

est vraie pour k=1, ...,n— 1. Pour k=1, elle s’écrit y(2) €y (1)~ x(1), ce qui est vrai
par hypothése, en vertu de (2.21). Supposons que (2.37) soit vraie pourun k<n-—1.
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Posons P, = y(1) * x(1, k). On a donc y(k + 1) € Py. En vertu de (2.21), y (k+2)€
y(k+1) x(k+1). Par(2.27), y(k+2)EP;x(k+1). Or, Ppox(k+1)=
(y(1)x(,k)x(k+1)=py(1)-x(1,k+1) par(2.30). Donc y(k+2)€
y(1)*x(1,k + 1), et la relation (2.37) est vraie pour k + 1.

2.4.24 Exemple
Pour la machine M du paragraphe 2.4.2, on a ccdb € M(0110). En vertu de
(2.36), cette relation implique

y(2) € y()-x(1) soit c E€c-0
y(3) e y(1)+-x(1,2) soit dec-01
y@4) € y(1)+-x(1,3)  soit b € ¢+ 011.

Ces trois relations sont vraies, car ¢+ 0 = {¢,d}, ¢ 01 =¢-011={a,b,c,d}.

2.4.25 Commentaire

La réciproque de (2.36) est fausse en général. On ne peut pas inverser le sens de
I'implication, sauf si M est une machine complétement spécifiée (sect. 2.5). Ceci est illus-
tré par I’exercice suivant.

2.4.26 Exercice
Pour la machine M du paragraphe 2.4.2, montrer que les séquences x(1,3)=110
et ¥(1,3) = aca vérifient le second membre de (2.36) mais non le premier : y & M (x).

2.4.27 Conditions initiales

Considérons une machine séquentielle M : X" Y, et un sous-ensemble non vide
P C Y. Pour toute séquence x (1, n) € X", on désigne par Mp(x) ’ensemble des séquences
y(1,n)EM(x) telles que y(1) € P. On a donc

Yy E Mp(x) = ye& M(x) et y(1) € P. (2.38)

On définit ainsi une machine Mp : X" = Y". Si P=1Y, les machines Mp et M sont
identiques. Si P # Y, la machine Mp ne vérifie pas (2.20); elle n’est plus une machine
séquentielle au sens strict du paragraphe 2.4.4. On dit que Mp est définie en imposant 4
M la condition initiale y(1)€P.

Lorsque P est un sous-ensemble de Y 4 un seul élément, P= {p}, on écrit M, au
lieu de M{p}.

2.4.28 Exemple

Soit M la machine séquentielle du paragraphe 2.4.2, dont le graphe de transition
G est représenté par la figure 2.40. Considérons une séquence d’entrée x(1,4)=110u,
ol u € {0, 1} est quelconque. La figure 2.42 représente tous les chemins d’origine et
d’étiquette x(1,3)=110 de G. Les séquences des sommets de ces chemins constituent
’ensemble

M, (110 u) = {aaab,aacc,aacd,acda}. (2.39)
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2.4.29 Proposition

Soient M : X" Y" une machine séquentielle, p €Y, x une séquence d’entrée
de longueur 1 (x € X), et x' une séquence d’entrée de longueur quelconque (x' € X*).
Ona:

M,(x) = p (2.40)
My (xx') = M, (x) My (x"). (241)

La premiére formule est évidente. La seconde est démontrée au paragraphe 2.4.31.

2.4.30 Exemple
La formule (2.41) peut étre illustrée par la figure 2.42, relative a la machine M du
paragraphe 2.4.2. On peut mettre (2.39) sous la forme

M,(110u) = a{aab,acc,acd,cda}.

On voit, dans la figure 2.42, que I’ensemble {aab, acc,acd, cda} est 'ensemble
Mp(10u) ot P= {a,c} =a- 1. D’autre part, M,(1)=a. On a donc

M, (110%) = My(1) M., (10u).

La formule (2.41) est vérifiée ici, pour p=a,x =1, x'=10u.

2.4.31 Démonstration

La formule (2.41) peut étre démontrée comme suit. Soient y €Y, et y'€Y"
telle que Ig (»') = lg(x"). Supposons que yy'€ M, (xx"). Alors, par (2.38) et (2.24),
il vient

y=p,y EMX), yQ)Ep-x
d’otl

Y E My(x) et ¥ € Mp..(x') par (2.40) et (2.38).
Par conséquent (§ 1.4.5),ona yy'€ Mp (x) Mp . x (x").

Partant de cette derniére relation, on montre en suivant le cheminement logique
inverse, qu'elle implique yy'€ M, (xx").
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2.4.32 Exercice
Montrer par un exemple que la relation (2.41) peut étre fausse si /g (x) # 1.

2.4.33 Proposition
Soit M : X" = Y" une machine séquentielle. Pour tout sous-ensemble non vide
P C Y, et pour toute séquence x € X", on a

Mp(x) = U M,(x). (2.42)
pEP

La proposition est évidente (2.38).

2.4.34 Définition
Nous dirons qu’une machine séquentielle M : X" Y™ est de type standard, si
pour chaque couple yx x € Yx X ona

y*x€Y ou y-x=Y. (2.43)

Cela signifie que la table de transition de M contient dans chaque case : ou bien un seul
élément de Y, ou bien tous les éléments de Y. Dans ce dernier cas, on utilise générale-
ment la notation standard du tiret ““—” qui représente I'ensemble y - x =Y.

Le graphe de transition d’une machine séquentielle de type standard est caracté-
risé par la propriété suivante. Pour chaque couple y x x €Y x X le graphe posséde ou
bien une seule aréte d’origine y et d’étiquette x, ou bien une aréte y x x x y' pour
chaque y' €Y. Dans ce dernier cas, la notation standard du graphe consiste 2 omettre
de représenter les arétes d’origine y et d’étiquette x.

2.4.35 Exemples

Soient X = {0, 1} et Y= {a,b,c,d}. La figure 2.43 représente la table de tran-
sition et le graphe de transition, en notation standard, d’une machine séquentielle
M : X" Y" de type standard. Chaque tiret de la table représente I’ensemble {a, b, ¢,d}.
Douze arétes sont omises dans le graphe, a savoir toutes les arétes de la forme ax 1 x y,
cx0xy,dx1xy, pour y=a,b,c,d.

0 1
0
a b - 0
a . b
b b d
c - d 0 1
d a — 1
('——-——--v(f

Fig. 2.43

Un autre exemple de machine séquentielle de type standard est donné par la ma-
chine §r (tableau 2.41).
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2.4.36 Remarques

Si M: X" Y" est une machine séquentielle de type standard, la relation (2.43)
est vraie pour chaque couple y x x €Y x X, mais elle peut étre fausse pour un couple
yxx€Yx X"

Les machines séquentielles complétement spécifiées (sect. 2.5) constituent un cas
particulier du type standard.

2.4.37 Exercice
lustrer par un exemple la premiére remarque du paragraphe 2.4.36.

2.5 MACHINES SEQUENTIELLES COMPLETEMENT SPECIFIEES

2.5.1 Définition

Une machine séquentielle M : X" Y " est dite complétement spécifiée si pour
chaque couple y x x € Y x X, I’ensemble y x C Y posséde un seul élément. On peut
formuler ceci par

yx€Y (Vyey, vxeX) (2.44)

I’expression Vy € Y signifiant ““quel que soit y €Y.

Chaque case de la table de transition de M contient un seul élément. Le graphe de
transition de M posséde, pour chaque couple ¥ x x € Y x X, une seule aréte d’origine y
et d’étiquette x.

Pour une telle machine, et pour deux séquences x(1,n) € X*, y(1,n)€Y", la
relation (2.21) s’écrit

5 E M) - y(k+1) = y(k)-x(k) (245)

pour k=1, ..,n-1.

La machine JK (fig. 2.10) est un exemple de machine séquentielle complétement
spécifiée.

2.5.2 Proposition
Si M: X*> Y" est une machine séquentielle complétement spécifiée, on a

yxE€Y (Vyey, vxeXx). (2.46)

Cette proposition étend la propriété (2.44) aux séquences x € X"

2.5.3 Démonstration
La relation vy *x € Y est vraie pour chaque couple y x x € Y x X, par définition
(§ 2.5.1). Pour un y €Y et une séquence x(1,n) de longueur n> 1, on a donc

(8§24.17):
yex(1)
yex(1,2)

M1 =Y
Nx@2)=y2 €Y

1l

y+x(1,n)= yuy - x(n) € Y.
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2.5.4 Proposition
Soient M : X" Y" une machine séquentielle complétement spécifiée, et
x(1,n)€X", y(1,n) €Y" deux séquences de longueur »>1.0On a
yk+1) = y(1)-x(1,k)

eEmM = 2.47
4 *) pour k=1,..,n—1. ( )

(Comparer avec le paragraphe 2.4.22).

2.5.5 Démonstration
Le systéme des n — 1 relations

y(k+1)=y(1)-x(1,k) (k=1,.,n-1) (2.48)
implique le systéme des n — 1 relations
y(k+1) = y(k)+ x(k) (k=1,..,n-1) (2.49)
et réciproquement. En effet, (2.48) implique
y@  =y@)-x@)
y(k+1) = y(1) - x(1,k)
=(y(@) - x(1,k-1)) - x(k) par (2.30)

= y(k) - x(k)
Réciproquement, (2.49) implique
y(2) =y@)-x(1)
y3) =y(2)-x(2) =(¥(1) - x(1)) - x(2)
= y(1)+-x(1,2) par (2.30)
et ainsi de suite. On conclut en rappelant que (2.49) équivaut 4 y € M (x).

2.5.6 Définition

Considérons deux machines A et B de méme format (fig. 2.44), ayant les mémes
alphabets d’entrée X,, ..., X,,, et les mémes alphabets de sortie Y, ..., Y,,. Posons
X=X;X..XXpps Y=Y X...X Y, etsoient M: X*>Y" et R: X" >Y" les fonc-
tionnements respectifs de A et B, (§ 2.1.6).

R e— — RS e——— f— )

R — s ] Xy ——p — Y,

Fig. 2.44
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On dit que B est une réalisation de A, si quelles que soient les séquences
yA,DEY', x(1,)EX",ona
YER(KX) = y €M(>x) (2.50)

En francais : toute séquence de sortie y qui correspond a une séquence d’entrée x par R
correspond aussi 4 x par M.
Plus simplement, on peut écrire

R(x) C M(x) (vxeX) (2.51)
ou encore (§ 1.3.15)
R C M. (2.52)

2.5.7 Commentaire

Si x est une séquence d’entrée pour les machines A et B, on peut considérer toute
séquence de sortie y € R (x) (respectivement y € M (x)) comme une réponse de la
machine B (resp. A) i la séquence x. On exprime alors sommairement la notion de réa-
lisation, en disant que toute réponse de B est une réponse de A. Cette propriété permet
de substituer B & A dans n’importe quel contexte, sans introduire la possibilité d’une
réponse erronée.

On notera que la définition du paragraphe 2.5.6 s’applique & des machines de type
quelconque (séquentielles, combinatoires, ou autres).

2.5.8 Proposition
Supposons que les machines A et B (§ 2.5.6) soient séquentielles. Pour que B soit
une réalisation de A, il faut et il suffit que I’on ait

(y+x)p C (¥=x)a (2.53)

pour chaque couple y x x € Y x X. Le contenu d’une case quelconque de la table de
transition de B est un sous-ensemble du contenu de la case correspondante de la table
de transition de A.

2.5.9 Démonstration
Supposons que B soit une réalisation de A, et considérons un couple yx x €
Y x X. On montre (2.53) comme suit. Soit y'€ (¥ *x)g. Il faut établir que y' € (¥ *x),.
A cet effet, on choisit un x'€ X quelconque. Ona yy'€ R(xx") par (2.21). Comme
R C M par hypothése, il vient yy'€ M(xx"), d’ott '€ (p *x)5 par (2.21).
Supposons que (2.53) soit vraie pour chaque couple y x x €Y x X. Pour une sé-
quence d’entrée x de longueur 1,ona R(x) =M(x) =Y par (2.20), donc R (x) C
M (x). Pour une séquence d’entrée x(1,n) de longueur n>1,0na

y(l,n) € R(x) <= y(k+1) € (y(k) x(k))g par(2.21)

k=1,...n—-1
= y(k+1) € (y(k)-x(k))s par(2.53)
k=1,.,n—1

= y(l,n) € M(x) par (2.21).
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Ceci prouve que R(x)C M(x) pour toute séquence d’entrée x, donc que B est une
réalisation de A.

2.5.10 Exemple

Soient X=1{0, 1}, et Y={a,b,c,d}. Le tableau 2.45 est la table de transition
d’une machine séquentielle A de fonctionnement M : X*- Y " (machine du paragraphe
2.4.2). Le tableau 2.46 est la table de transition d’une machine séquentielle B de fonc-
tionnement R : X" Y". On observe que (¥ *x)g C (» * x)5 pour chaque couple
yx x €Y x X. Donc B est une réalisation de A.

0 1 0 1

a b a,c a b a

b | b d b | b d

c c,d d c c,d d
d | a a,b,c,d d | a b,d
Tableau 2.45 Tableau 2.46

2.5.11 Délais
Nous appelons machine séquentielle de délai unité, ou simplement délai, toute
machine séquentielle A : X" Y" telle que

X=Y (2.54)
et

y*x =Xx (Vy €Y, vx € X). (2.55)
Les conséquences immédiates de cette derniére propriété sont les suivantes :

® A est complétement spécifiée;
® pour deux séquences quelconques x(1,n) et ¥(1,n) de longueur n>1 sur
I’alphabet X=Y,ona
y(k+1) = x(k)

€ A = 2.56
Y (x) pour k = 1,....,n—1. ( )

2.5.12 Exemples

La figure 2.47 donne la table et le graphe de transition d’un délai A : {0, 11—
{0, 1}". On reconnait dans cette machine le modéle d’une bascule bistable D (voir
sect. V.3.4).

1
0| 0 1 —_—
Com=="0:
il
1 0 1 0

Fig. 2.47
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La figure 2.48 donne la table et le graphe de transition d’un délai A : {0,1,2}'—>
{0, 1,2}". Elle montre comment la notion de délai généralise le modéle d’une bascule D.

0

R O
oo |1 ]2 5 2 o
1o 1] 2 /\
210 |1 |2 ’Q 2 O'
‘\.________________.’

1
Fig. 2.48

2.5.13 Proposition

Soient A une machine séquentielle complétement spécifiée de fonctionnement
M: X' Y" (fig. 2.49), et B une machine combinatoire (fig. 2.49) ayant les propriétés
suivantes :

® les alphabets d’entrée de Bsont Xet Y;
® [’alphabet de sortie de Best Y;
® e fonctionnement F: (XxY)'=>Y" de Best tel que

F(xxy)=(y+*x)a (VyeyY, vxeX). (2.57)

Avec ces hypothéses, la machine C définie par le schéma de composition de la fi-
gure 2.50, 0t A : Y"=>Y" est un délai, est une réalisation (dite canonique) de A.

A B
X —
N ol M iV F
R
Fig. 2.49
B
X —p
F - A - |
o (']
C
Fig. 2.50

2.5.14 Démonstration

Soit R : X" Y" le fonctionnement de C. Nous devons montrer que R C M
(§ 2.5.6). A cet effet, nous considérons deux séquences x(1,n)€X", y(1,n)EY" de
longueur n > 1, et nous supposons que y € R (x). Il sagit de montrer que y €M (x).
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En vertu du schéma de C (sect. 2.2), il existe une séquence y'(1,n) € Y" telle que
y' € F(xxy) (2.58)
y € AQ). (2.59)
La machine B étant combinatoire (§ 2.3.2), on peut écrire
Flxxy) = F(x(1)xy(@)) F(x(2)x y(2)) ... F(x(n)x y(n))
(@) x(Ma (¥(2) = x(2)a - (¥(n) * x(n)a (par (2.57).
Par suite, (2.58) s’écrit
Yk = (@E x(k)a  (k=1,..,n)
D’autre part, (2.59) signifie selon (2.56) :

I

y(k+1) = y'(k) (k=1,.,n-1).
Il vient donc
yk+1) = () x(k)a (k=1,.,n-1)

d’olt y € M (x).

2.6 MACHINES DE MOORE ET DE MEALY

2.6.1 Machines de Moore
On appelle machine de Moore toute machine C composée d’une machine séquen-
tielle A et d’'une machine combinatoire B selon le schéma de la figure 2.51.

C A B

—

Fig. 2.51

Soient X I'alphabet d’entrée de A, et Y son alphabet de sortie. L’alphabet d’entrée
de Best Y. Soit Z I’alphabet de sortie de B. Le fonctionnement de A est une correspon-
dance M : X" Y". Celui de B est une correspondance F:Y '~ Z".

Le fonctionnement de la machine composée C (sect. 2.2) est une correspondance
R : X' (Y x Z)". Pour trois séquences quelconques x, y, z de longueur n sur les alpha-
bets respectifs X, Y, Z, on a

yxz €ER(x) = y EM(x) et z € F(p). (2.60)

Si x, y, z sont de longueur n =1, la relation y € M(x) est vérifiée quelles que soient x, y
(2.20), et I’on a simplement

yxz € R(x) <= z € F(y). (2.61)
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Si x, y, z sont de longueur n > 1, la relation (2.60) peut s’expliciter selon (2.21) et (2.18):

e R v y(k+1) € y(k)-x(k) ot z(k) € F(y(k)) 2.62)
pour k=1, ..,n—1 pour k=1, ..,n
La notation y (k) * x (k) signifie naturellement (y (k) * x (k))a.-

Les variables x, y, z du schéma (fig. 2.51) sont appelées respectivement variable
primaire, variable secondaire, et variable tertiaire (ou variable de sortie).

La machine de Moore C est dite complétement spécifiée si A et B sont compléte-
ment spécifiées (§ 2.5.1 et 2.3.6). Dans ce cas, les signes € se trouvant i droite de =
dans (2.60), (2.61), (2.62) peuvent étre remplacés par =.

La définition d’une machine de Moore se généralise immédiatement pour des ma-
chines A et B i entrées et/ou sorties multiples, (fig. 2.52). Une telle machine de Moore
posséde m variables primaires, n variables secondaires, et p variables tertiaires. Il suffit,
pour la définir, de remplacer ci-dessus X par X x ... X X,,,, X par x; X ... X X,,,, et de
méme pour Y, y, Z, z.

C
b 1
’ A B
R I 1
Ly pe——— P l—a I
R — . b »
= : M . F
——— I . .
LY gram—— R = ——_ I,
Yn
——— Zp

Fig. 2.52

2.6.2 Exemple

Soient X ={a,b,c,d}, Y={p,q,r}, et Z={0, 1}. Le tableau 2.53 est la table
de transition d’une machine séquentielle M : X*— Y™ (de type standard). Le tableau
2.54 définit une machine combinatoire F: Y*=Z". Soit R : X" > (Y x Z)" la ma-
chine de Moore de composante séquentielle M et de composante combinatoire F. On
peut vérifier, en appliquant (2.62), que les séquences

x =accdb ; y = pqqgpr ; z = 00011
vérifient la relation y x z € R(x). Le tiret — du tableau 2.54 est mis pour {0, 1}.

a b c d ¥y F(»)
P q - P = P =
q | q r i p q 0
r| - | r q | - r 1
Tableau 2.53 Tableau 2.54

On rassemble généralement les données des tableaux 2.53 et 2.54 dans une seule
table (tab. 2.55).
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P q = p = —

q | q r - p 0

r - r q - 1
Tableau 2.55

2.6.3 Machines de Mealy

On appelle machine de Mealy toute machine C composée d’une machine séquen-
tielle A (de fonctionnement M : X* > Y") et d’'une machine combinatoire B (de fonc-
tionnement F : (Y x X)" = Z" selon le schéma de la figure 2.56.

C A B

—
X R = x &= m & g
——

Fig. 2.56

Soit R : X" (Y x Z)"le fonctionnement de la machine composée (sect. 2.2).
Pour trois séquences quelconques x, y, z de longueur » sur les alphabets respectifs X, Y,
Z,ona

yxz €ER(x) = y € M(x) et z € F(yxx). (2.63)
Si x, y, z sont de longueur n = 1, la relation y € M(x) est vérifiée quelles que soient x, y
(2.20), et ’on a simplement

yXxz € R(x) = z € F(yxx). (2.64)
Si x, y, z sont de longueur n > 1, la relation (2.63) peut s’expliciter selon (2.21)et (2.18):

y(k+1) € y(k)-x(k) 5 z(k) € F(y(k)x x(k))
pour k=1, ..,n—1 pour k=1, ..,n
(2.65)

Les variables x, y, z du schéma (fig. 2.56) sont appelées respectivement variable
primaire, variable secondaire, et variable tertiaire (ou variable de sortie).

La définition d’une machine de Mealy se généralise immédiatement pour des
composantes A, B i entrées et/ou sorties multiples, comme celle d’une machine de
Moore.

yxz € R(x)

2.6.4 Exemple

Soient X ={a,b,c,d}, Y=1{p,q,r}.et Z={0, 1}. Le tableau 2.57 est la table
de transition d’une machine séquentielle M : X*— Y" (de type standard). Le tableau
2.58 est la table d’une machine combinatoire F: (Y x X)"— Z". Cette table donne
I'ensemble F(y x x) C Z pour chaque couple y x x € Y x X; le tiret représente {0,1}.
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a b c d a b c d

p q = 4 == p = 1 0 0

alae || - |°P gl 0| - | -1

r - r q - r - 1 1 0
Tableau 2.57 Tableau 2.58

Soit R : X" (Y x Z)" la machine de Mealy de composante séquentielle M et de
composante combinatoire F. On peut vérifier en appliquant (2.65), que les séquences
x =acdba ; y = pqqpq ; z = 01110

vérifient la relation y x z € R (x).

On rassemble généralement les données des tableaux 2.57 et 2.58 dans une seule
table (tab. 2.59).

a b c d
p| ¢— | —;1 p;0 | —;0
q| ¢q:0 ri— | == | p3l
r e ril q;1 —;0

Tableau 2.59

2.6.5 Proposition
Pour toute machine de Moore C (fig. 2.60), il existe une machine de Mealy C’
(fig. 2.61) ayant le méme fonctionnement que C, et la méme composante séquentielle.

A B A B’
X —pd M ,r {e= F pb—» z x = M 2 = ——]
Fi
Fig. 2.60 Fig. 2.61
2.6.6 Preuve

11 suffit de prendre pour B’ (fig. 2.61) une machine combinatoire de fonctionne-
ment F' tel que F'(y x x)=F (»). Le fonctionnement R’ de C', défini par (2.63), est
alors identique au fonctionnement R de C, défini par (2.60). On dit que la machine B’
est dégénérée en x.

2.6.7 Exemple
Supposons que la machine de Moore C de la figure 2.60 soit la machine définie au
paragraphe 2.6.2 (tab. 2.55). Alors, la machine C’ (fig. 2.61) est définie par le tableau
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2.62, obtenu en recopiant simplement la derniére colonne du tableau 2.55, dans chacune
des colonnes a, b, ¢, d.

a b ¢ d
p q;— —i— pi— —i
q q;0 r;0 —;0 p;0
r —~31 r;l q;1 i |
Tableau 2.62

2.6.8 Notation

Une machine de Mealy de fonctionnement R : X*— (Y x Z)', (fig. 2.56), com-
posée d’une machine séquentielle de fonctionnement M : X"~ Y”, et d’une machine
combinatoire de fonctionnement F: (Y x X)"—Z", sera désignée par la notation
R[X,Y,Z,M,F] ou plus simplement par R[X,Y,Z].

2.6.9 Définition

Une machine de Mealy R[X,Y,Z, M, F] est dite complétement spécifiée si sa
composante séquentielle M et sa composante combinatoire F sont complétement spéci-
fides (§ 2.5.1 et 2.3.6). Dans ce cas, les signes € se trouvant & droite du signe <= dans
(2.63), (2.64), (2.65) peuvent étre remplacés par des signes =.

2.6.10 Définitions
Soit R[X,Y, Z, M, F] une machine de Mealy. Pour chaque couple y x x €Yx X,
la notation (p +x)g désigne I'ensemble y +x défini par la table de transition de M. De
fagon générale, dans toutes les expressions relatives a A, le point » est interprété selon M
Pour chaque couple y x x € Y x X, on pose

Ix)g =ylx = F(yxx). (2.66)
Par exemple, pour la machine R du paragraphe 2.6.4 (tab. 2.59),0ona ¢g|a = {0}, et
qlb=10,1}.

Avec cette notation, la relation fondamentale (2.65) s’écrit

s, e [P S FEEE . [ERIEHENEE)

pour k=1,..,n—1 pour k=1, ..., n.
. (2.67)
Pour un sous-ensemble non vide PC Y et un x € X, on pose
Plx= U plx. (2.68)
pPEP

Par exemple, pour la machine du tableau 2.59, on a

{p,rYIb=plburlb = {1} U {1} = {1}
{p.q}|a =plaugla = {0,1} U {0} = {0,1}.

1]
I
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Pour un sous-ensemble non vide P C'Y et une séquence d’entrée x(1, n) de lon-
gueur n > 1, on pose

Plx(1,n) = (P-x(1,n—1))| x(n). (2.69)
Par exemple (tab. 2.59) :

plaabb = (p+aab)|b =r|b =1

{r,q}laca = ({p,q}t+ac)la = {p,q,r}|a = {0,1}.

2.6.11 Proposition
Soient R[X,Y,Z] une machine de Mealy, P et Q des sous-ensembles non vides
de Y, x et x' des séquences sur X. On a

Plxx' = (P+x)|x' (2.70)

Plx = U plx (2.71)
pEP

PCQ = PlxCQlx (2.72)

(PUQ)|x = Plx UQ|x (2.73)

(PNQ)Ix C Plx N Qlx (2.74)

La preuve de ces relations est analogue au paragraphe 2.4.20.

2.6.12 Graphe de transition d’une machine de Mealy
Soit R[X,Y,Z,M, F] une machine de Mealy telle que

YNZ =0 (2.75)
Le graphe de transition G de R est défini comme la réunion des deux ensembles suivants:

® I’ensemble des triplets y x xx ' EYXx Xx Y telsque y' €y +x
® I’ensemble des triplets yx xxz € YXx XX Z tels que z€ y | x.

Le premier ensemble n’est autre que le graphe de transition de la composante sé-
quentielle M (§ 2.4.5). En vertu de I’hypothése (2.75), les deux ensembles de triplets
sont disjoints. Les arétes de G appartenant au premier (respectivement au second) en-
semble sont appelées arétes de premiére espéce (resp. seconde espéce) de G. Pour distin-
guer les deux types d’arétes dans la représentation graphique, les arétes de seconde
espéce seront notées

X
y — [z}
On adopte encore la convention d’écriture suivante, qui simplifie les figures dans
la plupart des cas. Deux arétes
x r
yi——2
x>zl

de premiére et seconde espéce, ayant méme origine et méme étiquette, peuvent étre
notées

L PO (2.76)
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Enfin, si pour un couple yxx €Y X X ona y|x=2Z, on omet de représenter les
arétes

X
Yo [z].

2.6.13 Exemple
La figure 2.63 donne la table et le graphe de transition de la machine de Mealy

R [X,Y,Z] du paragraphe 2.6.4. On a utilisé les notations standard, en omettant par
exemple toutes les arétes px bx y (¥ €Y), et toutes les arétes px ax z (z € Z).

a b ¢ d ;
[0)] =—— P — == [1]
P q;— =33 p;0 =30
q|( ¢q;0 Bi— | =5= p;l d di1] a
r " A r|1 q:l —:0 b
r —-— q
bI1] Oa[ﬂl
—_—
c[1]
Fig. 2.63

2.6.14 Proposition

Soient R [X,Y,Z] une machine de Mealy vérifiant (2.75), et x(1,n) € X,
y(1,n) €Y, z(1,n) € Z" des séquences de longueur n>1. Ona yx z € R(x) siet
seulement s’il existe dans le graphe de transition de R un “chemin” :

2 -1
gyl iy BE  EOTDL e
J x(1) J x(2) x(n) (2.77)
[z(1)] [2(2)] [z()]

La proposition découle immédiatement de (2.67) et de la définition du graphe
(8§ 2.6.12).

2.6.15 Définition
Considérons une machine de Mealy (fig. 2.64) de fonctionnement R [X,Y,Z,M, F],

et soit P un sous-ensemble non vide de Y. On désignera par
R P X+—-—> Z+
le fonctionnement de la machine de la figure 2.65, définie en substituant 4 la composante

séquentielle A une machine A’ de fonctionnement Mp (§ 2.4.27), et en ignorant la va-
riable secondaire y.
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A B A B
y [»]
X M & — Z X = Mp == —
F F
Fig. 2.64 Fig. 2.65
D’aprés le paragraphe 2.2.10, on a
il existe une séquence y € Mp(x
z € Rp(x) = qence y € Mp(x) (2.78)
telle que z € F(y x x).
Ceci peut s’écrire
Rex) = U F(yxx) (2.79)
YEMp(x)
ou encore (§ 1.3.3)
Rp(x) = F(Mp(x) x x). (2.80)

Lorsque I’ensemble P posséde un seul élément p, on écrit R, au lieu de R{p}.
D’aprés (2.38) et (2.63), la relation (2.78) peut encore se mettre sous la forme

il existe une séquence y telle que

z € Rp(x) =
y(1) EP et yxz € R(x).

(2.81)

Etant donné une séquence d’entrée x(1,n) de longueur n > 1, I’ensemble Rp(x) peut

donc s’obtenir au moyen du graphe de A en construisant tous les “chemins”

(2.77) tels que y(1)€ P.

2.6.16 Exemple

de la forme

Soit A la machine de Mealy du paragraphe 2.6.13. La figure 2.66 représente la
construction de toutes les séquences z € Rp(x) pour P={g} et x =bdd. On a donc

R, (bdd) = {000,001, 100,101} = {0, 1} {00, 01}.

"
]\\

1 (11 (0] \

(0]
Fig. 2.66




MACHINES 59

2.6.17 Proposition

Soient R[X,Y,Z,M,F] une machine de Mealy, p €Y, x une séquence d’entrée
de longueur 1 (x € X), et x' une séquence d’entrée de longueur quelconque (x'€ X*).
Ona

Rp(x) = plx (2.82)

Rp(xx') = Rp(x) Rp. x(x'). (2.83)

2.6.18 Démonstration
La relation (2.82) découle de (2.80), (2.40) et (2.66). On démontre (2.83) en
écrivant

Rp(xx")

F (M, (xx") x xx") par (2.80)
F((Mp(x) M. (x")) x xx") par (2.41)
FIMp(x)x x) (M. (x")x x")] par (1.64)
F(Mp(x)xx) F(Mp. »(x")xx") par (2.17)
Ry () Ryex") par (2.80)

2.6.19 Bibliographie

Les types de machines introduits dans les sections 2.4 (machines séquentielles) et
2.6 (machines de Moore, machines de Mealy) sont généralement présentés dans la litté-
rature sous la dénomination globale de “machines séquentielles”, ou “automates finis”
[2-7]. Les noms de Moore et Mealy ont été associés 4 deux types de machines depuis les
travaux de ces auteurs [8, 9].

Il n’existe & notre connaissance aucun ouvrage en francais sur la théorie des ma-
chines séquentielles. On en trouve cependant certains éléments dans [10].






CHAPITRE 3

SPECIFICATION
DES MACHINES BINAIRES

3.1 EXPRESSIONS BOOLEENNES

3.1.1 Introduction

Rappelons qu'une machine est dite binaire (§ 2.1.7) si I’alphabet associé 4 cha-
cune de ses variables d’entrée et de sortie est I’alphabet B = {0, 1}. Le but du présent
chapitre est d’étudier certains modes de représentation des machines binaires (équations
de récurrence, graphes de récurrence, diagrammes de réceptivité) pouvant étre utilisés
pour spécifier ces machines, c’est-a-dire pour exprimer leur fonctionnement de fagon
mathématique précise, en particulier lorsque celui-ci est décrit par un cahier des charges
informel. Ces modes de représentation reposent sur I’algébre des expressions booléennes,
expressions dans lesquelles interviennent des variables booléennes (pouvant prendre les
valeurs 0, 1) et les opérations booléennes fondamentales OU, ET, NON (sect. V.1).

La présente section établit ’algébre des expressions booléennes sur la base de I’al-
gébre de Boole des sous-ensembles d’un ensemble (§ 1.1.12). On suppose chez le lecteur
une certaine familiarité avec cette algébre. La section a pour but de préciser et distinguer
clairement les trois concepts fondamentaux d’expression booléenne, de fonction boolé-
enne, et d’équation booléenne, et de montrer les relations entre ces notions. On peut la
lire rapidement en omettant toutes les démonstrations.

3.1.2 Notations

Dans le volume V, les opérations booléennes OU, ET, NON sont appelées respec-
tivement somme logique, produit logique, complémentation, et notées respectivement
x+y,xy,Xx.

Dans le présent volume, elles seront appelées respectivement disjonction, conjonc-
tion, complémentation, et notées x Vy, x A y, Xx.

La raison de ce changement de notation est d’éviter la confusion d’un produit lo-
gique xy avec la séquence xy sur I’alphabet B. Par ailleurs, le signe + est utilisé dans la
notation X" (§ 1.4.1).

Un avantage de la notation V, A est la ressemblance formelle de ces symboles
avec les symboles U, N de réunion et d’intersection (§ 1.1.9).

Les inconvénients de la nouvelle notation sont la longueur des expressions, et la
nécessité de parenthéses supplémentaires. Par exemple, I’expression x + yz est inter-
prétée spontanément comme x + (yz) et non comme (x + y)z, car on est accoutumé
a effectuer les produits avant les sommes. Par contre, avec la nouvelle notation, ’expres-
sion équivalente doit s’écrire x V (¥ A z), car x V y A z serait ambigué. Pour ces rai-
sons, on utilisera souvent dans les applications la notation mixte x V yz.
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3.1.3 Variables et constantes booléennes

On appelle variable un symbole quelconque, par exemple la lettre x, auquel on
associe un ensemble X, appelé ensemble des valeurs de x. On dit généralement que x est
un “élément indéterminé™ de X. Cette locution préte a confusion, car elle incite a écrire
x € X. Or x n’est pas un élément de X, mais un symbole auxiliaire auquel on peut substi-
tuer un élément quelconque de X. On dira plutdt que x est une variable de type X, comm
dans le langage de programmation PASCAL [11], et I'on écrira x : X. Par opposition, un
élément de X est appelé une constante de type X.

Une variable booléenne est une variable de type B = {0, 1}. Plusieurs variables
booléennes x, ..., x,, seront déclarées par la notation x,, ..., x, : B. Les éléments 0, 1
sont les constantes booléennes.

3.1.4 Expressions booléennes

Soient x,, ..., x,, : B. On appelle expressions booléennes sur x, ..., X,, en abrégé
EB (xy, ..., X,), les expressions que ’on peut écrire au moyen des symboles
0)1’x1$'")xnyv’/\:_’(’)

en se conformant aux régles (3.1) 4 (3.4) ci-dessous, appelées régles d’écriture (ou syn-
taxe) des expressions booléennes. La régle (3.1) énumére explicitement n + 2 expres-
sions booléennes dites élémentaires. Les régles (3.2) a (3.4) sont des régles d’assemblage,
déterminant les nouvelles expressions que I’on peut former 4 partir d’expressions déja
écrites. Un assemblage de symboles est une EB(xy, ..., x,,) si et seulement s’il peut étre
engendré (construit) de proche en proche, en partant d’expressions élémentaires et en
appliquant les régles d’assemblage. Une telle définition est dite inductive (ou générative).

Les expressions 0, 1, x, ..., x,, sont des EB(x, ..., x,). 3.1)
Si Fet G sont deux EB(xy, ..., x,), 'expression (FV G) (3.2)
est une EB(xy, ..., x,). '
Si Fet G sont deux EB(x, ..., x,), 'expression (FA G) (33)
est une EB(xy, ..., x,). ’
Si Fest une EB(xy, ..., X, ), ’expression F (3.4)

est une EB(xy, ..., x,).

Pour déclarer que les symboles F, G, ... désignent des EB(xy, ..., X)), nous écrirons
E,G,..: EB(x1, s Xn)-

3.1.5 Exemple
Soient a, b, ¢ : B. Les expressions 4, 0, b, (a V 0), (g VV 0), ((a V 0) A D) sont
des EB(a, b,c) en vertu de (3.1) 4 (3.4), comme le montre la figure 3.1.

3.1.6 Remarques

La phrase “F : EB(xy, ..., x,)” n’implique pas que toutes les lettres x, ..., x,
figurent dans F. En particulier, F peut ne comporter que des constantes 0, 1. Par contre,
la phrase implique qu’aucune variable distincte de x,, ..., x,, ne figure dans F. Si x,, 4,
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@v0) — = (@V0)
(3.2) (3.4)
(3. l) p——

Fig. 3.1

(@VO0)A b)
(33)

est une variable distincte de x, ..., x,,, la phrase F: EB(xy, ..., x,) implique F:
EB(xy, ..., Xp+1). Six, ne figure pas dans F, la phrase F : EB(x,, ..., x,) implique
F:EB(xy,...x5—1)

3.1.7 Ensembles représentés par une expression booléenne
Nous désignerons par B,, le produit cartésien de n facteurs Bx ... x B, et nous
posons B; =B. Un élément

(Ela'- EIX XEH = BH

est appelé un vecteur binaire de dimension n, et de composantes &, ..., E,,.

Soit xy, ..., X, une liste ordonnée de variables booléennes distinctes. Nous al-
lons associer 4 toute expression F : EB(xy, ..., x,) un sous-ensemble de B,,, noté
(0xy, ...,xp) F, et appelé le sous-ensemble de B, représenté par F selon la liste
Xy eors X

Ce sous-ensemble est défini d’une maniére inductive calquée sur la définition des
expressions booléennes, (3.1) 4 (3.4). Les régles (3.5), (3.6), (3.7) définissent explici-
tement les sous-ensembles représentés par les expressions élémentaires (3.1). Ainsi,
selon (3.7), le sous-ensemble de B,, représenté par I’expression x; (selon la liste x4, ...,
X, ) est ’ensemble des vecteurs binaires dont la i-éme composante vaut 1. Les régles
(3.8) a (3.10) définissent les sous-ensembles représentés par des expressions de la for-
me (FV G), (F A G), F comme la réunion, I'intersection et le complément par rap-
port a B,, des sous-ensembles représentés par F et G. On abrége le préfixe (0x4,...,x,)
par (0xy,).

(0x;,,)0 =10 3.5)
(0x1,,)1 = B, (3.6)
(0xy,,)xi= {E€EB,IE; =1} (3.7)
(0x1,n)(FVG) = (0x1,n)F U (0x1,,)G (3.8)
(0x1,n)(FAG) = (0x1 ,)F N (0x1,,)CG (3.9)
(0x1,,)F = (0xy,,)F. (3.10)

3.1.8 Exemples

Soient a, b, ¢ : B. Le tableau 3.2 représente I’ensemble B3, c’est-a-dire les 8 vec-
teurs binaires de dimension 3. On veut déterminer le sous-ensemble (0a,b,c)(a A b) C
B3. L’ensemble (oa,b,c)a se compose des quatre derniers vecteurs du tableau, en vertu
de (3.7), et (0a,b,c)a des quatre premiers vecteurs, en vertu de (3.10). De méme,
(0a,b,c)b se compose des vecteurs 3) 4 6) en vertu de (3.7). Enfin, (0a,b,c)(a A b) se
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compose des vecteurs 3) et 4) en vertu de (3.9). On a donc

(0a,b,¢)(aA b) = {(0,1,0), (0,1,1)}. (3.11)
a b c
1) 0 0 0
2) 0 0 1
(oa, b,c)c?{
3) 0 1 0
(oa,b,c)(@Nb)
4) 0 1 1
(oa,b,c)b
5) 1 1 0
6) 1 1 1
(oa,b,c)a %
7 1 0 0
8) 1 0 1

Tableau 3.2

Les tableaux 3.3 et 3.4 montrent que pour la méme expression 2 A b, on a

(0oa,b)(a Ab) = {(0,1)} (3.12)
(0b,a)(a A b) = {(1,0)}. (3.13)

a b b a

0 0 0 0
(oa,b)a (ob,a)a

0 1 1 0

(oa,b) b (ob,a)b
1 1 1 1
1 0 0 1
Tableau 3.3 Tableau 3.4

Ces exemples montrent comment est modifié ’ensemble (ox, ..., x,, ) F repré-
senté par une expression booléenne £ lorsqu’on ajoute une variable x,, 4 au préfixe
(0 ...), ou lorsqu’on permute deux variables dans ce préfixe. L'effet de ces deux opéra-
tions est étudié de facon détaillée dans les paragraphes 3.1.32 4 3.1.35.

3.1.9 Définition
Deux expressions F,G: EB(xy, ..., x,) sont dites équivalentes si elles représen-
tent le méme sous-ensemble de B, selon la liste x, ..., x,,, c’est-a-dire si

(0x1, s xp)F = (0xy, ... X)) G. (3.14)
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On montre (§ 3.1.36) que si ’on modifie le préfixe (o ...) de la méme maniére
dans les deux membres de (3.14), 'égalité des deux ensembles est conservée. Pour cette
raison, on peut se permettre d’omettre le préfixe, et d’écrire simplement ¥ =G pour
exprimer I’équivalence de F et G.

3.1.10 Algébre des expressions booléennes

En abrégeant (0x,, ..., x,) F par F, les définitions (3.5) 4 (3.10) deviennent sim-
plement 0= 0, 1=B,, x;={¢t€B,|{;=1}, FVG=FUG, FAG=FNG, F=F.
Ceci définit 'interprétation des expressions booléennes comme sous-ensembles de B,,,
dans laquelle les symboles V, A, sont interprétés comme les symboles de réunion,
d’intersection, et de complémentation par rapport 4 B,,.

L’algébre des expressions booléennes est basée sur cette interprétation. On peut
donc appliquer toutes les formules du paragraphe 1.1.12 (algébre de Boole des sous-
ensembles d’un ensemble E), en y remplagant @, E, U, N respectivement par 0, 1, V, A,
et les lettres X, Y, Z par des expressions booléennes quelconques F, G, H. On obtient
ainsi le formulaire ci-dessous, (3.15) 4 (3.24), d’aprés (1.10) & (1.21).

FVG=GVF ; FAG=GAF (3.15)
FV(GVH) = (FVG)VH

(3.16)
FA(GAH) = (FAG)NH
FV(GAH) = (FVG)A(FVH) Biid

FA(GVH)=(FAG)V(FAH)

FVO=F ; FAl =F

FVvli=1; FAO=0 (3.18)
FVF=1 ; FAF=0

FVF=F ; FAF=F (3.19)
FV(FAG)=F : FA(FVG)=F (3.20)
F=F (3.21)
FVG=FAG ; FAG=FvéG (3.22)
T=03; 0=1 (3.23)

FVG=0 = F=0¢et G=20
(3.24)

FANG=1 = F=1<w et G=1

On tire en particulier de (3.18) et (3.15):
0V1=1V0=1VI=1 (3.25)
OAl=1A0=0A0=0 (3.26)
OvV0=0 ; 1A1 =1. (3.27)

On reconnait dans (3.23), (3.25), (3.26), (3.27) les formules usuelles de la complémen-
tation, de la somme logique (ou disjonction V), et du produit logique (ou conjonction A).
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3.1.11 Inégalités

Soient x;, ...,x, : B, et F, G : EB(xy, ..., X,;). On écrit F<G lorsque
(oxy, .., X, )F C (0x1, ..., X, )G. Les formules (1.22) 4 (1.27) permettent donc d’écrire
pour des expressions booléennes F, G, H quelconques :

FEG = FVG=G ; F>G = FAG=G (3.28)
F<FVG ; F=>FAG (3.29)
F<Het GESH<+< FVG<H (3.30)
F>Het G>2H = FAG>H (3.31)
F<G = FAG=0 ; F>G = FVG=1 (3.32)
FSG < G<F (3.33)
F<G = FVH<GVH (3.34)
F>G = FAHZ>GAH. (3.35)

Lorsque F< G et F+ G, on écrit naturellement /' <G.

3.1.12 Proposition

Soient xy, ..., X, : B, et F: EB(xy, ..., X, ). Un vecteur binaire £ =(%,, ...,£,)€E
B,, appartient au sous-ensemble (oxy, ..., x,)F de B, siet seulement si I’expression
obtenue en remplagant x; par £, ..., x, par £, dans F est égale 4 1.

La démonstration est donnée au paragraphe 3.1.40.

3.1.3 Exemple

Soient a, b, ¢ : B, et F I’expression (a A b) V ¢. Considérons le vecteur =
(%y,%5,£3)=(0,1,0) € B3. En remplacant a par £,, b par &;, et ¢ par £3 dans F, on
obtient I’expression

(OA1) VO = (1A1)VO = 1VO0 = 1.

Ce vecteur £ appartient donc & 'ensemble (0a, b,c)F. Ce n’est pas le cas du vecteur
(1,1, 0), pour lequel la substitution donne (1 A1) V0=0V 0=0.

3.1.14 Notations
La proposition du paragraphe 3.1.12 peut s’exprimer de fagon succincte au moyen
des deux notations introduites ci-dessous.

® Si R est une relation quelconque, nous désignons par (R ) la valeur de vérité
de R, i savoir I’élément de B défini comme suit :

0 si R est fausse
SRS 1 1 R asburals (3.36)

® [’opération de substitution décrite au paragraphe 3.1.2 est notée
(x1 <&, . xp < &y)F. (3.37)

Lire : “x, est remplacé par £;, ... dans F”’. Cette notation désigne I’expression
résultant de la substitution.
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Avec ces notations, la proposition (§ 3.1.12) s’écrit :
(E € (O'xl! --'lxn)F) o= (‘xl ‘-E]! --'5xn‘_EH)F' (3‘38)

3.1.15 Mintermes

Soient xy, ..., X, : B. On appelle minterme sur x, ..., X, toute expression F :
EB(x,,...,X,) de la forme F; A ... AF,, ot chacune des expressions F; (i=1, ...,n)
est soit X;, soit x;.

3.1.16 Exemple
Soient a, b, ¢ : B. Le tableau 3.5 montre tous les mintermes sur (@), sur (a, b),
et sur (a, b, ¢).

3.1.17 Proposition

Pour tout minterme F sur xy, ..., X,, le sous-ensemble (ox, ..., x,)F C B,, pos-
séde un élément et un seul; pour chaque élément £ € B,,, il existe un minterme F sur
(x1, ..r Xp) tel que (0xy, ..., x,)F = {£}.

La démonstration, basée sur (3.38), est laissée au lecteur.

mintermes sur
(a) (a,b) (a, b,c)
a alhb aNbAcC
aNbAc
alNb alNbAC
aAbAc
a a b aAbAc
aANbAe
alNb ahNbAhe
alhbANc

Tableau 3.5

3.1.18 Exemple

Soient a, b, ¢ : B, et Fle minterme @ A b Ac. Le vecteur £=(0, 1,0) est le seul
vecteur £ € B; tel que (a <&, b < &,, c < £3)F=1. En vertu de (3.38), c’est le seul
vecteur { € (0a, b, ¢)F. On a donc (0a, b,c)(@AbAc)=1{(0,1,0)}.

3.1.19 Proposition

Soient Xy, ..., x, : B. Chaque sous-ensemble S C B, peut étre représenté par une
expression F': EB(x, ..., x,).

En effet, le sous-ensemble S=0 est représenté par I’expression 0 (3.5). Si S ne
posséde qu’un élément, S est représenté par un minterme (§ 3.1.17). Si S posséde plu-
sieurs éléments, S est la réunion de plusieurs sous-ensembles 4 un élément; par (3.8), on
voit que S peut étre représenté par une disjonction (somme) de mintermes.
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3.1.20 Fonctions booléennes

Nous appelons fonction booléenne toute application f: B, = B, et noyau d’une
telle application I’ensemble des vecteurs £ € B, tels que f(£)= 1. Nous désignons cet
ensemble par Noy ( f). On peut écrire selon le paragraphe 1.3.8 :

Noy (f) = £~' (1). (3.39)
Avec la notation (3.36), on a pour tout vecteur § €B,, :
f(&) =(EENoy(f)). (3.40)

Il est clair qu’une fonction booléenne f : B,, = B est entiérement définie par son noyau.

3.1.21 Exemple
Le tableau 3.6 représente une fonction booléenne f: B3 = B. Son noyau est
I’ensemble

Noy (f) = {(0,1,0),(0,1, 1)} (3.41)
a b ¢ f X y z f £
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 1 1 1 1 0

Tableau 3.6 Tableau 3.7

3.1.22 Fonctions représentées par une expression booléenne

Soient xy,...,x, : B, et F: EB(x,, ..., x,). La fonction booléenne f: B,, > B
représentée par F selon l'ordre x,, ..., x,, des variables est la fonction dont le noyau
est le sous-ensemble de B, représenté par F selon le méme ordre des variables. Cette
fonction est désignée par la notation (Ax, ..., x, )F. Elle est donc enti¢rement défi-
nie par la relation

Noy ((Axq, ...,xp)F) = (0xy, ..., xp)F. (3.42)

Pour cette fonction booléenne f=(Axy, ..., x,)F, ona d’aprés (3.40), (3.42), et
(3.38):

f(&) = (x1 < &1y ey Xp < Ep) F (343)

pour tout vecteur £ €B,,.
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3.1.23 Exemple

Le noyau de la fonction f: B3 = B du tableau 3.6 est ’ensemble (0a, b,c)(a A b),
cf. (3.11). Cette fonction peut donc étre notée (\a,b, c)(a Ab).

Soulignons que le choix des variables a, b, ¢ est tout a fait arbitraire. L’expres-
sion (Ax,y,z)(x Ay) désigne exactement la méme fonction. On dit que dans une ex-
pression telle que (Ax,y,z)(x Ay) ou (ox,y,z)(x Ay), les variables x, y, z sont
muettes.

3.1.24 Equations booléennes

Soient xy, ..., X, : B. On appelle équation booléenne sur x, ..., x, toute expres-
sion de la forme F =G, ol F et G sont deux expressions booléennes sur xy, ..., x,. On
appelle solution dans B,, de 'équation F =G selon l'ordre x, ..., x,, des variables, tout
vecteur ¢ = (£, ..., £,) € B, tel que

(1 #8150 Xgebp)F = (0 81506 Xp+ k)G, (3.44)

Si ’on désigne respectivement par f et g les fonctions booléennes (Axy, ..., x,) F
et (Axy, ..., x,) G, on peut, d’aprés (3.43), exprimer qu’un vecteur £ € B,, est solution
de I’équation F'=G par

f(&) = g(%). (345)

L'ensemble des solutions dans B,, de ’équation F'=G selon I'ordre x, ..., x,, est noté
(0x1, ..., x,))(F = G).

3.1.25 Exemple

Soient x,y,z : B, et F, G les expressions x Vy, z A Xx. Les fonctions f=
(Ax,y,z)F et g=(Ax,y,z)G sont représentées par le tableau 3.7. On voit que les so-
lutions dans B; de I’équation F =G selon 'ordre x, y, z sont les vecteurs (0,0, 1),
(0,1, 0). On écrit donc

(ox,y,2)(x Vy = zAX) = {(0,0,1),(0,1,0)}. (3.46)

3.1.26 Proposition

Soient xy,...,x,: B, et F,G: EB(xy, ..., x,). L’ensemble des solutions dans B,,
de I’équation F' =G selon 'ordre x,, ..., x,, est égal au sous-ensemble de B,, représenté
par I'expression (F AG)V (FAG) selon le méme ordre des variables. On a donc

0%y, s X)) (F = G) = (0x1, ..., Xn) (FAG)V (FAG)). (3.47)

3.1.27 Démonstration
Soient f=(Axy,...,x,)F et g=(\xy,...,x,)G. Un vecteur £ € B, est solution
de F=G (§ 3.1.24) si et seulement si

(f(E) =0 et g(¢) =0) ou (f(§) =1 et g(¢) =1).
En vertu de (3.40) et (3.42), cette relation peut s’écrire, en abrégeant (ox, ..., x,) paro:

(EEOF et £E€0G) ou (EEoF et £ € 0G)
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ce qui équivaut (§ 1.1.9)a

tE€(0F NoG)VU (0FNoaG)
et par (3.8), (3.9), (3.10) :

£ € a((FAG)V (FAG)).

3.1.28 Proposition

Pour toute expression booléenne F sur x,, ..., x, : B, le sous-ensemble de B, re-
présenté par F (§ 3.1.7) est I'ensemble des solutions dans B,, de ’équation F = 1. Autre-
ment dit

(0x1, .0, xp)F = (0xy1, 0y X)) (F = 1). (3.48)

Cette proposition découle immédiatement du paragraphe 3.1.24, de (3.38), et du fait
que (x; <&, ..., X, < £,)1 estidentiquement 1.

3.1.29 Définition
Deux équations booléennes F=G, F'=G' sur xy, ..., X, sont équivalentes si elles
admettent les mémes solutions, c’est-d-dire si

0%y, s X)) (F=G) = (0x}, ... xp) (F'=G"). (3.49)

3.1.30 Proposition

Toute équation booléenne est équivalente 4 une équation booléenne de la forme
F=1.

En effet, soient F, G : EB(xy, ..., X,). L’équation F=G est équivalente a I'équa-
tion (FAG)V (FAG)=1 d'aprés (3.47) et (3.48).

3.1.31 Commentaire
La fin de la présente section, a partir du paragraphe 3.1.32, peut étre considérée
comme une annexe. Elle compléte les paragraphes 3.1.8, 3.1.9 et 3.1.12.

3.1.32 Proposition
Soient Xy, ..., X,,Xp+1: B et F: EB(xy,...,x,). Ona

(0x1, e Xn41)F = (0xy, ..., xy) F X B. (3.50)
Cette relation est illustrée par (3.11) et (3.12).

3.1.33 Démonstration
Soit R (F) la relation (3.50). Pour démontrer que R (') est vraie pour toute
expression F: EB(xy, ..., x,), il suffit d’établir les points suivants :

e R(0),R(1),R(x;) (i =1,..,n) sontvraies cf. (3.1)
® R(F)et R(G) impliquent R(FV G) cf.(3.2)
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® R(F)et R(G) impliquent R(FAG) cf.(3.3)

® R(F) implique R(F) cf.(3.4)
Premier point : on a (0x,,,41)0 = (0x, ,)0 =0 par (3.5),et =0 x B par (1.32).
(oxl',ﬁ_l)l = B"+1 par (3.6), B!‘H‘ 17 BJ’I XxB= (0').'1 .H) 1 x B. Donc R(O)et R(l)
sont vraies. Pour établir R(x;), on peut mettre la définition (3.7) sous la forme

(oxq1,n)x; = X1 X X X,y
B pour jF#i j (3.51)

ec X; =
a 4 {1} pour j =1i.

Il en découle immédiatement (ox; ,4+)x; = (0x; ,)Xx;XB pour i =1, .., n.
Deuxiéme point : supposons que R (F)et R(G) soient vraies. On a

(0x1,n+1)(FVG) = (0x1,p+1)F Y (0x1,n41)C par (3.8)
= ((oxy,,)FxB) U ((0x;,,)GxB)  par hypothése
= ((oxy,n)F U (0x,,,)G)x B par (1.35)
= (oxy, ) (FVG)Xx B par (3.8).

Troisiéme point : démonstration analogue basée sur (3.9) et (1.36). Quatriéme point :
supposons que R (F') soit vraie. On démontre R(F') en utilisant (3.10) ainsi que le
lemme suivant, facile 4 vérifier.

Lemme : pour deux ensembles quelconques A, B et un sous-ensemble quelconque
XCA,ona Xx B=Xx B, le premier complément étant pris par rapport 4 A x B, et
le second par rapport a A.

3.1.34 Permutations dans B,

Considérons un vecteur £ = (£, ..., £,) € B,,, de dimension n > 1, et soient 7,
deux entiers tels que 1 <7 < j < n. Nous désignons par m; ;(£) le vecteur obtenu en
permutant les composantes £; et £; de £. Par exemple, my 3(0,0,1, 1)=(1,0,0,1).
Ceci définit clairement une bijection ; ;: B, > B,,. Les formules suivantes sont relati-
vement transformés par 7; ;de sous-ensembles de B,, (§ 1.3.3).

i, j (0) =0

‘Ti.j(Bn) =By,

;i (XVUY) = m; ; (X)Um; ; (Y)
ﬂf‘j(XnY) = TI'I"}' (x)m'ﬂ'f,!(Y)
i, (X) = m; ; (X).

|
\

(3.52)

Ces formules sont une simple extension des paragraphes 1.3.3 et 1.3.5 au cas ol f est
une bijection (§ 1.3.16).

Soit liste une liste ordonnée de n variables booléennes distinctes. Nous désignons
par m;_; (liste) la liste obtenue en permutant les /-¢me et j-¢me variables dans liste.
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3.1.35 Proposition
Soient liste une liste ordonnée de n variables booléennes distinctes, et F une ex-
pression booléenne sur liste. On a pour toute permutation m; ; (1<i <j <n):

(om;,; (liste)) F = m; ; (o liste) F). (3.53)

La démonstration se fait selon le méme schéma qu’au paragraphe 3.1.33, en appelant
R (F) la relation (3.53), et en se basant sur (3.5) 4 (3.10) et (3.52). La relation (3.53)
est illustrée par (3.12) et (3.13), (tab. 3.3 et 3.4).

3.1.36 Proposition
Considérons deux listes ordonnées de variables booléennes, que nous désignons
par liste; et liste, , et deux expressions F, G telles que

F,G : EB(liste;) et F,G : EB(liste;). (3.54)
Si

(oliste;) F = (o liste;) G (3.55)
alors

(o liste;) F = (o liste,) G. (3.56)

3.1.37 Démonstration

Etant donné deux expressions booléennes F, G, il existe une infinité de listes de
variables booléennes liste pour lesquelles on peut écrire F, G : EB (liste). Toutes ces
listes peuvent étre obtenues en partant d’une liste minimale, et en y effectuant des ad-
jonctions et/ou des permutations. Il suffit donc de montrer que (3.55) implique (3.56)
dans les deux cas suivants :

® liste, est obtenue par adjonction d’une variable i liste,
® |iste, est obtenue par permutation de deux variables dans liste;.

Cela se fait immédiatement en appliquant (3.50) & F et 4 G dans le premier cas, et
(3.53) dans le second.

3.1.38 Substitutions

Dans une expression F: EB(xy, ..., x, ), on peut substituer des expressions
Xy, .0 X, tEB(xy, ..., x,) aux variables x, ..., x,. L'expression résultant de I"opéra-
tion est notée

(X1 < Xys s Xp < Xp) F. (3.57)

Lorsque les expressions X; sont des constantes (3.57), les substitutions x; < X, ...,
x, + X, peuvent étre effectuées séquentiellement dans n’importe quel ordre. Lorsque
les expressions X; contiennent des variables, les substitutions doivent s’effectuer simul-
tanément. Pour lever toute ambiguité quant & cette opération, on en donne dans le ta-
bleau 3.8 une définition inductive, calquée sur celle des EB(x, ..., X,).
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expression (x1 « Xy, ..., xy < X,;) expression

0 0
1 1
x; Xi

(FVG) (xy <Xy, xp e X)) FV (x1+X, ., xp+Xp) G
(FAG) (X< Xp, e Xp+=Xp)F A (xy+ Xy, . xp+=Xp) G

F (x1 <Xy, xpeXy) F
Tableau 3.8
3.1.39 Axiomes
Soient R, S des relations quelconques. Avec la notation (3.36),ona :
(RouS) =(R) V (S) (3.58)
(RetS)=(R)A(S) (3.59)
(non R) = (R). (3.60)

Ces axiomes précisent le sens des mots “ou, et, non”.

3.1.40 Démonstration

Nous sommes en mesure maintenant de démontrer la proposition du paragraphe
3.1.12, formulée par (3.38). On procéde selon le schéma du paragraphe 3.1.33, en ap-
pelant R (F) la relation (3.38).

Si F est I'expression 0, le premier membre de (3.38) est (£ €@ )=0, en vertu de
(3.5) et (3.36); le second membre est O selon le tableau 3.8. Si F est I’expression 1, le
premier membre est (£ € B,,}=1 en vertu de (3.6), et le second est 1 (tab. 3.8). Si F est
Pexpression x; (i=1, ..., n),le premier membre de (3.38) estégala (£;=1) en vertu
de (3.7);0r (¢(;=1) = g; puisque §; € B, et £; est précisément le second membre de
(3.38) selon le tableau 3.8.

Supposons que (3.38) soit vraie pour deux expressions F, G : EB(xy, ..., x,), et
abrégeons les préfixes (0xq, ..., x,), (x; < &, ..., x, < £,) paroget <. Ona

(E€EG(FVG)) =(f € cFUaG) par (3.8)
=(£ € oF ou ¢ € oG) par (1.6)
=(f € oF)V (f € 0G) par (3.58)
= («F)V(«<G) par hypothése
= «(FVG) selon tableau 3.8

Donc (3.38) est vraie pour FV G. On montre de méme qu’elle est vraie pour F A G, et
enfin que si (3.38) est vraie pour F, elle est vraie pour F.
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3.2 EQUATIONS DE RECURRENCE BOOLEENNES

3.2.1 Introduction

Le but de cette section est de montrer comment une certaine classe d’équations,
les équations de récurrence booléennes, peut étre utilisée pour effectuer la synthése de
machines binaires de type séquentiel (machines séquentielles, machines de Moore ou de
Mealy), c’est-a-dire pour :

® mettre un cahier des charges sous la forme mathématique d’un systéme d’équa-
tions;

® transformer ce systéme d’équations jusqu’a ce qu’il ait la forme caractéristique
de I'un des types de machines mentionnés ci-dessus.

L’exposé sera basé essentiellement sur des exemples.

3.2.2 Définitions
Une machine binaire de type quelconque dont les entrées sont désignées par x,, ...,
Xm, les sorties par ¥, ..., ¥, et le fonctionnement par M, est notée

M(x1,s s Xm) (P15 ooy Vi)

Cette notation est équivalente au schéma de la figure 3.9.

Un état d’entrée de M est un vecteur x =x; X ... X X,, € B,,,. Un état de sortie de
M est un vecteur y =y, X ... X ¥, € B,,. Une séquence d’entrée x =x (1,p)=x(1)... x(p)
de longueur p est donc une séquence d’états d’entrée x(k)=x, (k) X...x x,, (k) (k =1, ...
p), et de méme pour une séquence de sortie.

Le fonctionnement de cette machine est une correspondance M : X" =Y, avec
X =B,, et Y=B,. Une séquence de sortie y correspond a une séquence d’entrée x, si
yEM(x).

K| — e |

T e N LY

Fig. 3.9

3.2.3 Equations de récurrence des machines séquentielles
Pour une machine séquentielle, les mots entrée et sortie sont souvent remplacés
par primaire et secondaire. Un éfat total d’une machine séquentielle binaire

M(X], ---sxm)(}’[a ---,yn)

est un couple y x x ol y est un état secondaire, et x un état primaire. Un état total
¥ X x est un élément de I’ensemble B, x B,, = B, 4 -

Le fonctionnement M est défini par une table de transition (sect. 2.4) qui associe
a chaque état total y x x un ensemble d’états secondaires noté y + x. La correspon-
dance M est définie par la relation

y(k+1) € y(k)-x(k). (3.61)
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Une séquence secondaire y (1, p) correspond a une séquence primaire x (1, p) si et
seulement si (3.61) est vérifiée pour k=1, ...,p —1.

Lorsque la machine est complétement spécifiée (sect. 2.5), ’ensemble y (k) = x (k)
ne posséde qu’un élément, et (3.61) peut s’écrire

y(k+1) = y(k)-x (k). (3.62)

On dit, dans ce cas, que I’état secondaire futur y (k + 1) est entiérement déterminé par
’état total présent y (k) x x (k). Dans le cas (3.61), ’état secondaire futur n’est que par-
tiellement déterminé par 1’état total présent.

Dans le cas (3.62), il existe pour chaque variable secondaire y; une fonction boo-
léenne f; : B, 4,, = B (§ 3.1.20) telle que

Yitk+1) = fi(p1(K), s yu (k) 5 X1 (K), ooos X (K)). (3.63)

La fonction booléenne f; détermine la i-¢me composante de 1’état secondaire futur en
fonction de I’état total présent. Nous abrégeons (3.63) par

yi(k+1) = fi ((k), x(k)). (3.64)

Autrement dit, le fonctionnement d’une machine séquentielle binaire complétement
spécifiée M(xy, ..., xp;)(¥1, ..., ¥») peut étre défini par un systéme d’équations de la
forme

yi(k+1) = fi(y(k), x(k))
' (3.65)

yn(k+1) = f(»(k), x(k)).

Pratiquement, les fonctions booléennes f; seront représentées par des expressions boo-
léennes sur les variables booléennes x, (k), ..., x,, (k), ¥1(k), ..., (k). Le systéme
(3.65) sera donc un systéme d’équations booléennes sur les variables x (k), ..., X, (k),
Yi(k), s yn(k), y1(k+1), oy yp (kK +1).

Un tel systéme d’équations est appelé un systéme d‘équations de récurrence boo-
léennes d’ordre 1. La notion de récurrence d’ordre p (p entier > 0) se précisera progres-
sivement. Disons pour I’instant qu’un systéme d’équations de récurrence d’ordre p per-
met de déterminer le (k + p)-iéme élément y (k + p) d’une séquence de sortie en
fonction de y (k,k +p—1)et x(k, k +p).

3.2.4 Exemple
Le tableau 3.10 est la table de transition d’une machine séquentielle binaire
M(xy,x42)(y1,y2). Cette table se traduit par le systéme d’équations

yilk+1) =x,(k) A x;(k)
ya(k+1) =y, (k) Axy(k) A xy(k)

(3.66)

3.2.5 Equations de récurrence des machines combinatoires
Il est clair que le fonctionnement d’une machine combinatoire (sect. 2.3) binaire
F(xy,..oxm)(Vy, ..., yn) complétement spécifiée peut étre défini par un systéme
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Xy XXxg
0x0 0x1 I1x1 1x0

0x0 1xX0 0x0 0X0 0Xx0

0x1 1X0 0x0 0Xx0 0x0

1x1 1x0 0x1 0x0 0x0

1x0 1x0 0x1 0x0 0x0
Y1 Xya

Tableau 3.10

d’équations de la forme

y1i(k) = f1(xy (k) oy X (K))
: (3.67)
Yu(k) = fru(xy (K), .. X (K))

ol fy, ..., f sont des fonctions booléennes B,,, ~ B.

Nous dirons que le systéme (3.67) est un systéme d’équations de récurrence
d’ordre 0.

3.2.6 Exemple

Le tableau 3.11 est la table de vérité d’une machine combinatoire binaire
F(xy,x3,¥1,y2)(z) complétement spécifiée. Le fonctionnement de cette machine
est donc défini par I’équation

z(k) = ya(k) A xy(k) A x5 (k). (3.68)

3.2.7 Equations de récurrence des machines de Moore et de Mealy

Le fonctionnement d’une machine de Moore ou de Mealy (sect. 2.6) binaire peut
étre défini par le systéme d’équations formé par la juxtaposition des systémes d’équa-
tions de sa composante séquentielle et de sa composante combinatoire.

Supposons par exemple que I’on assemble la machine séquentielle M (§ 3.2.4) et
la machine combinatoire F (§ 3.2.6) selon le schéma de la figure 3.12. La machine ré-
sultante R (x;,x,)(¥,¥2,2) est une machine de Mealy. Son fonctionnement peut
étre décrit par le tableau 3.13, ou par le systéme d’équations

yi(k+1) = x,(k) A x; (k)
ya(k+1) =y (k) A x (k) A xp(k) ¢ (3.69)
z2(k) = yo (k) A xy (k) A x5 (k)

formé par (3.66) et (3.68).

3.2.8 Cahier des charges : détecteur de séquences
Nous allons effectuer, dans les paragraphes qui suivent, la synthése d’une machine
satisfaisant le cahier des charges suivant (§ V.6.3.1).
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XIXX2
0x0 0x1 1x1 1x0

0x0 0 0 0 0
0x1 0 0 0 1
1x1 0 0 0 1
1X0 0 0 0 0
Y1 Xy2
Tableau 3.11
By
x| = 2
M 2
X2 f== -
F —z

\

Y

Fig. 3.12
X1 XXq
0x0 0x1 1x1 1%0

0x0 1xX0;0 0x0;0 0X0;0 0x0;0

0x1 1x0:0 0x0;0 0x0;0 0x0;1

1x1 1X0:0 0x1:0 0x0:0 0x0;1

1x0 1x0;0 0x1;0 0x0;0 0x0;0

Y1 X)2
Tableau 3.13

On veut reconnaitre dans un texte francais, analysé caractére par caractére, les
mots terminés par er. Une téte de lecture code chacun des caractéres en un vecteur x; x x5
€ B, selon le tableau 3.14. Une machine M (x, x,)(z) doit signaler la fin de chaque mot
détecté, au moyen de sa variable de sortie z.

Xy XXxa
lettre e 0x0 e
lettre » 0x1 ¥
autres lettres et tiret 1%1 !
signes de ponctuation | 1 X0 P

Tableau 3.14
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3.2.9 Mise en forme du cahier des charges

En tant que description d’une machine M (x, x,)(z), le cahier des charges précé-
dent est imprécis, ce qui est toujours le cas dans la pratique. Nous pouvons le préciser au
moyen :

® d’une équation de récurrence

® de conditions initiales.

L’équation de récurrence s’écrit

z(k+2)=ek) Ar(k+1) A p(k+2) (3.70)
avec

e (k) = x; (k) A x5 (k)

r(k) = x,(k) A x2(k) (3.71)

p(k) = xy (k) A x5 (k).
L’équation (3.70) est une équation de récurrence booléenne d’ordre 2. Etant donné une
séquence d’entrée x (1, n) de longueur n > 2, I’équation détermine la séquence z (3, n).
Elle ne détermine pas z (1, 2). Pour cela nous ajoutons au cahier des charges les condi-
tions initiales

z(1) =0

2(2) = 0 (3.72)

Les relations (3.70) et (3.72) définissent une machine M (x,,x,)(z) qui fait correspon-
dre a toute séquence d’entrée x une séquence z =M (x) conforme au cahier des charges.
Un exemple est donné par les deux premiéres lignes du tableau 3.15.

1.2 e 15

x(1,15) |e |l |e|r |e|r |p|l |r|lele|r|p|p |l

z(1,15) |0 |0|O|O|OfOf1|O|0O|0O|O|0O|1]|0]|0O

yi(1,15)|o|1|jof1jof1(0|0|0|0O|1|1|0|O]|O

ya(1,15) |0 |0 |0|0O|L1|O|1|0O]|O|O|O|O|L|O|O

Tableau 3.15

3.2.10 Enoncé du probléme de synthese

La machine M (x,, x,)(z) définie au paragraphe précédent n’est pas une machine
de Mealy. Mais on espére qu’il existe une machine de Mealy R (x,x2) (¥, s V1 32)
avec n variables secondaires yq, ..., ¥,;, possédant un état secondaire g tel que la ma-
chine R, (xy,x2)(z) (cf. § 2.6.15) soit une réalisation (§ 2.5.6) de M.

En d’autres termes, on cherche un systéme d’équations de la forme

Jfl(k"“ D) = fi(yi(k), s yn (k). x1 (k), x2 (k) )

Yn(k+1) = fu (21 (K, ooy y (), 31 (K), X2 (K)) | iy
z(k) = g0y (K); ooy yu (), x1 (K), %2 (K)) )
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c’est-a-dire définissant une machine de Mealy (§ 3.2.7), et des conditions initiales

yiM)=qy; 5 ya(l) = qy (¢;€8B) (3.74)

de telle sorte que (3.73) et (3.74) impliquent (3.70) et (3.72).

La démarche consiste a introduire des variables secondaires y;,y,, ... de fagona
abaisser I’ordre de (3.70), jusqu’a ce qu’on obtienne pour z une équation d’ordre O et
pour ¥y, ¥s, ... deséquations d’ordre 1.

On traitera séparément les équations de récurrence et les conditions initiales.

3.2.11 Abaissement de I'ordre de récurrence
En considérant I’équation (3.70), on pose

yi(k+1) = e(k). (3.75)
L'équation (3.70) s’écrit alors

z(k+2) =y (k+1) A r(k+1) A p(k+2).
En remplagant le parameétre k par k—1, il vient

z(k+1) =y, (k) Ar(k) A p(k+1). (3.76)

L’équation (3.70) est remplacée maintenant par (3.75) et (3.76). En considérant (3.76),
on pose

ya(k+1) =y (k) A r(k). (3.77)
1l vient

z(k+1) =y, (k+1) Ap(k+1)
et en changeant ken k—1 :

z(k) = y,(k) A p(k). (3.78)
L’équation (3.70) est remplacée maintenant par le systéme

yi(k+1) =e(k) = x, (k) A x5(k)

Ya(k+1) =y (k) Ar(k) =y (k) A xy(k) A xy(k) (3.79)

z(k) = ya(k) A p(k) = ya (k) A xy(k) A x,(k)

Ce systéme est celui d’'une machine de Mealy R (x;,x5)(¥,¥72,2). On reconnait la
machine du paragraphe 3.2.7. Le fonctionnement est illustré par le tableau 3.15.

3.2.12 Conditions initiales
La premiére des conditions initiales (3.72) s’écrit selon (3.79) :

z(1) = y2(1) Ap(1) = 0.

Pour que cette condition soit vérifiée quelle que soit la séquence d’entrée x, c’est-d-dire
quel que soit p (1), il faut et il suffit que y, (1)=0. La condition initiale z(2)=0
s’écrit selon (3.79) :

z2Q) =2 Ap2) =y () Ar(1)) Ap(2) = 0.
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Pour qu’elle soit vérifiée quels que soient r(1) et p (2), il faut et il suffit que y, (1) =0.
Les conditions initiales (3.74) cherchées sont donc
yi(1) =q; =0 ; ya(1) =q, = 0. (3.80)

Le lecteur vérifiera facilement que (3.79) et (3.80) impliquent (3.70) et (3.72). Le pro-
bléme est résolu. La machine de Mealy (3.79) peut étre réalisée par le schéma de la
figure 3.16, qui comporte deux éléments de délai unité (§ 2.5.11) et des éléments com-
binatoires dont le symbolisme est supposé connu (vol. V).

X1

Fig. 3.16

3.2.13 Comparaison de méthodes de synthése

La table de transition (ou table d’états) de la machine (3.79) est le tableau 3.13.
En désignant ses états secondaires par qg, ..., g3 selon le code g =0x0, g, =0x1,
q, =1x0, g3 =1x1, on peut donner le graphe de transition de la figure 3.17. L’état
qo fixé par les conditions initiales (3.80) est encerclé.

1x1(0]
un[ol
Ix|[0|,|x[l[1] 1x0[0]
q3
0x0[0]
1x1[0]
1x0 (0]
050101 0x1[0]
q2 ) 0x0[0] 1x1(0]
0x1[0] 1x0[1]
0x0[0] 0x1(0]
e o W

q1
Fig. 3.17

En “oubliant” les vecteurs binaires représentés par qq, 4, ¢2,q3, on peut con-
sidérer ce graphe de transition comme celui d’'une machine de Mealy R [X,Y, Z] (no-
tation du paragraphe 2.6.8), avec les alphabets X =B, Y =1{q0,41,492,93}, Z=B.

La méthode de synthése exposée dans le volume V (sect. 6.3) consiste 4 cons-
truire d’abord un graphe tel que celui de la figure 3.17, puis 4 coder I’alphabet {gq, q;,
G2, g3} au moyen de I’alphabet B, . Si le graphe et le code choisis sont les mémes que
ci-dessus, on en tire la table de transition (tab. 3.13) et enfin les équations (3.79).
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Nous ne saurions recommander de fagon générale ’'emploi de I'une ou I’autre mé-
thode de synthése, et cette remarque est valable pour toutes les méthodes de conception.
Chacune d’elles présente des avantages ou des inconvénients selon le cahier des charges
donné. Le savoir-faire consiste 4 connaitre un éventail de méthodes et a choisir la plus
commode dans chaque cas particulier.

3.2.14 Exercice

Le cahier des charges suivant est tiré textuellement du volume V (§ 6.3.12). On
demande de le mettre sous la forme d’une équation de récurrence en z, x,, x,, de pré-
ciser les conditions initiales, et de le traiter selon la méthode exposée ci-dessus (§ 3.2.9
43.2.12).

Un systéme séquentiel posséde deux entrées x,, x, et une sortie z définie de la
fagon suivante : si x, = 0, la valeur de z a Iinstant présent est égale a celle de x, obser-
vée a 'instant précédent;si x, = 1, la valeur de z 4 I'instant présent est égale a celle de
X, observée deux instants auparavant.

3.2.15 Exemple
Soit M (x)(z) la machine binaire définie par ’équation de récurrence

z(k+3)=x(k)z(k) V z(k+2) (3.81)
et les conditions initiales
z(1) =z(2) =z(@3) = 0. (3.82)

La conjonction A est notée comme un produit logique. En remarquant que la valeur de
z 4 un instant quelconque est indépendante de la valeur de x au méme instant, on se
propose de trouver une machine séquentielle (et non une machine de Mealy)
R(x)(¥1, ---s ¥n, z) ainsi qu’un état secondaire initial ¢ de cette machine, tel que la ma-
chine R, soit une réalisation de M. La premiére idée qui vient a I'esprit est de poser

yi(k+1) = x (k) z(k)
ya(k+1) =y, (k) (3.83)
z (k+1) = yy(k) V z(k).
Le systéme (3.83) définit une machine séquentielle R (x)(»,,¥2,2) (équations de
récurrence d’ordre 1). Il implique
x(k)z(k) Vz(k+2)=y,(k+1)Vz(k+2)
=y (k+2)Vz(k+2)
=z (k+3).
Donc I’équation (3.81) est satisfaite par le systéme (3.83). Malheureusement les condi-
tions initiales (3.82) ne peuvent pas étre satisfaites, carsi z (1) =0, la troisiéme équa-
tion (3.83) implique z (2) = 1. Pour remédier a cet inconvénient, il suffit de multiplier

le membre de droite de la troisi¢éme équation (3.83) par un terme y4 (k) tel que y4(1)=
y4(2)=0 et y4(k+2)=1. On remplace donc le systéme (3.83) par le systéme
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yi(k+1) = x (k) z (k)
ya(k+1) =y, (k)
ya(k+1) =1 (3.84)
ya(k+1) = y3(k)
z (k+1) = ya(k)(p2 (k) V z(K)).

Le systéme (3.84) définit une machine séquentielle R (x)(»,, .-., ¥4,z ). Il implique
yalk+2) = ys(k+1) = 1 (3.85)

x(k)z(k) Vz(k+2) =y, (k+1) V z(k+2)
=ya(k+2) V z(k+2)
= ya(k+2) (o (k+2) V Z(k +2)) par (3.85)
= z(k+3).

L’équation de récurrence (3.81) est donc vérifiée par le systéme (3.84). Cherchons un
état secondaire initial g =y, (1) X ... x y4(1) x z(1) tel que les conditions (3.82) soient
vérifiées. Il faut évidemment poser z (1) =0. Il vient z (2)=y4(1) par (3.84). On pose
donc y4(1)=0, et il vient z (2) = 0. Ceci entraine z (3) =y4(2)=y3(1) par (3.84). On
pose donc y3(1)=0. Pour que les conditions (3.82) soient vérifiées, il suffit donc de
fixer y3(1)=y4(1)=z(1)=0; y,(1) et y, (1) peuvent étre choisis arbitrairement. La
machine séquentielle (3.84) peut étre réalisée par le schéma de la figure 3.18.

1 >
X —— yl 2

L
b—— 2
—

a2}

Fig. 3.18

3.2.16 Exercice

Soit ¢ (1, p) € B" une séquence binaire quelconque, de longueur p. Trouver une
machine de Mealy binaire R (s)(», ..., Vn;2) et un état secondaire initial g =
»1(1) x...x p,, (1), tel que ’on ait pour toute séquence d’entrée s de longueur >p :

Z(k+p)=s(k+p) (k=152l"')

z(1,p) =¢(,p)

On s’inspirera du schéma de la figure 3.19, oll F est une machine combinatoire. On
pourra trouver d’autres solutions.
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S T ST - e S v o B

Y1 y2 Yp

Fig. 3.19

3.2.17 Exercice
Soient ¢ (1, p) € B” une séquence binaire quelconque de longueur p, et

z(k+p) = f(x(k),...x(k+p),z(k),...,z(k+p—1))

une équation de récurrence booléenne d’ordre p en x et z. Montrer qu’il existe une ma-
chine de Mealy M (x)(»;, ..., ¥n ; z) satisfaisant cette équation de récurrence, et pos-
sédant un état secondaire initial ¢ tel que ’on ait z (1, p)=¢ (1, p). On s’inspirera du
schéma de la figure 3.20, oll G est une machine combinatoire, et R une machine du
type étudié dans I’exercice précédent. Les variables secondaires y,, ..., ¥,, seront les va-
riables uy, ..., up, Wy, ..., Wp du schéma, plus les variables secondaires de R (fig. 3.19).

1 17 1

up -1
Y

1

=
5]

2 w]

<l

Fig. 3.20

3.2.18 Cabhier des charges : convertisseur de code

Nous allons traiter dans les paragraphes qui suivent, par la méthode classique
(sect. V.6.3) et par la méthode algébrique des équations de récurrence, le cahier des
charges relativement complexe exposé ci-dessous.

On désire convertir, au moyen d’une machine de type séquentiel, toute séquence
binaire x (1, #) € B® en une séquence ternaire « (1, ) sur I'alphabet {—U,0,U}, ot U
représente un nombre réel >0 (tension électrique), de telle fagon

® que la somme (algébrique usuelle) des u (i) (i=1, ..., n) ne dépasse pas Uen
valeur absolue;

® que la séquence u ne comporte jamais quatre éléments consécutifs u (i) u (i +1)
w (i +2) u(i+ 3) identiques;

® que deux séquences binaires x, x' distinctes soient converties en des séquences
ternaires u, u' distinctes (possibilité de décodage).
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Le probléme pratique dont provient ce cahier des charges est de transmettre des messages
binaires sur une ligne électrique simple de fagon que la tension moyenne soit toujours
voisine de O et que les variations de tension soient suffisamment fréquentes, car elles sont
utilisées comme signal de synchronisation des horloges de I’émetteur et du récepteur. On
adopte 4 cet effet les régles de conversion suivantes.

® Sjla séquence x ne comporte pas plus de trois zéros consécu-
tifs, alors

x(@)=0 = u(i)=0

x(i)=1 = wu(i) = £U alternativement (les signes des
u (i) non nuls sont alternés). (3.86)

® Une sous-séquence 0000 de x (quatre zéros consécutifs) est
convertie en une sous-séquence de u de la forme POOV qui se
calcule comme suit : si le nombre des « (i) non nuls qui pré-
cédent P dansla séquence u est pair, alors P = 0; si ce nombre
est impair, alors P = + U en alternance avec le dernier u (i)
non nul; enfin V= = U en violation d’alternance (le signe de
V est le méme que celui de Psi P # 0, ou le méme que celui
du dernier u () non nul précédant P si P=0). (3.87)

Un exemple de conversion est donné ci-dessous (3.88). On écrit U pour —U. L’exemple
indique comment la séquence x doit étre découpée en tranches auxquelles on applique
(3.86) ou (3.87).

x(1,29)=1010111j0000/0000/001|10000(11/0000J10

u(1,29) = ouoTuTloooTuooulpoTjoooTuTiuooulo| (3.88)
POOV[POOV POOV| [POOV

—_—— ——_— ey

(3.86)  (3.87) (3.87) (3.86) (3.87)(3.86)(3.87)(3.86)

S—

3.2.19 Modification du cahier des charges

1l est clair que la machine M: B*— {—U,0,U}" définie par le cahier des
charges précédent ne saurait étre une machine de Mealy ou de Moore, ou une ma-
chine dérivée (§ 2.6.15) de I'une ou I'autre. En effet ces machines sont du type
temps réel, en ce sens qu'un élément z (k) d’une séquence de sortie z ne dépend pas
des éléments x (k + 1), x (k + 2), ... de la séquence d’entrée x & laquelle elle corres-
pond. Ce n’est pas le cas de la machine M ci-dessus puisque u (k) dépend en général de
x(k+1),x(k+2),x(k+3).

Pour obtenir une réalisation en temps réel, il faut donc modifier le cahier des
charges, en décalant 4 droite la séquence de sortie u de trois unités, en introduisant
trois éléments arbitraires a sa gauche (qui seront ignorés par le récepteur), et en suppri-
mant ses trois derniers éléments (toute machine doit conserver la longueur des séquen-
ces). On définit ainsi une nouvelle machine en temps réel R : B* = {=U,0,U} pour
laquelle I'exemple (3.88) devient :
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x(1,29) =|010111/0000/0000/001{0000|1 1{0000}1 0

= o (3.89)
u(1,29) = |———louoTUulloooTluooulooTloooTuTluo o]
POOVIPOOV POOV| |POO]| |

—— — e —

arbitraire (3.86)  (3.87) (3.87) (3.86) (3.87)(3.86)(3.87)

3.2.20 Méthode classique
Nous allons appliquer d’abord la méthode classique rappelée au paragraphe

3.2.13. Il est toutefois difficile de traduire le cahier des charges de R (3.89) par un
graphe de transition. On est obligé de décomposer cette machine en machines plus
simples. Le cahier des charges suggére immédiatement le schéma de composition de la
figure 3.21, ol les trois éléments de délai A mémorisent trois éléments consécutifs de
la séquence d’entrée x. La porte NOR détecte toute séquence x (k, k& + 3) =0000. La
machine Sy (a;,a,)(u) sera dérivée d’une machine de Mealy S(a;,a2)(¥1, s Vnstt)
en fixant un état secondaire initial et en ignorant les variables secondaires (§ 2.6.15).

az

S1 b—eu

Fig. 3.21

Le graphe de transition de la figure 3.22 est une solution pour la machine S. On
fixe I’état secondaire initial 1 (encerclé deux fois). Pour les trois éléments A de la fi-
gure 3.21, nous fixons I’état initial (w;(1), w,(1),2,(1))=(1,1,0). Les trois premiers
éléments de la séquence @ =a; X a, seront donc (0x 0)(1x 0)(1x 0). Le chemin issu
de I’état 1 dans le graphe, et étiqueté par cette séquence, aboutit a I’état 1. A partir de
cet instant, on a ay (k + 3) =x (k).

La figure 3.22 est divisée en une moitié gauche (PAIR), et une moitié droite
(IMPAIRL. Chaque aréte du graphe portant une étiquette de la forme @, x a; [U] ou
@y xa, [U] va d’un état PAIR 4 un état IMPAIR ou vice versa. La ligne médiane hori-
zontale est franchie lors des violations d’alternance. L’étiquette 0 x B [0] est une abré-
viation naturelle des deux étiquettes 0x 0 [0],0x 1 [O].

Le meilleur moyen de comprendre cette figure est de construire la séquence
a(1,29) correspondant a la séquence x (1,29) de I'exemple (3.89), en prenant a(1,3) =
(0x0)(1x0)(1x0),et ay(k+3)=x(k),ap(k+3)=x(k)Vx(k+1)Vx(k+2)V
x(k + 3), pour k=1, ..., 26. En suivant dans le graphe le chemin partant du sommet 1,
et ayant pour étiquette la séquence  ainsi construite, on obtient la séquence u (3.89),
les trois premiers éléments (———) étant O U U.

Les sommets du graphe sont codés au moyen des quatre variables secondaires
Y1:Y2,Y3, ¥4 comme indiqué dans la figure 3.22. Ainsi le sommet 1 est codé
Y1XYaxXy3xYse =0x0x0x0,le sommet 4 est codé 0x0x 1x 1, etc. Le codage propo-
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(eaie ] Y
PAIR - IMPAIR

0xB[U]

Fig. 3.22

sé n’est pas choisi au hasard, mais selon un critére mentionné ci-dessous et étudié de fa-
con approfondie au chapitre 6.

Pour obtenir une machine binaire, il faut encore coder 'alphabet ternaire
{-U,0,U}. On choisit le code signe et valeur absolue s x v € B, selon le tableau 3.23.
Le nombre O peut étre codé arbitrairement + 0 ou —0.

La figure 3.22 et le tableau 3.23 définissent une machine de Mealy
S(ay,az)(¥1,¥2,¥3,¥4 ; S, v) incomplétement spécifiée. Sa table de transition est le
tableau 3.24.En remplacant chaque tiret par 0 ou 1, de fagon appropriée (technique de
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u sXv
-U 1X1
U 0x1
0 BX0
Tableau 3.23

Karnaugh), on peut obtenir les équations de récurrence ci-dessous (3.90). On adopte ici
la notation concise du volume V, qui consiste a écrire pour les variables secondaires
y'=f(y,x)aulieude y(k +1)=1(»(k),x(k)), et pour les variables tertiaires,
z=g(y,x)aulieude z(k)=g(y(k),x(k)). Les équations (3.90) définissent une réa-
lisation complétement spécifiée de S (§ 2.5.6).
+

Y1 =2

Y2 =y1y2 Vyia,

Y3 =y1y2 Vaja,y; Vaja,y; :

Ya =Yayi1y2 V Yayi 2 i (3.90)

S =yaay Vy3ysar Vy3yaa
v =y1ya Vajay Vysa

On remarque que les variables y,, ¥, ne dépendent pas de y3 et y4. C’est en vue de
cette indépendance qu’a été choisi le codage des sommets 1 a 10 dans la figure 3.22. Ce
sujet sera traité au chapitre 6.

Les équations de la machine compléte (fig. 3.21) sont formées de (3.90) et des
équations

wi =x

Wy = w

= 3 (3.91)
a; = Wy J

a, =xVwi VwyVay.

En éliminant a, entre (3.90) et (3.91), on obtient un systéme d’équations ayant une
variable primaire (x), sept variables secondaires (wy, wy,a;,¥1,V2,¥3,V4), €t deux
variables tertiaires (s, v). L’état secondaire initial fixé précédemment est (1,1, 0,0, 0,
0, 0).

3.2.21 Méthode algébrique

On peut traiter le méme probléme de fagon plus élégante en formalisant algébri-
quement le cahier des charges (3.89) par des équations de récurrence. La méthode est
illustrée par la figure 3.25 qui reprend I’'exemple (3.89). Les séquences binaires sont
représentées par des chronogrammes.

Les variables v et s sont les variables valeur absolue et signe de u. La séquence v
est déterminée immédiatement par la séquence u. La séquence s n’est pas déterminée
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entiérement par u, car pour u(k)=0 on peut choisir s(k)=1 ou s(k)=0. Le choix
qui est fait dans la figure sera commenté plus loin. Pour I’instant, il suffit au lecteur de
vérifier que la séquence s x v correspond bien a la séquence u, selon le tableau 3.23.
Il n’est pas possible d’exprimer la correspondance entre x et s X v par des équa-
tions de récurrence en x, 5, v seulement. On introduit deux variables auxiliaires y et p.
Le role de y est clair : il est de marquer le début des sous-séquences POOV de u
(3.87). On peut écrire pour y I'équation de récurrence

yk+3)=x(B)Vx(k+1DVx(k+2)Vx(k+3)A y(k)Vy(k+1)Vy(k+2).

(3.92)
1.2 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
— g
X o — i
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—t F o e 1
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Fig. 3.25

Cette équation signifie que y vaut 1 i un instant k + 3 si et seulement si x(k, k + 3)=
0000 er y(k, k + 2)=000. On ne peut pas omettre la seconde condition, car cette omis-
sion entrainerait par exemple y(11)=y(12)=y(13) =1 dans la figure 3.25.

La variable p est dite variable de parité. Elle indique a tout instant & si le nombre
des u(i)# 0 (i <k)est pair (p(k)=0) ou impair (p(k)=1). La séquence p est donc
déterminée par la séquence v. On peut écrire pour k > 1 :

plk)y =v(l)evR)e®..ev(k—1). (3.93)
L’opération @ est ’opération booléenne OU-exclusif définie par
FeG = (FAG)V(FAG). (3.94)

L’équation (3.93) n’est pas une équation de récurrence (son “ordre” est illimité), mais
elle se traduit immédiatement par I’équation de récurrence d’ordre 1 :

p(k+1) = p(k)@v(k). (3.95)
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On peut écrire maintenant une équation de récurrence pour la variable v, en observant
ceci : v(k) =1 aux instants k pour lesquels I'une (au moins) des conditions suivantes
est vérifiée :

e x(k—-3)=1

® y(k) =1 et p(k) =1 (instants P impair)

e y(k-3)=1 (instants V).
Ceci s’exprime par I'équation

v(k+3) = x(k) Vy(k)V (y(k+3) Ap(k +3)). (3.96)
Pour la variable s, nous posons 'équation

s(k+1) =s(k)ev(k)oy(k). (3.97)

Elle signifie que s change de valeur entre k et k + 1, chaque fois que I'une et ’'une seu-
lement des conditions v(k) =1, y(k)=1 est vérifiée. Nous rappelons les formules

Fe0=F; Fel =F. (3.98)

Les équations (3.92), (3.95), (3.96), (3.97) constituent un systéme d’équations
de récurrence complet en x, y, p, v, 5. Il ne nous reste qu’a abaisser son ordre. Un peu
d’habileté permet de le faire en n’introduisant qu’un nombre minimum de variables
secondaires. L’équation (3.92) peut se transformer par De Morgan (3.22) en

yk+D=x()Vy(k)Ax(k+DVyk+1)Ax(k+2)Vy(k+2) Ax(k+3).

(3.99)
Posons :
wi(k+1) =x(k)Vy(k)
wy(k+1) = wy (k) (3.100)

w3 (k +1) = wy (k)

) w3

':)D—-IEI——* s

Fig. 3.26
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et portons ceci dans (3.99). Il vient :

y(k+3) = wy(k+3) Awa(k+3) Awy(k+3) Ax(k +3)
ce que nous pouvons écrire sous la forme

y(k) = w3 (k) A wy (k) A wy (k) Ax (k). (3.101)
L’équation (3.96) s’écrit au moyen de (3.100) :

v(k+3) = wis(k+3)V(y(k+3)Ap(k+3))
soit
v(k) = wa(k) V (y(k) A p(k)). (3.102)
Rassemblons les équations obtenues (3.95), (3.97), (3.100), (3.101), (3.102) :
wi(k+1) =x(k)Vy(k)
wy(k+1) = wy(k)

wi(k+1) = wy(k)
p(k+1) = p(k)ov(k) > (3.103)
s(k+1) =s(k)evik)eoy(k)

y(k) = wi(k) Awy (k) Awy(k) Ax(k)
v(k) = w3 (k) V (p(k) Ap(k)).
Ces équations sont réalisées par le logigramme de la figure 3.26.

Ce schéma représente une machine de Mealy M (x)(wy, w,, w3, p,s;s,v)a cing va-
riables secondaires wy, w,, ws, p, § et deux variables tertiaires s, v (s est a la fois secon-
daire et tertiaire; en toute rigueur, il faudrait introduire une variable tertiaire s’ avec
I’équation triviale s'(k) =s(k)).

Pour se conformer au cahier des charges illustré par la figure 3.25, il faut fixer un

état secondaire initial (wq (1), w, (1), w3(1), p(1), s(1)) de telle sorte que I’on obtienne
par les équations (3.103) :

® y()=y(2)=y(3)=0

(il ne faut pas empécher y(4) =1 au cas ot x(1,4) = 0000);
®5(4)=0

(le signe correspondant 4 x (1), c’est-d-dire le signe de u(4), est +);

e p(4)=0.
Le tableau 3.27 montre que ’on peut choisir
(w1 (1), wa (1), w3 (1), p(1),s(1)) = (0,0,0,1, 1).
Les colonnes k = 2, 3, 4 sont calculées de proche en proche par (3.103).

3.2.22 Conclusions

Comme tout autre mode de représentation d’une machine, les équations de récur-
rence booléennes demandent un certain entrainement pour étre employées avec succés.
Dans '’exemple qui précéde, ni le graphe de transition (fig. 3.22), ni le systéme d’équa-
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k 1 2 3 4
wi(k) [0 Jx(1) | x(2) | x(3)
wa (k) [] O 0 x(1) | x(2)

pk) || 1 0 1 0

s(k) (|1 0 1 0

y (k) 0 x(1)Ax(2)Ax(3)Ax(4)

v (k) 1 1 1 x(1)
Tableau 3.27

tions (3.103) ne sont faciles & établir. Les deux solutions demandent une certaine habi-
leté. Dans cet exemple, la seconde méthode conduit 4 un systéme d’équations plus sim-
ple que la premiére : comparer (3.103) avec (3.90), (3.91). Pour obtenir par le premiére
méthode une solution aussi simple que par la seconde, il faudrait s’abstenir de décom-
poser a priori (fig. 3.21) la machine définie par le cahier des charges, et traduire celui-ci
par un graphe de transition global, ayant au plus 32 sommets (5 variables secondaires).
C’est 12 un probléme trés difficile. Toutefois, comme nous I’avons déja suggéré au para-
graphe 3.2.13, il faut se garder de conclure & la supériorité générale d’'une méthode,
d’aprés I’étude de quelques exemples.

Le lecteur aura remarqué I’absence dans cette section d’une théorie mathémati-
que rigoureuse des équations de récurrence. Notamment, nous n’avons pas donné de
méthode systématique pour abaisser ’ordre d’un systéme d’équations de récurrence,
ni de théoréme sur le nombre de variables secondaires qu’il suffit d’introduire a cet ef-
fet, en tenant compte de conditions initiales. Le paragraphe 3.2.17 suggére toutefois
une réponse a ces questions. On trouvera dans [5] (chap. 6) une étude plus approfon-
die de ce sujet, et dans [12] (chap. 5) une généralisation du concept d’équation de
récurrence, fournissant un langage plus puissant pour la formalisation de cahiers des
charges. Nous nous sommes bornés a présenter les équations de récurrence comme un
mode de description de machines, et a illustrer leur traitement par des exemples.

Enfin, nous n’avons considéré que des équations de récurrence définissant des
machines complétement spécifiées. L'équation de récurrence d’ordre p la plus géné-
rale en x et z, est de la forme

FGE), oy x(k+p), 2(K), oy 2(k +p)) = 1

ol fest une fonction booléenne (cf. § 3.1.30). Nous n’avons envisagé que des cas ou
cette équation peut se résoudre par rapport a z(k + p), c’est-d-dire peut se mettre
sous la forme

z(k+p) = g(x(k), .., x(k +p), z(k), ..., z(k +p—1)).

3.3 GRAPHES DE RECURRENCE BOOLEENS

3.3.1 Introduction

On étudie dans cette section un type particulier d’équations de récurrence boolé-
ennes, qu’il est commode, en vue des applications, de noter sous la forme de graphes. 11
est toujours possible de formaliser le cahier des charges d’une machine séquentielle au
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moyen d’un tel graphe, en introduisant suffisamment de variables secondaires. Ce mode
de représentation se révéle particuliérement commode pour la conception des systémes
logiques de commande de processus.

Les paragraphes 3.3.2 4 3.3.10 apportent quelques compléments préalables sur les
systémes d’équations booléennes, et sur une classe particuliére de fonctions booléennes.

3.3.2 Systémes d’équations booléennes

Soit

Fl — Gl

: (3.104)
Fk . Gk

Un systéme d’équations booléennes (§ 3.1.24) sur les variables x, ..., X, : B. Une solu-
tion dans B, du systéme (3.104) selon l'ordre x, ..., x,, des variables, est un vecteur

£ € B, qui est solution de chacune des équations du systéme selon cet ordre. L'ensemble
des solutions dans B,, du systéme (3.104) selon ’ordre xq, ..., x,, est noté

(le: '"Jxr!)(Fl =Gls ey Fk = G-’C)
ou, de fagon abrégée (o) (F =Gy, ..., Fx = Gg). On a donc par définition :

k
(@) (F1=Gy, ., Fg=Gy) = _Ol (0)(F;= Gi) (3.105)

La fonction booléenne f: B, = B ayant pour noyau (§ 3.1.20) I’ensemble
(0)(Fy = Gy, ..., Fx =Gy)

est notée (Axy,...,x,) (Fy =Gy, ..., Fx =Gy), ou de fagon abrégée
(N (Fy = Gy, ..., Fi = Gy).

Elle est appelée fonction caractéristique du systéme d’équations (3.104) selon l'ordre
Xy, ..., Xp des variables.

3.3.3 Exemple
Soient a, b, ¢ : B. Dans le tableau 3.28, on construit la fonction f;, caractéristi-
que du systéme d’équations (a=b Ac, c Va =b A a), selon I'ordre a, b, c. On cons-

a bec||fi i ififsfh
(0o 0O0||1 001000/ fi=(aboia)
2[00 1|[1 001000/ f=(abc)bAc)
301 0|[1 001000 /| f,=(0abec)(@=bAc)
401 1|1 111000/ f, =(\ab,c)(cVa)
51 1 0(/001 0100 /| f=(abec)(bnra)
&)1 1 1]fo101110]| f =(@abc)(cVa=bAa)
»n[100][001001 1| f =(@abec)@=bAc,cVa=bAha)
)1 0 1/]/001 1000

Tableau 3.28
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truit d’abord les fonctions f;, f,, de noyaux respectifs a, b A ¢. La fonction f5, carac-
téristique de I’équation @ = b A c, a pour tout vecteur £ la valeur f3(§)= (f;(§)=
f2(£)). L’ensemble (oa, b,c)(a = b A c), noyau de f3, se compose donc des vecteurs
numérotés 4, 5, 7, 8. On détermine de fagon analogue 1’ensemble (0a,b,c)(c Va=>b A a),
noyau de fg, lequel se compose des vecteurs 6, 7. L’ensemble des solutions du systéme
(@a=bAc,cVa=b Aa)estselon (3.105) :

(o) @=bAc,cVa=bAa) = ((0)@a=bAc))N((0)(cVa=bAa))
= {(1,0,0) }.

3.3.4 Systémes d’équations équivalents

Deux systémes d’équations booléens (Fy = Gy, ..., Fx = Gy) et (Fy =Gy, ..., F, =
G;,) Sur xy, ..., X, sont dits équivalents lorsqu’ils admettent les mémes solutions, c’est-a-
dire lorsque

(le& ---sxn)(Fl =Gls LB Fk = Gk) = (le, ---)xn)(F; = G;: i F;J = G,l;)

Tout systéme d’équations booléennes (F; = Gy, ..., Fi = Gi) est équivalent 4 une seule
équation, de la forme F = 1. En effet, soit S I'ensemble

(0x1, ooy Xp)(F1 =Gy ooy Fi =Gy).

En vertu du paragraphe 3.1.19, il existe une expression booléenne Fsurx,, ..., x, qui
représente ce sous-ensemble S C B,, et 'ona S=(oxy, ...,x,)(F= 1), en vertu du
paragraphe 3.1.28.

Par exemple (tab. 3.28), le systéme (¢=b Ac,c Va=b Aa) est équivalent
’équation a A\D Ac =1.

3.3.5 Proposition

Soient Fy, ..., Fy: EB(x, ..., X,). Le systéme d’équations (F; =1, ..., Fx=1)
est équivalent a ’équation Fy A ... A Fx = 1. Le systéme (F, =0, ..., Fy = 0) est équi-
valent 4 I’équation F; V ... V Fi =0.

En effet, en abrégeant (0x,, ..., X, ) par (0),ona

©@(F1=1,...Fc=1) = ((0)(F1=1)) N ... N ((0)(F=1)) par (3.105)

= ((0) Fy) N .. N ((0) Fy) par (3.48)
= (0)(Fy A ... A Fy) par (3.9)
= (0)(Fi A ... N Fx=1) par (3.48).

Quant au systéme (F; =0, ..., Fy =0), il est équivalent au systéme (F; =1, ..., F = 1),
donca Fy A ... A\F,=1,et finalement 4 F, V ...V F; =0 par (3.22).

3.3.6 Notation
Soit f une fonction booléenne B,, = B. Rappelons (§ 1.3.3) que si S est un sous-
ensemble de B,,, la notation f(S) désigne I’ensemble des f(£) tels que £ €S, avec

f(0)=0.



SPECIFICATION DES MACHINES BINAIRES 95

Supposons que S soit I'ensemble des solutions dans B,, d’un systéme d’équations
Fy =Gy, ..., Fj = Gy, sur les variables x, ..., x,, : B. L’ensemble f(S) est alors noté
f(Fi =Gy, ..., F;,=Gy). Cette notation abrége la forme exacte

f((axl LRCLET xn)(Fl = GI FICELE Fk = Gk))

Elle est utilisée surtout lorsque le systéme d’équations considéré est de la forme x; =
Qp, .y X =0y (K< n), 0l ay, ..., a) sont des constantes (0 ou 1).

Soient par exemple f: By = B la fonction représentée dans le tableau 3.29, et
a,b,c : B. Les solutions dans B3 du systéme d’équations (¢ =c, b =2 V ¢) selon ’ordre
a,b,c sont les vecteurs (0,1, 1) et (1,1,0). On a donc pour cette fonction f':

fla=ec,b=aVe) = {f(0,1,1),f(1,1,0)} = {0,1}.

a b ¢ f
00O0(0
00110
01 01
01 10
1 1011
1 1 1|0
1 0011
1 01 0

Tableau 3.29

3.3.7 Définition

Soit F': EB (xy, ..., X, ). On dit que la fonction booléenne f=(Ax,...,x,) F est
nulle en (x; =0, ...,x;,=0) (k< n),si f(x;=0,...,x,=0)={0}.

Par exemple soit f=(\a, b,c)((b Va) A ¢ ). Cest la fonction représentée dans
le tableau 3.29. Elle est nulle en (¢ =0, b =0), car

f(a=0,b=0) = {£(0,0,0),1(0,0,1)} = {0}.
Elle n’est pas nulle en (b =0, ¢ =0), car
f(b=0,c=0) = {f(0,0,0), f(1,0,0)} = {0,1}.

3.3.8 Proposition
Soit £ : EB(x,, ..., x,;). Pour que la fonction f=(Axy, ..., x,) F soit nulle en
(x, =0, ..., x; =0), il faut et il suffit que I'on ait, au sens du paragraphe 3.1.11 :

F < x V.. Vxg. (3.106)
En effet, la nullité de fen (x, =0, ..., x; = 0) signifie que pour tout vecteur
§ € (0x1,.., Xp)(x1 =0, ..., X, =0)

on a f(£) =0, donc que I'ensemble (0)(x; =0, ..., x; = 0) est contenu dans I’ensemble
Noy ( f). Autrement dit la nullité de fen (x, =0, ..., x, = 0) peut s’exprimer par 'une
quelconque des relations suivantes :
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(0)(x,=0,..,x,=0) C (0)F

(0)(x, V...Vx=0) C (0)F (§3.3.5)
(0)(x; V..Vxg=1) C (0)F

(0)(x; V...Vxx) C (0)F par (3.48)
X, V.Vxx < F (8§ 3.1.11)
F<x V.. Vxg par (3.33).

3.3.9 Proposition
Soit F': EB(xy,...,x,). Pouri=1,..,n, ona

xXiNF=x; N(x; < 1)F

- = (3.107)
xiANF=x; A(x; «0)F

Rappelons que (x; < 1) F, (x; < 0) F sont les expressions obtenues en remplagant la
variable x; par 1 ou par 0 dans F. Pour démontrer les égalités (3.107), il suffit de cons-
tater qu’elles sont vraies lorsque F est une expression élémentaire 0, 1, x;, et de vérifier
que si elles sont vraies pour deux expressions F, F', alors elles sont vraies pour les ex-
pressions FV F', F A\ F', F. Le détail de cette démonstration est laissé au lecteur.

3.3.10 Proposition

Soit F: EB(xy, ..., X;;). Pour que la fonction f=(Axy, ..., x,;) F soit nulle en
(x1=0, ..., x,=0), il faut et il suffit que F soit équivalente d une expression de la
forme

(Fy Axy) VoV (Fr A x) (3.108)

ol pour i =1, ..., k, F; est une EB(x,, ..., x,,) dans laquelle x; ne figure pas.
En effet, la relation (3.106) peut s’écrire
FAMXx;V..Vxx)=F par (3.28)
(FAx))V .. V(FAxy)=F par (3.17)

par (3.107)
avec F; = (x; < 1)F pour i=1, ...

3.3.11 Etats secondaires stables d’une machine séquentielle

Soient M(xy, ....x,u)(Vy, ..., ¥,,) une machine séquentielle binaire complétement
spécifiée, y un état secondaire, et x un état primaire de cette machine. On dit que y est
stable pour x si ¥+ x =y. On dit que y est fotalement stable s’il est stable pour tout état
primaire x.

Par exemple, I'état secondaire y =1 x 1 de la machine séquentielle

M(xy,x3)(¥1,72)

définie par la table de transition 3.30 est stable pour I'état primaire x =0 x 1, et instable
pour tout autre état primaire. L'état secondaire 0 x O est totalement stable.
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XIXI'Z
0x0 0x1 1x1 1x0

0x0 0x0 0x0 0x0 0x0

0x1 1x0 1x0 0x0 0x0

1x1 1x0 1x1 0x1 0x1

1x0 oOx1 0x1 1x1 1x1
Y1 X ¥a

Tableau 3.30

3.3.12 Proposition

Soit M(xy, ..., Xx,u)(¥1, ..., ¥, ) une machine séquentielle binaire complétement
spécifiée. Pour que I’état secondaire nul de M, c’est-d-dire 1’état secondaire y; x ... x y, =
0x...x 0, soit totalement stable, il faut et il suffit que le fonctionnement M puisse étre
défini par un systéme d’équations de récurrence de la forme

J’l(k"'f)—Fn(k)}’l(k)V V Fip (k) yy (K) ]
(3.109)

yn(k"'l) = F () y () V..V E,, (k) y, (k) j

dans lequel, pouri,j =1, ...,n, Fj;(k) est une expression booléenne sur x; (k), ..., X, (k),
Y1 (k), ..., yp (k) dans laquelle y; (k) ne figure pas. Les produits Fj; y; signifient naturel-
lement (Fy; A yj).

En effet soit y;(k + 1)=F;(k) (i=1, ..., n) un systéme d’équations de récurrence
quelconque de M. Dire que I'état secondaire nul est totalement stable, c’est dire que cha-
cune des fonctions booléennes (\) F;(k) est nulle en y, (k) =0, ..., y, (k) = 0. Par suite
la proposition résulte immédiatement du paragraphe 3.3.10.

3.3.13 Exemple
La machine M (x;,x;)(»;,¥,) du tableau 3.30 peut étre définie par le systéme
d’équations

»(k+1) = F (kK)y, (k) VF,(k)y, (k)

(3.110)
ya(k+1) = Fy (k)y (k) V Fayy (k) y, (k)

dans lequel
Fyy (k) = xy (k) ya (k) Fiy (k) = x4 (k)
Fay (k) = x1 (k) Vxy (k) V y, (k) Fa, (k) = 0.

3.3.14 Exercice

Modifier le tableau 3.30 de telle fagon que I'état secondaire 0 X O ne soit pas tota-
lement stable, et vérifier que M ne peut plus étre définie par un systéme d’équations de
la forme (3.110).
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3.3.15 Notation matricielle
La forme du systéme d’équations (3.109) suggére immédiatement la notation ma-
tricielle

yi(k+1) Fyy (k) ... Fip(k) y1 (k)
: = : : : (3.111)
yn(k+1) Fpy (k) « Fpp (k) ) \ ¥ (K)
dans laquelle on applique la régle usuelle du produit matriciel, la somme étant la somme
logique V, et le produit étant le produit logique A. L’équation (3.111) pourra s’abréger

y(k +1)= F(k)y(k), les notations y(k + 1), F(k), y (k) désignant les matrices con-
sidérées.

3.3.16 Exemple

Considérons la machine séquentielle M (x;,x,)(¥y, ..., ¥4) définie par les
équations

y(k+1)=0

ya(k+1) = x1(k)yy (k) Vxy(k)yz(k)

ya(k+1) = x3(k)ya(k)ya(k)

Yya(k+1) = x;(k)y3(k)y, (k) V ys(k).

(3.112)

Ce systéme d’équations peut s’écrire sous la forme matricielle (3.111), en prenant pour
F (k) la matrice

0 0 0 0
X1 3&7—2 0 0 ;
F= (le paramétre k étant omis).
0 XaVa 0 0
0 x1y3 1 0

Il faut remarquer que la forme matricielle d’un systéme d’équations de récurrence n’est
pas unique en général. Par exemple, la troisiéme équation (3.112) peut s’écrire y3 (k+1)=
x4 (k) y, (k) ya(k), ce qui change la troisiéme ligne de la matrice Fen 0,0,0,x, y,.

3.3.17 Graphes de récurrence

Ce que nous appelons graphe de récurrence n’est qu’une autre fagon de noter un
systéme d’équations de récurrence de la forme (3.109). Le graphe G de ce systéme est
simplement I’ensemble des triplets (arétes)

Fij .

y —L— y, EF =Ty R) (3.113)
oll Fy; est 'expression Fy; (k) dans laquelle on omet le paramétre & (attention a I'ordre
des indices i,/ dans (3.113)). Dans le dessin de G, on omet les arétes (3.113) telles que
Ffj =0.
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3.3.18 Exemple
Le systéme d’équations (3.112) peut étre représenté par le graphe de récurrence
de la figure 3.31.

x2

V1 - y2 va

Fig. 3.31

3.3.19 Remarques

Par définition (§ 3.3.17), un graphe de récurrence représente un systéme d’équa-
tions de récurrence de la forme (3.109), donc une machine séquentielle binaire comple-
tement spécifiée dont 1’état secondaire nul est totalement stable. Réciproquement, toute
machine de ce type peut étre définie par un graphe de récurrence.

De méme que la forme matricielle, le graphe d’un systéme d’équations de récur-
rence n’est pas unique en général.

3.3.20 Exercice
Représenter par un graphe de récurrence la machine du paragraphe 3.3.13. Dans
le systéme (3.112), écrire la troisiéme équation sous la forme

y3(k+1) = x3(k)y2 (k) ya(k)

et modifier le graphe de la figure 3.31 en conséquence.

3.3.21 Régles de passage du graphe aux équations de récurrence

La définition du paragraphe 3.3.17 permet le passage immédiat d’un systéme
d’équations de récurrence de la forme (3.109) 4 son graphe. Il n’est pas inutile de préci-
ser I'opération inverse. Etant donné un graphe G ayant les propriétés suivantes :

® |les sommets de G sont ¥y, ..., ¥
® les étiquettes de G sont des expressions booléennes sur Xy, ..., Xps V15 s Vs
® pour chaque couple y;, y; il y a au plus une aréte

Fy

Yi — > i
et y; ne figure par dans Fj;.
Alors, le systeme d’équations de récurrence représenté par G s’obtient en écrivant, pour
i=1, ..., n,'équation
® y,(k+1)=0 sl n’y a aucune aréte d’extrémité y;;
® yi(k+1)=F; (k)y (k) V..V F;j(k)yj(k) siles arétes d’extrémité y; sont
) & T )

'\’ Vi
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3.3.22 Terminologie
Soient

yi——=y  (@j=1.,n)
les arétes d’un graphe de récurrence G. La signification de ce graphe, c’est-a-dire le sys-
téme d’équations booléennes de récurrence qu’il représente, peut s’exprimer en utilisant
la terminologie suivante, particuliérement suggestive en vue des applications.

La variable entiére k est appelée le femps. Ses valeurs 1, 2, 3, ... sont les instants.
Les sommets y; du graphe sont appelés les phases. La relation y;(k) =1 (respectivement
Yi(k)=0) s’énonce : “la phase y; est active (resp. inactive) i U'instant k . Si y; X Fj; x y;
est une aréte du graphe, la relation

yi(k) =1 et Fy(k) =1

s’énonce en disant que “I'aréte y; x F;; X y; est franchie entre les instants k et k + 17.

Ceci permet de formuler le systéme d’équations de récurrence représenté par le
graphe dans les termes suivants : une phase y; (i =1, ..., n) est active a un instant k + 1,
si et seulement si une aréte d’extrémité y; est franchie entre les instants k et k + 1. En
effet, I’équation

Yilk+1) = Fyy(k)y1 (k) V... V Fi (k) yn (k)

est équivalente a la phrase “y;(k + 1) =1 si et seulementsi (y;(k)=1et F;;(k)=1)
ou...ou (y,(k)=1cet Fip(k)=1)".

Létiquette Fy; d’une aréte est appelée la condition de franchissement de cette
aréte. La relation Fj;j(k)=1s’exprime par “la condition Fj; est vérifiée a I'instant k.
Par suite, une aréte est franchie entre les instants k et k + 1 si et seulement si sa phase
d’origine est active a l'instant k et sa condition de franchissement est vérifiée a l'ins-
tant k.

La propriété de stabilité de I'état secondaire nul, qui caractérise les machines
séquentielles représentables par un graphe de récurrence (§ 3.3.19), peut s’énoncer
ainsi : si toutes les phases sont inactives a l'instant k, alors elles sont toutes inactives
al'instant k + 1.

3.3.23 Exemple : détecteur de séquences
Considérons a nouveau le cahier des charges du détecteur de séquences erp
(§3.2.8, 3.2.9), et posons selon (3.71)

€ = X1 Xg, FEX X, P = Xy X2,

Le graphe de récurrence

f‘ fz El Xa
1 Ql > ¥2 y3 (3.114)

et ’équation
z(k) = y3(k)xy(k)x (k) (3.115)

définissent une machine de Mealy R (x1,x5)(¥1,¥2,¥3;2). Le graphe représente le
systéme d’équations de récurrence d’ordre 1 de la composante séquentielle de A, et
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I’équation (3.115) définit la composante combinatoire de R. Fixons I’état secondaire
initial
y1(Dxya2(1)xy3(1) = 1x0x0. (3.116)

Seule la phase y, est active a 'instant initial. La condition de franchissement 1 est
vérifiée a tout instant. Donc la phase y reste active a tout instant k. Il s’ensuit que la
phase y, est active 4 un instant k + 1 si et seulement si e(k)= 1. La phase y; est
active a un instant k& + 2 si et seulement si y,(k+1)=1etr(k+1)=1, doncsiet
seulement si e(k)=r(k + 1) = 1. Il en découle par (3.115)

z2(k+2) = e(k)r(k + 1) p(k +2).

Par ailleurs ’état initial (3.116) implique que la phase y, ne peut étre active qu’au
plus tot a U'instant 2, et y3 au plus tot 4 I'instant 3. Par suite z(1) =z(2) = 0. La ma-
chine proposée satisfait ainsi le cahier des charges (3.70), (3.72).

Le graphe de récurrence (3.114) est d’un type particulier, en ce sens que les
variables secondaires y; ne figurent pas dans les étiquettes. Cette classe de machines
sera traitée plus loin (§ 3.3.30).

3.3.24 Cahier des charges

Une machine binaire S(x;,x;)(z) est définie comme suit. La variable de sortie z
prend la valeur 1 i la fin de tout intervalle de temps 7= {t,  + 1, ..., t + k} vérifiant les
quatre conditions ci-dessous, et vaut 0 a tout autre instant.

® k=2,

e x,(t)=x;(t+k)=1;

® x,(t')=0 pour tout instant ¢' tel que ¢ <t' <t +k;

® le nombre des instants ¢ tels que t <t' <t +k et x,(¢') =1 est impair.

Ce fonctionnement est illustré par la figure 3.32. Les traits verticaux représentent les
instants 1, 2, 3, ... Les instants ¢ tels que x; (¢) = 1 sont marqués d’un point @ sur la
ligne x, et de méme pour les autres variables. On a mis en évidence les intervalles T véri-
fiant les conditions ci-dessus.

On demande de trouver une machine de Mealy R (x;,x3)(¥1, ..., Vn;2) et un état
secondaire initial ¢, tel que la machine R, (x;,x,)(z) satisfasse ce cahier des charges.

it T T £

X1

X2

Fig. 3.32

3.3.25 Solutions
Deux solutions sont données dans les figures 3.33 et 3.34. Leur analyse approfon-
die est un exercice vivement recommandé pour développer la faculté d’utilisation des
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graphes de récurrence. Nous commenterons la figure 3.33 par les points suivants.

® Grice a I’état secondaire initial fixé, la phase y est active a tout instant ¢. En
effet, 'aréte (1, 1, ) est franchie entre £ =1 et £ =2, doncentre £ =2 et
t =3, etc...

® Six;(t)=1,il y a une aréte et une seule d’extrémité y; ou y, qui est franchie
entre £ et t + 1, a savoir I’aréte (y,x,¥2). Donc x(£) =1 implique
yg(t + l): 1 ety3(1‘+ l)=0

® Sila condition X; x, est vérifiée a un instant ¢, alors

Ya(t) =1 = y(t+1)=0 et y3(t+1) =1
y3(t)=1= y,(t+1)=1 et y3(6+1) =0

® Si les phases y, et y3 sont respectivement active et inactive au début d’un inter-
valle de temps dans lequel x; vaut 0, il faut et il suffit que la condition x, soit
vérifiée un nombre impair de fois dans cet intervalle pour que la phase y3 soit
active 4 la fin de I'intervalle.

Ces remarques ne constituent pas une démonstration de validité de la solution, mais
devraient aider le lecteur a se convaincre de cette validité. Les équations de récurrence
représentées par le graphe (fig. 3.33) s’écrivent

»ilk+1) = y(k)
ya(k+1) = yi(k)x1 (k) Vya(k)x (k) x2 (k) V y3(k)xy(k)xs (k)
ya(k+1) = ya(k)xy (k) x3 (k) V y3(k)xy (k) xy ().

Il est recommandé de tester la solution en construisant, au moyen de ces équations, les
séquences y1, ¥, V3 correspondant aux séquences x, x, de la figure 3.32 (avec I’état
initial donné), et de vérifier que I’'on a bien z (k) =y3 (k) x, (k).

composante séquentielle :

X1Xx2
_;| X2
x| —  m = =
]Cyl_—.__-.yE V3 X1 X2
.~ -
: FiEs
composante combinatoire : z(k) = y3(k)xq (k)
état secondaire initial : P Xy (1) xy3(1) =1xX0X0
Fig. 3.33
composante séquentielle :
X

X1 O .\_‘] ,1‘2_1-’3 =t =
1 C}'l 2 )'33 X1 X2

composante combinatoire: z(k) = y3(k)xq (k)
état secondaire initial : YD) Xy (1) xy3(1) =1X0x0

Fig. 3.34
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La seconde solution (fig. 3.30) fait figurer une variable secondaire dans I’étiquette
d’une aréte. On impose ici au franchissement de I’aréte y, —— y3 entre deux instants
t,t +1 la condition que y3 soit inactive 4 I'instant ¢. Ce genre de condition de franchis-
sement n’est guére indispensable dans cet exemple de cahier des charges. En théorie, il
n’est méme jamais indispensable. Nous verrons cependant que son usage peut étre extré-
mement commode, voire pratiquement indispensable. On peut faire, sur cette seconde
solution les remarques qui suivent.

® [a phase y; est active 4 tout instant, comme dans la premiére solution.

® Si x(¢)=1, alors la phase y, est active i tout instant ¢’ > . En effet, x;(£)=1
implique y, (¢ + 1) =1, et par suite, pour chaque instant ¢' > ¢, 'une des arétes
(¥1,%1,¥2), (¥2,X1,y,) est franchie entre t' et ¢t + 1.

® Six;(t)=1,alors y3(¢+ 1) =0, car aucune aréte d’extrémité y3 n’est franchis-
sable entre f et £ + 1.

® Considérons un intervalle 7= {¢,¢+ 1, ..., + k} tel que décrit dans le cahier
des charges. On a x;(¢) =1, donc y, est active et reste active dés I'instant 7 + 1.
Considérons un instant ¢’ (¢ <t'<t+k) tel que x,(¢')=1.Si y3(¢')=0,
alors I’aréte y, — y3 est franchie et y3(¢'+ 1)=1.8i y3(¢')=1, alors
aucune des arétes d’extrémité y3 n’est franchie, et y3(¢'+ 1) =0. La condition
x,(t")=1 a donc pour effet d’inverser I'activité de y3 entre " et "+ 1. Il faut
et il suffit qu’elle soit vérifiée un nombre impair de fois dans I'intervalle pour
que 'on ait y3(t+k)=1.

La solution est testé dans la figure 3.35, que ’on peut construire directement a partir
du graphe de récurrence, lorsqu’on a bien assimilé les régles du paragraphe 3.3.21, expri-
mées dans les termes du paragraphe 3.3.22.

X1

X2

¥,

Fig. 3.35

3.3.26 Exercice : cahier des charges
Le fonctionnement d’une machine binaire S(xy,x5,x3)(2;,23) est décrit par les
points suivants, illustrés dans la figure 3.36.
® z,(k)=1 sietseulementsi k>1et x;(k—1)=x,(k)=1.
® z,(k)=1 sietseulement s’il existe un instant k' <k tel que x3(k')=1 et
x5 (k")=1 pour tout instant k" (k' < k"< k).

On demande de trouver une machine de Mealy R (xy,x3,x3)(¥1, -, ¥n321,22) et un
état secondaire initial ¢, telle que R, soit une réalisation de S.



104 MACHINES SEQUENTIELLES

e |

X2

X3

Z1

z2

Fig. 3.36

3.3.27 Exercice : cahier des charges

Nous disons qu’une séquence x(1, k) € B* se termine par un nombre pair (resp.
impair) de 0 s’il existe un instant 7 < k tel que x(h)=1,x(h +1)=x(h +2)=..=
x(k)=0, et k—h est pair (resp. impair). Par exemple, les séquences 100, 010000 se
terminent par un nombre pair de 0; les séquences 110, 0101000 se terminent par un
nombre impair de 0. On définit de facon symétrique les séquences se terminant par un
nombre pair de 1 (ainsi 011, 1001111), et celles se terminant par un nombre impair
de 1 (ainsi 101, 0111). Ceci posé, on définit le fonctionnement d’une machine binaire
M(x)(zy,24,23,24) par les points suivants :

® z,(k)=1 ssi(sietseulement si)la séquence x (1, k) se termine par un
nombre pair de O;

® z,(k)=1 ssi x(1, k) se termine par un nombre impair de 0;

® z3(k)=1 ssi x(1, k) se termine par un nombre pair de 1;

® z,(k)=1 ssi x(1, k) se termine par un nombre impair de 1.

On demande de réaliser cette machine par une machine de Mealy binaire munie d’un
état secondaire initial.

3.3.28 Cahier des charges

Le systéme d’enclenchement d’un moteur électrique comporte trois boutons pous-
soirs A, B, C. Le moteur se met en marche lorsqu’on a poussé et reliché A et B dans
n’importe quel ordre. Il s’arréte lorsqu’on a poussé et relaiché C. Une action sur A ou sur
B pendant que le moteur est en marche, une action sur C pendant qu’il est arrété n’ont
aucun effet.

Ce fonctionnement est illustré par le chronogramme de la figure 3.37 olia, b, ¢
sont les signaux logiques associés aux boutons A, B, C, et z le signal qui commande la
marche du moteur. On effectue un échantillonnage des signaux a, b, ¢, z, avec une
période d’échantillonnage assez courte pour que toute variation des signaux soit prise
en compte. On obtient ainsi les séquences a, b, ¢, z de la figure 3.37, et 'on cherche une
machine de Mealy R (a, b,¢)(yq, ..., ¥n:2) avec un état secondaire initial p tel que la
machine Rp(a, b, c)(z) satisfasse ce cahier des charges.

3.3.29 Solutions

Deux solutions sont proposées dans les figures 3.38 et 3.39. Le lecteur les analy-
sera de la maniére indiquée au paragraphe 3.3.25. Les deux solutions sont des machines
de Moore (z ne dépend pas des variables primaires). On observera dans les deux solutions
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Fig. 3.37

composante séquentielle :
b

)
,_ “/”\bxo 75
S -

¥4 —_—
/ c
Uq

= Y6 e
[

composante combinatoire : z(k) = ys(k)V yg(k)
état secondaire initial : Yi()X .. Xyg(1) =1X0x0x0X0x0
Fig. 3.38

composante séquentielle :

C a
a V2 ¥

D V6 ¥1

vavs ol )E

= - / .

yaVuys Cn lt
X |

b ¢ ! D ¢

|

b C Vs o
") e

composante combinatoire : z(k) = yg(k)Vyq(k)

etat secondaire initial ; PIX.oXys(1) =1X0X..%x0

Fig. 3.39

105
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un retard a 'enclenchement et au déclenchement de z, par rapport 4 la figure 3.37. Dans
la premiére solution, la seconde phrase du cahier des charges (§ 3.3.28) est interprétée
dans le sens suivant : le moteur se met en marche lorsqu’on a appuyé une fois au moins
sur chacun des boutons A, B et lorsque ces deux boutons sont relachés. En outre, si ’'on
appuie simultanément sur A et B, la premiére solution suppose que cette action s’étend
sur au moins deux périodes d’échantillonnage. Un cahier des charges informel autorise
toujours une certaine liberté d’interprétation.

3.3.30 Machines séquentielles B-linéaires

Une machine séquentielle binaire M(xy, ..., X, )(¥1, .., V) €st dite B-linéaire, ou
linéaire au sens booléen du terme, si elle peut étre définie par un systéme d’équations de
récurrence de la forme

yi(k+1) = Fu(K)y1(kK) V...V Fip (k) ya (k) (i=1,..,n) (3.117)

oll toutes les expressions Fy(k) (i,j=1, ..., n) sont des expressions booléennes sur
x1(k), ..., xpn, (k). Les variables secondaires ne figurent pas dans ces expressions.

Une telle machine peut étre représentée par un graphe de récurrence dans lequel
les conditions de franchissement de toutes les arétes sont indépendantes des variables
secondaires.

Par exemple, les machines séquentielles définies par les graphes de récurrence des
figures 3.33, 3.38 sont linéaires.

3.3.31 Exemple

Soit M(xy,x52)(¥1,¥2,V3) la machine séquentielle définie par le graphe de récur-
rence de la figure 3.40. Cette machine est linéaire. Nous pouvons écrire ses équations de
récurrence :

yitk+1) =x1(k)yi1 (k) Vxy(k)ya(k)

ya(k+1) = x1 (k) x5 (k) y1 (k) V (x1 (k) V x5 (k) y2 (k) (3.118)

ya(k +1) = x3(k)ya (k).
La table de transition de la machine (tab. 3.41) est tirée des équations (3.118). La linéa-
rité en 1, V2, ¥ 3 se traduit par deux propriétés de la table de transition. Premiérement
I’état secondaire nul (0,0, 0) est totalement stable. Secondement, si pour deux états

secondaires quelconques y =(y1,¥2,73), ¥ =(¥1,¥2,¥3) on désigne par y V y'I’état
secondaire (¥, Vy1, ¥2 V3, ¥3 Vy3), on observe que pour tout état primaire x

(PVy)ex=(y-x)V(y'x). (3.119)

;l v X2
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X, x5

0 010 111 1 | 0
000|00O0|0O0O0O|0O0O] (00O
oo0o1jroof1o00}{0O0O0O|0O0O0
o011/11ro0f111j011|(00°0
o1ro0J)j]o1ojo0o11jo0o11(00°0
1100100111 11110
1111101111 11]110
1o01|]100|100|]10O0]|110
1 000 ofooo|10O0(f1 10
Y1 V2 Vs

Tableau 3.41

Par exemple, pour y =(0,0,1), y'=(1,1,0),ona y Vy'=(1,1,1), et 'on observe dans
la table que la ligne correspondant 4 (1, 1, 1) est la disjonction bit par bit des lignes cor-
respondant a (0,0, 1) et (1, 1,0).

Grice a ces deux propriétés, la table de transition est entiérement déterminée
lorsqu’on connait ses trois lignes correspondant aux états secondaires unitaires (0,0, 1),
(0,1,0),(1,0,0), puisque tout autre état secondaire peut s’exprimer comme une dis-
jonction d’états unitaires. Par ailleurs, une ligne correspondant a un état unitaire peut se
construire directement d’apreés le graphe de récurrence. Par exemple, on construit la der-
niére ligne de la table en se plagant a un instant k ol seule la phase y, est active, et en
suivant pour chaque état primaire les arétes franchies, donc les phases actives 4 I'instant
suivant.

La propriété de linéarité (3.119) peut se démontrer de fagon générale. En vertu de
la forme du systéme d’équations (3.117), le vecteur y - x, noté en colonne, se calcule par
un produit matriciel 7y, ol F est une matrice carrée dont les composantes ne dépendent
pas de celles de y. Ainsi dans notre exemple

X1 0 Xy Y1
yex = | x3x xVx, 0 V2
0 Xa 0 Y3

I est clair que cette opération matricielle /'y est linéaire en y, c’est-a-dire que
F(yVy'")=FyVFy'

Réciproquement, si une machine séquentielle binaire complétement spécifiée (don-
née par sa table de transition) posséde la propriété (3.119), et si son état secondaire nul
est totalement stable, alors elle est linéaire au sens du paragraphe 3.3.30.

Il est a noter que pour une machine linéaire, la matrice F est unique, contrairement
au cas d’une machine non linéaire (§ 3.3.16).

3.3.32 Machines séquentielles uniformes
Nous appelons uniforme une machine séquentielle binaire

M(xls '"axm)(yl ] "'1yﬂ)
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qui est B-linéaire, et dont le graphe de récurrence G posséde en outre la propriété sui-
vante : pour deux arétes quelconques

EFji Vi
Yi /
TR~

i Yk
ayant méme origine et des extrémités distinctes (j # k), les expressions Fj;, Fi; sont
telles que Fj; A Fy; = 0. Cette propriété s’entend comme valable au cas ol i =].

3.3.33 Exemple : cahier des charges

Sur une ligne de chemin de fer & voie unique se trouve un passage d niveau gardé
(fig. 3.42). On détecte en trois points A, B, C de la voie la présence d’un train. Le point
C est situé sur le passage a niveau, A et B sont en amont et en aval du passage. Des varia-
bles binaires a(k), b(k), c(k) sont associées aux trois points. La relation a(k) =1 signi-
fie qu’un train se trouve sur A a I'instant &, et de méme pour b (k) et ¢(k). On demande
de construire une machine ayant une variable de sortie binaire z(k) qui commande la
fermeture des barriéres selon la régle suivante : les barriéres se ferment sitdt qu’un train
arrive de 'extérieur sur A ou sur B (les trains peuvent passer dans les deux sens); elles
s’ouvrent dés que le train a fini de passer sur C. La longueur L d’un train peut étre quel-
conque : 0 <L <oe, Ce cahier des charges est tiré de [13].

LT

Fig. 3.42

Une solution est proposée dans la figure 3.43, dont la composante séquentielle est
uniforme. Dans cet exemple en outre, la disjonction de toutes les conditions de franchis-
sement des arétes issues d'un méme sommet est égale a 1. L’analyse de cette solution est
laissée au lecteur,

composante séquentielle :

a\"b
| —-—- I\ ——-- 1
cla\vh) claVh)
a\.-’b 3 aV b aVvb
composante combinatoire : z(k) = ya(k)Vys(k)
¢tat secondaire initial: Y X .. Xys(l)=1x0x0x0x0

Fig. 3.43
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3.3.34 Définition
On appelle norme d’un vecteur binaire x = (x,, ..., X, ) le nombre des composan-
tes non nulles de x, et 'on désigne ce nombre par ll xIl. Ainsi

n
Ixl =Y x; (somme arithmétique). (3.120)
i=1
Un vecteur nul est un vecteur de norme 0, un vecteur unitaire est un vecteur de norme 1.
Si x, x ' sont deux vecteurs de méme dimension,

Ixvx'"ll < lxl + Ix'l (3.121)

3.3.35 Proposition
Pour tout état total y x x d’une machine séquentielle binaire uniforme
M(x1, s X)) (P15 s V)

Iy -xI < Uyl (3.122)

En effet, la relation (3.122) est vraie si Il y Il = 0, en vertu de la stabilité de 1’état secon-
daire nul. Si [y =1 la relation est vraie d’aprés le paragraphe 3.3.32 : si seule une
phase y; est active 4 un instant &, alors il y a au plus une phase active a 'instant k£ + 1.
Enfin, si Iyl =p > 1, y peut s’exprimer comme la disjonction de p vecteurs unitaires
M1, -5 Mp et par la propriété de linéarité y - x=n;*x V ... V 5, * x. Chacun des vec-
teurs 7;* x étant de norme < 1, il vient | y » xIl <p par (3.121).

3.3.36 Remarque

Il y a une grande ressemblance entre le graphe de récurrence d’une machine
séquentielle uniforme, et un graphe d’états (graphe de transition) au sens classique.
Considérons par exemple la machine séquentielle définie par la table ou le graphe de
transition de la figure 3.44. C’est la composante séquentielle d'une machine longue-
ment étudiée dans le volume V (chap. 6 : discriminateur de sens de rotation). On
peut la considérer comme une machine séquentielle R (x, x,)(y), dont 'alphabet
primaire est I’alphabet binaire B,, et I'alphabet secondaire est 'alphabet “quelconque”
Y = {a,b,c,d}. On sait que la méthode classique consiste, pour obtenir une machine

.X'Isz

0x0 0x1 1x1 1x0
a a b d a
b b b c a
c b c c d
d a c d d

=

Fig. 3.44 Bxl
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X2

@

Y1
xX1x; Xpxz

X1X32 .?]Xz

xX|X2  x1x3
X1x2 X1 x;

binaire, a coder les états a, b, ¢, d par des vecteurs binaires distincts, de méme dimen-
sion. Ce code peut étre quelconque. Mais si I’on choisit les quatre vecteurs unitaires de
dimension 4, ce qu’on appelle de fagon générale codage 1 parmin (§ V.6.2.12), on
obtient la machine binaire M(x,x5)(», ..., ¥4) uniforme dont le graphe de récur-
rence est donné dans la figure 3.45. La ressemblance des deux graphes est évidente, et
le passage de I'un 4 I'autre immédiat. Mais il faut bien voir que les machines R et M
sont distinctes : notamment la seconde posséde 16 états secondaires, et non 4.

3.4 GRAPHES DE RECURRENCE RECEPTIFS
3.4.1 Définition
Soient

Fj; .
Y = G,j=1,.,n)

les arétes d’un graphe de récurrence G. Nous appellerons réceptivité d’une phase y; dans
G, et nous désignerons par pg(¥;), ou simplement p(y;), la disjonction des conditions
de franchissement Fj; telles que j #i. Nous écrirons ceci :

pc(yi) = V F (3.123)
jEi

Les Fj; intervenant dans cette définition sont les conditions de franchissement de toutes
les arétes d’origine y; et d’extrémité différente de y;. Sil'on considére la matrice des
conditions de franchissement

F[l F“ Fln

F= .Fii :F“ﬁ ‘.Ff'u (3.124)

Fnl Fm’ sz

on voit que la réceptivité de y; est la disjonction des éléments non diagonaux de la i-eme
colonne de F.
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3.4.2 Exemples

La figure 3.46 reproduit le graphe de récurrence de la figure 3.38. Dans ce graphe,
onap(y)=aVb, p(¥2)=b, p(¥3)=a, p(¥4)=ab, etc. Notons que ces réceptivités
sont les mémes que celles de la figure 3.47.

V4 —— Vs

/,\ ab
IR

Y6

c

Fig. 3.47

Pour le graphe de la figure 3.48, ou R, S, T, U sont des expressions booléennes non
précisées, la matrice des conditions de franchissement s’écrit :

1 0 0 o0
R S 0 0

F= o o o o (3.125)
o T 1 0

Dans ce graphe, p(y1) =R, p(¥2)=UV T, p(y3)=1, p(y4)=0. On rappelle
(8§ 3.3.17) que les arétes dont la condition de franchissement est O sont omises dans le
dessin d’un graphe de récurrence.

S sSvoT

) s
N

R R
1 C,\l—- y2 —-—-- Y4 1 C."I
Fig. 3.48 ’ Fig. 3.49

NA
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3.4.3 Définition
Un graphe de récurrence G, dont les arétes sont

Fiji .
yf _+yf (LI = ]-) "‘!n)

est dit réceptif si pour chaque phase y; la condition suivante est vérifiée :
FyVpc (i) = Fi. (3.126)

I1 s’agit 1a d’une équivalence d’expressions booléennes, au sens de la section 3.1. Cette
condition peut s’écrire selon (3.28) :

pc(¥i) < F. (3.127)
Nous écrirons encore, en appliquant (3.22) a (3.123) :
pc (i) = N\ F. (3.128)
JEi

Le graphe de la figure 3.46 est réceptif, et méme plus, puisqu’il vérifie 'égalité p(y;) =
F;; pour chaque phase y;. Le graphe de la figure 3.48 n’est pas réceptif, car p(y5) =0=1
et Fa4 =0. La condition (3.127) est vérifiée cependant pour y, et y3; pour y, on ne
peut rien dire tant que les expressions S, T, U restent indéterminées.

3.4.4 Définition
Soient les arétes d’un graphe de récurrence G :

Fji .
Yi—— (Gj=1,.,n)

et F' (3.124) la matrice des conditions de franchissement. Supposons que I’on modifie
les éléments diagonaux Fj; de cette matrice, en les remplacant par

Fii = FiV o (i), (3.129)

ceci pour i =1, ..., n et en laissant inchangés les éléments non diagonaux. On définit
ainsi une nouvelle matrice F', avec

Fi: = Fy; pour i # j (3.130)
Fji = Fi Vv ( A fﬂ) pour i = 1,..,n (3.131)
j#i
Nous désignerons par |G le graphe de récurrence dont les arétes sont
Fji .
Y1 — >y (i,j=1,.,n).

11 est clair que ce graphe |G est réceptif. On a en effet pg (¥;) = pg (¥;) en vertu de
(3.130). Par suite Fj; V p\g(v:i) = Fj; selon (3.129).

Le graphe |G est appelé le graphe de récurrence réceptif associé au graphe de
récurrence G. Il est clair que si G est lui-méme réceptif (3.126), alors les matrices F et
F' sont égales.

Le graphe de la figure 3.46 est le graphe réceptif associé a celui de la figure 3.47.
Le graphe de la figure 3.49 est le graphe réceptif associé a celui de la figure 3.48. On le
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vérifie immédiatement en effectuant sur la matrice F' (3.125) la modification décrite
ci-dessus, et qui donne :

1 0 0 o0

. R SVUT 0 0
B = (3.132)

0 U 0 0

0 T 11

3.4.5 Notation

Etant donné un graphe de récurrence G, on représentera le graphe réceptif asso-
cié |G par le diagramme de G lui-méme dans lequel on aura barré les fléches par un
trait |. Un tel diagramme est appelé un diagramme de réceptivité.

Ainsi, le graphe de la figure 3.46 sera représenté par la figure 3.50 (cf. fig. 3.47),
et le graphe de la figure 3.49 par la figure 3.51 (cf. fig. 3.48).

X7
A

Fig. 3.51

Les figures 3.48 et 3.51 sont identiques aux barres | prés. Il faut bien voir cepen-
dant qu’elles représentent des systémes d’équations de récurrence non équivalents. Pour
écrire les équations de récurrence représentées par la seconde, il faut considérer le graphe
réceptif qu’elle représente (fig. 3.49), et appliquer & celui-ci les régles du paragraphe
3.3.21. Il vient :

ni(k+1) =y (k)

ya(k+1) = R(k)y (k) V (S(k) V UK) T(k)) y2 (k)
ya(k+1) = U(k)y, (k)

va(k+1) = T(k)ya (k) Vys(k)Vya(k).

(3.133)
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On peut alors se demander si la nouvelle notation présente un intérét quelconque, hor-
mis ’économie d’écriture. Il se trouve que I'intérét principal ne réside pas dans cette
économie, mais dans une interprétation directe en termes de régles d’activité des phases,
analogues a celles du paragraphe 3.3.22. Elles seront énoncées au paragraphe 3.4.8, et
I’on verra par la suite comment cette maniére de penser convient 4 la formalisation de
toute une classe de cahiers des charges.

3.4.6 Proposition
Soient

Fj

yl';)yj (i’f: 1!"'9")
les arétes d’un graphe de récurrence G. Le systéme d’équations de récurrence représenté
par le graphe réceptif associé |G est équivalent au systéme d’équations
n

w1y = (VE @0y 0) v (A ) ) (3.134)

i=1

(i =1,..,n).

3.4.7 Démonstration
Par définition (§ 3.4.4), le systéme d’équations de récurrence représenté par |G
s’écrit, en omettant le paramétre k au second membre :

yi(k+1) = ( \2 ﬁ}jyj) v (F,-,-v'f\' Fj,-)y,-. (3.135)
j#i j#i
Il y a lieu d’appliquer ici la formule booléenne
FVG =FV(FAG) (3.136)
involontairement omise au paragraphe 3.1.10, et qui se démontre comme suit :
FV(FAG)=(FVF)AN(FVG)=1A(FVG) =FVG.

Grice A cette formule, on montre facilement que le second membre de (3.135) est
égal 4 celui de (3.134). Il suffit de remarquer que

FuyV N\ Fy=FyVF; N\ F=F;v N\ F
j#Ei j#Fi =1

3.4.8 Regles d’activité
Soient
Fji 2 3
Yy — @#,j=1,..,n)
les arétes d’un graphe de récurrence G. Le systéme d’équations de récurrence représenté
par le graphe réceptif associé |G peut se traduire par les régles d activité suivantes, vala-
bles pour une phase y; quelconque.
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® Sjal'instant k il y a dans G une aréte
Yy
d’extrémité y;, telle que y;(k) =1 et Fjj(k) =1, alors y;(k + 1) =1.
® Si y;(k)=1 et sipour toute aréte
Fy

Yp—— 2 Y
d’origine y; dans G on a Fj;(k) =0, alors y;(k+ 1) =1.

@ [a phase y; ne peut étre active a I'instant & + 1 qu’a I'une au moins des condi-
tions énoncées dans les régles précédentes.

Ces régles découlent immédiatement du paragraphe 3.4.6. Elles ne font que tra-
duire I’équation (3.134). On observe que si I'on supprime la seconde régle, ce qui revient
a supprimer dans (3.134) le terme

n

N\ F(k)yi(k),

j=1

on obtient les régles d’activité relatives 4 G. L’adjonction de la deuxiéme régle a pour
effet de maintenir en activité une phase active y; lorsque son activité ne peut se commu-
niquer 4 aucune phase par franchissement d’une aréte d’origine y; dans G.

3.49 Exemple

Considérons la phase y, de la figure 3.51 et énoncons les régles d’activité de cette
phase. Premiérement : si y; (k)=1 et R(k)=1, ousi y,(k)=1et S(k)=1, alors
ya2(k+1)=1. Secondement : si y,(k)=1 et S(k)=T(k)=U(k) =0, alors
ya(k + 1) =1. Troisiémement : y, ne peut étre active a 'instant k¥ + 1 qu’a I'une au
moins de ces conditions.

On pouvait bien entendu énoncer ces régles en ignorant les paragraphes 3.4.6 4
3.4.8, et en se reportant a la figure équivalente 3.49. Il suffisait d’y remplacer ’expres-
sion S V U T par I’expression équivalente S V S U T. Les paragraphes mentionnés
n’avaient pour but que de généraliser cet exemple.

Considérons encore la phase y4 (fig. 3.51). La seconde régle d’activité entraine
ceci : si y4(k)=1,alors y4(k + 1) = 1, car toutes les arétes d’origine y4 dans G (fig.
3.48) ont une étiquette nulle (3.125). Cette régle peut aussi se tirer de la figure 3.49.

3.4.10 Commentaire

Les graphes de récurrence réceptifs se présentent de facon naturelle lorsqu’on
cherche a formaliser par graphes de récurrence le cahier des charges de systémes séquen-
tiels 2 comportement asynchrone (§ V.6.1.6). Ces systémes sont caractérisés approxi-
mativement par la propriété suivante : dans tout intervalle de temps dans lequel les va-
riables d’entrée sont constantes, les variables de sortie sont constantes. Nous avons dit
“approximativement”, car la propriété s’entend en faisant abstraction d’un éventuel
retard du changement des sorties par rapport au changement des entrées qui en est la
cause. Nous ne pouvons entrer ici dans plus de détails.
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On remarque que le systéme du paragraphe 3.3.28 est de ce type. Il a pu étre
représenté par un graphe réceptif (fig. 3.38, 3.46, 3.50). Nous allons en voir d’autres
exemples, nous offrant I’occasion d’utiliser la notation du paragraphe 3.4.5.

3.4.11 Cahier des charges

Deux véhicules C;, C, (fig. 3.52) peuvent se déplacer sur des voies paralléles entre
un lieu A et un lieu B. L’état de mouvement du systéme & un instant ¢ est décrit par 8
variables binaires @, (t), @, (1), b1(2), by (1), d1(2), d2(2), g, (), g4 () ayant les signi-
fications suivantes :

a;(t)=1 < C;esten A;
bi(t)=1 = C;esten B;
d;(t)=1 < C;est en mouvement vers la droite;
gi(t)=1 = C; est en mouvement vers la gauche.

Le systéme est complété par un bouton poussoir S, représenté par une variable binaire
s(¢), et il fonctionne de la fagon suivante. Initialement les deux véhicules sont au repos
en A. Ils y restent tant que I’on n’appuie pas sur S (s(¢) =0). Sitdt qu’on appuie sur S
(s(t)=1), chacun d’eux effectue i sa vitesse propre un aller et retour ABA. Ce mouve-
ment est appelé le cycle du systéme. Le cycle est terminé lorsque les deux véhicules sont
de retour en A. Un nouveau cycle s’effectue si les deux véhicules étant en A, on appuie
a nouveau sur S. Mais si S est maintenu constamment poussé, un seul cycle a lieu. Par
ailleurs, une manipulation quelconque de S pendant le mouvement des véhicules est sans
effet. On demande de représenter ce fonctionnement par une machine binaire

M(S’alaaZ’bl:bZ)(dlsglad2532)'

A B
Cy

e
L

Fig. 3.52

Une solution est proposée dans la figure 3.53. Il s’agit d’'une machine de Moore
dont la composante séquentielle est définie par un graphe de récurrence réceptif, et
munie d’un état secondaire initial. Dans cet état, seule la phase y, est active (phase en-
cerclée deux fois). Les équations de la composante combinatoire sont simplement :

di(t)=p3(t) ; da(1)=y2(1)

g1(1)=ys(t) ; & (t)=ya(t).
Ceci est noté dans la figure par le placement des variables dy, d», g1,£2 4 coté des
phases correspondantes. On peut généraliser cette notation lorsqu’une variable tertiaire
z est déterminée par une équation de la forme z(¢) =y;(¢) V y;(¢) V ..., en écrivant z
a coté des sommets y;, yj, ... du graphe de récurrence.
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Fig. 3.53

3.4.12 Exercice : cahier des charges

Reprendre les données du paragraphe précédent, en y apportant I'une des modifi-
cations possibles indiquées ci-dessous.

® [e premier véhicule qui arrive en B y attend I'arrivée de 'autre, et alors seule-
ment ils repartent vers A.

® Le premier véhicule qui arrive en B y attend I'arrivée de I’autre. Alors C,
retourne en A pendant que C, reste en B, et lorsque C; est arrivé en A, C,
quitte B et retourne en A.

® [ ’arrivée en B de I’'un quelconque des véhicules détermine le retour immédiat des
deux véhicules en A, quelle que soit la position de I’autre véhicule 4 ce moment.

3.4.13 Machines d’enclenchement et déclenchement

Pour toute séquence binaire x (1, n), nous appelons séquence des enclenchements
de x, et séquence des déclenchements de x, et nous notons respectivement x 1 (1,r),
x 4 (1,n) les séquences binaires définies par :

i z (3.137)
xt(k+1) =x(K)Ax(k+1)  (k=1,..,n-1) '
x4 (1) =x()

x4 (k+1) = x(k) A x(k+1) (k=l,...,n*1),2 G138

Cette définition est illustrée par la figure 3.54.

123 .. 12 3
X X
v 1 xt
X x4

Fig. 3.54
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Une machine d’enclenchement (resp. déclenchement) est une machine binaire

M(x)(z), telle que M(x)=x 1 (resp. M(x) =

figures 3.55, 3.56, 3.57 sont trois réalisations

x |) pour toute séquence d’entrée x. Les
d’une machine d’enclenchement. La pre-

miére n’est pas représentable par un graphe de récurrence (§ 3.3.19). La seconde est dé-
finie au moyen d’un graphe de récurrence non réceptif, et la troisiéme par un graphe de
récurrence réceptif. Une machine de déclenchement admet des réalisations analogues.

D

y

composante séquentielle :
composante combinatoire :
état secondaire initial :

y(k+1) = x(k)
z(k) =y(k)nx(k)
y(1)=20

Fig. 3.55

composante séquentielle :

composante combinatoire :
état secondaire initial :

x
1 C_l']—.- Y2
z(k) = yy (k) A x (k)
Y1) X yp(1) =1Xx1

Fig. 3.56
X
composante séquentielle : »1 ‘\+/ y2
X

composante combinatoire :
état secondaire initial :

Fig. 3.5

z(k) = yy (k) A x (k)
y1(1)X y2(1) = 1x0.

7

Les machines d’enclenchement ou déclenchement peuvent étre des accessoires

commodes. Reprenons par exemple le cahier

des charges du paragraphe 3.4.11 (fig.

3.53). Une autre solution est présentée dans la figure 3.58, qui se compose de trois
graphes réceptifs distincts en interaction. Le troisiéme réalise une machine d’enclen-

Vist

0

by

2

a3

Fig. 3.5

8
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chement, et dans les deux premiers I’expression s 1 est mise pour s y;. L’avantage de

cette solution est que I’on peut omettre le graphe d’enclenchement. Il faut seulement
se rappeler que la condition s1 est vérifiée a I'instant 1 si s(1)= 1, et 4 I'instant k >1
sis(k)=1ets(k—1)=0.

3.4.14 Cahier des charges
Nous appelons impulsion d’un séquence binaire x (1,7) tout intervalle [#,,%,] =
{ti,t;+1, .., 5} tel que 1<¢; <ty < n,et vérifiant les conditions suivantes :

® x(¢)=1 pour tout instant ¢ € [ty, 75 ]
® si 1 <ty,alors x(#;—1)=0
® si fy <n, alors x(t,+1)=0.

Par exemple, les impulsions de la séquence x(1,13)=1101011101111 sont les inter-
valles [ 1,2], [4,4], [6,8], [10,13].

Une machine binaire M(x;, x,)(z) est définie par la régle suivante : étant donné
une séquence d’entrée x| X x5, la séquence de sortie correspondante z est construite en
prenant pour chaque impulsion [ 4, 7, ] de x; la premiére impulsion [ 77,7, ] de x5 telle
que #; < t;. Cette régle est illustrée par la figure 3.59. On demande de réaliser cette ma-
chine par une machine de Mealy munie d’un état secondaire initial. On ne tolére aucun
retard de z dans la solution, par rapport a ce qui est donné dans la figure 3.59.

Une solution est proposée dans la figure 3.60. Son analyse est laissée au lecteur.

Fig. 3.59

Composante séquentielle :
1

Y2

Composante combinatoire : z(k) = y3(k) xa(k)V ya (k) (x51 (k)
Etat secondaire initial: Y1 (1) X y2(1)X y3(1) =1x0x0.

Fig. 3.60
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3.4.15 Exercice : cahier des charges

Les entrées et les sorties d’'une machine binaire M (a,, a,,r3)(ry, 3, a3) sont
groupées par paires (fig. 3.61) : (a4, 7;), (a3,r3), (a3,r3). Chacune de ces paires est
appelée une voie de communication vy, v,,v3. Les voies vy = (ay,r;),v3 =(a;,73)
sont dites voies d’entrée de M, et la voie v3 = (a3, r3) est dite voie de sortie. Une voie
v; est dite libre a un instant ¢ si r; (¢) =0, et occupée si r; (t)=1. On dit qu’il y a appel
sur une voie v; 4 I'instant 7 si ¢;(z)=1.

Un appel sur une voie d’entrée a un instant ¢ est enregistré par la machine si cette
voie est libre a cet instant. Sitot que la machine a enregistré un appel sur une voie d’en-
trée, elle occupe cette voie et la maintient occupée. Lorsqu’elle a enregistré un appel
sur chacune des voies d’entrée (dans n’importe quel ordre), elle appelle sur la voie de
sortie sitdt que celle-ci est libre. Elle appelle ainsi jusqu’a ce qu’elle regoive une réponse,
c’est-a-dire jusqu’a ce que r3(t)=1. Sitot qu’elle regoit cette réponse, elle cesse d’appe-
ler et libére les deux voies d’entrée.

(0| —
0] — ——— "'Il
[ — M —ry = M ‘:;
e .
e s —— rs
Fig. 3.61

3.4.16 Notation

Les figures 3.62, 3.63, 3.64 introduisent une notation abrégée pour les graphes de
récurrence réceptifs. Dans chacune d’elles, le diagramme de droite est la notation abré-
gée de celui de gauche. F est une expression quelconque.

Y L] 1 L5 i ]
F_l'z F.l'| F
F F F
V3 Vs V2 Y3 Y2

y3
Fig. 3.62 Fig. 3.63
Y1 2 w1 V2
Fy2 Fyi E
Fyy Fya
L] Y4 y3 Y4
Fig. 3.64

Plus généralement, le diagramme de la figure 3.65 représente &k X p arétes :
Fji
yi —+—y;
(i=1,..,k) (=m+1,..,m+p)
dont les k x p conditions de franchissement F}; sont toutes de la forme :

Fyy . Yi—1 Yit1 - Yk
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La notation représente donc un faisceau d’arétes qui sont toujours franchies simultané-
ment, et ceci a la condition que y, ..., yx soient toutes actives et que F soit vérifiée.
On ne suppose pas dans cette définition de notation, que m > k. Elle s’applique par
exemple 4 la figure 3.66.

B Y2
F
Ym+1 Ym+2 ... Ym+p Y3 Ya
Fig. 3.65 Fig. 3.66
¥3 Va2
- e i
¥s V4
0] —— —

$Ve Fig. 3.67 R
ey
5
V3 Y2
by by
Vs Va
ay az
] Ve
3

Fig. 3.68
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Avec cette notation, le graphe de récurrence réceptif représenté par la figure 3.67
(cf. § 3.4.11, fig. 3.53) peut étre représenté également par la figure 3.68.

3.4.17 Références bibliographiques

La représentation de systémes logiques séquentiels au moyen de graphes qui ne
sont pas des graphes d’états est assez récente. Divers types de graphes ont été proposés
dans la littérature [15, 16, 17]. Ils ont tous la propriété commune suivante : les états
secondaires de la machine séquentielle ne sont pas représentés chacun par un sommet
du graphe, mais par un ensemble de sommets, que I’on dit actifs dans 1’état considéré.
Dés lors, chaque sommet n’est autre qu’une variable secondaire y(#), qu’on I’appelle
phase, place, ou étape comme il se trouve dans la littérature. Et le graphe représente
un systéme d’équations de récurrence booléennes. Nous sommes donc partis de cette
idée : noter sous forme de graphe un tel systéme d’équations. Il nous a paru raison-
nable de n’appliquer cette idée qu’i un type particulier d’équations, celles qui définis-
sent une machine séquentielle complétement spécifiée dont 1’état secondaire nul est
totalement stable (§ 3.3.19). Les machines réceptives (§ 3.4.3) en sont un cas parti-
culier. L'organiphase [15] est un graphe qui s’interpréte selon les régles du paragraphe
3.4.8. Il entre donc dans la classe des machines réceptives. Il en est de méme du
GRAFCET [16] auquel nous avons emprunté la notation ci-dessus (§ 3.4.16). Par
contre, les réseaux de Petri [17] représentent des machines séquentielles incompléte-
ment spécifiées et de type non standard (§ 2.4.34). Leurs équations de récurrence
n’entrent pas dans la classe la plus générale considérée dans ce chapitre.



CHAPITRE 4

EXPRESSIONS REGULIERES

4.1 OPERATIONS REGULIERES

4.1.1 Introduction

Le chapitre précédent était consacré exclusivement aux machines binaires. Dans
le présent chapitre, nous revenons aux machines plus générales présentées au chapitre 2.
Un exemple nous servira d’introduction, tout en indiquant les notions qu’il pourrait
étre judicieux de revoir.

Considérons la figure 4.1 qui reproduit la figure 2.63. Elle présente la table de
transition et le graphe de transition d’une machine de Mealy R [ X, Y, Z ], avec I'alpha-
bet primaire X = {a, b, ¢, d }, 'alphabet secondaire Y = {p, q, r}, et I'alphabet tertiaire
Z={0,1} (§ 2.6.8). Nous rappelons les notations du paragraphe 2.6.12.

(4

A

a b c d d,e b
[0] P - [1]
Pl 4i— —:1 p;0 —3 0
q | q;0 r— | —=y= | sl d d(l]| |a
B g r;l1 ail —;0 ,....b_ 4
bmb — - Qalﬂl
c[l]

Fig. 4.1

Si ’on fixe un état secondaire initial, par exemple g, on définit par la-méme une
machine R, : X"~ Z" (8§ 2.6.15) dans laquelle I’alphabet secondaire Y est ignoré. Pour
chaque séquence x € X", la figure 4.1 permet de déterminer I’ensemble de séquences
Rq(x)C Z". Ainsi pour x =bdd, ona R, (x)= {000,001,100,101} (§ 2.6.16). On
peut imaginer la correspondance R, représentée par une table infinie, ol dans une
premiére colonne seraient écrites toutes les séquences d’entrée x, et dans une seconde
colonne, en regard de chaque séquence x, serait noté I'ensemble R, (x) correspondant.
Une table infinie n’est cependant qu’une vue de I’esprit, et ’on voudrait pouvoir la
remplacer par une expression mathématique finie, définissant la correspondance R,.
Certes le graphe de la figure 4.1 est bien une “expression” finie définissant cette cor-
respondance. Cependant il fait usage d’un alphabet secondaire Y. On voudrait pouvoir
décrire la correspondance R, par une expression dans laquelle ne figureraient que les
lettres des alphabets X et Z.

La motivation de ce souhait est la suivante. Dans une machine de Mealy A [X,Y,Z],
la composante séquentielle et I’alphabet secondaire jouent un role auxiliaire. La
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machine est construite en vue de réaliser une correspondance X" = Z". Sa construc-
tion procéde en partant d’un cahier des charges qui ne se référe qu’aux alphabets
X et Z. On I’a bien vu dans les exemples du chapitre 3. On peut ainsi imaginer que la
machine ci-dessus (fig. 4.1) a été construite en vue de réaliser la correspondance A,
celle-ci ayant été décrite au préalable dans un cahier des charges. On voit qu'il serait
avantageux de disposer d’un formalisme permettant d’exprimer cette correspondance
au moyen des seuls alphabets X, Z et d’en tirer la machine R (fig. 4.1) par une méthode
systématique.

L’étude d’un tel formalisme et de ses applications sont précisément 1’objet de ce
chapitre.

4.1.2 Définitions

Rappelons qu’un alphabet X est simplement un ensemble fini non vide, et que
X" désigne I’ensemble de toutes les séquences sur cet alphabet (§ 1.4.1). Un ensemble
de séquences quelconque A sur X, c’est-a-dire un sous-ensemble quelconque A C X*
est appelé un langage sur X, et nous désignerons par Ly I’ensemble des langages sur X.

L’ensemble vide @ C X", ’ensemble X" lui-méme (X" C X ") sont des langages
sur X. L’ensemble X, considéré comme I’ensemble des séquences de longueur 1 sur X,
est un langage sur X. Rappelons que pour tout entier n > 1, X" est ’ensemble des
séquences de longueur » sur X. C’est aussi un langage sur X.

Au paragraphe 1.4.2 nous avons défini le produit xy de deux séquences x, y sur
un alphabet X, et nous avons remarqué (§ 1.4.3) que ce produit est associatif : (xy) z =
x (yz). On définit par récurrence le produit Il (x, ..., x,, ) d’'un n-uple de séquences
(xq, ..., X, ), pour tout n = 1, en posant

N Xy sin =1 a1y

(1, s Xn) (LG By 8 3L *
Etant donné une séquence x, on appelle décomposition de x de dimension n (n entier =1)
tout n-uple de séquences (x,, ..., x, ) tel que x =1 (x,, ..., X,; ). Toute composante x;
d’une décomposition (x4, ..., X, ) de x est appelée une syllabe de x. La premiére et la
derniére composante d’'une décomposition quelconque de x sont appelées respective-
ment un préfixe et une terminagison de x. En particulier x est elle-méme une syllabe, un
préfixe, et une terminaison de x : décomposition (x) de dimension 1.

Le produit AB de deux langages A, B sur un alphabet X a été défini au paragra-
phe 1.4.5. Utilisant la définition ci-dessus, nous pouvons exprimer la définition de AB
par la relation

x € AB < x admet une décomposition (x;, x,) (4.2)
telle que x; € Aetx, €B.

On n’exige pas dans (4.2) que la décomposition (x, x, ) soit unique. Considérons par
exemple les langages finis A= {0,01}, B= {12,112} sur I’alphabet X= {0,1,2}. La
séquence x = 0112 appartient au langage AB, car elle admet la décomposition (01 € A,
12 € B). Elle admet aussi la décomposition (0 € A, 112 € B). Le langage AB est ici le
langage fini {012,0112,01112}.

On a vu (§ 1.4.7) que le produit de langages est associatif : (AB) C= A (BC). Le
produit IT (A, ..., A, ) d’'un n-uple de langages (A, ..., A, ) est défini par récurrence :
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A, sin =1 (4.3)
(II(A,, ., Aps DA, sin > L

On en tire aussitot la généralisation de (4.2) :

II(Ay,....Ap) =

x€I(A,, .., A,) <= xadmet une décomposition (4.4)
(xq,...,x,) telle que x; EA;
pouri=1, ..., n.

Lorsque les langages A, ..., A, sont tous égaux a un méme langage A, le produit
M(Ay, .., A,)estnoté A". On a donc
Al = A

4.5)
A™' = A"A pour tout entiern > 1.

4.1.3 Propriétés
Les propriétés principales du produit de langages ont été vues au paragraphe 1.4.7.
Nous rappelons ici:

ACC BC
ACB = ] (4.6)
CACCB
A(BUC) = ABUAC
4.7)
(BUC)A = BAUCA
AD=0A = 0. (4.8)
Nous ajoutons les formules suivantes qui découlent immédiatement de (4.5) :
AT AT = AT (4.9)
(A™)" =A™, (4.10)
Enfinsi Ay, ..., A, sont des langages quelconques, on a d’aprés (4.4) :
x€Il (A, ..., A,) = lg(x) = n. (4.11)

4.1.4 Définition
Soit A un langage quelconque sur un alphabet X. On appelle itération de A la
réunion des langages A" (n > 1). Ce langage est noté A". On a donc
A* = AUAT VRS U= L) AR (4.12)
n=l1
Une séquence x sur X appartient au langage A" si et seulement si elle appartient 4 une
puissance quelconque de A, autrement dit :

xE€A" = x admet une décomposition (x, ..., X,,) (4.13)
de dimension n =1 quelconque telle que
x;€EApouri=1,..,n.
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4.1.5 Exemple

Considérons le langage fini A= {01,12,010,112} sur 'alphabet X = {0,1,2}.
La séquence x = 010112 appartient au langage A", car elle admet la décomposition
(01,01,12) selon laquelle elle appartient 2 A°. Elle admet aussi la décomposition
(010,112) et appartient donc aussi a A%

4.1.6 Remarque

En désignant par X" 'ensemble des séquences sur un alphabet X, on utilise le
signe + d’une maniére compatible avec la définition de I'itération. En effet toute sé-
quence x sur X admet une décomposition (x4, ..., x,)avecx; €EX (i=1,...,n). Les
syllabes x; sont de longueur 1, et la décomposition est unique.

4.1.7 Propriétés de I'itération
Soient A, B deslangages quelconques sur un alphabet X. On a les formules suivantes :

A" C A" (pour tout entier n > 1) (4.14)
A" = AUAA" = AUA'A (4.15)
(AN = A’ (4.16)
0" =0 4.17)
ACB=A"CB". (4.18)

4.1.8 Démonstration

La relation (4.14) découle immédiatement de (4.12). Pour (4.15) il suffit d’écrire
AA'=A(AUA%U.)=A2UAU. et A'A=(AUAU.)A=A’UA%U...
Pour (4.16), on a d’abord A" = (A")! C (A")" d’aprés (4.14). Par ailleurs six € (A")",
x admet une décomposition (x,, ..., X, ) avec x; € A pour i = 1, ..., n. Chaque compo-
sante x; admet & son tour une décomposition (x;;, X; 4, ...) de composantes x;x € A. Il
est clair que (X1, X12, s Xn 1> Xn2, ---) €st une décomposition de x dont toutes les
composantes appartiennent 4 A. Par suite x € A", et ceci montre que (A")" C A”. Pour
(4.17), on peut écrire @* =@ U @ 0" = 0 par (4.15) et (4.8). Enfin (4.18) est évidente.

4.1.9 Définitions

Les opérations de réunion A U B, de produit AB, et d’itération A" appliquées a
des langages A, B sont appelées opérations réguliéres.

Soit A un ensemble de langages sur un alphabet X. Nous désignons par Opr (A)
I’ensemble des langages de la forme A U B ou AB ou A’, avec A, B € A. Autrement dit
Opr (A) est I'ensemble des langages qui peuvent étre obtenus a partir des langages de
’ensemble A en effectuant une opération réguliére.

Par exemple, si A se compose de trois langages A, B, C, alors I’ensemble Opr (A)
se compose des langages AUA, AUB,AUC,BUB,BUC,CUC, AA, AB, AC, BA,
BB, BC, CA, CB, CC, A", B, C". Il est clair que tous ces langages ne sont pas nécessai-
rement distincts. On remarque, puisque A U A = A, que

AC Opr(A). (4.19)
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On dira qu’un ensemble de langages A sur un alphabet X est stable pour les opérations
réguliéres, si
Opr(A) = A. (4.20)

Pour montrer que A est stable, il suffit, en vertu de (4.19) de montrer que
Opr (A) C A, c’est-a-dire que

AEAet BEA = AUBEA (4.21)
AEAet BEA = ABEA (4.22)
AEA = A'EA. (4.23)

4.1.10 Définition

Soit A un ensemble de langages sur un alphabet X. Nous désignons par LR (A)
I’ensemble des langages qui peuvent étre construits 4 partir des langages de A en effec-
tuant une succession quelconque d’opérations réguliéres. Autrement dit, ’'ensemble
LR (A) est la réunion des ensembles A, Opr (A), Opr (Opr(A)), ... Posons

LRy (A) = A (4.24)
et pour tout entier n =0
LR,.1 (A) = Opr (LR, (A)). (4.25)

Ceci définit une suite infinie d’ensembles de langages LR,, (A) (n=0, 1, 2, ...). 'ensem-
ble LR (A) est défini comme la réunion de tous les ensembles LR, (A) de cette suite.
Cela signifie qu’un langage A appartient a ’ensemble LR (A) si et seulement §’il existe
un entier n tel que A € LR, (A).

On remarque que LR, (A) C LR,.; (A)en vertu de (4.25) et (4.19), d’ot

m < n = LR,, (A)C LR, (A). (4.26)

Nous dirons que les langages A € LR (A) sont les langages réguliérement engendrés par
I’ensemble de langages A. Lorsque A se compose d’un nombre fini de langages, A=
{A, ..., A}, 'ensemble LR (A) est noté LR (A4, ..., A,).

4.1.11 Proposition

L’ensemble LR (A) contient A; il est stable pour les opérations réguliéres; tout
ensemble de langages £2 qui contient A et qui est stable pour les opérations réguliéres
contient LR (A).

Cette proposition peut se résumer par la phrase : LR (A) est le plus petit ensem-
ble de langages contenant A et stable pour les opérations réguliéres.

4.1.12 Démonstration

La premiére assertion résulte immédiatement de (4.24). Pour la seconde, il suffit
de montrer que les relations (4.21), (4.22), (4.23) sont vraies lorsqu’on y remplace A
par LR (A). Soient donc A, B € LR (A). Il existe deux entiers m, n tels que A € LR,
(A)et BELR, (A). Admettons que m <n. Ona A € LR,, (A) par (4.26). En vertu
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de (4.25), les langages A U B, AB, A" appartiennent 2 LR,,,; (A), donc a LR (A).
Pour démontrer la troisi¢éme assertion, considérons un ensemble de langages 2 tel que
AC Qet Opr(R2)=Q.0na LRy (A)C Q par (4.24). Supposons que LR, (A) C Q.
I est clair que cette hypothése entraine Opr (LR, (A)) C Opr (), d’ot LR,,4; C Q.
Ainsi par récurrence on a LR,, (A) C Q pour tout entier 7. Par suite LR (A) C Q.

4.1.13 Exemple

Soient A, B, C trois langages sur un alphabet X. L’expression (A U(B"C))" repré-
sente un langage réguliérement engendré par I’ensemble A= {A, B, C}. On a en effet
B'€LR; (A),B'"CELR, (A), AU(B'C)ELR;(A),(AU(B'C)) €ELR,4 (A).

4.1.14 Corollaire

Soient A, A" deux ensembles de langages sur un alphabet X. Si A" C LR (A),
alors LR(A')C LR(A).

En d’autres termes, tout langage A qui est réguliérement engendré par un ensem-
ble de langages A’ réguliérement engendrés par A, est lui-méme réguliérement engendré
par A.

Pour preuve, il suffit de poser £ = LR (A). L'ensemble §2 est stable pour les opé-
rations réguliéres (§ 4.1.11). L’hypothése A’ C § entraine LR (A') C Q (8§ 4.1.11).

4.1.15 Opérations =
On rencontre fréquemment des expressions de la forme A"B U B ou BA" U B,
dans lesquelles A et B sont des langages sur un alphabet X. Pour les abréger, on pose

A'B UB = A™B 4.27)

BA® UB = BA* (4.28)
En développant A" selon (4.12), il vient

A*B=BUABUA?BUA’BU... (4.29)

BA* = BUBAUBA?UBA*U... (4.30)

Une séquence x du langage A® B (resp. BA™) est donc soit une séquence de B soit une
séquence de B précédée (resp. suivie) de n séquences de A (n > 1 quelconque).

Il est clair que les langages A* B et BA™ sont réguliérement engendrés par I'en-
semble {A, B}

4.1.16 Exemple

Soient X I’alphabet {0, 1, 2} et B le langage fini {01,02}. L’expression X*B
représente I’'ensemble de toutes les séquences x sur X qui possédent la terminaison 01
ou la terminaison 02 (§ 4.1.2). De méme BX™ est 'ensemble des séquences qui pos-
sédent le préfixe 01 ou le préfixe 02.

4.1.17 Commentaire
Les opérations A¥ B, BA™ sont binaires, en ce sens qu’elles portent sur deux lan-
gages A, B. Par opposition I'opération A™ portant sur un langage est unaire. Mais 1’ex-
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pression A* seule n’a pas de sens dans cet ouvrage. Nous attirons I’attention sur ce point,
car la plupart des auteurs donnent un sens a expression A*. Ils introduisent 4 cet effet
une séquence spéciale A de longueur nulle, dite séquence neutre, telle que Ax =x\=x
pour toute séquence x. Ils définissent alors A* par A* = A* U {A}. La relation (4.27)
s’en déduit comme conséquence : A*B=(A"U {A})B=A"BU {A\} B=A"BUB. La
relation (4.28) se déduit semblablement. L'introduction d’une séquence neutre présente
des avantages algébriques, mais entraine des complications théoriques. Nous ’écartons
définitivement.

4.1.18 Proposition
Soient A, B, C des langages quelconques sur un alphabet X. On a les formules
suivantes :

A" = A*A = AA? (4.31)
A¥*(BUC) = A*BUA*C 432)
(BUC)A* = BA*UCA*® '

0*A = AQ* = A (4.33)
A*0 = 0A* =0 (4.34)
(A*B)C = A*(BC) (4.35)
(AB*)C= A(B*C) (4.36)
(AB)C* = A(BC™*). (4.37)

En vertu des trois derniéres relations, nous écrivons A*BC, AB*C, ABC* sans paren-
théses. Pour commenter ces notations, on peut dire qu’une séquence du langage A*BC
est formée d’'un nombre quelconque (éventuellement nul) de séquences de A suivies
d’une séquence de B et d’une séquence de C. Une séquence du langage AB™C est for-
mée d’une séquence de A suivie d’un nombre quelconque (éventuellement nul) de
séquences de B, suivies d’une séquence de C.

La démonstration des formules ci-dessus est un simple exercice d’application de
formules précédentes. Il suffit d’éliminer les signes * au moyen de (4.27), (4.28) et
d’appliquer notamment (4.15), (4.7), (4.17), (4.8).

4.1.19 Lemme
Si A et S sont deux langages sur un alphabet X, alors
ACSA = A =0 (4.38)

Autrement dit le seul langage A vérifiant la relation A C SA est le langage A = 0.

4.1.20 Démonstration

Supposons que A C SA. Désignons par A,, 'ensemble des séquences x € A de
longueur n, ceci pour tout entier » =1. Nous allons montrer que A ,, = @ quel que soit .
Premiérement A; = @, car I’hypothése A C SA implique /g (x) = 2 pour toute séquen-
ce x € A (4.11). Par ailleurs, notre hypothése permet d’écrire successivement par (4.6) :
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ACSACS’AC..CS"AC..

En vertu de (4.11), on a donc /g (x) = n + 1 pour toute séquence x € A, donc A,, = 0,
et ceci quel que soit n. Par suite A = 0.

4.1.21 Proposition
Si R, S, T sont des langages sur un alphabet X, on a I’équivalence

R=SRUT < R = S*T. (4.39)

4.1.22 Démonstration

Supposons d’abord que R=8*T. Alors SRUT=S(S*T)UT=(SS*)TUT=
S*TUT=S*T=R par (4.36), (4.31), (4.27).

Supposons inversément que

R =SRUT. (4.40)
Nous en déduirons premiérement que
S*TCR.

En effet, en appliquant alternativement (4.40) et (4.6), on peut écrire successivement
TCR,STCSR,STCR, S’TC SR, o R, et ainsi S” T C R quel que soit 7,
d’oll S*T C R. Il reste & montrer que R =S*T. Pour cela désignons par A I’ensemble
des séquences x € R qui n’appartiennent pas au langage S™ T. Le langage A est le com-
plément de I’ensemble S™ T par rapport a 'ensemble R :

XEA <= xERetx & S*T (4.41)

Pour montrer que R=S™T, il suffit de montrer que A = 0. A cet effet nous établirons
que A C SA et nous appliquerons (4.38). Soit doncx €A. Onax €ERetx &S *T par
(4.41), donc x € SR par (4.40). Par suite x se décompose en un produit x =x, x, avec
x, ESetx, €R. De plus x, ¢ S*T, sinon I’on aurait x € S*T. Donc x, € A, et par
suite x € SA. Ceci prouve que A C SA.

4.1.23 Corollaire

Si S et T sont deux langages sur un alphabet X, il existe un langage R sur X et un
seul tel que R=SR U T, et ce langage est régulierement engendré par S, T.

En effet selon (4.39), la relation R=SR U T admet une solution R et une seule,
a savoir R = ¥ T. Ce corollaire est généralisé au paragraphe 4.1.25.

4.1.24 Corollaire
Si R et S sont deux langages sur un alphabet X,

R=SR+<*R=9. (4.42)

En effet la relation R = SR peut s’écrire R = SR U 0. Elle équivaut 4 R = $*0,
donc @ R =0 par (4.39) et (4.34).
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4.1.25 Proposition

Soient S;;, T; (#,7 =1, ..., n) des langages sur un alphabet X, et considérons le sys-
téme de relations

Rl = S“ Rl U SIZ Rzu eah USM Rn UTI

R2= S?,l RIUSn RzU...USannuTz (443)

R, =8, RjUS,,R, U..US,,R, UT,.
Ce systéme admet une solution Ry, ..., R, (langages sur X) et une seule, et chacun des
langages Ry, ..., R, de cette solution est réguliérement engendré par I’ensemble des
langages S;;, T;.

Nous dirons que (4.43) est un systéme d’équations réguliéres linéaires d’ordre n
en Ry, ..., R,.

4.1.26 Démonstration

La proposition est vraie pour un systéme d’ordre 1 (§ 4.1.23). Nous raisonnons
par récurrence. Supposons que la proposition soit vraie pour tout systéme d’ordre n — 1,
n étant un entier > 1, et considérons un systéme (4.43) d’ordre n. Nous pouvons écrire
sa derniére équation sous la forme R,, =8§,,, R,, U T, avec

T= Snl Rl L USM_I R”_l U Tn-

Cette équation est équivalente & R,, =S, T(4.39), soit a

Ry = SanSniR1 V.. USH, Spn-1 Rpoy USHn Ty (4.44)
Si'on élimine R, au moyen de (4.44) dans les n — 1 premiéres équations de (4.43), on
obtient un systéme d’équations linéaires d’ordre n —1 en Ry, ..., R,,_;. Ce systéme aura
la forme

R; = S;1R; U...USjp- iRy UT;  (i=1,..,n—1) (4.45)
avec

S/i = Sij U SinSnn Snj

ij=1,..,n—1). 4.46
T/ = T,USinSka Ty e ) e

Par hypothése, le systéme (4.45) admet une solution Ry, ..., R,,_, et une seule, et les
langages Ry, ..., R,,_, de cette solution sont réguliérement engendrés par ’ensemble
des langages S ;-;-, T ;. Or ceux-ci sont réguliérement engendrés par ’ensemble des Si. X
selon (4.46). Il s’ensuit que Ry, ..., R,,_; sont réguliérement engendrés par I’ensemble
des S;;, T; (§ 4.1.14). En portant cette solution Ry, ..., R,,_; dans (4.44), on détermine
R, qui se trouve a son tour réguliérement engendré par I'ensemble des S;;, T;.

4.1.27 Définition : langages réguliers
On appelle langages élémentaires sur un alphabet X = {a,, ..., a, } le langage vide
D etles nlangages {a,}, ..., {a, } comportant chacun une seule séquence (de longueur 1).
On appelle langage régulier sur X tout langage qui est réguliérement engendré
(§ 4.1.10) par I'ensemble des langages élémentaires. Autrement dit, 'ensemble des lan-
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gages réguliers sur X est I'’ensemble LR ({a,}, ..., {a,}, 0) au sens du paragraphe 4.1.10.
Un langage sur X est régulier si et seulement s’il peut étre construit a partir des langages
élémentaires par une succession d’opérations réguliéres.

4.1.28 Expressions réguliéres

On convient de représenter les langages élémentaires {a, }, ..., {a,} sur I'alphabet
X = {ay, ...,a,} par les expressions a,, ..., a,,. Cela revient a assimiler la séquence @; au
langage {a;}. Cette notation adoptée, il est clair que tout langage régulier sur ’alphabet X
peut étre représenté par une expression formée au moyen des seuls symboles ay, ..., a,,
@,U, + et de parenthéses. L’opération de produit est notée sans symbole spécifique. On
peut utiliser encore le symbole #, qui est commode mais non indispensable (§ 4.1.15).

Ces expressions sont appelées expressions réguliéres sur a,, ..., a,,, en abrégé
ER(a,, ..., @, ). On peut préciser leur forme au moyen de régles d’écritures analogues a
celles des expressions booléennes (§ 3.1.4).

Les expressions @, a4, ..., @, sont des ER(a,, ..., a,). (4.47)

Si F, G sont deux ER (a4, ..., a,), alors ’expression

(4.48)
(FUG)estune ER(ay, ...,a,).
Si F, G sont deux ER (&, ..., a, ), alors ’expression (4.49)
(FG)estune ER(ay, ..., a,). '
Si Fest une ER(ay, ..., a,), alors ’expression F* 4.50)
est une ER(ay, ..., a,).
Si F, G sont deux ER(ay, ..., @, ), alors les expressions 4.51)

(F*G) et (FG™)sont des ER(ay, ..., a, ).
Considérons par exemple I’alphabet X = {0,1,2}. L’expression
((0U(2*1)") (01)) (4.52)
est une expression réguliére sur cet alphabet, comme le montre la figure 4.2.

4.47)

(DU (2*1))

14.49)

WOU(2*1) )01
Fig. 4.2
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Les régles ci-dessus font un large emploi de parenthéses. Pratiquement on omet
les parenthéses extérieures d’une expression ainsi que les parenthéses qui sont super-
flues en vertu de I’associativité de la réunion et du produit. Ainsi I’expression (4.52)
s’abrége (0 U (2 ay ) 01. En outre, on omet des parenthéses en convenant que les
opérations de produit sont effectuées avant les réunions. Par exemple I’expression
0 U 21 signifie 0 U (21) et non (0 U 2) 1.

4.1.29 Exemples

Nous considérons I'alphabet X = {0,1, 2} pour fixer les idées, et quelques exem-
ples de langages réguliers sur cet alphabet.

Un langage comportant une seule séquence x est régulier. En effet si [g(x) =1 ce
langage est élémentaire. Silg(x)=n > 1, le langage s’obtient par n —1 produits & partir
des langages élémentaires. Par exemple le langage {201} s’obtient en effectuant le pro-
duit {2} {0} = {20}, puis le produit {20} {1} = {201}. Ce langage est représenté par
I’expression réguliére 201.

Un langage fini {x,, ..., X, }, c’est-a-dire composé d’un nombre fini n de séquen-
ces est régulier. Il s’obtient en effet a partir des langages réguliers {x,}, ..., {x,} par
n —1 opérations de réunion. On le notera par ’expression réguliére x; U ... Ux,,. Par
exemple le langage X = {0,1, 2} lui-méme peut étre noté par I’'expression réguliére
0U1U 2. Le langage {02, 111} est noté par I’expression réguliére 02 U111,

Il est clair que si, partant des langages élémentaires, on n’effectue que des réu-
nions et/ou des produits, on ne peut obtenir que des langages réguliers finis. Ainsi
I’expression réguliére (02 U111) (0 U 2) représente le langage fini {020, 022, 1110,
1112}. Il faut utiliser 'opération d’itération pour engendrer un langage régulier infini.
Par exemple I’expression 01" représente I’ensemble des séquences de la forme 01" :
01,011, 0111, ...

Un langage régulier peut étre défini autrement que par une expression réguliére.
Considérons par exemple la phrase suivante, définissant un langage A sur I'alphabet X :
A est ’ensemble des séquences qui possédent la terminaison 01. Cette phrase définit
un langage, mais on ne peut affirmer qu'il est régulier que lorsqu’on a réussi a le repré-
senter par une expression réguliére montrant par quelle succession d’opérations régu-
liéres A se trouve engendré par les langages élémentaires. Ceci ne présente pas de dif-
ficulté dans I’exemple choisi. Les séquences qui possédent la terminaison 01 sont : la
séquence 01, et toutes les séquences de la forme x 01 ol x est une séquence quelcon-
que sur X. L’ensemble des séquences x quelconques est le langage X "=(0 U1 U 2)".
L’ensemble des séquences de la forme x 01 est le langage régulier (0 U 1 U 2)'01. Fina-
lement, A est le langage (0 U1U 2)"01 U 01. On peut le noter aussi (0 U 1 U 2)*01.
Signalons que certaines descriptions de langages réguliers peuvent étre beaucoup plus
difficiles a traduire par une expression réguliére.

Ces exemples aménent immédiatement la question : existe-t-il des langages non
réguliers? La réponse est affirmative. Un exemple classique est I’ensemble des séquen-
ces de la forme 0”17, ¢’est-a-dire 01, 0011, 000111, ... On peut s’essayer vainement
a représenter ce langage par une expression réguliére. Toutefois, ’insuccés d’une telle
tentative ne constitue pas une preuve de la non régularité du langage. Cette preuve
repose sur d’autres notions et sera reportée au paragraphe 4.2.20.



134 MACHINES SEQUENTIELLES

4.1.30 Exercice
Représenter par une expression réguliére chacun des langages A, ..., Ao sur
'alphabet {0,1, 2} décrits ci-dessous.
A, :ensemble des séquences qui possédent la terminaison 100.
A, :ensemble des séquences qui possédent le préfixe 100 (§ 4.1.2).
A; :ensemble des séquences qui possédent une syllabe 2 (§ 4.1.2).
A, :ensemble des séquences qui possédent une syllabe 2 et une seule.
As :ensemble des séquences qui ne possédent aucune syllabe 2.
Ag :ensemble des séquences de longueur > 3.
A, :ensemble des séquences qui comportent un nombre pair de 1.
Ag :ensemble des séquences qui comportent un nombre impair de 1.
Ay :ensemble des séquences qui ne possédent aucune syllabe 01.
Ao : ensemble des séquences qui possédent une syllabe 01 et une seule.

4.1.31 Solution

A; = (0U1U2)*100.
A, = 100(0U1U2)*
A; = (0U1U2)*2(0U1U2)%

Les séquences de A, sont de la forme 2, x2, 2y, x2y, ol x et y sont des séquences
quelconques. On a donc,en posant X=0U1U2: A; =2UX"2U2X"UX"2X",
ce qui se transforme par (4.27), (4.28) en 'expression ci-dessus.

As = (OUD*2(0UD)*

As == (0 U ].)+

A¢ = (0UIU2)(0UIU2)(0ULU2)"

A; = (0U2U1(0U2)*1)"
Une séquence de A, admet toujours une décomposition en syllabes de la forme 0,2,11,
1x 1, ol x est une séquence quelconque ne comportant pas de 1. Par exemple la séquen-
ce 201201011 admet la décomposition (2, 0,1201,0,11). Ceci se traduit par ’expres-

sion réguliére ci-dessus. A noter que les séquences qui ne comportent pas de 1 font par-
tie du langage A, (le nombre O est pair).

As = (0U2)*1(0V2UI(0U2)* D™

Les séquences de Ag sont de la forme 1,x1, 1y, x1y, ol x est une séquence quelconque
qui ne comporte pas de 1, et y est une séquence quelconque comportant un nombre
pair (éventullement nul) de 1. Ceci se traduit par ’expression ci-dessus.

As = 0TCCI¥0N)Y U I (21 0T L 21t oT)”
Le langage A, est exprimé comme la réunion de trois langages, & savoir les trois en-
sembles de séquences ne comportant aucune syllabe 01, et commengant respective-
ment par 0, par 1, et par 2. Désignons ces trois langages par Ry, R;, R,. L’expression

R, =(21%0™)" est facile a comprendre. L’ensemble P = 21* 0™ est 'ensemble des
séquences qui commencent par 2, qui ne comportent qu'un seul 2 et aucune syllabe 01.
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1l est clair que toute séquence de R, admet une décomposition en syllabes du type P,
d’ott R, =P". Une séquence de ’ensemble R, appartient au langage 0" si elle ne com-
porte pas de 2, et au langage 0°R, si elle comporte un 2. D’oli I'expression Ry =
0" (21%0%)* L’expression de R, s’explique de fagon analogue.

AIO - OIUAQ 01uUO01 AgUAgOl A.g.

En effet les séquences de Ao sont de la forme 01, x01, 01 y, x01 y, ol x, y sont des
séquences qui ne comportent pas de syllabe 01.

4.1.32 Exercice
En s’inspirant du paragraphe 4.1.26, résoudre le systéme d’équations réguliéres
linéaires
R,
R,

1 R, UOR,
1R, U 2R, U0

I

On obtiendra pour R, ,R, des expressions réguliéres sur I’alphabet {0,1,2}.

4.1.33 Solution

Résolvons la premiére équation en R, par (4.39). Il vient R; = 1¥OR,. Eliminons
R; dans la deuxiéme équation : R, =11¥0R, U2R, U0=(1"0 U 2) R, U 0. Tirons-
en par (4.39) : R, =(1'0U 2)*0.D’ou R, =1*0(1*0 U 2)*0.

4.2 DIAGRAMMES REGULIERS

4.2.1 Introduction; exemples

Pour fixer les idées, nous considérons généralement dans cette section 1’alphabet
X={0,1,2}. La généralisation est immédiate. Les langages réguliers sur X peuvent étre
représentés de fagon trés suggestive au moyen de diagrammes que nous appelons
diagrammes réguliers, dont la forme est empruntée a Wirth [14], et rappelle celle de
réseaux ferroviaires. La figure 4.3 en donne un exemple. On y voit essentiellement des
places (cercles) contenant chacune un des symboles 0, 1, 2 de I'alphabet considéré. Ces
places sont situées sur des voies d sens unique (sens des fléches), qui divergent ou con-
vergent par des aiguillages. Les places sont désignées par a, b, ¢, d, e. Le diagramme
représente un langage A sur l'alphabet X, et ceci de la fagon suivante. Les séquences
X € A sont les séquences que I’on obtient en parcourant sur les voies, depuis ’entrée E
jusqu’i la sortie S, un chemin compatible avec le sens des voies, et en énumérant les
symboles 0, 1, 2 rencontrés successivement dans ce parcours. On peut effectuer par
exemple le parcours ~a = b —~d — b - d -, suivant lequel on obtient la séquence
x =00202. Celle-ci appartient donc au langage A, et seules les séquences obtenues de
cette maniére appartiennent 4 A. Vu la boucle fermée que posséde le diagramme, il est
clair que le langage A est infini. Si A est régulier, il doit y avoir une opération d’itération
dans toute expression réguliére de A. On a par exemple, de facon évidente A=(0U 02)"U 12.

Nous fixons ainsi les buts de la présente section : premiérement de montrer que
tout langage régulier est représentable par un diagramme régulier; secondement de mon-
trer que tout diagramme régulier représente un langage régulier. Ce faisant, nous don-
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¢ [

Fig. 4.3

nerons des procédés de passage d’une expression réguliére a un diagramme régulier, et
vice-versa.

L’énoncé méme de ces objectifs indique qu’il nous faut préciser ce qu’est un dia-
gramme régulier, et comment il est interprété en tant que représentation d’un langage.
C’est le but des paragraphes suivants.

Auparavant, il est suggéré au lecteur comme exercice, de représenter les langages
du paragraphe 4.1.30 par des diagrammes réguliers. Par exemple le langage Ay peut
étre représenté par le diagramme de la figure 4.4, et cet exemple montre qu’un diagram-
me régulier peut étre plus simple et plus clair qu’une expression réguliére.

(o)

Fig. 4.4

4.2.2 Définitions

Considérons le diagramme de la figure 4.3, et désignons par P= {a, b, ¢, d, €}
I’ensemble de ses places. Certaines places sont directement accessibles de I’entrée E,
sans passer par d’autres places. Ce sont les places a, b, ¢, et nous les appellerons places
initiales. Symétriquement, les places @, d, e sont dites terminales, car depuis ces places
on peut accéder directement 4 la sortie S sans passer par d’autres places.
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Le diagramme associe a chaque place p un ensemble de places auxquelles on peut
accéder directement depuis p. Nous désignerons cet ensemble par p-. Par exemple de la
place @ on peut accéder directement 4 la place b ou 4 la place a elle-méme. Nous écri-
vons donc a+ = {a, b}. De la place e on ne peut accéder a aucune place. L’ensemble e+
est vide. Enfin chaque place p contient un symbole 0,1,2 que nous désignerons par
i (p) et appellerons la marque de p.

Toutes ces informations sont rassemblées dans le tableau 4.5. Dans sa premiére
colonne, les places initiales sont notées — p, les places terminales < p, et les places 4 la
fois initiales et terminales «— p. Il se trouve dans cet exemple que toute place est ini-
tiale ou/et terminale. C’est évidemment un cas particulier. Si I’on insérait une place
supplémentaire entre ¢ et e dans le diagramme, elle ne serait ni initiale ni terminale.

p P rip)

—a {a,b} 0

— b {d} 2

—c {e} 1

—d {a,b} 2

—e 0 2
Tableau 4.5

Nous inversons maintenant I’ordre dans lequel la figure 4.3 et le tableau 4.5 ont été
pris en considération. Les données essentielles du diagramme sont dans le tableau 4.5.
La figure 4.3 n’est qu'un moyen graphique de définir ces données. Toute autre figure
qui conduirait au méme tableau serait considérée comme le méme diagramme régulier.
Nous ne cherchons donc pas a définir la notion de diagramme régulier par le moyen de
quelconques normes graphiques. N'importe quel dessin est considéré comme un dia-
gramme régulier s’il définit sans ambiguité un tableau de la forme ci-dessus. Ceci con-
duit aux définitions qui suivent.

4.2.3 Définitions
Un diagramme régulier D sur l'alphabet X se compose des données suivantes :

e un ensemble fini et non vide P appelé ensemble des places,
e un sous-ensemble = P C P appelé ensemble des places initiales;
e un sous-ensemble < P C P appelé ensemble des places terminales;
e une correspondance ¢ : P = P qui associe a chaque place p un sous-ensemble
¢(p) C P, noté p- et appelé ensemble des places suivantes de p;
® une application u : P = X qui associe a chaque place p un élément u(p)€X
appelé marque de p.
On désigne le diagramme D par le 5-uple (P, > P, <P, ¢, u).
Un parcours du diagramme est une séquence de places y (1, n) vérifiant les trois
conditions suivantes :

y(1)e->P (4.53)
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y(n)E<P (4.54)
sin>1,alors y(k+1)€y (k) pourk=1,..,n—1. (4.55)

Pour tout parcours y (1, n) nous désignons par u () la séquence u(yy) ... u(y,) sur
’alphabet X. Cette séquence u () est appelée la marque du parcours y.

Le langage A représenté par le diagramme est ’ensemble des marques de tous les
parcours du diagramme. Autrement dit, une séquence x € X" appartient au langage A
si et seulement s’il existe un parcours y tel que x = u(y).

4.2.4 Proposition
Tout langage élémentaire ( § 4.1.27) est représentable par un diagramme régulier.
En effet on peut représenter le langage vide par n’importe quel diagramme régu-
lier n’admettant aucun parcours; il suffit par exemple que ’ensemble — P des places
initiales soit vide, c’est-a-dire qu’aucune place ne soit désignée comme initiale. Un lan-
gage élémentaire non vide, par exemple le langage O sur ’alphabet {0,1,2}, peut étre
représenté par un diagramme élémentaire (fig. 4.6). Ce diagramme posséde une place
et une seule, initiale et terminale, de marque 0, et sans places suivantes. Il admet un par-
cours et un seul, de marque 0.

c‘" P p | wip)
—q 6] 0

Fig. 4.6

4.2.5 Proposition
Si deux langages A, B surI’alphabet X sont représentables chacun par un diagramme
régulier, alors le langage A U B est représentable par un diagramme régulier.

4.2.6 Démonstration

On supposeque A et B sont représentés par des diagrammes respectifs Dy =
(Pa, > Pa, <Pa, ¢a,ua) et Dg =(Pp, > Pp, < Pp, yp, up), telsque P, NPy =0
(pas de place commune). On peut alors représenter le langage A U B par le diagramme

D
- _C A }.. (4.56)
Dg
La notation (4.56) signifie que le diagramme D = (P, =P, < P, ¢, u) est la “réunion”
des diagrammes D4, Dg. Plus précisément, ce diagramme D est défini par les relations
et par les relations suivantes, valables pour toute place p €P:

oA (P)sip € Py Ua (p)SipEP,
. i u(p) = ‘ (4.58)
vp (p)sip EPy ug (p)sip EPg.

Il est clair qu’un parcours de D est soit un parcours de D 4, soit un parcours de Dg, et

e(p) =
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réciproquement, et que par conséquent le langage représenté par D est bien le langage
AUB.

4.2.7 Proposition
Si deux langages A, B sur un alphabet X sont représentables chacun par un
diagramme régulier, alors le langage A B est représentable par un diagramme régulier.

4.2.8 Démonstration
On suppose que A et B sont représentés respectivement par D, et Dg comme
au paragraphe 4.2.6, avec P, N Pg = 0. On construit alors le diagramme

D = > Dy >Dp >, (4.59)

La notation (4.59) signifie que D est construit en juxtaposant D4 et Dy, puis en pre-
nant pour places initiales (resp. terminales) les places initiales de D 5 (resp. les places
terminales de Dg), puis en faisant suivre chaque place terminale de A par toutes les
places initiales de B. Plus précisément, on pose :

P = PAUPB; =P = _}PA; <P = ‘_PB; (4.60)
et pour toute place p €EP:
¢a(p) SipEPp etp & < Py
o(P) = | ¢a(P)U—>Pp sipE<P, (4.61)
¢s (P) sip EPp

Ha (P)sipEPy

4.62
up (p)sip €Pg. (h62)

u(p) =
11 est évident qu’un parcours de D est une séquence de places ¥ (1, m + n) telle que
¥ (1, m)est un parcours de D, et y (m + 1, m + n) un parcours de Dp, et que 'on a

m(y(1,m+n)) = ua (¥(1, m) pg(y(m+1, m +n)). (4.63)

Ceci montre que toute séquence du langage représenté par D appartient au langage AB.
Réciproquement, si y (1, m) est un parcours de D et y (m + 1, m + n)un parcours de
Dg, alors y (1, m + n) est un parcours de D et vérifie (4.63). Ceci montre que toute
séquence du langage A B appartient au langage représenté par D.

4.2.9 Proposition
Si un langage A sur un alphabet X est représentable par un diagramme régulier,
alors il en est de méme du langage A",

4.2.10 Démonstration
Supposons que A soit représenté par un diagramme Dy =(Pa .= Pa. < Pa,0a. Ua ).
On peut représenter A" par le diagramme

D= ( D ) (4.64)

A
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La notation (4.64) signifie que le diagramme D = (P, = P, < P, g, i) est construit de la
facon suivante :

P=P,; —-P=-P,; <«P=<«P,; (4.65)
et pour toute place p,
¢a (P) sip¢ <P
o(p)=1{" _ & (4.66)
pa(P)U—>P,y sipE«Py
u(p) = ua(p). (4.67)

I est intuitivement évident que le langage B représenté par D est le langage B = A", Pour
le prouver, on peut remarquer qu'un parcours de D est soit un parcours de D4, soit un
parcours de D, prolongé par un nouveau parcours de D. Ceci se traduit par la relation
B=ABU A entre les langages A et B, d’oui I'on tire B= A*A = A" par (4.39) et (4.31).

4.2.11 Proposition
Tout langage régulier sur un alphabet X peut étre représenté par un diagramme
régulier sur X.

4.2.12 Démonstration

Par définition (§ 4.1.27), un langage sur ’alphabet X est régulier s’il peut étre
construit a partir des langages élémentaires par une succession d opérations réguliéres.
En appliquant les constructions des paragraphes 4.2.4,4.2.6,4.2.8,4.2.10, on pourra
toujours représenter un tel langage par un diagramme régulier.

Pour raisonner plus formellement, désignons par A I'’ensemble des langages élé-
mentaires sur X, I1 s’agit de montrer que pour tout entier n = 0, les langages de I'’ensem-
ble LR,, (A) (§ 4.1.10) sont représentables par des diagrammes réguliers. Pour n =0
cela résulte du paragraphe 4.2.4. En supposant le fait établi pour n, on peut représenter
par un diagramme régulier n’importe quel langage de LR,,,, (A), en vertu des paragra-
phes4.2.5,4.2.7,429.

4.2.13 Exemple

La donnée d’une expression réguliére pour un langage A sur un alphabet X, permet
une construction systématique d’un diagramme régulier représentant A, par une succes-
sion d’opérations de la forme (4.56), (4.59), (4.64).

Soit & représenter par exemple le langage A = (01 U 2)"01 sur 'alphabet X =
{0,1,2}. La figure 4.7 montre la succession des opérations de construction du dia-
gramme.

4.2.14 Commentaires

La démarche illustrée par la figure 4.7 est une démarche standard, toujours
applicable 3 une expression réguliére donnée, mais ne fournissant pas toujours le dia-
gramme le plus simple.
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Langage Diagramme Opération

0

1

_._@_—
D

01 (4.59)
—0)—

2

01u 2 (4.56)

(01U 2)* (4.64)
f:\l
o/
O—
(01U 2)*01 “ (o)) (4.59)
©
Fig. 4.7

Considérons par exemple une expression de la forme A U AB, oli A et B sont
deux langages réguliers. La démarche standard conduit 4 un diagramme de la forme

Da
‘{, . _>_~ (4.68)

olt D, D'y sont deux diagrammes semblables représentant chacun le langage A, et Dy
un diagramme représentatif de B. Or la notation

— D,
A ¥ N J (4.69)

suggere un diagramme plus simple.
Considérons de méme I'expression A™B. Pour appliquer la démarche standard, il
faut écrire A*B=A"B U B. On est alors conduit 4 un diagramme de la forme

(4.70)

Da D
= 7
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Ici aussi, le méme langage A* B peut étre représenté plus simplement par un diagramme

( D".) (4.71)

Dg

4.2.15 Exercice

Soient A et B deux langages sur un alphabet X, et Dy = (Ps, > Pa,< Pa, va, ta),
Dg =(Pg, > Pg, < Py, pp, ug) deux diagrammes qui représentent ces langages. On sup-
pose que P4 N Py = 0. Définir de fagon précise le diagramme D=(P,—>P, < P, o, u)
représenté par la notation (4.69), et celui représenté par (4.71).

4.2.16 Définition
Soit D = (P,—= P, < P, p, u) un diagramme régulier sur un alphabet X. Nous
appellerons frajet dans D toute séquence de places y (1,n) vérifiant les deux conditions

y(n)E<P; (4.72)
sin>1, alorsy(k+1)Ey(k) pourk =1,..,n-1. (4.73)

La place y (1) est appelée place de départ du trajet. Elle peut étre quelconque. Si elle
est initiale, c’est-a-diresi y (1) € = P, le trajet est un parcours de D ( § 4.2.3). Un trajet
y(1,n) estuneséquencesurl’alphabet P. Laséquence u(y (1)) u(y(2))...u(y(n)),
notée u(y), est la marque du trajet.

4.2.17 Exemple

Considérons le diagramme de la figure 4.8, reproduisant la figure 4.3. Pour cha-
que place p, désignons par R, 'ensemble des trajets de départ p. On a les relations
suivantes :

R, = aR, UaR, Ua

R, = bRy

R, =¢cR, (4.74)
R; = dR, UdR, Ud

R, = e

La premiére relation s’explique ainsi : les trajets de départ a sont la séquence a et les
séquences de la forme ay ou y est un trajet de départ @ ou b (car a, b sont les places
suivantes de a). Les autres relations s’expliquent de facon semblable.
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Si maintenant nous désignons par R , non plus 'ensemble des trajets de départ p,
mais I’ensemble des marques de ces trajets, il vient :

R, = OR, UOR, U0

Ry = ORy

Re = IR, (4.75)
Rg = 2R; U2R; U2

R =2

Nous voyons que les langages R, ..., R, vérifient un systéme d’équations réguliéres
linéaires, dont les coefficients sont des langages élémentaires sur ’alphabet X = {0,1,2}.
On peut écrire ce systéme sous la forme plus homogene :

R, = OR, U OR, U PR, U BR, U OR, U 0
R, = OR, U OR, U R, U ORy U BR, U 0

En vertu du paragraphe 4.1.25, les langages R, ..., R, sont réguliers. Par suite, le langage
représenté par le diagramme est régulier, puisque c’est le langage R=R, U R, U R..

Le traitement de cet exemple est généralisé par la proposition suivante, que nous
admettons comme évidente.

4.2.18 Proposition

Soient py, ..., p,, les places d’'un diagramme régulier D= (P, > P, <P, ¢, u) sur
I'alphabet X, et pour toute place p; soit R; 'ensemble des marques des trajets de départ
p; dans D. Les langages R; vérifient le systéme d’équations réguliéres linéaires

R; = y Sij R U T; (i=1,..n) (4.76)
avec = )
S - Ju(p.') si p; €9(pi) =1 ) 477
Lf - . ] = !“'Sn .
Y 0 sipiEe(pi) “.77)
et
i) sip;€E<P
T, = i”“’) i (i =1,.m). (4.78)
0 sip;E<P

Par suite les langages R; sont réguliers (car réguliérement engendrés (§ 4.1.25) par les
langages élémentaires S;; (4.77), T; (4.78)). Enfin, le langage représenté par D, & savoir
le langage

R= U R; (4.79)

p;E—+P

est régulier.

4.2.19 Commentaire

La proposition précédente fournit un procédé permettant de trouver une expres-
sion réguliére pour le langage représenté par un diagramme régulier : il suffit de résou-
dre le systéme (4.76) et de former le langage (4.79).
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Signalons cependant que la fagon de résoudre le systéme (4.76) a une grande
influence sur I’expression finale obtenue. Considérons par exemple le systéme (4.75),
relatif a la figure 4.8. En éliminant R4 et R,, on obtient

R, = OR, U OR, U 0
= 02R, U 02R, U 02
R, =12,

-
o
|

On s’intéresse au langage R, U R, U R, représenté par le diagramme, et I’'on peut
écrire
R;UR, =(0U02)R, U(OU02)R, U (0U02)
en réunissant les deux premiéres équations qui précédent. Par suite il vient
R;,UR, = (0U02)(R, U R,)U(OULD2)
et en appliquant (4.39) :
R, U R, = (0U02)*(0UV02)
= (0U02).

Le langage représenté par la figure 4.8 est donc (0 U 02)" U 12. On trouverait une
expression équivalente, mais beaucoup plus compliquée si I’'on cherchait a calculer
séparément R, et R;.

4.2.20 Exemple de langage non régulier

Soit A I’ensemble des séquences de la forme 0" 1" (n = 1) sur I'alphabet {0,1},
c’est-a-dire I’ensemble des séquences 01,0011,000111, ... Nous allons montrer par
I'absurde que ce langage ne peut pas étre représenté par un diagramme régulier, et que
par conséquent (§ 4.2.11) il n’est pas régulier.

Supposons qu'il existe un diagramme régulier D qui représente le langage A. Pour
chaque entier n =1 soit y,, un parcours de marque 0" 1”7 dans ce diagramme. Le par-
cours y,, est de longueur 2n et s’écrit

Yn =¥a(1,20) =y, (1,n)y, (n+1,2n)

la marque de y, (1,n) étant 0", et celle de y,, (n + 1,2n) étant 1”. Considérons pour
chaque entier n 2 1 la n-iéme place y,, (n) du parcours y,, correspondant. Le nombre
de places d’un diagramme régulier est fini par définition (§ 4.2.3). Il existe donc deux
entiers distincts 1 < m <n tels que y,, (m) =y, (n). Il s’ensuit que la séquence de
places y,,, (1,m)y, (n + 1, 2n) est un parcours de D, de marque 0" 1”. Or ceci est
impossible puisque la séquence 0™ 1" n’appartient pas au langage A.

:-010):0)0N

Fig. 4.9
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On remarque que I'impossibilité de représenter ce langage par un diagramme ré-
gulier tient essentiellement au caractére fini de ces diagrammes. Si I’on admet la possi-
bilité d’un nombre infini de places, un “diagramme” tel que celui de la figure 4.9 repré-
sente de fagon évidente le langage en question.

4.3. AUTOMATES FINIS

4.3.1 Définitions

Soient A un graphe (§ 1.5.1) et X un alphabet. On dira que A est un graphe sur
I'alphabet X si I'étiquette de toute aréte de A est un élément de X. On désignera par
Z (A) I'ensemble des sommets d’un graphe A quelconque.

On appelle automate fini (ou simplement automate) sur un alphabet X, un tri-
plet (A, I, T) composé d’un graphe A non vide sur X, et de deux sous-ensembles
I, T C Z(A) appelés respectivement ensemble des sommets initiaux et ensemble des
sommets terminaux de I'automate.

4.3.2 Exemple

La figure 4.10 représente un automate (A, I, T) sur I'alphabet X = {0,1,2}. Le
graphe A se compose des arétes (¢, 0, a), («, 0, 8), (8, 2, @), (v,1,68), (6, 2, €). L’en-
semble des sommets de Aest Z(A)= {a,f, 7,8, €}. L’ensemble des sommets initiaux
est |= {a, v} et I'ensemble des sommets terminaux T = {a, €}. Les sommets initiaux
sont marqués d’une fléche entrante — s, les sommets terminaux d’une fléche sortante
s -, et les sommets 4 la foix initiaux et terminaux sont marqués d’une seule fléche en-
trante et sortante <— s.

0
)
B
-—
1 2
—_— 5 ¢ ==
Fig. 4.10

4.3.3 Définitions

Tout automate (A, I, T) sur un alphabet X représente un certain langage sur cet
alphabet. Pour définir ce langage, appelons parcours de I'automate tout chemin du
graphe A (§ 1.5.4) ayant pour origine un sommet initial et pour extrémité un sommet
terminal. Le langage représenté par 'automate est 'ensemble des étiquettes de ses
parcours,

Par exemple, la séquence d’arétes (a, 0, a) (e, 0, 8) (B, 2, &) est un parcours de
I'automate de la figure 4.10. Son étiquette 002 appartient donc au langage représenté,
qu’on reconnait aisément comme le langage régulier (0 U 02)" U 12.

4.3.4 Diagramme régulier associé a un automate
A tout automate (A, I, T) on peut associer un diagramme régulier D=(P,—=P, <P, ¢, 1)
qui de fagon évidente représente le méme langage. Pour fixer les idées, nous considérons
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I’automate de la figure 4.10. Le diagramme régulier associé, dont nous allons énoncer
les régles de construction, est représenté par la figure 4.11 ou le tableau 4.12.

(,0,0)
(e,0,8) (B8.2,x) J J
| >)
e )
(y,1.8) (6,2,€)
Fig. 4.11
p P w(p)
— (a,0,a) {(e,0,0),(,0,8)} 0
— (a,0,8) {(8,2,0)} 0
—(8,2,a) {(e,0,0),(«,0,8)} 2
— (v,1,8) {(5,2,€)} 1
—(5,2,¢) (" 2

Tableau 4.12

L’ensemble des places du diagramme est I’ensemble des arétes du graphe A. On
peut donc écrire P = A. Les places initiales du diagramme sont les arétes (r, x, s) telles
que r €1. Les places terminales du diagramme sont les arétes (r, x, s) telles que sE€ T.
Pour chaque place p=(r, x, s), 'ensemble p+ des places suivantes est I’ensemble des
arétes d’origine s. Enfin la marque u(p) d’une place p =(r,x,s) est son étiquette x.

Il est évident qu’un parcours de ’'automate (au sens du paragraphe 4.3.3) est un
parcours du diagramme associé (au sens du paragraphe 4.2.3) et réciproquement, et
que I’étiquette de I'un est la marque de I’autre. Par suite ’automate et son diagramme
associé représentent le méme langage. Il en découle la proposition suivante, d’aprés le
paragraphe 4.2.18.

4.3.5 Proposition
Tout automate fini (A, I, T) sur I’alphabet X représente un langage régulier sur X.

4.3.6 Exercice

Le langage représenté par 'automate de la figure 4.13 sur I'alphabet X = {0,1}
est ’ensemble des séquences possédant un nombre pair de 1. Construire le diagramme
régulier associé. 0
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4.3.7 Remarque

Etant donné un diagramme régulier D, il n’existe pas nécessairement un automate
(A, I, T) dont le diagramme associé soit semblable a D. Considérons par exemple le dia-
gramme de la figure 4.14, représentant le langage 0°1. S’il existait un automate (A, I, T)
auquel ce diagramme soit associé selon les régles du paragraphe 4.3.4, le graphe A possé-
derait deux arétes a, b. L’origine de a serait égale d I’extrémité de a et a 'origine de b.
Ces arétes seraient donc de la forme @ =(a, 0, a), b =(a, 1, B). L’origine de a devrait étre
un sommet initial de I'automate, mais non l’origine de b, ce qui est contradictoire. Ainsi
le diagramme considéré ne peut étre le diagramme associé 4 un automate au sens du

paragraphe 4.3 .4.
.. @

Fig. 4.14

Cela ne signifie pas que le langage 0°1 n’est pas représentable par un automate.
On peut le représenter par exemple par I'automate de la figure 4.15. Le diagramme régu-
lier associé a ce dernier est donné par la figure 4.16.

0
s b B g
o B ¥ =
Fig. 4.15
(e,0,8) (B.1.v)
—(0) -1 )—

(8,0.8)
Fig. 4.16

4.3.8 Automate associé a4 un diagramme régulier

Nous allons voir qu’a tout diagramme régulier D=(P, > P, < P, p, ut) sur un alpha-
bet X on peut associer un automate (A, I, T ) sur X, qui représente le méme langage.
Pour fixer les idées, nous considérons le diagramme de la figure 4.17 (tab. 4.18).
L'automate associé, dont nous allons énoncer les régles de construction, est représenté
par la figure 4.19. Le langage représenté est 0'1 U 21 U 2,

g
a . f

2
b

©

Fig. 4.17
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p p: u(p)
—a {a,c} 0
«— b {c} 2
—c 0 1

Tableau 4.18
]

()
—-u/ \c—

L’ensemble des sommets du graphe A est I’ensemble des places du diagramme,
augmenté d’un élément « distinct de toutes les places. L’ensemble des arétes du graphe
est construit selon les régles suivantes :

® pour toute place initiale p du diagramme, le triplet (&, u(p), p) est une aréte
du graphe (exemple (a, 0, @));

® pour toute place p du diagramme et pour toute place g € p-,le triplet (p, u(q),q)

est une aréte du graphe (exemple (a, 0, a), (a, 1, ¢));
® toute aréte du graphe est obtenue par I'une des régles précédentes.
Enfin « est 'unique sommet initial de I’automate, et les sommets terminaux sont
les places terminales du diagramme.

11 est clair que 'automate ainsi construit représente le méme langage que le dia-
gramme régulier donné, car si

D) o —s
Y1 Ya Yn

est un parcours du diagramme, alors

Xy X9 Xy
a > )y ya >

est un parcours de I’automate et réciproquement.

4.3.9 Proposition

Tout langage régulier sur un alphabet X peut étre représenté par un automate
(A, I, T) sur X, dans lequel ’ensemble initial I ne comporte qu’un seul sommet « et le
graphe A n’a aucune aréte d’extrémité .

La proposition découle du paragraphe 4.2.11 et de la construction ci-dessus
(§ 4.3.8).
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4.3.10 Exercice

Construire I’automate associé au diagramme régulier de la figure 4.14 selon les
régles du paragraphe 4.3.8. Effectuer la méme construction pour le diagramme de la
figure 4.4.

4.3.11 Exercice

Les régles du paragraphe 4.3.8 associent 4 un diagramme D = (P, > P, < P, o, 1)
un automate dont les arétes sont de la forme (p, u(g), g) ol g est une place du dia-
gramme. Montrer qu’on peut associer au méme diagramme un autre automate, dont
les arétes sont de la forme (p, u(p), g) ou p est une place du diagramme. Cet automa-
te aura pour sommets I’ensemble des places du diagramme augmenté d’un unique som-
met terminal w. Préciser cette construction, et I’appliquer aux diagrammes des figures
4.17,4.14, 4 4.

4.3.12 Définition

Considérons un graphe A sur un alphabet X, par exemple le graphe de la figure
4.20 sur I’alphabet X = {0,1}, et soit Y I’ensemble des sommets de A. Etant donné un
sommet p et un élément x de I’alphabet X, associons au couple ( p, x) I’ensemble des
sommets g tels que (p, x, g) soit une aréte de A, et notons cet ensemble (p+x)4, ou
simplement p+x. Par exemple (fig. 4.20) au couple (a, 0) est associé I’ensemble 2+ 0 =
{b, c}, et au couple (a, 1) 'ensemble a+1 = 0.

0
a - 0 1
a | b,c (1]
0 0 1 b| 0@ d
c (0] d
0 d| a,e ]
e b d - eDI e d e
! 0
F Tableau 4.21

Fig. 4.20

Ce faisant nous avons défini une correspondance f:Y x X = Y, représentée par le
tableau 4.21 pour I'exemple considéré. Il y a la méme relation entre le tableau 4.21 et
le graphe A (fig. 4.20) qu’entre la table de transition et le graphe de transition d’une
machine séquentielle (§ 2.4.5), 4 savoir

qE€(p-x)a = (p,x,q)EA. (4.80)

Le tableau 4.21 pourrait étre considéré comme la table de transition d’'une machine
séquentielle s’il n’avait pas de case vide. Malgré cette circonstance, on peut définir le
transformé (P+x), d’un sous ensemble quelconque P C Y par une séquence quelcon-
que x sur X, de la méme fagon qu’aux paragraphes 2.4.14 et suivants. Il suffit en fait,
pour définir cette opération, de poser les régles suivantes, ou P et Q sont des sous-
ensembles quelconques de Y, et x, x des séquences quelconques sur X :

(PUQ)x = (P*x)U(Q"x) (4.81)
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G-x =0 (4.82)
Pe(xx') = (P'x)-x". (4.83)

Comme exemple d’application de ces régles, calculons le transformé de ’ensemble P =
{b,c,d} (tab. 4.21) par la séquence x =10.OnaP-10=(P+1)+0 par (4.83). OrP-1 =
b*1Uc-1U d-1=dpar(4.81),et d-0= {a,e}. Donc P-10= {q, e}.

On peut définir le transformé (P+x) d’une autre maniére en posant ceci: (P*x),
est ’ensemble des extrémités des chemins de A dont I’origine appartient 4 P et dont
P'étiquette est x. Le lecteur peut vérifier que cette définition est compatible avec la pre-
miére. Par exemple (fig. 4.20) pour P= {b, ¢,d } et x = 10, I'ensemble des chemins avec
origine dans P et étiquette x est représenté par la figure 4.22. Les extrémités de ces che-
mins constituent ’ensemble P+x = {a, e}.

d
o \N_~/
P P-l (P+1):0=P-10

Fig. 4.22

4.3.13 Proposition
Soit (A, I, T) un automate sur I'alphabet X. Pour qu'une séquence x sur X
appartienne au langage représenté par cet automate, il faut et il suffit que

(I'x), NT # 0. (4.84)

En effet d’aprés la définition du transformé I-x, la relation (4.84) signifie : il existe un
chemin de A dont Iorigine appartient 4 I, dont I'étiquette est x, et dont I'extrémité
appartient a T.

4.3.14 Définition

Un graphe A est déterministe s’il ne posséde pas deux arétes (p, x, q), (p, x, q")
ayant méme origine, méme étiquette, et des extrémités différentes (¢ #q"). Si A est
un graphe sur I'alphabet X, cette définition peut s’exprimer sous la forme suivante :
pour tout sommet p de A et pour tout x € X, I’ensemble (p+x), posséde au plus un
élément. Un automate (A, I, T) est dit déterministe si son graphe A est déterministe.

Par exemple, I'automate de la figure 4.20 n’est pas déterministe, puisque son
graphe posséde les deux arétes (4, 0, b), (a, 0, ¢). Par contre I’automate de la figure
4.19 est déterministe.

4.3.15 Construction
A tout automate (A, I, T) sur un alphabet X, on peut associer par une certaine
construction un automate déterministe D (A, I, T') sur I’alphabet X, qui représente le
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méme langage. Cette construction, appelée construction des sous-ensembles, est
exposée ici en prenant comme exemple I’automate non déterministe (A, I, T) de la

figure 4.20.

{b,c} | | {bcd)

}'\:/

— D] ] {d} {a,e}
‘g\ . /
Lk
Fig. 4.23
0 1
{a.b} {b.¢} {d}
{b,c} 0 {d}

{d} {a,e} 1)
{a,e} {b,c.d} | {e}
{b,c,d} | {a,e} {d}
{e} {d} {e}

Tableau 4.24

Le résultat de la construction dans cet exemple est I'automate de la figure 4.23.
On remarque d’abord que les sommets de cet automate sont tous des sous-ensembles
(non vides) de I’ensemble des sommets de A. On remarque ensuite que si (P, x, Q) est
une aréte de I'automate D (A, I, T), alors Q est le transformé (P+x), . Par exemple on
a dans la figure 4.23 l'aréte ({a, b}, 0, {b, c}),et ’'on observe que I’ensemble {b, c} est
le transformé de {a, b} par O selon A. -

La construction commence par le choix du sous-ensemble I = {a, b} comme pre-
mier sommet de D (A, I, T). On calcule ensuite les transformés (I*0)4 et (I*1)4 au
moyen du tableau 4.21. Ces transformés sont les ensembles non vides {b, c} et {d }
tableau (4.24, 1ére ligne), et ceci nous donne les deux arétes d’origine {a, b} dansla figure
4.23. Nous répétons cette opération en partant des nouveaux sommets obtenus {b, ¢}
et {d}. Leurs transformés respectifs par 0 et 1 selon A sont calculés au moyen du ta-
bleau 4.21, et notés dans le tableau 4.24 (2e et 3e lignes). On néglige les transformés
vides, et 'on obtient les nouvelles arétes ({b, ¢}, 1, {d}) et ({d}, 0, {a, e}) dans la
figure 4.23. Un nouveau sommet est ainsi apparu, le sommet {a, e}, et 'on répéte
'opération a partir de celui-ci, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’elle ne fasse plus appa-
raitre de nouveau sommet. En fait on construit en entier le tableau 4.24, en partant
de {a, b}, et en calculant au moyen du tableau 4.21 les transformés de {a, b}, puis
successivement les transformés de tous les ensembles non vides qui apparaissent., Le
graphe de la figure 4.23 est tiré du tableau 4.24 en négligeant ’ensemble vide.
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L’automate D (A, I, T) posséde un seul sommet initial par définition a savoir
le sommet I = {a, b}. Les sommets terminaux de D (A, I, T) sont tous les sommets
Q qui contiennent au moins un élément de ’ensemble terminal T = {c, d } du premier
automate, d savoir les sommets {b, ¢}, {d}, {b,c,d}.

L’automate D (A, I, T) est déterministe par construction. Il ne peut pas avoir
deux arétes distinctes (P, x, Q) et (P, x, Q") puisque ’extrémité d’une aréte quelcon-
que d’origine P et d’étiquette x doit étre le transformé (P+x)y.

Les automates (A, I, T) et D(A, I, T) représentent le méme langage. En effet
supposons que

x(1) x(2) x(n)
> Q(1) > Q(n) (4.85)

soit un parcours de I'automate D (A, I, T). Par construction de cet automate, et par
(4.83), I'ensemble Q (n) est le transformé (Ix), de I par la séquence x =x (1,n).
D’autre part Q (n) N T # @ puisque Q () est un sommet terminal de D(A, [, T). On
adonc (I'x)p N T # 0, et en vertu du paragraphe 4.3.13, la séquence x appartient

au langage représenté par (A, I, T). Réciproquement, pour toute séquence x (1, ) du
langage représenté par (A, I, T)ona (I*x), N T+ @. En posant Q(1)=(I-x(1))4,
Q(2)=(Q(1)*x(2))a, etc., on obtient un parcours (4.85) de D (A, I, T) d’étiquette x.

4.3.16 Proposition

Tout langage régulier peut étre représenté par un automate déterministe
(A, {a}, T) possédant un sommet initial & et un seul.

En effet on peut toujours représenter un langage régulier par un automate
(A", 1, T") et appliquer a celui-ci la construction des sous-ensembles (§ 4.3.15), c’est-
i-dire prendre pour automate déterministe (A, {a}, T) 'automate D(A', I, T").

4.3.17 Exercice
Appliquer la construction des sous-ensembles (§ 4.3.15) 4 ’'automate de la
figure 4.10.

4.3.18 Automates complets

Un graphe A sur I’alphabet X est dit complet sur X, si pour chaque sommet p de
A et chaque élément x de X, le graphe posséde une aréte et une seule d’origine p et
d’étiquette x. Un automate (A, I, T) sur I’alphabet X est complet sur X si son graphe
A est complet sur X. [l est clair qu'un graphe complet sur X est déterministe (§ 4.3.14).

La figure 4.25 est un exemple d’automate déterministe sur I’alphabet X = {0,1,2}
qui n’est pas complet sur X. Il est facile de rendre un tel automate complet sans modifier
le langage représenté. Il suffit de lui ajouter un sommet g (fig. 4.26) et d’introduire de
nouvelles arétes, toutes d’extrémité 3. L'ensemble des parcours de ’automate, donc le
langage représenté, n’est pas modifié par ces adjonctions.

La généralisation de cet exemple, jointe a la proposition précédente (§ 4.3.16),
permet d’affirmer que tout langage régulier sur un alphabet X peut étre représenté par
un automate (A, {a}, T), complet sur X et possédant un seul sommet initial a.
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(5]

Fig. 4.26

4.3.19 Proposition

Soient (A, {a}, T) un automate complet sur I'alphabet X, et T I’ensemble des
sommets g de A tels que ¢ ¢ T. Si L est le langage sur X représenté par (A, {a}, T),
alors le langage représenté par Pautomate (A, {a}, T) est le langage L, 4 savoir ’en-
semble des séquences x sur X telles que x € L.

Il suffit en effet de remarquer que dans un automate de la forme considérée,
pour toute séquence x sur X il existe un chemin et un seul d’étiquette x et d’origine «,
et que x appartienta L oua L selon que I'extrémité de ce chemin appartienta T oua T.

4.3.20 Corollaire

Si R est un langage régulier sur I’alphabet X, alors le langage complémentaire R
est régulier.

En effet R peut étre représenté par un automate (A, {a}, T) complet sur X. En
vertu de la proposition précédente (§ 4.3.19) et du paragraphe 4.3.5, le langage R est
régulier.

4.3.21 Familles d’automates

Soient X et Z deux alphabets. Supposons qu’a chaque élément z de ’alphabet Z
on ait associé un automate (A,, I, T, ) sur I’alphabet X. Nous dirons qu’on a défini une
famille d’automates d’indices z € Z sur 'alphabet X. Nous nous intéresserons particu-
liérement au cas ol tous les automates de la famille ont le méme graphe A et le méme
ensemble de sommets initiaux I, c’est-a-dire ol 'ona A, = A et I, =1 pour tout z € Z,
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Une telle famille d’automates sera notée (A, I, T, ), = z, et appelée une famille d auto-
mates d graphe et ensemble initial commun.

Considérons par exemple le graphe A de la figure 4.27 sur I’alphabet X = {0,1,2}.
Soit Z I'alphabet {a, b}, et associons 4 a I’ensemble de sommets T, = {v,8},eta b
I’ensemble de sommets Tj, = {8, €}. Posons encore I = {a, $}. Ainsi se trouve définie
une famille d’automates (A, I, T,) d’indices z € {a, b} sur I'alphabet X, a graphe et
ensemble initial commun. Cette famille est représentée dans la figure 4.28. Les fléches
marquant les sommets terminaux portent les lettres a ou/et & afin qu’on distingue les
ensembles T, et Tp.

> Y % T
. /i/’ 1 . . //l/’ 0
\ \ a.b
2 l 1 8 2 1 §  —
b \ I I == ]
p e \0\ 3 _b.‘
Fig. 4.27 Fig. 4.28

Il est clair qu’une famille d’automates (A, I, T, ) d’indices z € Z sur I’alphabet X
représente une famille de langages réguliers L, sur ’alphabet X.

Réciproquement supposons donnée une famille de langages réguliers L, sur un
alphabet X, les indices z étant les éléments d’un alphabet Z. Il existe une famille d’au-
tomates (A, I, T, ) d’indices z € Z sur 'alphabet X, a graphe et ensemble initial com-
mun, qui représente la famille des langages L. En effet, on peut toujours construire
une famille d’automates (A, I, T, ), symbolisés dans la figure 4.29 (ou 1’on a pris
pour Z l'alphabet 1, ..., n), qui représentent les langages L, et qui n’ont deux-a-deux
aucun sommet commun. Il suffit alors de prendre pour graphe A la réunion des gra-
phes A,, et pour ensemble I la réunion des ensembles I,. Pour un z € Z quelconque,
le langage représenté par 'automate (A, I, T,) est égal au langage représenté par
(A;,1;, T,),carenvertu du fait que les graphes A, n’ont pas de sommet commun,
tout parcours de (A, I, T,) estun parcours de (A,, I, T,) et réciproquement.

———

—- TN —

A, L
Y

N\

‘M""---_—-
—- "\——-

e — —

Fig. 4.29
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4.3.22 Construction

La construction des sous-ensembles (§ 4.3.15) peut s’appliquer a une famille
d’automates a graphe et ensemble initial commun. Illustrons-le par I’exemple de la fa-
mille (A, I, T, ) représentée par la figure 4.28, sur I’alphabet X = {0,1,2}, et o I'en-
semble des indices z est Z = {, b}. On construit premiérement le tableau des trans-
formés (p+x)a pour chaque sommet p du graphe et chaque x € X (tableau 4.30). Puis
le tableau 4.31 est construit selon la méthode précédemment expliquée (§ 4.3.15), et
que nous répétons briévement. La premiére ligne du tableau contient les transformés
de I’ensemble I = {a, 8}, noté af pour la commodité d’écriture. Les transformés de af
sont €,8, 8y (mis pour {e}, {6}, {8, v}). On note ces ensembles dans la premiére
colonne et I'on calcule leurs transformés, et ainsi de suite pour chaque nouvel ensemble
obtenu. Le graphe déterministe correspondant au tableau 4.31 est représenté dans la
figure 4.32. On prend le sommet [ = a§ comme unique sommet initial. Enfin on asso-
cie aux indices a et b des ensembles de sommets terminaux définis 4 partir des ensem-
bles T, = {v, 68}, Ty = {8, €} (fig. 4.28) comme au paragraphe 4.3.15. Un sommet K
(fig. 4.32) est terminal avec indice z (g ou b) si et seulement siK N T, 5 (. Ainsi le
sommet (7 est terminal d’indice a puisque 7y € T,;le sommet €8 est terminal d’indice
a et d’indice b, puisque & appartient 4 T, et a Tj.

0 1 2
af | e | & | By

0 1 2 e (]38 |9

« | 0|5 |87 5 0 |« | @

g lelo]|o By |es 0 (0
v | & o lo o @ |86 | By

s lolalo €6 | 0 | a8| @
e |0 |86 |0 ab | O | ad| By
Tableau 4.30 Tableau 4.31

La famille d’automates ainsi construite (fig. 4.32) n’est autre que la famille des
automates déterministes D (A, I, T,) associés aux automates (A, I, T;) de la figure 4.28,
au sens du paragraphe 4.3.15. Ces deux familles d’automates représentent donc la mé-
me famille de langages L, (L,, L) sur 'alphabet X.

Considérant que toute famille de langages réguliers L, sur un alphabet X peut
étre représentée par une famille d’automates (A, I, T,), donc aussi par la famille d’au-
tomates déterministes D (A, I, T,), nous pouvons énoncer la proposition qui suit.

4.3.23 Proposition

Toute famille de langages réguliers L, sur un alphabet X, d’indices z € Z, peut
étre représentée par une famille d’automates déterministes (A, {p}, T, ),<z, ayant
graphe commun et ensemble initial commun a un seul sommet.
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4.4, APPLICATION A LA SYNTHESE DES MACHINES

4.4.1 Introduction

Nous allons mettre en relation la théorie des automates et langages réguliers avec
le probléme posé dans I'introduction de ce chapitre (§ 4.4.1), a savoir la description
d’une machine R, :X"=>2Z" ou R[X,Y,Z] estune machine de Mealy, et g €Y un
état secondaire initial (§ 2.6.15). Les automates que nous allons considérer sont les
automates (A, {q}, {z}) ol A est le graphe de transition de R(§ 2.6.12), g est 'uni-
que sommet initial, et z € Z un unique sommet terminal.

4.4.2 Exemple

Reprenons I'exemple de la figure 4.1. Il convient de rappeler que le graphe de
transition de cette machine est noté de fagon abrégée dans la figure 4.1, selon les con-
ventions des paragraphes 2.4.34 et 2.6.12. La table de transition de cette machine est
reproduite ci-dessous (tableau 4.33). Sachant que le tiret représente soit I’ensemble
Y ={p, q, r} soit 'ensemble Z = {0, 1}, on peut donner une représentation compléte
du graphe de transition A de cette machine (fig. 4.34), conforme & la définition du
paragraphe 2.6.12.

a b c d
P |a;— —1 p;0 —0
q | g0 ri— —i— p;l
r - = ri1 q;l —30

Tableau 4.33
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a,d a.b.c
\_ b,d b.c Y,
. r = i
a.d Q a.c.d
a.b.d
Fig. 4.34

Nous verrons que les langages réguliers représentés par les automates
(A, {q}, {0}) et (A, {g}, {1}) peuvent étre utilisés comme un mode de représentation
de la machine R, et que la machine A peut étre construite de fagon systématique a
partir de ces langages.

4.4.3 Propriétés du graphe de transition d’une machine de Mealy

Soit A le graphe de transition d’une machine de Mealy R [X, Y, Z]. On suppose
que Y N Z = 0. Nous voulons mentionner quelques propriétés élémentaires de ce gra-
phe, qui peuvent étre illustrées par I'exemple de la figure 4.34.

Premiérement, I’ensemble Z(A) des sommets de ce graphe est I’ensemble Y U Z.
Cependant il n’y a pas d’aréte dont I’origine soit un sommet z € Z. Ainsi tout chemin
de A apour origine un élément de Y. Par conséquent, sil et T sont deux sous-ensembles
quelconques de £ (A), le langage représenté par I’automate (A, I, T) est égal au lan-
gage représenté par ’automate (A,INY,T).

Soient P un sous-ensemble de Y, et x une séquence sur X. Il ne faut pas confon-
dre I’ensemble (P+x)4 tel qu'il est défini au paragraphe 4.3.12, avec les ensembles
(P+x)g et (Plx)p définis au paragraphe 2.6.10. On a précisément

(P-x)g = (Px)aNY (4.86)
(PIX)R = (P'x)A NZ. (4.8?)
Par exemple pour la machine R de la figure 4,34 (tab. 4.33), on a pour P= {p,q} et

x=ab:
(Pex)a = {r,0,1}
(P-x)g = {r}
(Plx)g = {0,1}.
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4.4.4 Proposition
Soient (A, I, T) un automate sur un alphabet X, et x,x' deux séquences sur X.
En désignant par Lang (A, I, T) le langage représenté, on a

xx'€Lang(A,I,T) &= x'ELang(A,(I*x)s, T). (4.88)

4.4.5 Démonstration

Ona

xx'€Lang(A,LLT) = (I'xx')A NT # 0 par (4.84)
= ((I'x)p*x)aNT # 0 par (4.83)
<= x'€Lang(A,(I'x)s, T). par (4.84)

La relation (4.88) est d’ailleurs assez évidente lorsqu’on la formule comme suit: pour
qu’il existe dans A un chemin d’étiquette xx" avec origine dans I et extrémité dans T,
il faut et il suffit qu'il existe un chemin d’étiquette x ' avec origine dans (I-x)4 et
extrémité dans T.

4.4.6 Corollaire
Soient R[X,Y,Z] une machine de Mealy, A son graphe de transition, PC Y,
z€E€Z, et x,x" deux séquences sur X. On a

xx'€ Lang(A,P, {z}) = x'€Lang(A,(P*x)g, {2}). (4.89)

En effet, il suffit d’appliquer la formule (4.88), de noter que le langage représenté par
(A,(P+x)a, {2}) est égal au langage représenté par (A,(P-x)s NY, {z}), et d’appli-
quer (4.86).

4.4.7 Définitions

Pour tout alphabet X on définit I’opérateur fin de séquence sur X, noté wy, qui
associe a toute séquence x (1,7) sur X le dernier élément w(x) = x(n) de cette séquen-
ce. En d’autres termes wy est une application de X" dans X. Elle est complétement
caractérisée par les propriétés suivantes:

x€EX = wx(x) =x (4.90)

wx (xx") = wx(x") (4.91)
la relation (4.91) étant vraie pour deux séquences x, x' quelconques sur X.

Si L est un langage sur I’alphabet X, la notation wy (L) désigne, conformément

au paragraphe 1.3.3, 'ensemble des fins de séquence wx (x) des séquences x € L. Les
formules suivantes, ol L et L' sont deux langages sur X sont immédiates :

wy(L)E X (4.92)
wx(LUL) = wx(L)V wx (L) (4.93)
wx(LL") = wx(L')  (pour L # 0) (4.94)
wx (L") = wx (L). (4.95)

On écrira souvent wyx L pour wyx (L).
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4.4.8 Définitions

Considérons une machine M : X* = Z* de type quelconque (§ 2.1.2), et soient x
une séquence d’entrée (x € X"), et z un élément de I’alphabet Z. Supposons que x et z
vérifient la relation

ZE€Ewz M(x). (4.96)

L’ensemble M (x) est ’ensemble des séquences de sortie ¥y € Z" qui correspondent a
la séquence d’entrée x. Nous pouvons dire que le langage M(x) C Z* est ’'ensemble
des réponses possibles de la machine M pour la séquence d’entrée x. L’ensemble
wz M(x)est 'ensemble des fins de séquence de ces réponses, ou ensemble des fins de
réponse de la machine pour cette séquence x. La relation (4.96) signifie simplement
que z est une fin de réponse de M pour x, autrement dit qu’il existe une séquence
y(1, n) EM(x) telle que z =y (n).

Considérons maintenant pour un élément fixé z de Z, I’ensemble des séquences
d’entrée x qui vérifient la relation (4.96). Nous dirons que ce sont les séquences d’en-
trée qui admettent la fin de réponse z. Leur ensemble sera noté L, (M ). On a donc par
définition

xXEL,(M) = zEwz M(x). (4.97)

449 Exemple

Considérons le cahier des charges du détecteur de séquences erp (§ 3.2.9). Soient
X l’alphabet {e,r,l,p} et Z I’alphabet {0,1}. Le cahier des charges définit une machi-
ne M : X* = Z” Il peut s’exprimer sous la forme suivante :

L,(M) =(eUrulUp)*erp

_ 4.98
Lo(M) = Ly (M). o

En effet une séquence d’entrée x admet la fin de réponse z =1 si et seulement si elle se
termine par erp. L’ensemble des séquences qui se terminent par erp est représenté par
’expression réguliére donnée dans (4.98). Une séquence d’entrée x admet la fin de ré-
ponse O si et seulement si elle ne se termine pas par erp. L’ensemble L, (M) est donc
le complément de ’ensemble L, (M) par rapport & X",

Nous sommes en présence d’un cas particulier sur deux points. Premiérement les
langages L, (M) sont réguliers (en vertu du paragraphe 4.3.20 pour z = 0). Seconde-
ment, toute séquence d’entrée x admet une fin de réponse z et une seule, et appartient
ainsi 4 I'un et seulement 'un des langages L, (M ). La famille des langages L, (M) cons-
titue dans cet exemple une partition de ’ensemble X",

4.4.10 Proposition

Soit R [X, Y, Z] une machine de Mealy. On a défini au paragraphe 2.6.15 la ma-
chine Rp: X" = Z" pour un sous-ensemble P C Y quelconque (non vide). La révision
de cette notion est conseillée au lecteur, ainsi que celle des formules (2.82), (2.83).

Si P et P’ sont deux sous-ensembles (non vides) de Y, on a pour toute séquence

+

xeX":

Rpup (x) = Rp(x) U Rp'(x). (4.99)
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Il en découle aussitdt
Rp(x) = plé"p Rp(x). (4.100)

Enfin si x € X (séquence de longueur 1), et x'€ X", ona

wzﬁ‘p(xx') = szQ (x')

(4.101)
avecQ = (P*x)g.

4.4.11 Démonstration
La formule (4.99) découle immédiatement de (2.81). Pour démontrer (4.101),
on peut écrire (en omettant I'indice Z de w):

WRp(xx") = wpl-é? Rp(xx") par (4.100)
= Y w(Rp(x)Rq(p) (x")
avec Q(p) = (p*x)g par (4.93)et(2.83)
- pLEJPwRQ{p)(x') par (4.94)
= w pgp Rq(py(x") par (4.93)
e wRQ (x')
avec Q = pLéJp Q(p) par (4.99).

Il suffit de noter finalement que

Q =pLEJ,, (px)a = (P*x)g par (2.31).

4.4.12 Proposition
Soient R [X, Y, Z]une machine de Mealy (avec Y N Z =0), A son graphe de tran-
sition, P un sous-ensemble non vide de Y, et z € Z. Pour toute séquence x sur X, on a

z€Ewgz Rp(x) = x ELang(A,P, {z}). (4.102)

Autrement dit z est une fin de réponse de la machine Rp pour la séquence d’entrée x
si et seulement s'il existe dans le graphe de transition de R un chemin d’étiquette x,
d’extrémité z, avec origine dans P.

4.4.13 Démonstration
On raisonne par récurrence sur la longueur de x. Supposons que /g (x)= 1. Alors
Ap (x) est un ensemble de séquences de longueur 1, donc

wzRp(x) = Ap(x) = Y A, (x) = Y, (plx)a

par (4.90), (4.100), et (2.82). On a donc z € w7 Rp(x) si et seulement si z € (plx)g
pourun p €P. Or z €(plx)g équivaut & (p, x, z) € A par définition du graphe A. La
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relation z € wz Rp(x) est donc vraie si et seulement s'il existe un chemin (p, x, z) de
A avec p € P, ce qui prouve (4.102) pour Ig(x)=1.

Supposons que (4.102) soit vraie pour toute séquence x de longueur #, et quel
que soit P C Y. Considérons une séquence xx' de longueur n +1 sur X, avec lg(x)=1
et Ig(x") = n. En vertu de (4.101), on peut écrire

zEwWz Rp(xx') = z€Ewz Ry (x")
avec Q=(P+*x)g
< x'€Lang(A,(P-x)g, {z}) (carlg(x')=n)
< xx'€E€Lang(A,P, {z}). par (4.89)

La relation (4.102) est donc vraie pour toute séquence de longueur n +1, ce qui achéve
la démonstration.

4.4.14 Commentaire
Compte tenu de la définition (4.97), la relation (4.102) peut s’écrire encore

xEL,(Rp) = xELang(A,P, {z}) (4.103)
et comme cette relation est vraie quel que soit x, on a
L.(Rp) = Lang(A,P, {z}). (4.104)

On appliquera surtout cette relation au cas oi P comporte un seul élément p €Y, et ol
elle s’écrit

L:(Rp) = Lang(A, {p}, {z}). (4.105)

La relation (4.105) montre que pour une machine de Mealy R[X, Y, Z] quelconque et
un état initial p € Y quelconque, la famille des langages L, (Rp) (z € Z) est une fa-
mille de langages réguliers, puisqu’elle est représentée par la famille d’automates
(A, {p}, {zD: 2.

On peut ajouter que la famille des langages L, (R, ) constitue un recouvrement
de I'ensemble X", en ce sens que toute séquence x € X" appartient 4 I'un au moins des
langages L. (Rp). En effet 'ensemble R, (x) n’étant jamais vide, toute séquence x
admet au moins une fin de réponse z € Z pour la machine Rp.

En général les langages L, (R, ) ne sont pas disjoints deux-a-deux. On le voit par
exemple dans la figure 4.34, o I'on a

a€Lo(Rp) et a€Ly(Rp).

La séquence a, pour cette machine R,, admet la fin de réponse O er la fin de réponse 1.

4.4.15 Probléme de syntheése
Nous avons vu au paragraphe 4.4.9 que le cahier des charges d’'une machine M:
X" =+ Z" peut étre formulé parfois de fagon claire et succincte par la donnée de la fa-
mille de langages L, (M )(z € Z). On se pose alors le probléme de synthése suivant.
Soient X et Z deux alphabets, (R,),< z une famille de langages sur ’alphabet X.
Trouver une machine de Mealy R[X,Y,Z] et un état initial p €Y tel que
R;=L:(R,) pourtout z €EZ.
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Pour que le probléme posé ait une solution, on sait (§ 4.4.14) que la famille des
langages R, doit vérifier les conditions suivantes :

R, est régulier quel que soit z €EZ (4.106)
zgz R, = X*. (4.107)

La seconde condition est souvent peu commode 2 satisfaire lors de la formalisation
d’un cahier des charges. Nous allons donc modifier le probléme posé, et lui donner
une forme plus générale. Supposons donnée une famille (R;), <z de langages sur X,
satisfaisant (4.106), et posons
R= U R,
zel
Soit R I’ensemble complémentaire de R par rapport a X" (R est vide si la condition

(4.107) est satisfaite). On cherche une machine de Mealy R[X, Y, Z] avec un état
initial p €Y telle que

R; CL;(R,)C R, UR (4.108)

pour tout z € Z.

La condition (4.108) peut s’énoncer comme suit. Si une séquence d’entrée x
appartient a I'un des langages R, donnés dans le cahier des charges, alors dans la ma-
chine R, cherchée, cette séquence x doit admettre la fin de réponse z (condition
R; C L, (Rp)). Siune séquence x admet dans la machine A, la fin de réponse z,
alors ou bien x appartient au langage R, donné dans le cahier des charges, ou bien x
n’appartient a aucun des langages du cahier des charges (celui-ci n’impose aucune fin de
réponse pour cette séquence x).

Nous allons montrer que le probléme ainsi posé admet toujours une solution, et
donner une méthode pour le résoudre. Nous commengons par un exemple.

4.4.16 Exemple
Soient X={0,1}, Z={u,v}, et

R, = 0%(00U01)

4.109
R, = 0%(01 U 10). ( )

On s’est donné ainsi une famille de langages réguliers (R, ), 7z sur I'alphabet X. Notre
premier objectif sera de construire une famille d’automates déterministes (A, {p}, T;)
représentant la famille de langages R,. On sait (§ 4.3.23) que c’est toujours possible.
Pour obtenir une telle famille d’automates, on peut commencer par une famille d’auto-
mates non déterministes telle que celle de la figure 4.35, qui représente de fagon évi-
dente les langages R,. On applique a cette famille d’automates la construction des sous-
ensembles ( § 4.3.22), qui est donnée ici par les tableaux 4.36, 4.37, et la figure 4.38.
Pour alléger I’écriture, on désigne par les nombres 1 4 6 les sommets de la figure 4.38,
qu’on reproduit avec cette notation dans la figure 4.39. Cette derniere figure sera la fa-
mille d’automates déterministes (A, {p}, T,) représentant les langages R, avec
T(A)={l,..,6},p=1,T,={4,5},et T, ={5,61.
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Fig. 4.38 Fig. 4.39

A partir de la figure 4.39, on construit la table de transition d’une machine de
Mealy R[X,Y,Z],avec Y=2(A)= {1, ..., 6}. Cette machine R (tab. 4.40) est
construite en appliquant les régles suivantes, ol T désigne la réunion des ensembles
T,,et x,y, z sont trois éléments quelconques de X, Y, Z respectivement.

(yox)a si (yex)o #0

Oa =1 L G = 0 (4.110)

zEYIX)R = (¥ X)aNT, #0 ou (y*x)aNT=0. (4.111)

Considérons quelques cas pour illustrer ces régles.
e Soient y=1,x=0.
Ona (y+x)a =2 (fig. 4.39). Comme (y-x)5 # 0, il vient par (4.110)
(y+x)g=(y+x)a =2 (tab. 4.40, 1ére ligne, 1 ére colonne). D’autre part
(y*x)a NT=0 puisque T={4,5,6}. Selon la régle (4.111) on a donc
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z€(ylx)g quel que soit z € Z, autrement dit (¥|x)g =Z={u,v}. Cest ce
qui est noté par le tiret dans le tableau 4.40 (1 ére ligne, 1ére colonne).

® Soient y=2,x=0.
Ona (y-x), =4 (fig. 4.39), d’oit (y+x)g =4 par (4.110). D’autre part
(¥:x)a NT#0, etleseul élément zEZ pourlequelona (¥ x), NT, #0
est z=u. Selon la régle (4.111), on pose (yIx)g =u.

® Soient y=2,x=1.
Ona (y-x)a =5 (fig. 4.39),d’ou (¥+x)g =5 par (4.110). D’autre part on
a(y-x)y NT, #0pour z=u et z=v. On pose donc (ylx)g = Z (tiret).

® Soient y=3, x=1.
Ona (y-x)a =0 (fig. 4.39), d’ott (y+x)g =Y par (4.110). Ceci est repré-
senté par le premier tiret dans la case correspondante du tableau 4.40. D’autre
part (y-x)a =0 implique évidemment (¥ +x)4 N T=0. Selon (4.111), on a
z€(ylx)g quel que soit z €Z, d’out (¥|x)g = Z. Ceci est représenté par le
deuxiéme tiret dans la case correspondante du tableau 4.40.

OO[H]

0 1 4
0fu]

2 4:u 5;— \
3 6;v e / 5

0fv]

J
6

6 =i [ == Tonl

Tableau 4.40 Fig. 4.41

La figure 4.41 représente le graphe de transition de la machine de Mealy R, avec
les notations abrégées (§ 2.4.34, 2.6.12). Il ne faut pas confondre ce graphe de transi-
tion G avec le graphe A de la figure 4.39. Vu le nombre de tirets dans la table de tran-
sition de A, la représentation compléte (non abrégée) de G serait pratiquement illisible.
Par exemple, pour le sommet 3 et I’étiquette x =1, il y a dans G une aréte (3,x,q)
pour chacun des sommet ¢ =1, ..., 6.

Nous affirmons que la machine A, munie de I’état secondaire initial p = 1, vérifie
(4.108), c’est-a-dire que

R,CL,(R)CR,UR
Ry CER)E Ry R

R étant le complément du langage R=R,, U R, par rapport a X". Cette assertion est
généralisée et démontrée dans les deux paragraphes qui suivent.
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4.4.17 Proposition

Soient X, Z deux alphabets, et (A, {p}, T;);<z une famille d’automates dérer-
ministes sur X, a graphe commun A et sommet initial unique p commun. On désigne
par Y ’ensemble des sommets de A, et 'on suppose que Y N Z = (. Soit encore
(R;);ez lafamille des langages sur X représentés par les automates (A, {p}, T,).
Alors la machine de Mealy R[X,Y,Z] définie par (4.110) et (4.111) vérifie (4.108)
pour chaque élément z de Z, R étant la réunion des langages R, et R le complément
de R par rapport a X",

4.4.18 Démonstration

Commengons par remarquer que si G est le graphe de transition de R, alors
A C G. Eneffetsi (¥,x,y’) estune aréte de A, alors y'€(y*x)g par (4.110), donc
(¥,x,»") est une aréte de G. Par suite tout chemin de A est un chemin de G.

Montrons que R, C L, (Rp). Soit x €R,. Il existe un chemin ¢ : p > q dans
A tel que g €T, et d’étiquette lc|=x. Le chemin ¢ est aussi un chemin de G. Soit
(p',x',q) sa derniére aréte. En vertu de (4.111), on a z€E€(p'lx")gz puisque
(p'*x")a ={q} C T,, donc (p’,x’, z) €G. En remplacant la derniére aréte de ¢ par
(p',x',z), on obtient un chemin ¢': p =z de G, d’étiquette lcl=x. Ceci prouve que
x € Lang (G, {p}, {z}), et par (4.105) que x EL;(R)p).

Montrons enfin que L;(R,) C R; UR. On peut énoncer cette relation sous la
forme suivante : si x €L, (Ap)etsi x & R, alors x € R. Nous allons le prouver en
démontrant la relation plus générale, pour un élément ¢ €Y quelconque :

X€L,(Ry) et x&lLang(A, {q},T,) = x¢&Lang(A, {q},T). (4.112)

Dans cette relation, T désigne la réunion des ensembles T,. Avant de la démontrer, no-
tons qu’elle donne bien la relation précédente pour q¢ =p, car Lang (A, {p}, T:)=R;
et Lang (A, {p}, T)= R. Nous démontrerons (4.112) par récurrence sur la longueur
de x.

Supposons que /g(x)=1, et qu’on ait x €L, (R,). [lvient z E wzR, (x) par
(4.97). Comme toute séquence de R, (x) est de longueur 1, wzR, (x)= Ry (x)=
(glx)g par (2.82). On a donc z € (glx)g, et par (4.111) 'une des relations
(g-x)a NT, #0, (g*x)a NT =0 doit étre vraie. Or la premiére est fausse si ’on
suppose que X €& Lang (A, {q}, T, ), en vertu du paragraphe 4.3.13. En faisant cette
hypothése on a donc (g-x)s NT=0,d’ol x & Lang (A, {g},T) (§ 4.3.13). La rela-
tion (4.112) est ainsi démontrée pour lg(x)=1.

Supposons que (4.112) soit vraie pour toute séquence x de longueur n et quel
que soit ¢ €Y. Soit xx' une séquence sur X de longueur n +1, avec Ig(x)=1 et
lg(x') = n. Supposons que

xx' € Ly (Ry) (4.113)

xx' & Lang(A, {q},T.). (4.114)
Il vient

z € wzRy(xx") par (4.97)

z € wzRo(x") avec Q = (q'x)g par (4.101).
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Il y a lieu de considérer ici deux cas.

® (g-x)A=0.
Dans ce cas (g*xx')a =0, dod (g-xx')A NT=0, et xx' & Lang (A, {g},T)
(§4.3.13).

® (g-x)p #0.
Dans ce cas (¢°x)g =(q*x)a par(4.110), et comme A est un graphe détermi-
niste, ona (q+x)g = {q'} avec q¢' €Y. Il vient alors z € wz Ry (x"), soit

x' € Le{Ry) (4.115)
Or I’hypothése (4.114) peut s’écrire selon (4.89)
x' & Lang(A, {q'}, T,). (4.116)

Comme Ig(x")=n, les relations (4.115) et (4.116) impliquent x' € Lang
(A, {q'}, T), etil vient (§ 4.3.13)

xx' & Lang (A, {q}, T).

4.4.19 Commentaire

Le terme “déterministe” employé dans I’énoncé du paragraphe 4.4.17 est essen-
tiel. La proposition serait fausse si I’on ne faisait pas cette hypothése. On peut le voir
en reprenant I’'exemple du paragraphe 4.4.16. Sil’on construit une machine de Mealy
R[X,Y,Z] selon les régles (4.110) et (4.111), en prenant pour automates (A, {p}, T,)
non pas les automates déterministes de la figure 4.39, mais les automates non détermi-
nistes de la figure 4.35, en posant Y = {a,8,7,8,¢}, p=a, T, = {6}, T, = {€}, on aura

(a*0)g = {a,B} par (4.110)
(«l0)p = {u,v} par (4.111),
Le graphe de transition de A comprend donc les arétes
0 @ —D—> [v]
et I’on voit que 00 €L, (R,). Or 00 R, et 00 € R (4.109). La relation
L,(Rs) C R, UR

n’est donc pas vérifiée.

4.4.20 Exemple

Considérons le cahier des charges suivant. Le systéme séquentiel S de la figure
4.42 doit éliminer I’effet des rebondissements du commutateur. On doit avoir z=0
lorsque x, =1 (commutateur 4 gauche), z =1 lorsque x, =1 (commutateur a droite),
et z conserve sa valeur antérieure lorsque le commutateur est en position intermédiai-
re (x; =x, =0).

Ce cahier des charges est illustré par le chronogramme de la figure 4.43. On re-
marque que x; et x, n’ont jamais simultanément la valeur 1. Désignons par a, b, ¢ les
trois valeurs possibles de x; x x, asavoira=1x 0,56=0x 1,¢=0x 0.

Si nous échantillonnons le chronogramme de fagon arbitraire, mais assez fine
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x; S f—
|
0 0
Fig. 4.42
0 I 1 BER
|
|
1 - I 1
: ] ]

Fig. 4.43

pour que toute variation des signaux soit prise en compte, nous observons ceci :

® z(t)=0 siet seulement si la séquence x (1) ... x(¢) se termine par @ ou par
ac" (n quelconque);
® z(t)=1 sietseulement sila séquence x(1)...x(¢) se termine par b ou par
be" (n quelconque).
Posons
R, = (U bUc)ac*

4.117
R, = (aUbUc)*bec™ ( )

Le langage R, (resp. R,;) est I’ensemble des séquences sur I'alphabet {a, b, c} qui se
terminent par @ ou ac” (resp. par b ou bc"), n étant quelconque.

Posons encore d =1 x 1, et soient X l'alphabet {a, b,c,d } et Z 'alphabet
{0,1}. On cherche une machine de Mealy R[X,Y,Z] avec un état secondaire initial
PEY telle que

RoCLo(R,)CReUR

2 (4.118)
R; €Ly (R,)C R UR

Les langages R, (z=0,1) sont représentés par les automates non déterministes
de la figure 4.44. La construction des sous-ensembles, dont le détail est laissé au lecteur,
fournit les automates déterministes de la figure 4.45. Pour la commodité d’écriture, on
change en p, q, r les noms des sommets de cette figure, qu’on reproduit dans la figure
4.46. Cette derniére figure est une famille d’automates déterministes (A, {p}, T, ), qui
représente les langages R, .

La machine de Mealy R[X,Y,Z] dont la table de transition est le tableau 4.47,
est construite selon (4.110) et (4.111). Elle est solution du probléme.
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ﬁ—-
l/ 1/
(- Lol
X ; ;
Y — a-y—o-
¢ b.c
Fig. 4.44 Fig. 4.45
a, ¢
m 0 c b d a
1 — 0x0 0x1 1x1 1%0
/ p |p;— | r;1 |—:—|q;0
C;
\ q |q;0 | r;1 |——]q;0
t
r risid r;l1 | ——|4q;0
U Tableau 4.47
b.c
Fig. 4.46

On verra au chapitre suivant que la machine A peut étre réduite. Dans le cas pré-
sent, la réduction revient simplement 4 supprimer la premiére ligne de la table de transi-
tion, et 4 prendre comme état secondaire initial I'un quelconque des états ¢, . En codant
r par 0, et ¢ par 1, on obtient une machine dont la composante séquentielle est un
élément de mémoire s (fig. 2.14). L’emploi d’un filp-flop de type sr pour suppri-
mer l'effet des rebondissements d’'un commutateur est bien connu dans la pratique.
L’exemple a été choisi seulement pour sa valeur illustrative et sa simplicité.

4.4.21 Exemple

Considérons le cahier des charges suivant, décrivant une machine binaire
M(xy,%X3,x%3)(2;,22). On suppose qu’a tout instant # une seule au plus des variables

Fig. 4.48
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X;,X2,Xx3 vaut 1. Dans ces conditions, les variables z;,z, obéissent aux régles suivantes:
® z,(t) = 1sietseulementsi t>1 et x,(r—1)=x,(t)=1;
® z,(¢) = 1 sietseulement s’il existe un instant ¢’ < ¢ tel que
x3(t')=1 et x,(t")=1 pour tout instant ¢t" (t' <t" < t).

Ces régles sont illustrées par la figure 4.48.
Désignons par X et Z les ensembles respectifs B; et B, (§ 3.1.7). On a
M: X" > Z", Soit E le sous-ensemble de X formé des vecteurs 0 x 0x 0,1x 0x 0,
0x 1x 0,0x 0x 1,que nouscoderons par les nombres 0, 1, 2, 3 de la fagon suivante :

0x0x0—0
Ix0x0—1
O0x1x0—2
0x0x1 — 3.

Nous codons de méme les éléments de Z par les nombres 0, 1, 2, 3:

0x 0-0; 1x0->1; 0% 1=2; 1x 1-—3.
Le cahier des charges ne définit les réponses de la machine 4 une séquence d’entrée x
que pour x € E", Dans ce cas, si y € M(x),ona

wz(¥)=1+<= x€R, = (0U1U2U 3)*12. (4.119)

Le langage R; est I’ensemble des séquences x sur E qui se terminent par 12. Une sé-
quence y € M(x) se termine par 1 si et seulement si x se termine par 12. De méme
» se termine par 2 si et seulement si x se termine par 32" (n entier quelconque > 1),
ce qui s’écrit

wz(¥) =2+ x€ER, = (0U1U2U3)*32" (4.120)

La séquence y se termine par 0 si et seulement si x n’appartientnia R; nia R,, c’est-
a-dire x appartient au complément du langage R, U R, par rapporta E*, ce qu’on note

wz(y) =0 < xER, = "~ (R, UR,). (4.121)
Enfin y ne se termine jamais par 3, ce qu’on peut noter
wz(y) =3 = x€ER; = 0. (4.122)

Rappelons que les relations (4.119) 4 (4.122) font I’hypothése x EE” et y € M(x).
Le cahier des charges ne dit rien des réponses de la machine M pour une séquence d’en-
trée x quin’appartient pas E*. En remarquant que le langage R=R,UR; UR, UR
est égal 2 E”, et en désignant par R le complément de R par rapport & X', on a donc

R,CL,(M)CR,UR pourz = 0,1,2,3. (4.123)

On cherche pour M une machine R, ol R[X,Y,Z] est une machine de Mealy et
p €Y un état secondaire initial.

La figure 4.49 (non-déterministe) représente les langages R, (ensemble terminal
{6}), R, (ensemble terminal {€}), et R3 (ensemble terminal vide). Nous verrons qu’il
il n’est pas nécessaire de représenter a ce stade le langage

Ro = E'=(R; UR, UR3;). (4.124)
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Fig. 4.49 -

La construction des sous-ensembles appliquée aux automates de la figure 4.49,
considérés comme automates sur ’alphabet X, est donnée par le tableau 4.50, dans
lequel x représente n’importe quel élément de X différent de 0,1,2,3. On pourra
coder les éléments de X — E par les nombres 4,5,6,7 de fagon quelconque.

0 1 2 3 x

0+—a o af | « ay | O
0+—oaf |a af | aé | ay | O
0+—ay |a af | ce | ay | @
1l—aé |a af | « ay | O
2—ae |a «f | ae | ay | O

Tableau 4.50

Le tableau définit une famille d’automates déterministes (A, {p},T;) (z=
0,1,2,3),avec p=a, T, ={ad}, T, ={ae}, T;=0 et

Tg = E(A)_(Tl U Tz U T3 ). (4.125)

Les ensembles Ty, T,, T3 sont définis par la construction des sous-ensembles. L’en-
semble T, est défini (choisi) par (4.125). Ce choix de T, implique que le langage
représenté par (A, {p}, To) est le langage Ry (4.124), en vertu du fait que le graphe
A, considéré comme graphe sur ’alphabet E, est complet (§ 4.3.18, 4.3.19).

En désignant respectivement par a,b,c,d,e les sommets a,af,ay,ad,ae du
graphe A, la machine de Mealy R [X,Y,Z] définie par (4.110) et (4.111) a pour table
de transition le tableau 4.51. Avec I’état secondaire initial a, elle est solution du pro-
bléme.

0 1 2 3 X
a a;0 b;0 a;0 c; 0 i
b a;0 b;0 d;1 c;0 —
¢ a;0 b;0 e;2 c; 0 — =
d a0 b:0 a;0 c;0 — e
e a;0 b;0 e;2 c; 0 it
Tableau 4.51

Cette machine peut étre réduite comme on le verra au chapitre suivant. Il nous
suffit de constater ici que les lignes @ et d du tableau 4.51 sont identiques, ainsi que
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les lignes ¢ et e. Dans un certain sens, qui sera précisé ultérieurement, les états secon-
daires a et d (resp. ¢ et e) peuvent étre identifiés.

4.4.22 Exercice

Une machine binaire M(x,,x,)(z) est décrite par le cahier des charges suivant.
La variable z vaut toujours 0 lorsque x, vaut 0. Le premier changement de x, qui se
produit pendant que x, =1 fait passer z 4 1; alors z reste 4 1 jusqu’a ce que x; retour-
ne 4 0. Ce cahier des charges est illustré par la figure 4.52.

X

Fig. 4.52

Oncodelesvaleurs 0 x 0,0x 1,1x 0,1x 1 de x; x x, respectivement par 0,1, 2, 3.
On demande de représenter les langages R, =L, (M) (z=0, 1) par des expressions
réguliéres sur alphabet X = {0,1,2, 3}. Remarquer que R, =R, (cf. § 4.4.9). Cons-
truire un automate déterministe complet (A, {p}, To) sur X représentant le langage
R, en passant par un automate non déterministe et par la construction des sous-ensem-
bles. Poser T; = Z(A) — T,. L'automate (A, {p}, T;) représente alors R,. Construire
la table de transition d’une machine de Mealy R[X,Y,Z] & partir de (A, {p}, T,),
avec Y=Z(A),Z={0,1}, selon (4.110) et (4.111).

4.4.23 Exercice
Méme exercice que le précédent, sur le cahier des charges du paragraphe 4.4.9.

4.4.24 Exercice

La figure 4.53 représente une voie de circulation a sens unique, parcourue par
deux types de véhicules: des véhicules longs (de longueur L )et des véhicules courts
(de longueur / < L). Une machine binaire M(a,b,c) (z) dont les variables d’entrée
proviennent de trois capteurs photoélectriques A,B,C détecte le passage de chaque
véhicule long. Les capteurs A et C sont équidistants de B (distance d). Le signal déli-
vré par un capteur vaut 1 pendant toute la durée du passage d’un véhicule devant celui-
ci. On suppose que les longueurs des véhicules satisfont la relation d < I <2d < L.
L'espacement de deux véhicules consécutifs peut étre quelconque (non nul). Leur vites-
se est quelconque, mais ils ne reculent jamais.

On code par les nombres 0, ..., 7 les huit vecteurs binaires @ x b x ¢ selon le
codeusuel 0=0x 0x 0,1=0x O0x 1,...,7=1x 1x 1. En supposant que le passage
d’un véhicule long est signalé par un enclenchement de la variable z, on demande de
définir la machine M en donnant une expression réguliére du langage L, (M) pour
z = 1. On suppose naturellement que les signaux a, b, ¢ sont échantillonnés avec une
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o A B |

Fig. 4.53

période trés courte vis-d-vis du temps de passage d’un véhicule en un point, et de I'inter-
valle de temps entre les passages de deux véhicules consécutifs en un point.

4.4.25 Solution

On examine ce qui se passe entre un instant ¢ ol un véhicule long se trouve de-
vant les trois capteurs (@ x b x ¢=7) et un instant " ol il ne se trouve plus que de-
vant C. Les événements possibles entre ces deux instants sont représentés dans les
trois “films” de la figure 4.54. Les instants ¢,¢' sont choisis tels que a(z +1)=0 et
b(t'—1)=1.Dansle premier des films la séquence x(¢,t")=a(t,t') x b (£,t") x c(¢,t")
sur Ialphabet X = {0, ..., 7} appartient au langage 73"1. Dans le second elle appar-
tient au langage 73775, et dans le troisiéme, au langage 73"5. Désignons par S la
réunion de ces trois langages, qu'on peut écrire 73*(1 U 75 U 5). On vérifie aisément
que pour deux instants 7 < ¢', la séquence x (¢,¢') appartient au langage S seulement
si un véhicule long se trouve a I'instant ¢ devant les trois capteurs. Nous dirons que le
langage S est ’'ensemble des séquences décisives pour la machine M. A un instant ¢’
quelconque, la machine signalera le passage d’un véhicule long (z (¢')=1) si et seule-

t
t+1

"1
,

t

t
t+1

=1
.

t+1

=1

Fig. 4.54
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ment §’il existe un instant ¢ < ¢’ tel que x(¢,¢') €S, autrement dit si et seulement
sila séquence x (1,7") se termine par une séquence décisive. Le langage L, (M) sera
donc le langage régulier

R, =(0U1U..UN*73*'(1UT'5U5)

et le langage L, (M)=R, serale complément de R, par rapporta X", Le langage R,
peut étre représenté par 'automate de la figure 4.55. A partir de cet automate, la syn-
thése d’'une machine de Mealy s’effectue comme dans les exemples précédents.

3 5
) e
0.].,,.,?Cd i B 3_- v ?.._ €

et

D !
\ l 5
5
]
4.4.26 Références bibliographiques

La théorie des langages réguliers et automates finis fait partie de la théorie générale
des langages formels et automates, dans laquelle on étudie différentes classes de langa-
ges (en particulier celle des langages réguliers) qu’on met en relation avec des classes
d’automates (en particulier celle des automates finis), chaque langage d’une certaine
classe pouvant étre représenté par un automate de la classe correspondante [18]. Cette
théorie générale trouve son application principale dans la définition et la compilation
des langages de programmation.

La théorie particuliére des langages réguliers et automates finis dont la relation
a été établie initialement par Kleene [19], a fait I’objet des sections 4.1 a 4.3 de ce volu-
me. On en trouvera de bons exposés dans [6] et [20]. A notre connaissance cependant,
I’emploi de diagrammes réguliers dans cette théorie (sect. 4.2, § 4.3.4 4 4.3.8) est par-
ticuliére a notre exposé.

Il en est de méme nous semble-t-il de la maniére dont nous avons appliqué cette
théorie a la synthése des machines de Mealy. Il nous est difficile de citer une référence
posant le probléme de synthése du paragraphe 4.4.15 avec la méme généralité. En lan-
gue francaise, on trouvera une approche plus élémentaire de ce sujet dans [10].

e e
Fig. 4.55






CHAPITRE 5

REDUCTION
DES MACHINES DE MEALY

5.1 SIMULATION ET REDUCTION

5.1.1 Introduction
Dans ce chapitre, ou il est question essentiellement de machines de Mealy, nous

les appellerons souvent machines tout court.

La possibilité de réduire la table de transition (table d’états) d’une machine a été
mentionnée dans le volume V (§ 6.1.13), par la présentation d’un exemple dans lequel
cette possibilité apparait avec une évidence particuliére. Nous reprenons cet exemple
comme introduction au présent chapitre (tab. 5.1, 5.2).

0xX0 0x1 1X1 1X0 0x0 Ox1 1%1 1x0
111:0 2;0 |—i— 531 a a;0 | b;0 | d;1 a;l
2| 8:1 2:;0 3;0 —i— b | b;1 b:0 c;0 a;l
3 | == 7;1 3:0 4:0 c b;1 e | c;0 d;0
4 [ 1;0 |—;— |61 4;0 d | a;0 | e;1 | d;1l d;0
5 1;0 —_— 6;1 5;1
6 |—:i— |7:1 6;1 4:0
7 8.1 711 30 i A Tableau 5.2
8 8:1 2:0 - 531

Tableau 5.1

La ligne a de la seconde table remplace les lignes 1 et 5 de la premiére. De méme
b remplace 2 et 8, ¢ remplace 3 et 7, et d remplace 4 et 6.

Dans d’autres exemples, la possibilité de réduction est beaucoup moins évidente.
Le but de ce chapitre est de présenter une méthode de réduction générale. Pour ame-
ner cette méthode et la justifier, il convient d’abord de préciser son objectif.

On voit dans I’exemple ci-dessus qu’il s’agit de remplacer une machine R[X,Y,Z]
(tab. 5.1) par une machine R'[X,U,Z] (tab. 5.2), ayant les mémes alphabets primai-
res et tertiaires X,Z que la premiére, mais avec un alphabet secondaire U ayant moins
d’éléments que Y. Ici X=B,,Z=B,Y={1, ..., 8}, U= {a,b,c,d}. Mais ce n’est pas
tout. Il faut encore que la machine R’ puisse valablement remplacer R. Nous dirons
que R' doit simuler R, et le but de la présente section sera de donner un sens mathé-
matique précis a cette notion de simulation. Le probléme de la réduction sera posé ainsi
en des termes exacts se prétant 4 un traitement rigoureux.



176 MACHINES SEQUENTIELLES

5.1.2 Définition
Soient R[X,Y,Z] et R'[X,U,Z] deux machines de Mealy. On dit que R’ simule
R, si pour tout élément p €Y il existe un élément u € U tel que

R%C Ry, (5.1)

5.1.3 Commentaire
Rappelons que R, et R, sont deux correspondances X'~ Z* (8§ 26.15). La
relation (5.1) signifie (§ 1.3.15) que

R'u(x)C Rp (x) (5:2)

pour toute séquence x € X", Toute réponse z de la machine R', aune séquence d’en-
trée x est aussi une réponse de la machine R, i cette méme séquence x:

ZER'y (x) = zER,(x). (5.3)

La machine R dans I’état initial p peut donc étre remplacée par la machine R’ dans
I’état initial u. Et quel que soit le choix de I’état initial p de R, il existe un état u de
R’ ayant cette propriété. Tel est le sens de la notion de simulation.

5.1.4 Définition

On dit que la machine R'[X,U,Z] est une réduction de la machine R[X,Y,Z],
si R' simule R (§ 5.1.2) etsi |UI<1YI (le nombre d’éléments de U est inférieur ou
égal d celuide Y).

5.1.5 Définition
On dit que R'[X,U,Z] est une réduction minimale de R[X,Y,Z] si R’ est
une réduction de A, et §'il n’existe pas de réduction R"'[X,W,Z] de R avec IWI<IUI

5.1.6 Exemple
Soient X=Z={0,1},Y={a,b,c,d,e,f},U={a,B}, et R[X,Y,Z], R'[X,U,Z]
les machines dont les tables de transition sont données ci-dessous (tab. 5.3, 5.4).

0 1
a c;0 d;1 0 1
? k2 i?o_ @ | 8;0 | 851
d | f:1 B B g1 6;0
e | —;— e;0
f fil . Tableau 5.4
Tableau 5.3

Nous allons montrer que R’ simule R, et plus précisément, en considérant les
ensembles

o(a) = {a,b} et o(B) = {c.d,e.f],
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nous allons montrer que la relation (5.2) est vraie quels que soient u € {a,B} et
p €0 (u), c’est-a-dire que

PEO(U) = Ry (x)C Ryp(x) (5.4)

pour toute séquence x € X", On raisonne par récurrence sur la longueur de x. Considé-
rons d’abord les séquences x =0, x =1 de longueur 1. On vérifie directement dans les
tables de transition que les relations R, (0) C R, (0) et R, (1) C R, (1) sont vraies
pour tous les choix possibles de u € {«,} et p € o(u). Par exemple pour u=a et
p=>b,on apar(2.82)

R',(0) = al0= {0} C Ry (0) =b10 = {0,1}.
R'y(1) =all ={1}C AR, (1) =bI11 = {0,1}.

La vérification pour d’autres choix de u et p est laissée au lecteur.

Supposons que la relation (5.4) soit vraie pour toute séquence x de longueur n.
Les séquences sur X de longueur n+1 sont toutes de la forme Ox ou 1x, ou x est
une séquence de longueur n. Il s’agit donc de montrer que les relations
R (0x)C Rp (0x) et RL,(1x)C Rp (1x) sont vraies pour n'importe quel choix de
u€{a,pf} etde pE€o(u). Grice i la formule (2.83), ceci peut se faire par vérification
directe dans les tables de transition. Par exemple, pour u =« et p =a, on peut écrire

R'«(0x)
R ,(0x)

R'a(0) Rlq.o(x) = R'a(0) Rs(x)
R4 (0)Rq.0(x) = Ra(0) R (x).
Or on a déja vérifié que R (0)C R, (0), etl’ona Rs(x)C R, (x) parce que ¢ € o(B)

et Ig(x)=n. Il vient donc R’y (0x)C R, (0x).
Considérons encore u = et p=c. On peut écrire

I

R};(Ox)
Re(0x)

R'g(0)R's.0(x) = R's(0) R'g(x)
R.(0) Re.p (x).

Il

Ici encore on a déja vérifié que R:g (0) C R.(0). 1l reste a voir que R:g (x) C Re.g (x).
Or c:0={a,.., f}=Y et R..o(x) estlaréunion des ensembles R, (x) (¢ €Y). Si
’on choisit un élément g € o(B), on a d’une part R, (x) C Rc.q (x) et d’autre part
R (x) C Rq(x) puisque Ig(x)=n.

On voit que sur la base de la définition de la simulation (§ 5.1.2) il est possible
de vérifier que R’ est une réduction de R, mais que cette vérification est fastidieuse.
La section suivante nous fournira une maniére beaucoup plus rapide de prouver la simu-
lation de R par R'.

5.1.7 Proposition

Toute machine R[X,Y,Z] est une réduction d’elle-méme. Si R'[X,U,Z] est
une réduction de R[X,Y,Z] etsi R"'[X,W,Z] est une réduction de R', alors R" est
une réduction de A.

La proposition découle immédiatement des définitions (§ 5.1.2, 5.1.4).
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5.1.8 Définition
Une machine R[X,Y,Z] est réduite si elle est une réduction minimale d’elle-
méme (§ 5.1.5).

5.1.9 Commentaire
Si R' est une réduction de R, etsi R' est réduite, R’ n’est pas nécessairement
une réduction minimale de R. Nous en verrons un exemple plus loin (§ 5.3.25).

5.2 MACHINES QUOTIENTS

5.2.1 Définition: recouvrements
Soient U et Y deux ensembles non vides. Une correspondance ¢: U =Y (§ 1.3.1)
est appelée un recouvrement de Y si

uLEJU o(u) = Y. (5.5)

Par exemple, si U= {a,3,7,€} et Y= {a,b,c,d,e}, la correspondance o:U =Y
représentée par le tableau 5.5 est un recouvrement de Y.

p 5(p)
a a,b
b d
u o(u)
¢ b
a | {a,c}
|G {ﬂ,e} d -
v | {b,d}
€ (] e a,d
Tableau 5.5 Tableau 5.6

Les sous-ensembles de Y de la forme o(u) (u € U) sont appelés les classes du
recouvrement. La relation (5.5) signifie que chaque élément de Y appartient & au moins
une classe.

La définition générale d’un recouvrement permet que I’on ait ¢(u)=o0(v) pour
deux éléments u #v de U (ce n’est pas le cas dans I'exemple ci-dessus). Le nombre des
classes d’un recouvrement ¢:U —Y peut donc étre inférieura |U |.

Notons enfin qu’il existe toujours un élément u de U tel que o(u) # 0 (Y étant
supposé non vide).

5.2.2 Premiére notion de compatibilité : exemple

Le tableau 5.6 représente une correspondance 6:Y —Y, avec Y = {a,b,c,d,e}.
Ona 6 (a)={a,b}, 8 (c)={b}, 8 (d)=Y (tiret), etc. Nous allons mettre en évidence
une propriété du recouvrement o:U—Y défini par le tableau 5.5 vis-d-vis de cette
correspondance &.
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Considérons les éléments «,y de U.On constate entre « et -y la relation suivante :
Vpeo(a): 8(p)No(y) # 0. (5.6)

Cette relation se lit: pour tout élément p de o(a), 8 (p) N o () est non vide.
On le vérifie immédiatement, puisque §(a)No(y)={b} et 8 (c)Noa(y)={b}.

Abrégeons par P(a,y) cette propriété (5.6). On peut alors vérifier ceci: pour
tout élément u de U(U= {q, ..., €}), il existe un élément v de U tel que P(u,v). On
vérifie en effet

pour & : P(a,7)
pour § : P(B, @)
pour v : P(7,7)
pour € : P(ev) quel que soit vEU.

La derniére assertion concernant € découle d’une propriété fondamentale de
I’ensemble vide, a savoir qu’une relation de la forme x € @ = R(x) est toujours vraie,
puisque @ C {x IR (x)}. Comme o (€) =0, onpeutécrire pEa(e)=8(p)No(¥) #0
quel que soit v € U.

Cette propriété du recouvrement o vis-d-vis de § (imprimée en italique gras ci-
dessus) s’abrége en disant que o est compatible avec §.

Considérons maintenant la machine séquentielle M: X" = Y" définie par la
table de transition ci-dessous (tab. 5.7), avec X = {0,1}. On peut considérer que cette
table représente deux correspondances Y = Y: une correspondance &, définie par la
colonne O (et identique a la correspondance du tableau 5.6), et une correspondance §,
définie par la colonne 1. Ona 8, (p)=p-0 et 6, (p)=p-1 pourtout p€Y.

On vérifie que le recouvrement o est aussi compatible avec §,. En effet, abré-
geons par P, (u,v) (pour x =0 et x =1) la relation

VpEo(u): &,(p)No(v) # 0. (5.7

On vérifie alors Py (a,a), Py (B8,8), Py (v,2), P, (€,v) (v quelconque).

0 1
a a,b c,e
b d —
c b a,b,c
d - c
e a,d e
Tableau 5.7

Cette double compatibilité du recouvrement ¢ avec 6, et §, s’exprime en disant
que o est compatible avec M. Cette définition est généralisée dans le paragraphe sui-
vant.
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5.2.3 Définition

Soient M: X" = Y" une machine séquentielle, et ¢: U~Y un recouvrement de
Y. On dit que o est compatible avec M si pour chaque u € U et chaque x € X, il existe
un v €U tel que

Vp€o(u): (p:x)Na(v) # 0. (5-8)

Lorsque o(u) =0, la relation (5.8) est vraie pour n’importe quel élément v de U.

5.2.4 Cas particulier

Nous n’aurons a faire par la suite qu’a des machines séquentielles M: X" —>Y"
de type standard ( § 2.4.34), ol pour chaque couple p €Y, x € X I'ensemble p-x
est soit I'ensemble Y (noté par un tiret), soit un sous-ensemble a un seul élément
{q} C Y. Un exemple est donné par le tableau 5.8.

0 1 2 3 i o (1)
B ABE o [
' — e a b 6 {a,e}
d a b —_ — it {b)d}
e b - — d & (1]}

Tableau 5.8 Tableau 5.9

Dans ce cas, la compatibilité d’un recouvrement de Y avec M peut étre exprimée
commodément en introduisant la notation suivante,ou pE€Y et x € X:

0 siprx=Y
ptx = (5.9)
px sipx#Y.
Par exemple, dans le tableau 5.8, 2 + 0= {b} et ¢ + 0=0.
Pour un sous-ensemble P C Y, et x € X, on écrit naturellement
P+x=U (p+x)
PEP E (5.10)
O+x = 0.

Ainsi dans le tableau 5.8, {a,b,c} + 0= {b,c}. Avec cette notation, on peut
énoncer la proposition suivante.

5.2.5 Proposition

Soient M: X" = Y" une machine séquentielle de type standard, 0:U—Y un
recouvrement de Y, et soient « €U, v €U, x €EX. Si o(u) # 0, la relation (5.8) équi-
vaut a

o(u)+xCo(v) et o(v) # 0. (5.11)

5.2.6 Démonstration
Faisons I’hypothése (5.8), en supposant o(u) # 0. Alors o(v) #* 0. Soit
pEao(u).Sipx=Y,alors p+x=0C o(v).Si p-x #Y, alors (5.8) implique
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p*x=p+xC ag(v). Ainsip +x C o(v) quel que soit pE o (u), donc o(u) +x C a(v).
Faisons ’hypothése (5.11). Soit pE€o(u).Si prx=Y,alors (p*x)No(v)=
o(v)#0.8i prx#Y, alors prx=p+xCo(v), dou (p-x)No(v)=p-x+#0.

5.2.7 Corollaire

Soient M: X" = Y " une machine séquentielle de type standard, et ¢: U—=Y un
recouvrement de Y. Pour que o soit compatible avec M, il faut et il suffit que la condi-
tion suivante soit vérifiée: pour tout u € U, et pour tout x €X, il existeun v € U tel
que

o(u)+xCa(v). (5.12)

En effet la condition est nécessaire en vertu du paragraphe 5.2.5. Elle est suffi-
sante, car s’il existe un v € U vérifiant (5.12), il en existe un tel que o(») # 0.

5.2.8 Exemple

Le recouvrement o de I'’ensemble Y = {a,b,c,d,e} donné dans le tableau 5.9 est
compatible avec la machine séquentielle M du tableau 5.8. On le vérifie rapidement en
appliquant le corollaire ci-dessus. Par exemple :

o(a)+0 = {a,c}+0 = {b}Co(y)
o(a)+2 = {a,c} +2 = {a,e} Ca(B)
o(y)+2 = {bd}+2=0Ca(v) (VVEU)
0(8)+x =0+x=0Co(v) (VveU).

5.2.9 Définition

Soient R[X,Y,Z, M, F] une machine de Mealy et 0: U —Y un recouvrement
de Y. Rappelons que dans cette notation (§ 2.6.8), M est la composante séquentielle,
et F la composante combinatoire de R. On dit que o est compatible avec F si pour
tout u €U et tout x €X,

M (plx)g # 0. (5.13)
pPEa (u)

On dit que o est compatible avec R s'il est compatible avec M (§ 5.2.3) et

avec F. Notons que

o =0= 0 (plx)s =2 (5.14)

car l'intersection des ensembles (p|x)g tels que p € o (1) est ’ensemble des éléments
z de Z tels que

pEa(u) = zE€(plx)z. (5.15)
Comme on I'a vu plus haut (§ 5.2.2), une relation de la forme p € @ = R est toujours

vraie, de sorte que pour o(u)=0, la relation (5.15) est vraie quel que soit z € Z. Par
suite la relation (5.13) est toujours vraie lorsque o (u) = 0.
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5.2.10 Exemple

Soit R[X,Y,Z] la machine définie par le tableau 5.10. Sa composante séquen-
tielle est la machine de type standard déja vue dans le tableau 5.8. L’alphabet Z est
I’alphabet a quatre éléments

Z=B; ={0x0,0x1,1x0,1x 1},

les éléments de Z étant notés 00, 01,10, 11. Un sous-ensemble de Z tel que {00, 01}
est noté 0 —. L’ensemble Z lui-méme est noté ——.

0 1 2 3

u o(u)
a b;—— e;0 — e;00 b;—1
b c;00 d;—— —; =1 —;—=0 * {a,c}
¢ |—p=1 e;—1 2;00 b;0 1 8 |{ae}
d a; —0 b;l1 — — e — e R {6,d}
e b;0 — — ;=0 — ;=0 d;11 5 (1]
Tableau 5.10 Tableau 5.11

Le recouvrement o: U—Y rappelé dans le tableau 5.11 est compatible avec A.
Nous savons déja qu’il est compatible avec la composante séquentielle de R (§ 5.2.8).
Il reste & vérifier (5.13) pour u = a,f,y et x =0,1,2, 3. Considérons par exemple
o(a)={a,c} et x=1.0na

all =0-={0x0,0x 1}

cll=-1={0x1,1x 1}

(al1)n(ell) = {0X 1} # 0.

I

Il

La condition (5.13) est donc vérifiée pour # =« et x =1. Le lecteur pourra la
vérifier pour les autres valeurs de u et x.

Supposons qu’un recouvrement p de Y posséde une classe p(u)= {a, b}. Alors
ce recouvrement ne serait pas compatible avec la composante combinatoire de R, car

al3={0x1,1x 1}
b3 ={0x0,1x 0}
(al3)N(bl3) = 0.

5.2.11 Définition: machine quotient

Soient R[X,Y,Z] une machine de Mealy et 0:U—Y un recouvrement de Y
compatible avec R. On appelle machine quotient de R par ¢ la machine R'[X,U,Z]
définie par les relations (5.16) et (5.17), valables pour des éléments u € U et x EX
quelconques, et déterminant la table de transition de R'.

(u*x)g = (veU|VpEau): (px)g Na(v) # 0} (5.16)

: 17
ASNCIEP (5.17)
La compatibilité de o avec R (§ 5.2.3, 5.2.9) garantit que les membres de droite

des égalités (5.16), (5.17) sont des sous-ensembles non vides de U et Z, et c’est ce qui

(ulx)p’
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permet de prendre ces relations comme définition d’une machine R'[X,U,Z]. Cette
définition entraine

(urx)g' = U
(ulx)pr = Z

comme nous I’avons vu aux paragraphes 5.2.3, 5.2.9.

Au cas ol la composante séquentielle de R est de fype standard, la relation
(5.16) équivaut a

o(u) =0= (5.18)

{reU|lo(u)+xCo(v) et o(v) # 0} si o(u)#0

(ux)a %U s ou) = 0. (5.19)
5.2.12 Exemple

Soient R[X,Y,Z] la machine du tableau 5.10,et 0:U—>Y le recouvrement du
tableau 5.11, compatible avec R. La machine quotient R'[X,U,Z] de R par ¢ a pour
table de transition le tableau 5.12, construit selon (5.17), (5.18), (5.19). Soient par
exemple u=a et x=0.0na o(a)+ 0= {a,c} + 0= {b}. Le seul élément v de U tel
que o(a) +0C o(v) est y. On a donc (a*0)g’ = {7} en vertu de (5.19). D’autre
part, en vertu de (5.17),

(a1 0)g' = (2l 0)g N(cl0)g = {Ox 1,1x 1}.

Sil’on applique (5.19) & u =+ et x =2, il vient o(y) + 2= {b,d} + 2=0, donc
(v*2)p' = {a,B,7}, noté apfy dansle tableau 5.12. Enfin (& -x)g’ = U (tiret) quel
que soit x, en vertu de (5.18). Le lecteur controlera par lui-méme le reste du tableau.

0 1 2 3

vi—1 ;01 g;00 v;01
730 — ;00 g;00 %511
a;00 7;1 — | afy;—1 afy; —0

» ’ 2 »

;R W R

Tableau 5.12

Nous verrons au paragraphe suivant que toute machine quotient d’une machine R
simule R. Sachant cela, on peut affirmer que la machine R’ (tab. 5.12) est une réduc-
tion de R (tab. 5.10). Ce n’est pas une réduction minimale, car le recouvrement o (tab.
5.13) est aussi compatible avec R, et fournit la machine quotient du tableau 5.14.

u o) 0 1 2 3
{a,c} ¢ |v:i=1 | s:01 | 8500 | 4i01
{a,e} 6 | v;0— | g;00 | 8500 [ y511
{b,d} vy | @;00 | v;1 — |—;—1 |[—;—0

Tableau 5.13 Tableau 5.14

Il est clair qu'un recouvrement possédant une classe vide (tab. 5.11) ne donne
jamais pour machine quotient une réduction minimale, puisque la suppression de cette
classe vide ne détruit pas la compatibilité du recouvrement avec A.
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La seconde machine quotient (tab. 5.14) posséde une composante séquentielle
de type standard. C’est un fait accidentel. Si I’on modifiait 1égérement le tableau 5.10,
en remplagant b+-0= {c} par b-0=Y (tiret), on aurait o(y) + 0= {b,d} + 0= {a}.
Or {a} est contenu dans g(a) et o(f). Il viendrait alors y+0= {«,B} dansle ta-
bleau 5.14.

5.2.13 Proposition

Soient A[X,Y,Z] une machine de Mealy, 0:U—Y un recouvrement de Y com-
patible avec R, et R'[X,U,Z] la machine quotient de R par 0.Si pEY et u €U,
ona

pE€o(u) = R, CR,. (5.20)

Par suite, la machine R’ simule R (§ 5.1.2), puisque chaque élément p €Y
appartient 4 au moins une classe o (u).

5.2.14 Démonstration
Nous allons montrer que la relation

pE€a(u) = R, (x)C R, (x) (5.21)
est vraie quels que soient p €Y, u € U, x € X', par récurrence sur la longueur de x.
Supposons que Ig(x) =1, et que p Eo(u). Alors
y = b= N
Ru(x) = (ulx)g L1 |x)p selon (2.82) et (5.17)
Rp(x) = (p|x)n.

Comme p appartient 2 ¢ (u), 'intersection des ensembles (glx)g tels que g € o (1)
est contenue dans I’ensemble (plx)g. Donc R', (x) C R, (x), et la relation (5.21)
est prouvée pour Ig(x)=1.

Supposons que (5.21) soit vraie pour lg(x) = n. Pour la clarté de ce qui suit,
nous ’écrirons en changeant de symboles. Nous faisons I'hypothése que la relation

g€a(v) = R\, (x")C R, (x") (5.22)
est vraie quels que soient ¢ €Y, v €U, x' € X". Considérons alors des éléments
u€U, peY, x€X, x'€X". Nous allons voir que

pEa(u) = R'y(xx")C R, (xx"), (5.23)
donc que (5.21) est vraie pour /g(x)=n + 1. On a en effet par (2.83) et (4.100),

R'y(xx") = Ry (x) gv R',(x") avecV = (u*x)g’
et de méme
Ry(xx") = Ry(x) U R (x') avecQ = (p x)5.
qEQ

Supposons que p € o(u). Alors R, (x) C R, (x) puisque Ig(x)=1. Il reste 4 montrer
que

U RL(x)C U R,(x"). (5.24)
vEV gEQ
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Or vE€V implique o(¥) N Q # @ par définition de V et Q, par (5.16), et par ’hypotheé-
se p € o(u). Pour chaque v €V, il existe donc un g € Q tel que g € o (»). Alors
(5.24) découle de (5.22).

5.2.15 Exemple
La machine R’ (tab. 5.12) simule la machine R (tab. 5.10), puisque R’ est la
machine quotient de A par ¢ (tab. 5.11). Plus précisément, selon (5.20),on a

R’GCR,,; R",CRC
R CR,; R C R,
R!')'C'Rb; Rt‘l’c Rd"

Ainsi la machine R avec I'état initial @ peut étre remplacée par la machine R’
avec I’état initial a ou B, etc.

5.2.16 Remarque

La proposition du paragraphe 5.2.13 ne suppose pas que la composante séquen-
tielle de R soit de type standard. Elle est valable pour le type de machine le plus
général. Cependant les exemples de réduction qui suivront porteront toujours sur des
composantes séquentielles de type standard.

5.2.17 Exercice

Vérifier que le recouvrement o: {a,8} > {a, ..., '} défini au paragraphe 5.1.6
est compatible avec la machine A du tableau 5.3, et que R’ (tab. 5.4) est la machine
quotient de R par 0.

5.2.18 Exercice

Pour chacune des machines A [X,Y,Z] données par les tables de transition ci-
dessous (tab. 5.15 a 5.18), trouver un recouvrement de Y, 0 : U =Y, compatible avec
R, tel que |UI <Y, et construire la machine quotient de A par o. L’alphabet Z est
dans chacun des cas B ou B,.

Il existe une méthode pour résoudre ce probléme, qui sera exposée dans les sec-
tions suivantes. Mais il est bon de se familiariser avec le sujet, en traitant de fagon
heuristique quelques exemples simples comme ceux-ci.

a b 4
a b ¢ d
1 1:0 1;—|:250
111;0 1;01]2;0 31 2 |—;— 1;—| 4;1
2|=—3—|=:—=12;0 ] 3;1 3 |1;— | 1;—[2;0
3131 1;0 | 4;1 3:1 4 e | 1;1 150
4 14;1 1;0 | 4;1 31 5 13;0 1;0(3;1

Tableau 5.15 Tableau 5.16
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0 1
a b c d

a b;1 h;l
b a;0 g;0 1 1;0— Fr—F [ |
c | —;0 = 2 13;11|2;01 |5;1—|—:——
d d;0 =51 3 (13;11 |—;—— |—:—— | 4;0—
e c;0 di 4 16;10 4;00 |—;—— | 4501
r = c;0 3 === | 4;—0 3;—1 4;0 —
F|== b;— 6 |6:;10 |—s—— |—;—— | 7;1—
h | g0 e;— T 1130 = |—3—— |—3—— ] 7311

Tableau 5.17 Tableau 5.18

5.2.19 Commentaire

Nous avons vu qu’étant donné une machine R[X,Y,Z], lorsqu’on a trouvé un
recouvrement ¢: U~ Y compatible avec R, tel que |U|< |Y |, on peut construire
une réduction R'[X,U,Z] de R, a savoir la machine quotient de R par ¢. La question
a laquelle sont consacrés les paragraphes suivants est de savoir si toute réduction de R
peut étre obtenue de cette maniére.

5.2.20 Proposition
Soient R[X,Y,Z], R'[X,U,Z] deux machines, et soient pEY, uE€EU, x EX.Ona
Ry By =R uaC Ryews (5.25)
Par suite,si vEU et g EY,
RuC R,
{¢} = (p'x)r | = R,CR,. (5.26)
vE(u-x)g

5.2.21 Démonstration
Supposons que R, C Rp, et soit x' une séquence quelconque sur X. On a par
hypothése

Rulxx"YE R(xx")
et en appliquant (2.83),

R,u (x) R,u'x(x') - Rp(x) Rp-x(x')-

f—— — S— e—

A B A B’

On peut appliquer aux ensembles désignés ci-dessus par A,B,A’,B’ la proposition du
paragraphe 1.4.11, caronaici AUA'CZ et BUB' C Z", n étant la longueur de x.
Il vient B C B', c’est-a-dire

Bln")E Byl (")
Ceci étant vrai quelle que soit la séquence x’, on peut écrire R',., C Rp.x. Sil'on sup-
pose que ¥ € (u-x), il vient R, C R',.y selon (4.100), donc R', C R,.. Si de plus
p*x={q},alors R, C R,.



REDUCTION DES MACHINES DE MEALY 187

5.2.22 Proposition

Soient R[X,Y,Z] une machine a composante séquentielle de type standard, et
R'[X,U,Z] une machine simulant R. Pour chaque élément u € U soit o(u) I’ensem-
ble des p €Y tels que R, C Rp. La correspondance ¢:U—Y est un recouvrement
de Y, compatible avec R, et I'on a plus précisément les relations suivantes:

vE(u*x)g = o(u) +xCa(v) (5.27)
(ulx)r" € N (plx)g. (5.28)
pEo(u)

5.2.23 Démonstration
Par définition, I'on a

pE€ao(u) = R, CR,. (5.29)

Comme R’ simule R (§ 5.1.2), o est un recouvrement de Y. Etablissons (5.27). On
suppose que v €(u*x)g'. Soit g€ o(u)+x. Ona {g}=(p+x)g pourun p € o (u).
En vertu de (5.29) et (5.26) il vient ¢ €0 (v). La relation (5.27) est ainsi prouvée.

Elle entraine selon le paragraphe 5.2.7 que o est compatible avec la composante sé-
quentielle de R. La relation (5.28) découle immédiatement de (5.29) et (2.82). Elle
montre que ¢ est compatible avec la composante combinatoire de A (5.13).

5.2.24 Commentaire

La proposition (§ 5.2.22) n’implique pas que R’ soit la machine quotient de
R par 0. Mais en considérant la machine quotient R"[X,U,Z] de R par o, on voit
que pour toute réduction R’ d’une machine R i composante séquentielle de type stan-
dard, il existe une réduction R" de R ayant le méme nombre d’états secondaires que
R', et pouvant étre obtenue comme quotient de R par un recouvrement o. Ceci répond
partiellement a la question du paragraphe 5.2.19.

5.2.25 Définition

Soient R'[X,U,Z] et H"[X,U,Z] deux machines avec les mémes alphabets
X, U, Z. Nous dirons que R’ est une diminution de R"' sil’on a, quels que soient
uelUet xeX:

(u*x)p' C (u*x)p"

(ulx),q» (8 (ulx)Ru (530)

5.2.26 Proposition
Si R'[X,U,Z] est une diminution de R"[X,U,Z], alors R}, C R", quel que
soit u € U. Par suite R simule R".

5.2.27 Démonstration
La relation R, (x)C R", (x) est vraie pour Ig(x)=1 en vertu de (5.30) et
(2.82). Supposons qu’elle soit vraie pour lg(x)< n. Soient x €EX et x' €X". Ona
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selon (2.83),
Ry (xx")

I

R (%) U,ﬁ'v(x') avec Q' = (u*x)g’
veQ
C Ru(x) U RY(x') avecQ = (u*x)g2Q’
vEQ
C Ru(x) U Ry(x")  par hypothése
vEQ

= Ry(xx').

5.2.28 Proposition

On considére a nouveau les machines R[X,Y,Z], R'[X,U,Z] et le recouvre-
ment ¢:U—Y du paragraphe 5.2.22. On fait I'hypothése supplémentaire que o n’a
pas de classe vide, autrement dit que pour tout u €U il existe un p €Y tel que
R'w C Rp. Soit alors R”[X,U,Y] la machine quotient de R par o. Avec ces hypothé-
ses, R’ est une diminution de R".

5.2.29 Démonstration
Comme o n’a pas de classe vide, la relation (5.27) peut s’écrire

vE(urx)g = vE(u*x)g"

en vertu de (5.19) appliqué 4 R". D’autre part, en vertu de (5.17) appliqué a4 R", la
relation (5.28) s’écrit

(ulx)g' C (ulx)q".

5.2.30 Définition

Nous dirons qu’une réduction R'[X,U,Z] d’une machine R[X,Y,Z] posséde
un état superflu u € U, si pour cet élément u il n’existe pas d’élément p €Y tel que
R, C Rp. Cela revient a dire que le recouvrement o: U Y défini par (5.29) posséde
une classe o(u)=0.

5.2.31 Proposition
Soient R[X,Y,Z] une machine a composante séquentielle de type standard, et
R'[X,U,Z] une réduction minimale de A. La machine R’ n’a pas d’état superflu.

5.2.32 Démonstration

Supposons que le recouvrement o: U—Y défini par (5.29) posséde une classe
o (v)=0. Alors la famille des classes o (1) telles que u ¥ v constitue aussi un recou-
vrement compatible avec R (§ 5.2.7), et permet de construire une machine quotient
R"[X,V,Z] de R,avec V=U~ {u}. Par suite R' n’est pas minimale.

5.2.33 Conclusions
Les propositions qui précédent (§ 5.2.22, 5.2.28) permettent de donner la ré-
ponse suivante a la question du paragraphe 5.2.19.
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Si R[X,Y,Z] est une machine a composante séquentielle de type standard, toute
réduction R'[X,U,Z] sans état superflu peut étre obtenue en effectuant les opérations
suivantes:

e trouver un recouvrement o : U—> Y compatible avec R et sans classe vide;

® construire la machine quotient 8" de R par o;

® diminuer R" au sens du paragraphe 5.2.25, c’est-a-dire construire R’ selon
(5.30).

Réciproquement, on peut affirmer en vertu des paragraphes 5.2.13, 5.2.26 et
5.1.7, que ces trois opérations, effectuées de fagon quelconque, c’est-a-dire quels que
soient le recouvrement trouvé (sans classe vide) et la diminution effectuée sur R", four-
nissent une réduction R’ de R, sans état superflu. De plus cette assertion réciproque
reste valable au cas ol la composante séquentielle de A n’est pas de type standard. Par
contre nous ne sommes pas en mesure d’affirmer que dans ce cas les trois opérations
permettent de déterminer foutes les réductions R’ (sans état superflu) de A.

Il nous reste a exposer une méthode pour la premiére des trois opérations. C’est
'objet des sections suivantes.

5.3. CLASSES DE COMPATIBILITE

5.3.1 Introduction

Dans cette section et la suivante, R désigne toujours une machine & composante
séquentielle de type standard, et X, Y, Z sont les alphabets de A (machine R[X,Y,Z]).
On cherche les réductions de R sans état superflu (§ 5.2.30), et en particulier (§ 5.2.31),
les réductions minimales de A.

On sait (§ 5.2.33) que le probléme de trouver une telle réduction se raméne au
probléme suivant : trouver un recouvrement ¢: U—Y compatible avec R et sans classe
vide.

Dans I’exposé qui suit, on prendra toujours pour U un ensemble de la forme
{1, 2, ...,,n}, au lieu de {a,B, ... }. Les classes 0 (1), ..., o (n) seront notées C, ..., C,,
et le recouvrement o sera noté (Cy, ..., C,).

Le terme de recouvrement désigne toujours un recouvrement de Y. La proposi-
tion suivante n’est qu’une traduction, dans ces nouvelles notations, de la définition
d’un recouvrement compatible avec R.

5.3.2 Proposition
Soient Cy, ..., C,; dessous-ensembles de Y. Le n-uple 0=(Cy, ..., C,) estun
recouvrement compatible avec A siet seulement s’il vérifie les trois conditions suivantes.

® Condition de couverture (5.31)
Chaque élément p €Y appartient 4 ’'un au moins des ensembles C; (i =1, ..., n).

® (Condition de fermeture (5.32)
Pour chaque ensemble C;(i=1, ...,n) et pour chaque x € X, il existe un
ensemble C;(j=1,..,n) telque C; +x C C;.
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® Condition Z (5.33)
Pour chacun des ensembles C;(i=1,...,n), on a quel que soit x €X:
N (plx)s # 0.
PEC;
La condition de couverture exprime que ¢ est un recouvrement; la condition de
fermeture, que o est compatible avec la composante séquentielle de R (§ 5.2.7);1a
condition Z, que o est compatible avec la composante combinatoire de R (§ 5.2.9).

5.3.3 Définition : classes de compatibilité
On appelle classe de compatibilité de A tout sous-ensemble C non vide de Y qui
est une classe d’un recouvrement compatible avec R.

5.3.4 Proposition

Si Y={yq, .., ¥n}, alorsle n-uple 0=({y;1},..., {¥n}) est un recouvrement
compatible avec R. Par suite chaque sous-ensemble 4 un seul élément {y} de Y est une
classe de compatibilité de R.

En effet le o considéré vérifie de fagon triviale les conditions (5.31), (5.32),
(5.33). On dit qu’il s’agit du recouvrement trivial.

5.3.5 Remarque

Soient Cy, ..., C,, des classes de compatibilité de R. Pour que le n-uple o=
(Cy, ..., C,) soit un recouvrement compatible avec R, il faut et il suffit qu’il vérifie
la condition de couverture (5.31) et la condition de fermeture (5.32).

En effet chacun des ensembles C; est une classe d’un recouvrement g; compati-
ble avec AR (§ 5.3.3) et vérifie ipso facto la condition (5.33).

En vertu de cette remarque, pour trouver les recouvrements compatibles avec A,
on effectuera les opérations suivantes:

e déterminer foutes les classes de compatibilité de R;
® choisir n classes de compatibilité Cy, ..., C, telles que (Cy, ..., C, ) vérifie
les conditions de couverture et de fermeture.

La présente section est consacrée a la premiére de ces opérations. On connait
déja toutes les classes de compatibilité a un élément (§ 5.3.4). Une méthode exposée
plus loin (§ 5.3.10) permet de déterminer de fagon récurrente les classes de compati-
bilité a n éléments lorsqu’on connait les classes a m éléments pour m=1, ..,n—1,

5.3.6 Proposition
Si C est une classe de compatibilité de R, alors tout sous-ensemble non vide K
de C est aussi une classe de compatibilité de R.

5.3.7 Démonstration
L’hypothése faite sur C revient a dire que C est 'une des classes d’un recouvre-
ment (Cy, ..., C,;) compatible avec R. Supposons par exemple que C=C;. Soit K
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un sous ensemble de C. Posons 0= (Cy, ..., C,, K). Il est facile de voir que ¢ est un
recouvrement compatible avec R. En effet la condition (5.31) est vérifiée. La condi-
tion (5.32) est vérifiée pour i=1, ...,n. Pour i=n + 1, c’est-a-dire pour C,,; =K, on
a K+x C C; +x quel que soit x € X de sorte que (5.32) est vérifiée. De méme, la
condition (5.33) est vérifiée pour i =1, ..., n. Pour i =n +1 elle est aussi vérifiée, car
K C C implique

N (plx)c N (plx).
peC PEK

5.3.8 Proposition
Soient C une classe de compatibilité de R, et x € X. Sil’ensemble C + x n’est
pas vide, c’est une classe de compatibilité de AR. De plus |C +x| < |CL.

5.3.9 Démonstration

Soit (Cy, ..., C,;) un recouvrement compatible avec A, tel que C; = C. Soit
K=C +x. En vertu de (5.32),ona KC C; pourun j€ {1, ...,in}. Comme C; est une
classe de compatibilité, si K # @, K est une classe de compatibilité en vertu du para-
graphe 5.3.6. La relation |C +x|<|Cl est évidente.

5.3.10 Recherche des classes de compatibilité : méthode générale

Nous désignons par P, (Y) I'ensemble des sous-ensembles (ou parties) a
éléments de Y; par I" (1) 'ensemble des classes de compatibilité a n éléments; par
£ (n) I'ensemble des classes de compatibilité C telles que |Cl<n.Ona

ro)=Q@0)=29 (5.34)
puisque par définition, aucune classe de compatibilité n’est vide, et

(1) = 2(1) =P, (Y) (5.35)
en vertu du paragraphe 5.3.4. Pour n > 1,

Qr)=T(1NHU.U'(rn-1)HUl(n) = Qn-1)UT (n). (5.36)

Pour déterminer toutes les classes de compatibilité, on dispose d’'une méthode
récurrente. On connait I'(1). Supposons que I'on ait déterminé I'(1), ..., '(n —1),
c’est-a-dire §2(»7 —1) pour un n# > 1. On cherche I'(n), sachant que I"(n) C P, (Y).
L’idée de méthode est de partir d’'un ensemble I' de sous-ensemble de Y, tel que

['CP,(Y) (5.37)
et dont on sait qu’il contient I"(n):
L'(n)CT. (5.38)

On se propose alors de procéder par élimination, c’est-a-dire de supprimer progressive-
ment les ensembles C €' qui n’appartiennent pas a I'(n). Comme on ne connait pas
I'(n), il faut disposer de critéres de suppression, et il faut que ces critéres suffisent a

éliminer tous les C €T tels que C& I'(n). A cet effet, on impose a I'ensemble de dé-
part I" une condition supplémentaire. On sait que toute classe de compatibilité C véri-
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fie la condition (5.33);

M (plx) # ® quel que soit x € X. (5.39)
pEC

On imposera donc a I la condition

M (plx) # @ quels que soient CET et x€EX. (5.40)
pPEC
Il existe toujours un ensemble I vérifiant (5.37), (5.38), et (5.40): c’est I'ensem-
ble de tous les ensembles C €P, (Y) qui vérifient (5.39).
Pour accélérer le processus d'élimination, on peut imposer a I" des conditions
supplémentaires qui diminuent sa taille au départ. Par exemple, on sait que si C €' (n),
alors en vertu du paragraphe 5.3.6:

(KCCet IKI=ICI-1) =KeTl(n-1). (5.41)
On peut donc imposer a I'ensemble de départ I" la condition supplémentaire suivante:

Pour tout C €T, chaque sous-ensemble K de C
tel que |K| = n—1 appartienta T'(n—1). (5.42)

Les conditions (5.40) et (5.42) sont vérifiables au moyen de la table de transition
de R, et de laliste des ensembles K& I'(n# —1) supposée connue. Nous appellerons
ensemble de départ canonique T, 'ensemble de tous les C € P, (Y) qui vérifient (5.39)
et (5.41).

Cherchons maintenant des critéres d élimination. Nous en aurons deux. Premié-
rement, considérons un ensemble C €T, et supposons que 'on ait

[C+xI=1Cl e C+x€&TI pourunx€X. (5.43)

Il est certain que C & I'(n). En effet si 'on avait CET'(n) et IC+x1=IC|l on au-
rait C +x €I'(n) en vertu du paragraphe 5.3.8, donc C +x €T par (5.38). La condi-
tion (5.43) est donc un premier critére d’élimination. Deuxiémement, supposons que
I’on ait

o<IC+xI<ICl et C+x€Q(n-1) pourun x€X. (5.44)

Il est certain encore que C € I'(n), en vertu du paragraphe 5.3.8. La condition (5.44)
est donc un second critére d'élimination. On verra que ces deux critéres suffisent pour
obtenir I'(n).

Désignons par Sp(I") 'ensemble des C €' qui peuvent étre supprimés (d’ol le
symbole Sp) parce qu'ils satisfont 'un ou lautre des critéres d’élimination (5.43),
(5.44). On se propose de déterminer I'(71) par I'algorithme suivant:

Tant que Sp(I') # O remplacer I" par I' —Sp(I").

Cet algorithme est représenté dans la figure 5.19.

Il reste 4 montrer que cet algorithme est correct, c’est-a-dire premieérement qu’il
se termine (la boucle n’est pas parcourue indéfiniment), et secondement qu’a la sortie
de la boucle, 'ensemble I' est bien I'ensemble cherché I' (7). La propriété de termi-
naison est évidente, car I est un ensemble fini, et il diminue a chaque parcours de la
boucle. La seconde propriété résulte de la proposition suivante.
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Début

: Oui
Sp(lM)=0 F(n): =TI p——= Fin

Fig. 5.19

5.3.11 Proposition
Si I' vérifie les conditions (5.37), (5.38), et (5.40), alors ’'ensemble I'' =
' —Sp (") vérifie également ces conditions.
Si I' vérifie les conditions (5.37), (5.38), (5.40), et si Sp(I")=0, alors '=T(n).

5.3.12 Démonstration

La premiére assertion est évidente : I'' vérifie (5.37), (5.40) parce que I'' C T, et
vérifie (5.38) par définition de Sp(I').

Supposons que I' vérifie les conditions mentionnées, et que Sp(I")=0. La se-
conde hypothése signifie qu’aucun élément C € I" ne vérifie (5.43) ou (5.44), donc que
quels que soient CET et x € X,

IC+xl=ICl = C+x€r

(5.45)
O0<LIC+xI<IClI = C+x€Q(n-1).

Si I'=0, alors I'=T"(n) par (5.38). Supposons I' # 0, et soient Cy, ..., C,,, les élé-
ments de I'. Soient C,,4,, ..., C,,+, les éléments de £2(»n —1). On peut voir que

(Cqy oo Coty Copers oo Cinsp) estun recouvrement compatible avec A. La condition
de couverture (5.31) est vérifiée parce que (n—1) contient £2(1) et par (5.35). La
condition de fermeture (5.32) est vérifiée pour Cy, ..., C,, en vertu de (5.45), et pour
Cpis1s ooy Copsp en vertu du paragraphe 5.3.8. Enfin la condition (5.33) est vérifiée en
vertu de (5.40) et par définition de £ (n —1). Ceci prouve que Cy, ..., C,, sont des
classes de compatibilité (§ 5.3.3), donc que I' C I'(n). Il vient donc I'=T"(n) par
(5.38).

5.3.13 Exemple

Considérons la machine R [X,Y,Z] définie par le tableau 5.20, avec X=7Z=
{0,1} et Y=/{a, ..., h}. On veut déterminer les classes de compatibilité a deux élé-
ments en appliquant [’algorithme du paragraphe 5.3.10 pour n = 2. Pour cette valeur
de n, on peut utiliser une représentation tabulaire particuliére. Un sous-ensemble
{p,q} (p+#q) de Y est appelé une paire d ‘états ou simplement une paire. On forme
un tableau triangulaire (tab. 5.21). Chaque paire {p,q} est représentée par une case du



194 MACHINES SEQUENTIELLES

tableau, a savoir 'unique case de coordonnées (p,q) ou (gq,p). Nous I’appellerons
briévement la case {p,q}. Ainsi ’ensemble P, (Y) est I’ensemble des cases du tableau.
On note un sous-ensemble T" C P, (Y) en biffant les cases {p,q} ¢ T

Pour n =2, ’ensemble de départ canonique I" défini au paragraphe 5.3.10, est
simplement ’ensemble des paires {p,q} telles que (plx) N (qlx)+# @ (condition
(5.40)), car la condition (5.42) est vérifiée pour toute paire C={p,q}. Cet ensemble
de départ est I’ensemble des cases non biffées du tableau 5.21. Par exemple on a biffé
la case {a,c} car (¢l 0)N(c|0)=0 (tab. 5.20). Avant d’appliquer I’algorithme, on
doit donc biffer toutes les cases C = {p,q} qui ne vérifient pas la condition (5.40).

b
0 1
c fg
- o | h;l d
b| a;0 £;0
ac
¢ | —;0 fi— € dg | 4f | cd
d| d;0 —=§ ac
e| ¢;0 d;— f c& cd
f [ E c; 0
il s B 2 bh bf bd | be
| g0 | es— ;: e | of | de | 45 | £ | be
Tableau 5.20 a b ¢ d e f g

Tableau 5.21
Sp(T) = {be,ce,ef, ez}

Pour n =2, le critére d’élimination (5.44) n’est jamais vérifié, carsi 1Cl=2 et si
0<IC+xI<ICl, alors |C+xI|=1, donc C+xE€Q(n—1) envertu de (5.35). Le
critére d’élimination (5.43) suffit donc a déterminer I’ensemble Sp(I"). Pour appliquer
ce critére, on convient de dire qu’une paire {p',q'} est impliquée par la paire {p,q},
ou que {p,q} implique {p',q'}, silona {p',q'}#{p,q} et {p'.q'}={p,q} +x
pour un x € X. Par exemple {b,c} implique {f,g}, car {b,c} +1={f,g} et {f.g}+
{b,c}. Dans chaque case {p,q} du tableau triangulaire 5.21, on note ’ensemble des
paires impliquées par {p,q}. Par exemple {f, g} est la seule paire impliquée par {b,c}.
Elle est notée fg danslacase {b,c}. La paire {b,e} implique {a,c } ={b,e} +0 et
{d,g}=1{b,e} + 1. Ces paires sont notées ac et dg danslacase {b,e}. La paire {b,g}
n’implique aucune paire car {b,g} +0={a} et {b,g} +1=1{b,g}. Lacase {b,g}
reste vide. Le tableau 5.21 est souvent appelé table des implications de la machine.

Le critére d’élimination (5.43) pour une paire C= {p,q} €' prend la forme sui-
vante: {p,q} implique une paire {p',q' } € ", ou encore la case {p,q} porte I'ins-
cription d’une paire {p',q'} dont la case est une case biffée.

La table des implications permet ainsi une détermination rapide de I’ensemble
Sp (I'). Ainsi pour ’ensemble de départ I" (tab. 5.21), on a(en écrivant pq pour {p,q}):

Sp(I") = {be,ce,ef,egt + 0.

Par exemple {b,e} implique {a,c} dont la case est biffée, donc {b,e} appartient a
Sp(IN).
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L'opération I': =" —Sp(T") (fig. 5.19) consiste a biffer les cases {p,q} € Sp(T),
et le tableau 5.21 devient le tableau 5.22.

b

¢ g

d
a

e o cd

& cg ad

g |bh bf be
ag cg | ag

h eg ef | dg o | ap be

a b ¢ d e f g
Tableau 5.22
Sp(T) = {bh, ch, fh,eh}

Le nouvel ensemble I est I’ensemble des cases non biffées du tableau 5.22, et le
nouvel ensemble Sp(I") est {bh, ch, fh,gh} noté en légende du tableau. L’itération
du processus est représentée par le tableau 5.23, puis le tableau 5.24 o1 'ona Sp(I")=0.
Aucune case de ce dernier tableau ne vérifie le critére d’élimination. Le tableau 5.24
représente donc I'ensemble des classes de compatibilité 4 deux éléments

I'(2) = {bc,bf,bg,cd,cf,cg,de,dg,dh,eh,fg}. (5.46)
b b
¢ fg ¢ fe
d d
a a
e s cd e f cd
! cg ad f cg ad
g | bh bf be g 1 bf be
a cgla a cg | a ,i
h A dg e e | be h 2 dg de 5 (i
a b ¢ d e f g a b ¢ d e f g
Tableau 5.23 Tableau 5.24
Sp(r) = {ag} Sp(r')=0.

Cherchons maintenant les classes de compatibilité a trois éléments. L’ensemble
de départ canonique I" C P; (YY) vérifie entre autres la condition (5.42). Pour n = 3,
cette condition peut s’écrire

{r.q}€T(2)
{p,q,r}€Er = 1 {p,r}er() (5.47)
l {q,r}€T(2).
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On commence donc par déterminer tous les ensembles {p,q,r} €P; (Y) tels
que {p,q}, {p,r}, {q,r} appartiennent 4 I'(2). A cet effet, on peut se servir de la
figure 5.25 que I'on appelle diagramme de compatibilité, dans lequel chaque paire
{p,q} €T'(2), ou paire d'états compatibles, est notée par une liaison p —gq. Ce
diagramme n’est qu’une autre notation de (5.46). Les ensembles {p,q,r} cherchés
apparaissent dans le diagramme comme des triangles:

A

r

q
On les note pgr, et ce sont:

beg, bef, bgf, cgf, cdg, deh. (5.48)

L’ensemble de départ I' sera formé de tous ceux des ensembles C énumérés dans
(5.48), qui vérifient (5.40). On peut voir qu’en fait tous les ensembles de cette liste véri-
fient (5.40). Le controle s’effectue avec la table de transition (tab. 5.20). Par exemple

blonelonglo = {0}
blinellngll {0}.

L’ensemble de départ I" est donc ’ensemble (5.48). On peut vérifier que SpI'= 0, c’est-
a-dire qu’aucun des ensembles C € I' ne vérifie le critére d’élimination (5.43) ou (5.44).
Par exemple

{b,c,g} +0 ={a} €EQ(n—-1) (icin=3)
{b,c,g}+1 = {b,f,g} ET.

Ainsi T'(3) est I’ensemble (5.48). Nous ne poursuivrons pas I’appliquation de la métho-
de générale (§ 5.3.10) a cet exemple.

En effet, on démontrera plus loin qu’en vertu d’un caractére particulier de la com-
posante combinatoire de A, cette machine jouit de la propriété suivante : pour qu’un
sous-ensemble non vide C de Y soit une classe de compatibilité, il faut et il suffit que
chaque sous-ensemble {p,q} de C soit une classe de compatibilité.

En vertu de cette propriété, les classes de compatibilité a n éléments (n = 2)
apparaissent dans le diagramme de compatibilité (fig. 5.25) comme »n sommets tous
reliés deux-a-deux. On trouve ainsi une classe a 4 éléments et une seule, a savoir
{b,c,f,g}. Iln’y a pas de classe 4 n éléments pour n > 4.

Les paragraphes qui suivent ont pour but de démontrer la propriété particuliére
énoncée ci-dessus.
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5.3.14 Composantes combinatoires de type standard

Dans tous les exemples de machine R [X,Y,Z] considérés dans ce chapitre,
I’alphabet Z était I'alphabet B = {0, 1} (tab. 5.20), ou I’alphabet B, = B x B (tab.
5.10, 5.18). De plus, pour chaque couple d’éléments p €Y, x € X, I’ensemble plx
a pu étre noté par un mot sur 'alphabet {0, 1, —} (tiret).

Dans le cas ou Z = B, tout sous-ensemble non vide de Z peut étre noté de cette
fagon: {0}, {1}, {0, 1} sont notés respectivement 0, 1, —. Dans le cas ou Z =B,,
on ne peut pas noter de cette fagon n’importe quel sous-ensemble de Z. En effet Z
posséde quatre éléments 0 x 0,0 x 1, 1x 0, 1 x 1, notés généralement 00, 01, 10, 11
dans les tables. Les sous-ensembles de Z que I’on peut noter avec le tiret sont au nom-
bre de neuf: 00, 01, 10,11,-0,—-1,0— 1 —,——. Or Z posséde quinze sous-ensembles
non vides (24 —1). Par exemple, les sous-ensembles {01, 10}, {01, 10, 11} ne sont
pas représentables avec la notation du tiret,

Plus généralement, supposons que Z soit le produit cartésien Z, x ... x Z, de
n alphabets (distincts ou non). Nous appelons sous-ensemble de type standard de Z
tout sous-ensemble Q C Z qui peut étre noté par un mot @, a, ... &, ou pour i =
1, ..., n, «; est soit un élément de Z;, soit le tiret —. On dira alors que la composante
combinatoire d’une machine R [X,Y,Z] est de type standard si pour chaque couple
pEY, x €X, l'ensemble plx est un sous-ensemble de type standard de Z.

Ainsi dans tous les exemples considérés jusqu’ici, la composante combinatoire de
R était de type standard. Cependant on n’a jamais fait usage de cette propriété dans la
théorie. La méthode générale de détermination des classes de compatibilité (§ 5.3.10)
vaut pour une composante combinatoire de type quelconque.

On montre dans les paragraphes suivants que la propriété particuliére énoncée a
la fin du paragraphe précédent découle précisément du caractére standard des ensembles
plx de la machine considérée. C’est ce qu’exprime la proposition suivante,

5.3.15 Proposition
Soit A une machine 4 composante combinatoire de type standard. Pour qu’un
ensemble non vide C C'Y soit une classe de compatibilité de R, il faut et il suffit que
chaque sous-ensemble a deux éléments {p,q} de C soit une classe de compatibilité.
La démonstration se trouve au paragraphe 5.3.23. Les paragraphes intermédiaires
en sont le préalable.

5.3.16 Définitions

On appelle sous-ensembles triviaux d’un ensemble Z, I’ensemble Z lui-méme et
tous les sous-ensembles 4 un élément {z} de Z. On supposera toujours dans la suite
que Z,Z,, ..., Z, sont des ensembles non vides. Les sous-ensembles triviaux de ces en-
sembles ne sont donc jamais vides.

Supposons que Z=Z,; X ... x Z,. On dit qu'un ensemble Q C Z est un sous-
ensemble de type standard de Z, si Q est de la forme

Q=0Q x..xQ,

ol pour k=1, ..., p, Q estun sous-ensemble trivial de Z.
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5.3.17 Proposition
Soient Qy, ..., Q,, des sous-ensembles triviaux de Z. Sil’'ona Q; N Q; # @ quels
que soient i, =1, ...,m, alors Q; N...NQ,, #0.

5.3.18 Démonstration

La relation Q; N Q; # @ implique Q; N Q; =Q; ou Q; N Q; =Q; par définition
des sous-ensembles triviaux. La proposition est donc vraie pour m =2 (elle est triviale
pour m =1). Pour m > 2, on montre par récurrence sur k (2 <k <m) que I'ensemble
Q; N..NQy estégal al’'un des ensembles Q; (i <k). D’ou la proposition.

5.3.19 Proposition
Soient Z=Z; X ...x Zp, et Q, ..., Q,, dessous-ensembles de type standard
de Z.Sil'ona Q; N Q; # @ quels que soient #,/ =1, ...,m, alors Q; N...NQ,, #0.

5.3.20 Démonstration
Posons pour i,j=1,....m

Q; =Qp X .. x Qpy (Qx trivial C Zy)
Q; = Qj1 x .. x Qpp (Qjx trivial C Z)
En vertu de (1.37), on a
Q:NQ; = (Qiy NQjy) x .. X (Qzp NQjp). (5.49)

L’ensemble (5.49) étant supposé non vide quels que soient i,7 =1, ..., m, les facteurs
de ce produit cartésien sont non vides (1.32). On a donc

Qik NQjx # 0 (EF=L wym) (B Ly D) (5.50)
L’ensemble Q; N ...NQ,, s’écrit selon (1.37)
(Qll n..n le) X X (le n..N Qmp)- (5-51)

Un facteur quelconque (Q;x M ... N Q,,%) du produit cartésien (5.51) est non vide
en vertu de (5.50) et du paragraphe 5.3.17, puisque Q,g, ..., Q,,, sont des sous-ensem-
bles triviaux de Zg. Il s’ensuit que I’ensemble (5.51) n’est pas vide.

5.3.21 Remarque

La définition des sous-ensembles triviaux et sous-ensembles de type standard
(§ 5.3.16) permet de préciser la notion de machine A [X,Y,Z] a composante combi-
natoire de type standard (§ 5.3.14). On peut dire que la composante combinatoire est
de type standard dans les deux cas suivants:

® quels que soient p €Y et x €X, I'ensemble plx est un sous-ensemble trivial
de Z;

® 7 est un produit cartésien Z, X ... X Z,,, et quels que soient pEY et x €X,
I’ensemble plx est un sous-ensemble de type standard de Z.
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5.3.22 Proposition
Supposons que la composante combinatoire de R soit de type standard, et soient
CCY,x€eX. Sil'ona

(plx)N(qlx) # @ quels que soient p,g €C (5.52)
alors
N (plx) # 0. (5.53)
pEC

La proposition découle immédiatement des paragraphes 5.3.17 et 5.3.19.

5.3.23 Démonstration

On démontre ici la proposition du paragraphe 5.3.15, en procédant par récurren-
ce sur le nombre d’éléments de C. La proposition est triviale pour |C|< 2. Supposons
qu’elle soit vraie pour |Cl<n (n> 2). Nous appellerons ceci I'’hypothése H. Soit I'
I’ensemble des C €P, (Y) qui possédent la propriété P suivante : chaque sous-ensemble
a deux éléments {p,q} C C est une classe de compatibilité. Il est clair que si C €I'(n),
alors C posséde la propriété P (§ 5.3.6). Donc I'(n) C I'. D’autre part si C posséde la
propriété P, alors C vérifie (5.52), donc (5.53). Par suite I" vérifie les conditions (5.37),
(5.38), et (5.40). On veut montrer que I' =T"(n), et pour cela il suffit de prouver que
Sp(I')=0 (§ 5.3.11).

Remarquons d’abord que si C jouit de la propriété P, alors C +x jouit de laméme
propriété, ceci quel que soit x € X. Eneffet soit {plqg'} CC+x.0na {piq'}=
{p,q} + x pour un sous-ensemble {p,q} C C. Donc {p’ g} est une classe de compa-
tibilité (§ 5.3.8).

En vertu de 'alinea qui précéde,si CETD et IC+xI=ICl, alors C+x €T,
Sio<IC+xI<ICl, alors C+x€Q(n—1) envertu de I’hypothése H. Ainsi aucun
ensemble C €ET" ne satisfait le critére d’élimination (5.43) ou (5.44). Donc Sp(I") =0.

5.3.24 Exercice

Pour chacune des machines R données dans les tableaux 5.10, 5.15, 5.16, 5.18,
déterminer toutes les classes de compatibilité de R, en suivant la méthode du paragra-
phe 5.3.13.

5.3.25 Exemple

Au paragraphe 5.1.9, nous avons affirmé que si R’ est une réduction de R, et si
R’ est réduite (§ 5.1.8) c’est-a-dire irréductible, R' n’est pas nécessairement une réduc-
tion minimale de R. L’exemple qui suit, emprunté a Unger [21], prouve cette assertion.
La machine R est donnée par la table 5.26, avec X ={a,b,c}, Y={1,..,8}, Z={0,1}.
On considére le recouvrement o=(C,, C,, C3, C4) défini par

Ci={1,2,3,6}, C,={4,5},C53={7}, Cs={8}

et I’on vérifie immédiatement que ce recouvrement est compatible avec A. La machine

quotient de R par o est la machine R donnée dans la table 5.27, avec Y'={1,2,3,4}.
La machine R’ est une réduction de R par construction. Sa composante séquen-

tielle est de type standard. Si I’on cherche les classes de compatibilité de R’ (selon le
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a b c
1]11;0 2;— | 5:0
21250 e 4;0
312;0 1;— 4:;0 a b c
& | =y = 25 =1
S | = 1;— 7;1 1110 20
6 |Ls = 25— 5;0 2 |—;— 1;~ 3;1
71151 [2;1 [8;0 301;1 (151 [450
8(6:0 [3;0 |651 4 [1;0 [150 | 151

Tableau 5.26 Tableau 5.27

procédé exposé dans cette section), on s’apergoit que le seul recouvrement de Y' com-
patible avec R’ et sans classe vide est le recouvrement trivial (§ 5.3.4). La vérification
est laissée au lecteur comme exercice.

La composante séquentielle de R' étant de type standard, on peut affirmer en
vertu des paragraphes 5.2.31 et 5.2.33 que R’ est réduite. Or le recouvrement suivant
de Y est aussi compatible avec A :

Kl={1:293}5 K2={45598}: K3= {6,?}

La machine quotient de A par (K,;,K,,K3) estla machine R" du tableau 5.28, avec
Y" ={1,2,3}. C’est aussi une réduction de R, par construction. Elle montre que R’,
bien que réduite, n’est pas une réduction minimale de R. Comme R’ est réduite, R
n’est pas une réduction de R,

a b ¢

—

1.3
l;

1

24
33
2

(]
—_ L
-0 0

0
1

=T =

Tableau 5.28

On vérifie que R"' est réduite, tout comme R'. Cela ne signifie pas non plus que
R" soit une réduction minimale de R. On peut cependant le prouver. Considérons le
sous-ensemble S={1,7,8} de Y. On voit dans le tableau 5.26 que

HHanT7la=0, 1len8le=0, 7lan8la= 0.

On en déduit qu’aucune classe de compatibilité de A ne peut contenir deux éléments
de S. Par suite tout recouvrement de Y compatible avec R posséde au moins trois
classes distinctes. Ceci prouve que R est bien une réduction minimale de R. Cet argu-
ment est généralisé au paragraphe suivant.

5.3.26 Classes d’incompatibilité

On appelle classe d’incompatibilité d’une machine R [X,Y,Z] tout sous-ensem-
ble S de Y ayant la propriété suivante: aucun sous-ensemble {p,q}(p#¢q) de S
n’est une classe de compatibilité.

11 est clair que si m est le nombre d’éléments de la plus grande classe d’incompa-
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tibilité de R, aucun recouvrement compatible avec R ne posséde moins de m classes
distinctes. Mais il n’existe pas nécessairement de recouvrement compatible ayant m
classes. L’exercice suivant le montre.

5.3.27 Exercice
A partir du tableau 5.24, construire une diagramme d'incompatibilité semblable
a celui de la figure 5.25, mais dans lequel les liaisons p —— g représentent toutes les
paires d’états non compatibles. Vérifier au moyen de ce diagramme que le nombre
maximum d’éléments pour une classe d’incompatibilité de R (tab. 5.20) est m = 3.
Connaissant toutes les classes de compatibilité de R (§ 5.3.13), vérifier qu’il y
a exactement une fagon de recouvrir Y avec trois classes de compatibilité seulement,
et que ce recouvrement n’est pas compatible avec R.

5.4. CONSTRUCTION DES RECOUVREMENTS

54.1 Introduction

Cette section est consacrée a la seconde des opérations mentionnées au paragra-
phe 5.3.5, 4 savoir au probléme suivant.

On suppose qu’on connait toutes les classes de compatibilité d’une machine
R[X,Y,Z], et I'on veut choisir n classes Cy, ..., C,, (» minimum) satisfaisant la con-
dition de couverture (5.31) et la condition de fermeture (5.32).

Comme dans la section précédente, on suppose toujours que la composante sé-
quentielle de A est de type standard. Par contre la composante combinatoire peut étre
quelconque.

Le terme de “classe” signifie toujours “classe de compatibilité”.

5.4.2 Définition
Soient C et K deux classes. On dit que K est impliguée par C, si K vérifie les
trois conditions suivantes:

K=C+x pourunx€X (5.54)
Kgc (5.55)
[KI>1. (5.56)

On désigne par Imp(C) I’ensemble des classes K impliquées par C.

5.4.3 Exemple

Soit R [X,Y,Z] lamachine du tableau 5.29. La table des implications (tab. 5.30)
dans sa forme finale, puis le diagramme de compatibilité (fig. 5.31), nous livrent toutes
les classes de compatibilité de R. Celles-ci sont notées C,, ..., C;, dans la premiére
colonne du tableau 5.32.

Dans la deuxiéme colonne du tableau 5.32, en regard de chaque classe C;, figure
I’ensemble Imp(C;). Il est clair que Imp(C;) =0 lorsque |C;|= 1, en vertu de (5.56).
L’ensemble Imp(Cg) comporte les classes {2,3}=C¢ +a et {4,5} =C¢ + b déter-
minées par le tableau 5.29.
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a b ¢ d
I | 2 5:0 5;0 Qg
23350 | 45=| =i— |=3=
3 | Sin == 1;0 2;0
4 1;—=| 2;1 =g | TR
§ | 281 =i | = 41
Tableau 5.29
23
2|45
3|15 45 / 1 5
4 13 3
) 1 2 \
5|24 1 2 3
1 2 3 4
Fig. 5.31
Tableau 5.30
Classes C Imp (C) Fermetures minimales de {C}
C = {1} ]
C 2 = {2} @
C 3= {3} @
Cya= {4} 0
Cs=1{5} (1]
Ce=1{1,2} 2,3}, 4,5} | {Co.,Cuu}.{Cpn,Cu}
C7={1,3} {1,5} {cs}
Cg=1{1,5} {2.4} {Cio}
Co=1{2,3} {4,5} {cu}l
Cio = {2,4} {1,3} {c}{Cpn}
Cy = 4,5} {1,2} {Cel{Cpl
Cpp=1{1,2,3} {4,5},{1,5} {cn,cgl
Tableau 5.32

5.4.4 Définition

Soient I" et £ deux ensembles de classes. On dit que £2 est une fermeture de I’
si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

rnQ =20 (5.57)
Pour toute classe C €T et pour toute classe K € Imp(C)
il existe une classe C'€T"U Q telle que K C C". (5.58)

On dit que £2 est une fermeture minimale de T si aucun sous-ensemble propre
de § n’est une fermeture de I". Par sous-ensemble propre, on entend un sous-ensemble

Q'C Q tel que Q' #Q.
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54.5 Exemple

La troisiéme colonne du tableau 5.32 contient les fermetures minimales des en-
sembles de classes I'; = {C;} (i =1, ..., 12). Il est clair que si C est une classe telle que
Imp(C) =0, alors '’ensemble Q=0 est I'unique fermeture minimale de I’ensemble
I'={C}. Considérons’ensemble I, ={C¢}. Si 2 est une fermeture de Iy, on doit avoir

(CoEQ ou CLEQR) et C;;, EQ

car Cg et C, sont les seules classes contenant la classe {2,3} impliquée par Cg, et
C,; estlaseule classe contenant la classe {4,5} impliquée par C4. D’ol les fermetures
minimales {Coy,Cyy }, {Cy2,Cyy }.

5.4.6 Proposition
Soient I'={C,, ..., C,,} un ensemble de classes, et Q,, ..., 2, des fermetures
respectives de {C,}, ..., {C,,}. Alors I’ensemble

Q= (2 -T)U..U(Q, -T) (5.59)

est une fermeture de T'.

5.4.7 Démonstration

Rappelons d’abord que £2; —I' est I'ensemble des CE€ Q; telsque C& I'. 11
est donc clair que I’ensemble  défini par (5.59) vérifie (5.57). Montrons qu’il vérifie
aussi (5.58). Considérons une classe C; €T, et soit K € Imp(C;). Supposons qu’il
n’existe pas de classe C' €T telle que K C C'. Alors par définition de £, il existe
une classe C' € Q; — T telle que K C C'.

5.4.8 Proposition
Si Q2 est une fermeture de I' (§ 5.4.4), alors £ contient une fermeture minimale de I'.

5.4.9 Démonstration

Supposons que £ soit une fermeture de I'. Si £ n’est pas une fermeture mini-
male, il existe un sous-ensemble propre §2; C £ qui est une fermeture de I". Si Q,
n’est pas minimal, £, posséde un sous-ensemble propre £, qui est une fermeture
de I', et ainsi de suite. Comme £ est fini on doit nécessairement aboutir 4 un sous-
ensemble £ qui est une fermeture minimale de T'.

5.4.10 Proposition
Soient I" un ensemble de classes et £ une fermeture de I'. Pour toute classe
CET, I’'ensemble (I' — {C}) U £ est une fermeture de {C}.

5.4.11 Démonstration

Posons I'' = {C} et ' =(I'= {C}) U Q. Nl est clair que I'" N Q' =0 en vertu
de (5.57). Soit K € Imp(C). En vertu de (5.55) et (5.58), il existe une classe C'€ Q'
telle que K C C'.
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5.4.12 Proposition

Soit I'={C,, ..., C,,} un ensemble de classes. Toute fermeture minimale 2 de I
est de la forme

Q= (Q, -MNVU..U(Q, -T) (5.60)

ot £y, ..., ,, sont des fermetures minimales respectives de {C,}, ..., {C,,}.

5.4.13 Démonstration

Supposons que £2 soit une fermeture minimale de I'. Pour chacune des classes
C; ET,soit Q;=(I'—{C;}) U Q. L’ensemble Q; est une fermeture de {C;} (§ 5.4.11),
etl’ona Q;—TI'=Q. L’ensemble ©; contient une fermeture minimale £; de {C;},
etl’ona ©;—I'C Q. La réunion des ensembles £2; —I" est une fermeture de I'
(§ 5.4.6). Elle est contenue dans £2, donc égale 4 2 puisque £ est une fermeture mini-
male de I

5.4.14 Exemple

Le tableau 5.33 est extrait du tableau 5.32. On désigne par £ 1'une quelcon-
que des fermetures minimales de {Cg}, et de méme pour £2,,. Soit 4 trouver les fer-
metures minimales de I'={Cg, C;; }. On écrit les ensembles de la forme Q4 — T, 2, =T
(tab. 5.33), et I’on sait que toute fermeture minimale de I' sera [’'une des quatre réu-
nions de la forme (224 —I")U (2, —TI"). Ces quatre réunions sont les ensembles

{Co}UDB = {Cy}

{Co }U {Ci2} = {Cy,Cyp}
{C2}VU B = {Cyp}
{C}U {Cpp} = {Cia}.

On voit que les fermetures minimales de I'={C4,Cy; } sont {Cq} et {Cy;}. En pra-
tique, on peut noter les ensembles £2; —I" en biffant dans £2; les classes C ET" (tab.
5.34). La notation {( } représente alors I’ensemble vide.

Le méme procédé, appliqué a ' = {C,,Cg,Cyo} (tab. 5.35), montre que I'uni-
que fermeture minimale de {C;,Cg,C;o} est ’ensemble vide, obtenu par la réunion

{€s}U {€i}U{Cs}

Classes Fermetures minimales £2; Q;-T

[Ce @¢:{Co.Cut.{iCn.Cul 9Q¢-r:{Col{Cp}

8 l Cn 2y 1 {Ce}.{C1a} Qu-T: 0,{Cp}
Tableau 5.33
Classes 2;-T
Classes Q;-T
C {¢ s}
r [Ce {Co.€n}t{CpCul r ( C; {Qii}
l Cn  {@e}.{Cr2} ( Cio 1€ 71{Cpp}

Tableau 5.34 Tableau 5.35
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5.4.15 Définition

On dira qu’un ensemble de classes I' est fermé sil’ensemble =@ est une fer-
meture de I'.

En vertu du paragraphe 5.4.4, la phrase “I" est fermé” signifie que pour toute
classe C ET" et pour toute classe K € Imp(C) il existe une classe C' €T telle que
Kcic

5.4.16 Proposition

Soit I'={Cy, ..., C,,} un ensemble de classes vérifiant la condition de couver-
ture (5.31). Pour que T vérifie la condition de fermeture (5.32), il faut et il suffit que
I" soit fermé.

5.4.17 Démonstration

Si I' vérifie la condition de fermeture (5.32), il est clair que I est fermé. Sup-
posons que I' soit fermé. Considérons une classe C; ET etun x €X. Si I1C; +x1 <1,
il existe une classe C; O C; +x parce que T" satisfait la condition de couverture. Si
IC; +x1>1, C; +x est soit contenue dans C;, soit une classe impliquée par C;, donc
contenue dans une classe C;. Par suite I" satisfait la condition de fermeture (5.32).

5.4.18 Exemple

On a vu dans le tableau 5.35, que I’ensemble I'={C,,Cg,C,o} est fermé. Il véri-
fie la condition de couverture,carona C, U Cg U C;p ={1,...,5} =Y (tab. 5.32).
Dongc il vérifie la condition de fermeture.

5.4.19 Proposition

Si I est un ensemble de classes fermé, I' contient une fermeture minimale de
chacun de ses sous-ensembles.

Eneffetsi I'"C T etsi I" est fermé, I' —T"' est une fermeture de I', et contient
une fermeture minimale de "' (§ 5.4.8).

5.4.20 Méthode génératrice de recouvrements

La figure 5.36 représente une méthode de construction d’un ensemble de classes
I' fermé et satisfaisant la condition de couverture. Un tel ensemble sera appelé en bref
un recouvrement. On procéde en partant de I'ensemble I' = 0, et en lui ajoutant des
classes jusqu’a ce que les deux conditions soient satisfaites. A chaque stade, on dit
qu’un élément y; €Y estcouvert par I' s’il y aune classe C €T telleque y; €C. La
méthode n’est pas un algorithme au sens strict du terme, car elle comporte des opéra-
tions de sélection exprimées par le verbe choisir. Elle engendre différents recouvrements
selon les choix effectués, d’oli son nom de méthode génératrice. On verra plus loin
qu’elle engendre tous les recouvrements irredondants, c’est-a-dire les recouvrements dans
lesquels aucune classe ne peut étre supprimée sans que I'une ou I’autre des conditions
de couverture et fermeture cesse d’étre vérifiée. Elle engendre en particulier tous les
recouvrements minimaux, c’est-a-dire ayant le nombre minimum de classes.
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La méthode suppose que 1’on a au préalable fixé un ordre y,, ..., ¥, pour les
éléments de Y. Si S est un sous-ensemble non vide de Y, I’élément y; €S avec i mini-
mum est appelé le plus petit élément de S.

I vérifie la Oui .
2 N Fin
condition de couverture

Non

|
3 pi= lepluspetit y; €Y
. non couvert par I’

Choisir une classe
Ctelle que pEC

5 2:={C}

6 |P:=TuR

Oui g
e I' est fermé 7

Non

Choisir une fermeture
minimale £2 de I’

Fig. 5.36

5.4.21 Exemple

Appliquons la méthode de la figure 5.36 a I'exemple du paragraphe 5.4.3 (tab.
5.32). Auparavant, on choisit pour I’ensemble Y 1'ordre suivant:

(¥1,¥2,¥3.74,¥5) = (4,5,3,1,2). (5.61)
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La raison de ce choix sera donnée plus loin. Les instructions de la méthode sont numé-
rotées de 1 a 8 (fig. 5.36). Un déroulement possible des opérations est le suivant:

.T=20 (T'o)
2. Non

3.p=4

4. Cyp = {2,4}

5. 8 = {Cy}

6. ' = {Cyo} (T'1)
7. Non

8. 2 = {C;2}(Cpz = {1,2,3})

6. ' = {Cy,Cy2} (')
7. Non (par la méthode du paragraphe 5.4.14)

8. 2 = {C,,Cs}(Cyy = {4,5},Cs = {1,5})

6. ' = {Cy,Cy12,Cy;,Cs} (T'3)
7. Oui

2. Oui.

Cette exécution de la méthode peut étre représentée succinctement par la suite
d’ensembles

Fo = 0 ]
I, ={C
1 {Cio} ! (5.62)
I, = {Ciw.Ci2} l
I'; = {C4,C12,C11,Cs}.

5.4.22 Propriétés de la méthode génératrice

La méthode ne peut pas donner lieu a une suite infinie d’opérations, car I’ensem-
ble I' augmente a chaque exécution de I'instruction I': =I" U 2. Dans le pire des cas
on atteint I’ensemble de toutes les classes, qui satisfait toujours les conditions de cou-
verture et fermeture.

Lorsqu’on atteint la fin de la méthode, 1’ensemble I" a passé avec succés les tests
2 et 7. La méthode n’engendre donc que des ensembles I' vérifiant les conditions de
couverture et fermeture (appelés en bref recouvrements).

On dit qu’un recouvrement I' est redondant s’il existe un recouvrement I'' qui
est un sous-ensemble propre de I'. Sinon, I" est dit irredondant. Nous allons montrer
que tout recouvrement irredondant est engendré par la méthode (mais elle engendre
aussi des recouvrements redondants).

Considérons un déroulement de la méthode, et soient I'y =0 et I'y, ..., ', les
ensembles obtenus par les exécutions successives de I'instruction No 6. Soit I' un
recouvrement irredondant. On peut faire en sorte que chacun des ensembles Iy, Iy, ..., [,
soit contenu dans I". En effet c’est possible pour I'y. Supposons que I’on ait obtenu
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[, CT. Si I, est fermé, alors on peut obtenir I'y,; C I, car en effectuant I'instruc-
tion 4 on peut toujours prendre une classe C € I" (puisque I' est un recouvrement).
Si I';, n’est pas fermé, on peut aussi obtenir I'y,, C I', car I';, C I" implique que I con-
tient une fermeture minimale de I, (§ 5.4.19). Ainsi par récurrence, on peut obtenir
I, € T. Comme I, et I' sont deux recouvrements, et I" est irredondant, on a néces-
sairement I, =I". Ceci prouve que tout recouvrement irredondant est engendré par la
méthode.

5.423 Arbre des recouvrements

Toutes les suites d’ensembles de classes I'y =@, Iy, ..., [, construites par exécu-
tion de la méthode génératrice peuvent étre représentées par un arbre tel que celui de
la figure 5.37, relatif a I’exemple du paragraphe 5.4.3.

Chaque branche de I’arbre représente une exécution de la méthode génératrice.
Les embranchements correspondent aux divers choix que I’on peut effectuer. Par exem-
ple, la suite (5.62) est représentée par la branche supérieure de I’arbre:

s € (€
Iy @ @ @

Iy
e s e
r;
~
Iy

Chaque adjonction d’un nceud a I’extrémité d’une branche en cours de construc-
tion représente une exécution de I’instruction No 6 (fig. 5.36).

Les nceuds de 1’arbre sont disposés en colonne, de fagon que toutes les branches
aboutissant dans une méme colonne portent le méme nombre de classes. Il est ainsi
possible d’un coup d’eeil, de comparer la taille des divers ensembles I" engendrés.

L’idée qui donne 4 cette représentation tout sont intérét, est que I’'on peut cons-
truire I’arbre par colonnes, ce qui revient a effectuer toutes les exécutions possibles
de la méthode génératrice en paralléle. On obtient ainsi les recouvrements minimaux
avant les autres, et I’on peut s’abstenir de poursuivre la construction d’une branche
au dela de la colonne n, lorsque la construction d’une autre branche est déja achevée
et se termine dans une colonne m <n.

Les embranchements dessinés en traits forts correspondent aux divers choix pos-
sibles dans une exécution de I’instruction No 4 (fig. 5.36). On a noté a coté de ces
embranchements le plus petit élément y; €Y selon ’ordre (5.61) qui n’est pas encore
couvert & cet endroit de la construction (instruction No 3).

Nous pouvons expliquer maintenant le choix de I’ordre (5.61) par le tableau
5.38, qu’on appelle tableau de couverture, et qui indique pour chaque élément y €Y
les classes C; auxquelles y appartient, ceci par une croix dans la colonne y et la ligne
C;. Le score d’un élément y est le nombre de classes auxquelles il appartient. Les élé-
ments y sont alors ordonnés par score croissant, et par exemple dans I’ordre
4,5,3,1,2 (5.61). Le choix de cet ordre a pour vertu de diminuer, par rapport a
d’autres ordres, le nombre de choix possibles dans I’exécution de I'instruction No 4,
donc la taille des embranchements dont il est question ci-dessus.
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(1 (2) (3) (4)

o

—_—— 4= —

P —~0—+—6

©
(&)
© @

© © €

(4)

|
,.i__
I
cl—— (3)
|
i

®
© (OO O0OOL O

CorT©
L T™Ne

(6)

Fig. 5.37

Six branches, désignées (1) 4 (6), sont achevées dans la figure 5.37. Les bran-
ches (2) et (6) sont les recouvrements minimaux, a savoir

{C10,C7,Cs} et {Cy1,C4,Col. (5.63)

Les branches (1) et ( 5) représentent le méme recouvrement {C,q,C;2,Cs,Cy;}. Ce
recouvrement est irredondant (§ 5.4.22) car il ne contient aucun des recouvrements
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0

e |
bl
=

»

0
=
~ o
<

Cp | X X X%

Score 5 5 4 3 3

Tableau 5.38

(5.63), mais il n’est pas minimal. Les branches (3) et (4) représentent deux recouvre-
ments redondants: {C4,Cg,Cy,C7} et {C4,C,;,Cg,Co}, dans lesquels on peut
supprimer C,.

5.4.24 Exercice
Pour chacun des recouvrements minimaux I" (5.63), renuméroter C,,C,,C;5 les
classes de I et construire la machine quotient de A (tab. 5.29) par (C,,C,,C3).

5.4.25 Remarque méthodologique

L’arbre des recouvrements prend rapidement une dimension encombrante, lors-
que le nombre de classes de la machine augmente. Il vient donc a I'idée d’éliminer des
classes a priori, a condition d’avoir un critére d’élimination qui garantisse la possibilité
de trouver un recouvrement minimal dans I’ensemble des classes restantes. C’est cette
idée que nous allons mettre en ceuvre pour terminer cette section.

5.4.26 Définitions
Soient C et C' deux classes de compatibilité. On dit que C est exclue par C' si
les deux conditions suivantes sont vérifiées:

CcC'etC#C (5.64)

Imp(C") C Imp(C). (5.65)

Une classe C est dite premiére s’il n’existe pas de classe C’ telle que C soit exclue
par C'.

Une classe C est dite maximale s’il n’existe pas de classe C' vérifiant (5.64). Il est
clair que toute classe maximale est premiére.
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5.4.27 Proposition

La relation d’exclusion est transitive: si C est exclue par C' et si C' est exclue par
C", alors C est exclue par C".

La proposition est évidente. Il en découle que toute classe C non premiére est ex-
clue par une classe premiére. En effet si C n’est pas premiére il existe une classe C' qui
exclut C, et tant que C’ n’est pas premiére, on peut remplacer C’ par une classe C"
excluant C', donc excluant C par transitivité. L opération ne peut se répéter indéfini-
ment, et aboutit nécessairement a une classe premiére excluant C.

5.4.28 Proposition

Pour tout recouvrement I'={Cj, ..., C,, } il existe un recouvrement I''={C}, ..., C,,}
formé uniquement de classes premiéres.

11 suffit en effet de prendre pour C;: la classe C; elle-méme si elle est premiére,
sinon une classe premiére excluant C;. Ce choix entraine

C;CC} (5.66)
Imp(C;) C Imp(C;) (5.67)

pour i =1, ..., n. Comme T vérifie la condition de couverture, il en est de méme de I'’,
en vertu de (5.66). Si K € Imp(C;), alors K € Imp(C;), et comme I est fermé on a
K C C; donc K C Cj. Par suite I'' est fermé.

5.4.29 Exemple

La proposition qui précéde montre que I’on peut éliminer a priori toutes les clas-
ses non premiéres, car quel que soit le nombre de classes d’un recouvrement T', il existe
toujours un recouvrement premier ayant le méme nombre de classes que I'.

On reprend ici pour exemple la machine du tableau 5.20, dont on a déterminé
toutes les classes au paragraphe 5.3.13. La liste des classes C; et les ensembles Imp(C;)
sont donnés dans le tableau 5.39. Dans la troisiéme colonne, en regard de chaque classe
C;, on a noté une classe C; excluant C;, lorsqu’il en existe une. Ainsi C4 est exclue
par Cy3, carC4 C Cyy et Imp(Cy5) =0 C Imp(Cy). Les classes premiéres sont donc

Cl!CS;CB:Cl‘zsClS;ClésC]T;CIBsCT.!sCZSsC?.G' (5'68)

En ne retenant que les classes premiéres (5.68), on construit le tableau 5.40, qui
contient pour chaque classe premiére C; ’ensemble Imp(C;), les fermetures minimales
premiéres £2; de {C;}, et donne le score des éléments y =a, ..., & par rapport aux
classes premiéres. Comme dans le tableau 5.39, on a fait I’économie de toutes les paren-
théses {, }, en écrivant systématiquement ABC... pour {A,B,C, ...}.

On choisit pour I’ensemble Y = {a, ..., &} 1'ordre suivant, de score croissant

(y!I.S"'!yS) = (b,ﬂ',f,{',g,e,k,d). (5-69)

La méthode génératrice, pour cet ordre, donne I’arbre de la figure 5.41. Une seule bran-
che s’achéve dans la quatriéme colonne. Il n’y a donc qu’un recouvrement minimal
premier :

I' = {C2,C;,Cs5,Cp3}. (5.70)
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Classes C; Imp (C;) Exclusion
C 1 =a

Cy=b Cag
Ca=c Ca
C 4= d C 12
C 5s=¢€

Ce=r Cae
Cq=¢g Cae
C 8 =h

C 9= be fg C;ﬁ
Cio=bf g Cae
Cy=bg Ca
Cn =¢ed

Ciy=cf Cas
Cia=cg Tz Ca6
CIS =de cd

Cie =dg

Cl':_r =dh dg

Cig=eh cg,de

Cio=r2 cd Ca6
Cop = bef cfg Cae
Co1 = beg bfg Ca6
Cn = bfg bcg Czﬁ
Cy =cdg bf

Czq, =cfg bef C26
Cqo5 =deh cdg

Cog = befg

Tableau 5.39

C; Imp (C;) | Fermetures minimales a|b|c|d|e|f |g|h

C 1=4 X

C 5=¢€ X

C 8 =h X

C]2 =¢od XX

ClS =de cd C,z,Cn X|X

C]ﬁ =dg X X

C]';I' =dh dg Clﬁ! C23 X X

Cig=eh cg,de Ca3 Cy5,C93 C25,C26C5,Ca6 Cas X X

Cp3 =cdg bf Cx X|X X

Cos =deh cdg Cx XX X

Co = befz X|X XX
Score |1 |1 (3|64 (1|3 |4

Tableau 5.40

On constate que les classes de I" sont toutes les classes maximales de la machine. C’est
un fait accidentel.
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(n ) (3) (4)
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7

Fig. 5.41

5.4.30 Remarque

Il existe des machines dont foutes les classes de compatibilité sont premiéres.
C’est le cas pour ’exemple du paragraphe 5.4.3, comme on peut le vérifier dans le
tableau 5.32.

1 2 3 4 5 6 7
a a0 = diE0 (- § b;0 ' B o s
b b;0 d;1 a;— = a;— a;l —_—=
c [ b;0 [d51 | a1l | —5— | 75— | —iT | £:0
d' [ === f vegr |y | by b;0 | =5— | as5—
e b;— e ;— a;— —— b;— e ;— y R |
f | b;0 gy |l hil fil 50 | ==
g | =g c;1 5 e;l —;— | &30 £30
h a;l e; 0 d; 1 b;0 - R & — a;l

Tableau 5.42
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5.4.31 Exercice
Déterminer un recouvrement minimal premier pour la machine A du tableau
5.42, et construire la machine quotient.

5.5 CAS PARTICULIERS

5.5.1 Classes de compatibilité maximales

Soit I'={C,, ..., C,;} I'ensemble de toutes les classes de compatibilité maxima-
les (§ 5.4.26) d’'une machine AR [X,Y,Z]. 1l est clair que toute classe de compatibilité
K est contenue dans une classe maximale. En particulier toute classe K a un élément
{»}. Donc I vérifie la condition de couverture. De plus si K € Imp(C;) (C; €T"),
alors K est contenu dans une classe maximale C;. Donc I' est fermé.

Ainsi I’ensemble des classes maximales est toujours un recouvrement. Dans cer-
tains cas il est minimum (exemple du paragraphe 5.4.29, I" (5.70)), dans d’autres cas
il ne I'est pas. Il peut méme compter plus de classes qu’il n’y a d’éléments y €Y. Sup-
posons par exemple que |Y |=6, et que le diagramme de compatibilité soit de la forme
donnée dans la figure 5.43. Les classes maximales sont toutes les classes 4 deux élé-
ments, et il y en a sept,

n »2 »3
Y4 Vs Ve
Fig. 5.43

Dans I’exemple du paragraphe 5.4.3, les classes maximales sont au nombre de
quatre (fig. 5.31), et les recouvrements minimaux ont trois classes seulement (5.63).

5.5.2 Machines complétement spécifiées
Supposons que R soit complétement spécifiée, c’est-a-dire que

Ip+xl=1etl(plx)l =1 quelsquesoient pEY,x EX. (5.71)

On montre dans ce cas que si {p,q} et {q,r} sont deux classes, alors {p,r} estune
classe. La démonstration est donnée au paragraphe suivant. En d’autres termes, si I'(2)
désigne comme précédemment (sect. 5.3) ’'ensemble des classes de compatiblité a deux
éléments, la relation {p,q} €T'(2) est transitive. Il en découle que si C et C' sont
deux classes maximales, on a

C=C" ou CNC'=0. (5.72)

En effet, supposons que C N C' # 0. Alors par transitivité, toute paire {p,q} C CUC’
est une classe de compatibilité. On peut en déduire que CU C' est une classe de compa-
tibilité, car la composante combinatoire de R est de type standard (§ 5.3.15). Comme
C et C' sont contenues dans CU C', et sont maximales,ona C=C'=CUC’,

On en conclut que pour une machine de ce type, /'ensemble des classes maxima-
les est I'unique recouvrement minimal, puisque ces classes sont mutuellement disjointes.
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5.5.3 Démonstration

On démontre ici la transitivité de la relation {p,q} € I'(2) pour une machine
complétement spécifiée. A cet effet on considére 1’algorithme de détermination de
I'(2) (fig. 5.19). On prend pour ensemble de départ I, I'ensemble des paires {p,q}
telles que (plx) N (glx) # @ (v x € X).Dans le cas d’une machine complétement
spécifiée cette condition équivaut 4 plx =¢lx. Par suite, pour ’ensemble de départ I,
la relation {p,q} C I est transitive. On dira en bref que TI" est transitif. On montre
ensuite que si I" est transitif, alors I' —Sp (I") est transitif. Supposons I' transitif, et
soient {p,q} et {q,r} deux paires distinctes appartenant 4 I' — Sp(I"). La paire
{q,r} appartient a I par transitivité. Soient x € X et p'=p+x,q¢'=q+x,r'=r+x.
Ona

p'=q ou {piq'} €T

qg'=r" ou {g,r'} €T
en vertu de I’hypothése que {p,q} et {q,r} n’appartiennent pas a Sp(I"). Il vient
p'=r"ou {p'r'} €T (par transitivité). Donc {p,r} n’appartient pas 4 Sp(T"). Ainsi
I'—Sp(I') est transitif. Dans1’algorithme de la figure 5.19,1’opération I': =I'—Sp (T")
conserve la transitivité. Il s’ensuit que I’ensemble final I"(2) est transitif.

Il

5.5.4 Fusionnements
Supposons que pour une machine R[X,Y,Z] onait Y= {y,, ..., ¥,}, et qu'un
sous-ensemble C= {yy, ..., ¥m} C Y vérifie les conditions suivantes:

M (plx) # 0 quel que soit x €X (5.73)

peC

IC+xI<1 ouC+xCC quel quesoit x EX. (5.74)
Posons

C,=C e C;={y} pouri=m+1,..,n. (5.75)

Il est clair que (C;,C,4y, ..., C,;) vérifie les conditions de fermeture et de couverture.
On dit que la machine quotient de R par ce recouvrement est obtenue par fusionne-
ment de Yy, ..., V.

Considérons par exemple la machine A du tableau 5.44. Le sous-ensemble
C={1,2,3}de Y, vérifie (5.73) et (5.74). Posons donc C; ={1,2,3},C4={4},Cs={5}.
On obtient la machine quotient R'[ X,YZ] donnée dans le tableau 5.45. Il est évi-
dent que R’ est réduite. Mais ce n’est pas une réduction minimale de R, car il existe
un recouvrement de Y a deux classes seulement: {1,2,4}, {3,5}.

Cet exemple montre qu’en général, si I’on passe d’une machine A @ une machine
R' par des fusionnements, on ne peut pas trouver une réduction minimale de A parmi
les réductions de R'. Cependant dans la pratique, pour de grandes tables, I’opération
de fusionnement permet souvent d’obtenir facilement des réductions quasi minimales.

5.5.5 Réductions des machines de Moore
On a vu au paragraphe 2.6.5 que pour toute machine de Moore M il existe une
machine de Mealy R ayant méme fonctionnement et méme composante séquentielle
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Tableau 5.44 Tableau 5.45

que M. Cette machine R est unique, et I’on appellera réductions de M toutes les réduc-
tions de R.

Le tableau 5.46 représente une machine de Moore M, avec X = {a,b,c}, Y=
{1,..,7}, et Z=B,. La machine de Mealy correspondante R [X,Y,Z] est donnée
par le tableau 5.47. Elle a la propriété suivante : pour tout élément p €Y,

plx = plx" quels que soient x,x' € X. (5.76)

L’ensemble plx C Z ne dépend pas de x; on pourra le noter pl.

On considére en somme une machine de Moore comme une machine de Mealy
vérifiant la condition (5.76). Il est clair que toute réduction d’une telle machine véri-
fiera également cette condition. Par exemple la machine R’ du tableau 5.48 est la
machine quotient de R (tab. 5.47) par le recouvrement

(Caycﬂ‘c"f) = ({152!3}3 {314)5}1 {5,6,? })'
Par définition, alx=(11x)N(21x) N (31x), ce qui ne dépend pas de x :
alx = 11N 21N 31 = al (tab. 5.49).

a b c a b @
113 1 7 ) B I | 30— 1 =] 7z p==
2 523 2 5 00 2 |1—:;00 2;00 5:00
3]s |3 | =] 0= 3 |.850— T35 B =3 o=
4 |6 4 ) = 4 (16— | @y == | & —
5 5 — 7 —1 515§5;—1 —; —1 et |
6|6 [4 | —| 1— 6 l€pl— | gk = =g 1=
71| = 7 11 T =5 =11 - I |

Tableau 5.46 Tableau 5.47
a b ¢ a b ¢

« [ f:00 |a;00 | ;00 a | |a|ly| 00

B |¥:01 [pg;01 [~+;01 B |y |8 || Ol

y |yl [ ;11 [~;11 Y|y |8 || 11

Tableau 5.48 Tableau 5.49

5.5.6 Réductions asynchrones

Considérons la machine R’ du tableau 5.50, avec X ={a,b,c,d}, Y ={1, ..., 4},
et Z={0,1}. On observe la propriété suivante : pour chaque couple d’éléments
peY.xeX:
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Yexx = y-x
5.77
ylxx = ylx. G717

Par exemple
l'c=2; 1l+cc=2c=2
lle =0; 1llee =(1-¢)lc = 2lec = 0.

On dit qu’une machine R vérifiant (5.77) est une machine asynchrone.

Rappelons (§ 3.3.11) qu’un état secondaire ¥ €Y est dit stable pour un état
primaire x € X, lorsque y *x =y. On dit aussi que I’état total y x x est stable. On
met souvent en évidence les états totaux stables y X x, par I'encerclement de I’élément
¥ noté dans la case de coordonnées x,y de la table de transition.

La machine du tableau 5.50 peut étre réduite de facon évidente par fusionnement
de 1,2 et de 3,4 ce qui donne la machine A" du tableau 5.51.

a b c d
1 (@1 | @0 2.0 3 51
2 = § Tl T R @;0 351
3 [(3);0 1 ;0 4 ;1 @;l
4 @0 | 150 | @51 | 35

Tableau 5.50 Machine A"

a b ¢ d
1 [@:1 | @:0 | @0 | 351
3 (@0 | 130 [ Q)1 | Q)

Tableau 5.51 Machine A",

Considérons maintenant la machine AR du tableau 5.52. Elie n’est pas asynchrone
au sens ci-dessus. Cependant elle jouit d’une propriété voisine de (5.77), a savoir : il exis-
te un entier n = 1 tel que

_n+l

yex =ypex" et ylx™' = ylx" (5.78)

quels que soient ¥ €Y et x € X. Dans cet exemple (tab. 5.52), la propriété est vraie

pour n=3. On a par exemple
1+d = 1-d% =3
11d* = 11d% =1 (22

selon les définitions des paragraphes 2.4.17 et 2.6.10.
1l y a entre les machines A (tab. 5.52) et R (tab. 5.50) la relation suivante (pour
n=23):

(y+x)g' = (y*x")p

4 ! quels que soient yEY, x €EX. (5.80)
(y1x)p = (¥1x")g
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a b c d

@;l @:0 2
=i - @:

;0 4 ;0 4 3
0 | 151 | (@

Tableau 5.52 Machine R.

oW e
_ -0 O

Ainsi (1-d)g'=(1 -d? Jr =3 et (“d),q'=(l|d3)g =1.

En fait la machine R’ a été construite i partir de R, de fagon 4 satisfaire (5.80).
On dit que R’ est la machine asynchrone associée i R, et que R'' est une réduction
asynchrone de R. On appelle donc réduction asynchrone d’une machine R, vérifiant
(5.78) pour un entier n, toute réduction de la machine asynchrone associée 4 R selon
(5.80).

La figure 5.53 donne la }'ustiﬁcation de cette terminologie. On y voit une séquen-
ce d’entrée x de la forme d*a b™, les nombres k,I,m étant supérieurs a 3. La séquen-
ce z est la réponse de R 4 cette séquence x, pour I’état initial p =1. La séquence z'
est la réponse de R’ pour le méme état initial. On voit que z et z’ coincident i tout
instant, sauf éventuellement dans les intervalles transitoires désignés par Tr.

=|d d|dd.. d|a a|a a.. a | b b | b b b

z = 1 0 1 1 1 00 0 0% 0 01 00 0

z' = 11 j G 1 00 0 0.. 0 00 00 0
Tr Tr Tr

Fig. 5.53

Sil’on ne considére que les séquences d’entrée de la forme x f‘ X '2" x;m telles
que x; EX et n; =n (n étant le plus petit entier vérifiant (5.78)), et si I’on fait
abstraction des intervalles transitoires, les machines R et R’ sont équivalentes. En ce
sens, la machine A"’ est une réduction de R. Mais au sens strict des sections précéden-
tes, la machine R est réduite, comme on le voit immédiatement en construisant sa
table des implications.

5.5.7 Exercice

Soit A la machine de Moore représentée de fagon équivalente par les tableaux
5.54, 5.55. Vérifier que R satisfait (5.78) pour »n = 2. En particulier, pour y =2 et
X =a, on a quel que soit m = 2,

yIx™ = (yx"HIx= Ylx = {0,1}

selon les paragraphes 2.4.17 et 2.6.10. Construire la machine asynchrone R’ associée
i R selon (5.80), et une réduction minimale R"' de R'. Observer sur cet exemple qu’
une réduction asynchrone d’une machine de Moore peut ne pas étre une machine de
Moore. Comparer avec le paragraphe 5.5.5.
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a b c d

1 @2 -]3] o
2 | - @ 4 | 3| o
31 | =IO 1
s @] 2 @ —| 1
Tableau 5.54
a b ¢ d

o:

2

1o g
®

oW o =
= I =]
i = I =]
== O O

? 2

©
®

Tableau 5.55

5.5.8 Références bibliographiques

Historiquement, le probléme de la réduction a été attaqué sur des cas particuliers
[8], [9], [22]. Ainsi dans son travail de pionnier [22], Huffman traite de ce nous appel-
lerions ici les réductions asynchrones de machines de Moore a composante combinatoi-
re complétement spécifiée, ce qui est le dernier exercice ci-dessus.

Actuellement, la plupart des ouvrages théoriques portent sur des machines a
composantes séquentielle et combinatoire de type standard, la seconde étant toujours
du premier des types standards définis au paragraphe 5.3.21. Le probléme théorique
central est celui de la relation entre la notion de simulation (sect. 5.1) et celle de ma-
chine quotient (sect. 5.2). Ginsburg [4] a été le premier 4 I’étudier de facon rigoureuse,
pour les machines particuliéres ci-dessus. Notre section 5.2 généralise ses résultats.

En ce qui concerne les méthodes pratiques, celle de la table des implications
(§ 5.3.13) est due a Paull et Unger [25], et celle de I’arbre des recouvrements (§ 5.4.23)

a Meisel [23]. La notion de classe premiére est due a Grasselli et Luccio [26].

Il existe de bons exposés plus succincts que le ndtre, parce que moins soucieux
de la généralité et des problémes théoriques qu’elle pose. On peut citer en particulier
[10] et [24].






DECOMPOSITION ET ASSIGNEMENT
DES MACHINES SEQUENTIELLES

6.1 ASSIGNEMENTS

6.1.1 Introduction et exemple

Considérons la machine de Mealy R[X,Y, Z] définie par le tableau 6.1, avec
X=B,,Y={0,..,4}, Z=B. Pour réaliser cette machine par un systéme logique, il
faut la transformer en une machine binaire. A cet effet, on code les éléments de Y
(états secondaires) au moyen de combinaisons de valeurs de variables secondaires bi-
naires y;. Ce procédé, appelé assignement, est décrit dans le volume V (§ V.6.2.1).

Dans notre exemple, trois variables binaires y,,y,,y3 sont nécessaires et suffi-
santes. Le code choisi peut étre quelconque, par exemple celui du tableau 6.3.

X1 X2

00 01 11 10 00 01 11 10
0 |[—;— |1;0 |3;1|4;0 0 [— |1 3 |4
1 (45— =51 [—5—(2;0 1 (4 |—|— ]2
2 |30 axE |=5—| == 2 13 |4 |— |—
3 |41 1.20 1;1 | 4;1 3 |4 1 1 |4
4 1050 | 250 |—i=—=]—— 4 10 |2 |— |—

Tableau 6.1 Tableau 6.2

Nous ne nous intéresserons désormais qu’d la composante séquentielle de cette
machine (tab. 6.2). Le procédé d’assignement consiste 4 recopier simplement le tableau
6.2 en utilisant le code choisi, ce qui donne le tableau 6.4, que I’on appelle une forme
assignée du tableau 6.2. Il est sous-entendu que le tableau assigné se prolonge par des
lignes 101, 110, 111 ne contenant que des tirets.

X1 X2
YiyaYa 00 01 11 10
000 | 0 000 |— |oo1 | o011 | 100
001 1 001 |00 | — | — 010
010 2 010 |o11 | 100 | — | —
011 3 011 | 100 | 001 | oo1 | 100
100 | 4 100 {000 |o010 | — —
Tableau 6.3 Y17273 Tableau 6.4

En remplagant les tirets du tableau 6.4 par des combinaisons adéquates de va-
leurs de y,; ¥, ¥, selon la technique de Karnaugh, on peut obtenir les équations de
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récurrence suivantes (notation du vol. V), et le lecteur pourra vérifier que ce sont les
plus simples possibles :

VI =VaX1 X+ 1735 + 7273 % + 12 V3 %,

Y2 =y V3X t X1 %tV y3xy ty X (6.1)

Vi =M Paxy tysxa tya V3%,

Considérons maintenant un autre codage, celui du tableau 6.5, dans lequel on
s’est permis d’attribuer deux codes a I’état 3. Comme précédemment, on recopie le
tableau 6.2 avec ce code (tab. 6.6). Ce faisant, on permute les lignes de facon 4 faciliter
I'application ultérieure de la technique de Karnaugh; on écrit une ligne pour chacun des
codes de I'état 3; enfin, chaque fois qu’on rencontre 1’état futur 3 dans le tableau 6.2,
on s’autorise a le représenter par I'un ou I'autre de ses codes 4 choix. Ce choix se fait

évidemment de fagon a rendre le plus simple possible les équations futures, et I'on peut
obtenir ici les équations

VI =T X ty1x;

Y2 = Vi x2 (6.2)
Vi=N X Xyt Y3t vaX, V73 Xy
Xy X2
Y1Yays 00 01 11 10
000 0 (0)o000 | — (1)010 (3)011 4)101
001 3 (3)001 |(4)101 (1)010 (1)010 (4) 101
011 3 (3)011 | (4)101 (1)010 (1)010 (4) 101
010 1 (1)010 | (4)101 v o (2) 100
100 2 (2) 100 | (3)001 (4) 101 == =
101 4 (4) 101 (0) 000 (2) 100 = —
Tableau 6.5 Y1Y2¥3 Tableau 6.6

La simplicité des équations (6.2) comparées aux équations (6.1) est frappante, et
les questions que suscite immédiatement cette comparaison peuvent servir d’introduc-
tion au présent chapitre. Ce sont les questions suivantes :

e quelle est la notion d’assignement la plus générale ?
® comment trouve-t-on un assignement tel que celui du tableau 6.6 ?

La prémiére question fait I'objet de la présente section, avec quelques autres no-
tions préalables aux sections suivantes.

Quant a la seconde question, il faut évidemment en préciser les termes pour pou-
voir lui donner une réponse. Il faut caractériser I’assignement considéré par une pro-
priété bien précise.

La simplicité des équations (6.2) comparées aux équations (6.1) peut se mesurer
selon différents critéres. Le critére classique de la minimisation des expressions booléen-
nes (vol. V) est le nombre des lettres des expressions. Ce n’est pas ce critére que nous
utiliserons, et pour trois raisons : premiérement, trouver une méthode d’assignement
qui garantisse 'obtention d’équations minimales selon ce critére, constitue un probléme
théorique d’une difficulté sans rapport avec I'importance du sujet; secondement le cri-
tére de minimisation classique des expressions booléennes est lié 4 une forme particu-
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liére de systémes combinatoires, 4 savoir les assemblages de portes 4 deux niveaux
(somme de produits); troisiémement une théorie de I’assignement développée selon ce
critére serait spécifique aux assignements binaires, alors qu'un autre critére vérifié par
les équations (6.2) est indépendant de leur caractére booléen et permet de poser le
probléme de ’assignement sous une forme plus générale.

On observe dans les équations (6.2) que y; ne dépend pas de y, et y3, et que y,
ne dépend pas de y3. En conséquence, la machine séquentielle M(x,,x,)(¥1,¥2,¥3)
définie par ces équations peut étre réalisée par la composition de trois machines séquen-
tielles M, (xl :x?.) (yl)! M, (xl s X2 ,J’l)(J’z), M3 (X] s X2, )1 J’z)()’s): selon le sché-
ma de la figure 6.7, dans lequel x est mis pour x; X x5 . On dit que la machine définie
par les équations (6.2) est décomposable en série, et cette propriété n’est pas liée au
caractére binaire de la machine.

M3 — 3

M, M3
¥ )

Fig. 6.7

C’est cette possibilité de décomposition que nous aurons en vue dans la recherche
d’assignements, et 'expérience montre qu’en général un assignement décomposable con-
duit a des équations plus simples qu’un assignement non décomposable.

On étudie la décomposition série dans la section 6.2, et la décomposition paralléle
dans la section 6.3. Etant donné une machine séquentielle S: X" Y " (tab. 6.2), tout
assignement décomposable est 1ié 4 un recouvrement de Y compatible avec S (§ 5.2.3).
Nous reviendrons sur cette notion fondamentale dans la présente section. La section 6.4
est consacrée au cas particulier oll ce recouvrement est une partition de Y, et S est de
type standard.

6.1.2 Notations et conventions
A quelques exceptions prés, toutes les machines considérées dans ce chapitre sont
. des machines séquentielles au sens de la section 2.4, et seront appelées machines tout
court.

Le terme de machine générale M : X*— Y* désigne une machine au sens général
de la section 2.1, avec la seule hypothése supplémentaire que M(x)# @ pour toute
séquence x € X", Ce peut étre une machine combinatoire, une machine séquentielle,
une machine de Mealy, etc. Une telle machine est notée M[X,Y].

Lorsqu’une lettre majuscule telle que U désigne un ensemble, les lettres minuscu-
les correspondantes u, u’, u", ... désignent, sauf mention contraire, des éléments de U.

6.1.3 Recouvrements
Rappelons qu’une correspondance o : U Y est appelée un recouvrement de Y
sil'ona



224 MACHINES SEQUENTIELLES

U ow) =Y
ueu
ce qui peut s'abréger o(U)=Y (§ 1.3.3). Les ensembles o (u) sont appelés les classes
du recouvrement.

6.1.4 Réciproque d’un recouvrement

La correspondance réciproque 0':Y->U dune correspondance 0 : U—=>Y a
été définie au paragraphe 1.3.8. Par exemple, le tableau 6.8 représente une correspon-
dance 0: U—=Y,avec U={q,f,v,8}et Y={0,1,2,3,4}. La figure 6.9 est le dia-
gramme de cette correspondance et il suffit d’y inverser le sens des fléches pour obtenir
le diagramme de o', d’ot1 le tableau 6.10. On a par définition

y Eow) = u€a(y) (6.4)
On fera souvent usage de la relation suivante : si P est un sous-ensemble de Y,
u € ' (P) = o(u) NP#0. (6.5)

On peut contrdler cette relation dans la figure 6.9 en prenant pour P 'ensemble
{1,2,4}.0na o”'(P) = {8, v} et 'on vérifie que § et v sont les seuls éléments u tels
que og(u)NP+# 0.

On observe dans cet exemple que ¢ est un recouvrement de Y, alors que o~
n’est pas un recouvrement de U: o' (Y) = {a, 8, v}. Cet exemple nous suffira
comme justification de la proposition suivante.

1

- y ooty
u olu o
g " 0 [ )
o« | {0,3} 1 | {8}
g | {1,3} 2 | {n}
v | {2.4} 3 | {a,8}
& ¢ 0 3 | 5 4 4 | {~}
Tableau 6.8 Fig. 6.9 Tableau 6.10

6.1.5 Proposition

Soit : U—Y un recouvrement de Y. Pour tout y €Y, 07 (») # 0. L’ensemble
07" (Y) est ’ensemble des u tels que o(u)# 0. Pour que ™" soit un recouvrement
de U, il faut et il suffit que o n’ait pas de classe vide.

6.1.6 Composition de deux correspondances

Soient p: U~ A et ¢: A=Y deux correspondances, ’ensemble d’arrivée de la
premiére étant I’ensemble de départ de la seconde. On définit la correspondance com-
posée 0 =yp:U—>Y (noter I'ordre des facteurs) en posant pour tout u

o(w) = U o(a) = p(p(w). (6.6)
a€p(u)
On a donc

wp(u) = o(p(w) (6.7)
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et par suite
YEypp(u) = ilexisteun a € p(u)
tel que ¥ € (a). (6.8)

Par exemple, soient U= {p,q,r}, A= {a,B,7,6}, Y=1{0,1,2,3,4} et
p:U=A, p: A=Y les correspondances représentées par le diagramme de la figure
6.11. Selon (6.8), la figure 6.12 représente la correspondance yp.

AN oo
AN TN

Flg. 6.11 Fig. 6.12

Nous admettrons comme évidentes les trois propositions qui suivent.

6.1.7 Proposition
Soient p: U— A et ¢: A=Y deux correspondances. La réciproque de la cor-
respondance composée p est la composée des réciproques dans I'ordre inverse:

(ep)' =pty™h. (6.9)

1l suffit en effet de remarquer que I'inversion du sens des fléches dans la figure 6.11
produit simplement I'inversion des fléches dans la figure 6.12.

6.1.8 Proposition
Si p: U— A est un recouvrement de A, et ¢: A~ Y un recouvrement de Y, alors
pp:U—Y estun recouvrement de Y (figures 6.11, 6.12).

6.1.9 Proposition
Si 9: A=Y est un recouvrement de Y, on a

SC e '(S) pourtoutensemble SC Y. (6.10)

Par exemple pour ¢ (fig. 6.11) et S={0,1},onay™" (S)={a,B} et p(v™ (S))=
¢({a,8}) ={0,1,3}.

6.1.10 Codages
Une correspondance ¢: A = Y est appelée un codage de Y, ou simplement un
codage, si ¢ est un recouvrement de Y etsil’on a

lo(@)! <1  quel que soit a € A. (6.11)
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Les classes du recouvrement ont au plus un élément. Un exemple de codage v: A=Y,
avec A={p,q,r,s,t} et Y={0,1,2} est donné dans la figure 6.13 et le tableau corres-
pondant 6.14. La relation y € ¢(a) équivaut 4 ¢(a) = {y}, et s’écrit généralement
¢(a)=y.On dit que y est codé par a, ou que a code y. La définition générale d’un
codage autorise qu’un élément y soit codé par plusieurs éléments a,a’, ..., mais un élé-
ment @ quelconque code au plus un élément y. Enfin tout élément y est codé par au
moins un élément a.

2 q r 5 t a 'p{a)
p | {0}
q | {0}
ro| {1}
s 1]
0 | 2 t | {2}
Fig. 6.13 Tableau 6.14

6.1.11 Proposition
Si ¢: A=Y estun codage,on a

S = pp ' (S) pour toutensemble SC Y (6.12)
et en particulier
y = ¢p ' (¥) quelquesoit yEY. (6.13)

La vérification de ces assertions est immédiate. On remarquera que la différence entre
(6.12) et (6.10) provient de (6.11). Enfin I’on a

lo(P)I < IPl  pour tout ensemble P C A. (6.14)

6.1.12 Proposition

Soient A et Y deux ensembles finis. Pour qu’il existe un codage ¢: A = Y, il faut
etil suffitque |AI=>1Y I

La proposition est évidente.

6.1.13 Partitions
Une correspondance m: U~ A est appelée une partition de A sim est un recou-
vrement de A et si

uu =>a@w)nNn(u') = 0. (6.15)

On dit que les classes d’un tel recouvrement sont mutuellement disjointes. Un exemple
avec U= {p,q,r} et A={a,B,7,8,€} est donné par la figure 6.15 et le tableau 6.16.

On remarquera que la réciproque 7' d’une partition 7: U~ A est une applica-
tion de A dans U, et que I'on a

a€n(u) = 7' (a) = u. (6.16)
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P q r
u m(u)
p | {87}
q (1]
ro| {s.¢}
o B ¥ 8 €
Fig. 6.15 Tableau 6.16

6.1.14 Partitions canoniques d’un produit cartésien
Soient U et V deux ensembles finis et non vides. Nous appelons partitions
canoniques de I’ensemble U x V les correspondances

n:U->UxV

7:V=>UxV
définies par

m(u) =uxV

uels que soient u,v. 6.17
7(v) =Uxvp el ©.17)

Pour bien “voir” ces deux partitions, on peut représenter les ensembles U et V
par des ensembles de points sur deux axes de coordonnées (fig. 6.17), et associer a cha-
que couple # x v le point du plan de coordonnées u,v. L’ensemble U x V est ainsi
représenté par une matrice de points du plan. Une classe 7 (u)=u x V (resp. 7 (v) =
U x v) est représentée par une colonne (resp. une ligne) de cette matrice. Il est évident
que 7 et 7 sont deux partitions de U x V, et de plus n’ont pas de classe vide.

w(u) hMy x r~HM)
® e el ¢ o o o 2 e @ o o o o
o (o] ¢ o o o | — T(¥) b_{ e e|le X eofe
M{ztl{
¢ e e| @ @ o o 1 e o [ X eo| e
® e || @ o o o bt e o | o x| o
u
<« o2 e o X )[1 » e |V
u u
Fig. 6.17 Fig. 6.18

Indépendamment de cette représentation, on dit que pour un couple u x v, u est
la premiére coordonnée et v la seconde coordonnée du couple. Ainsi ’ensemble 7 (u)
(resp. 7 (v)) est 'ensemble des éléments de U x V dont la premiére (resp. la seconde)
coordonnée est u (resp. v). On a trivialement

uxv € m(u)
quels que soient u,v (6.18)
uxv € 7(v)
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d’ou par (6.16)
M uxv)=u

- B quels que soient u,v. (6.19)
T (uxpv)=v

De ce fait, les applications 7' :Ux V=>U et v : Ux V=V sont appelées projec-
tions de U x V sur U etsur V.

Si M est un sous-ensemble de U x V, ’ensemble 7' (M) (resp. 7' (M)) est
I’ensemble des premiéres (resp. des secondes) coordonnées des éléments de M, et I'on a

M C 7 (M) x 77" (M). (6.20)

Cette relation est illustrée par la figure 6.18, ol M est ’ensemble des points marqués
d’une croix dans U x V. On a conformément 4 (6.5):

u €' (M) = 7(u)NM # 0

- (6.21)
ver (M) = r1(v)NM # 0.
Pour deux sous-ensembles Q C U et SC V,ona
7'(Qx8)=Q et 7'(QxS8)=S8. (6.22)
donc
QxS =7n"(Qx8)x 7 (QxS). (6.23)

6.1.15 Notation

Continuant avec les définitions du paragraphe qui précéde, pour un sous-ensemble
M quelconque de U x V, et pour un élément u, nous désignerons par M (u) I’ensemble
des éléments v tels que u x v € M. Cette définition est illustrée par la figure 6.18. On a
par définition

vEM(u) = uxv € M. (6.24)
On voit dans la figure 6.18 que la relation
ux M(u) =m(u)MnMC M (6.25)

est toujours vraie.

6.1.16 Compatibilité

Soit S[X,Y] une machine séquentielle, et o: U~ Yun recouvrement de Y. Rap-
pelons que o est dit compatible avec S (§ 5.2.2, 5.2.3) si étant donné deux éléments
quelconques u,x il existe un élément u' pour lequel la relation suivante est vérifiée :

Vy € o(u): (y-x)sNa(u') # 0. (6.26)

Or la relation (y+x)No(u')#0 équivautd u' € o' (¥-x) selon (6.5). Par consé-
quent la relation (6.26) peut s’écrire sous les formes suivantes:

Vy €Eo(u):u € o' (y-x) —_—

u'e N o'(y-x).
yEa(u)
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Ainsi, dire que o est compatible avec S revient 4 dire qu’étant donné deux éléments
u,x il existe un u' vérifiant (6.27), ou plus simplement encore :

o est compatible avec S == En( ) o' (yex)s O (Yu,x). (6.28)
yeEo (u

6.1.17 Définition : machine quotient

Soient S[X,Y ] une machine séquentielle, et ¢ :U— Y un recouvrement de Y
compatible avec S. On appelle machine quotient de S par o, et I'on note S/o la machi-
ne séquentielle d’alphabets [X,U] définie par

@x)spe = L1 o7 (o). (6.29)

On a en particulier

(u*x)sjo = U lorsque o(u) = 0. (6.30)

6.1.18 Proposition

Soient A [X,Y,Z] une machine de Mealy, S[X,Y ] sa composante séquentielle,
et 0:U—Y unrecouvrement compatible avec A (§ 5.2.9). On a défini au paragraphe
5.2.11 la machine quotient R'[X,U,Z] de R par o. Notons la R/o. La composante
séquentielle de R/o est la machine S/o définie par (6.29).

1l suffit pour le voir d’écrire (5.16) avec ' au lieu de v et de ¥ au lieu de p. Selon
le paragraphe 6.1.16, ’ensemble (u#+x)g n’est autre que I’ensemble des «' vérifiant
(6.27).

6.1.19 Rappel

On sait que si S[X,Y] est une machine séquentielle de type standard, alors
(§ 5.2.7) la condition nécessaire et suffisante pour qu’un recouvrement ¢ : U~ Y soit
compatible avec S, est que pour deux éléments u,x quelconques, il existe un élément
u'tel que o(u)+x C o(u"). On sait également (5.19) que (u*x)s;, est égal a:l’en-
semble U si o(«)=0;'ensemble des u" tels que o(u) +x C o(u') et o(u')# 0 si
o(u)#0.

6.1.20
Soient S[X,Y] la machine du tableau 6.19 avec X=1{0, ...,3}, Y={0, ..., 4},
et 0:U—Y le recouvrement du tableau 6.20 avec U= {«,,7v}. On vérifie immédia-

0 1 3 2
0 |— (1|3 |4 u a(u) 0o 1 3 2
1 |4 |—|—]|2
2 134 |—]|— « | {0,3} « |yl B |8 |~
304 |1 |1 |4 g | {1.3} Bly|B |8 |~
4 0 2 -] = ¥ ‘[2,4} ¥ @ ¥ —| —
S Slo

Tableau 6.19 Tableau 6.20 Tableau 6.21
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tement que o est compatible avec S selon le paragraphe précédent, et que la machine
S/o est celle du tableau 6.21. Cette machine quotient est aussi de type standard, mais
c’est un fait accidentel.

6.1.21 Rappel
Pour deux machines générales S[X,Y], S$'[X,Y] on écrit SC S’ lorsque
S(x) C S'(x) pour toute séquence x € X" (§ 2.5.6). Si S et S’ sont des machines
séquentielles (§ 2.5.8),
(yx)s € (y-x)s’

SCSs' = (6.31)
quels que soient y,x.

6.1.22 Proposition

Soient S[X,Y], $'[X,Y] deux machines séquentielles telles que S C S, et
0:U =Y unrecouvrement de Y. Si o est compatible avec S, alors o est compatible
avec S, et’'ona S/o C S'/o.

6.1.23 Démonstration
SiSCS onao(y-x)gC o' (y-x)s envertu de(6.31), donc
N o'x)sc N o' yx)g 6.32
L (¥+x)s et (yx)s'. (6.32)
La proposition découle alors de (6.28) et (6.29).

6.1.24 Proposition
Soit S[X,Y] une machine séquentielle. Tout codage ¢ : A = Y est compatible
avec S,etl’on a

si (@) =0
(a*x)ssp = . , (6.33)
¢ (v(@-x)s sigla # 0.
Par suite
pl@) #0 = p(a*x) = ¢(a)*x. (6.34)
Désignons par A I’ensemble des a € A tels que ¢ (a) # 0.
Si (¢(a)*x)s = Y, alors (a-x)s;, = A. (6.35)
6.1.25 Démonstration
I1 suffit de considérer I’ensemble
N g (yex). (6.36)

y Eypl(a)
Si ¢(a) =0 cet ensemble est égal 4 A. Si ¢(a) # 0 la relation y € ¢(a) équivaut a
¥ =¢(a) (8§ 6.1.10), et I"ensemble (6.36) est égal 4 ¢~ (¢(a)-x), ce qui n’est pas vide.
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Ceci démontre (6.33). Par suite, si p(a) # @, on a (en omettant les indices S/y et S)

p(ax) = gy (p(@)'x) par(6.33)
= ¢(a)*x par (6.12), d’ou (6.34).

Supposons que pour deux éléments @,x on ait (¢(a)*x)s =Y. Alors p(a) #0,etl’'ona
(a*x)sj,=¢ ' (Y) par(6.33).Or ¢ ' (Y) =& (§ 6.1.5).

6.1.26 Exemple

Soient X={0,1}, Y={p,q,r}, A={0,1,2,3,4}, et S[X,Y] la machine du
tableau 6.22. La machine quotient S/y par le codage ¢ : A =Y du tableau 6.23 est don-
née par le tableau 6.24. Le tiret du tableau 6.22 représente ’ensemble Y'; ceux du tableau
6.24 I’ensemble A. La relation (6.33) peut s’exprimer ainsi: si a # 3, le contenu d’une
case d’adresse @ x x dans le tableau 6.24 est I’ensemble des codes des éléments y se
trouvant dans la case correspondante, d’adresse ¢ (@) x x, du tableau 6.22. En particu-
lier,pour a x x=1x 1, p(@)*x=q*1=Y,dot a*x=A={0,1,2,4}.

a w(a) 0 1

0 1 0 |p 0 (04 |1

1 q 1 2 A

p|p|g 2 |r 2 1 0,2,4

q r - 3 1] 3 | = =
r q | p,r 4 |p + 0,4 1
s Sle

Tableau 6.22 Tableau 6.23 Tableau 6.24

6.1.27 Définition : assignements
Soient S[X,Y] et M[X, A] deux machines séquentielles. On dit que M est un
assignement de S, s'il existe un codage ¢: A=Y tel que M C S/g.

6.1.28 Proposition

Si M[X, A] est un assignement de S[X,Y], alors pour toute machine de Mealy
R[X,Y,Z] de composante séquentielle S, il existe une machine de Mealy R'[X,A,Z]
de composante séquentielle M qui simule R au sens du paragraphe 5.1.2.

6.1.29 Démonstration
Soit ¢: A=Y un codage tel que

MC Slp (6.37)

et soit A[X,Y,Z] une machine de Mealy de composante séquentielle S. Il est clair que
¢ est compatible avec la composante combinatoire de R (§ 5.2.9) puisque

ela) #0 = ly(a)l =1
donc

e@#0 = [ (yx)r = (0@ixg * 0. (6.38)
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Soit R/y la machine quotient de A par ¢ (§ 5.2.11). On sait que la composante séquen-
tielle de R/y est S/ (§ 6.1.18). On a donc

(a:x)s;p = (2 X)Rjp- (6.39)

Soit R'[X,A,Z] la machine de Mealy de composante séquentielle M[X, A], et de
composante combinatoire identique a celle de R/y. Autrement dit

(a*x)g = (a"x)y (6.40)

(alx)p' = (alx)gyy (6.41)
En vertu de (6.37) et (6.39), on a

(a*x)p' C (a*x)gjy- (6.42)

Les relations (6.41) et (6.42) signifient que R’ est une diminution de R/y au sens du
paragraphe 5.2.25,et’on a

R, C (R/9)s quel que soit a (6.43)

en vertu du paragraphe 5.2.26. Par ailleurs R/y simule A (§ 5.2.13) et I'on a plus pré-
cisément

Yy = ¢(@) = (Rlp). C R,. (6.44)
Par (6.43) et (6.44),
¥y = 9@ = R, CR,.

Comme il existe pour tout y un élément a tel que y = ¢(a), on voit que R’ simule R

(§5.1.2).

6.1.30 Commentaire

La notion d’assignement définie au paragraphe 6.1.27 est a la fois plus générale
et plus restrictive que celle du volume V, rappelée dans notre introduction (§ 6.1.1).
Elle est plus générale en ce sens qu’elle s’applique aux machines quelconques, de type
standard ou non. Par contre elle est plus restrictive en ce qui concerne les machines de
type standard, comme nous allons le voir sur un exemple.

Appliquons le procédé d’assignement classique a la machine de Mealy R [X,Y,Z]
du tableau 6.25, 00 X=Z=B et Y ={p,q,r}, en prenant le codage p: A=B, > Y
du tableau 6.26.

a=y1y2 vyla)

0 1
0=00 |{p}
pp;l q:0 1=01 |{q}
g |r:1 | —:— | RIX,Y,Z) 3=11 | ©
r |aq;0 ril 2=10 |{r}
Tableau 6.25 Tableau 6.26

Le procédé classique est de recopier simplement la table de transition donnée en
utilisant le code choisi, c’est-a-dire former le tableau (6.27), en écrivant une ligne de
tirets pour I’élément 2 =11 tel que ¢ (a) = 0. Notons que le tableau 6.27 n'est pas la
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machine quotient de R par ¢, & cause du tiret qui s’y trouve encadré. La machine R/yp
est donnée dans le tableau 6.28, ou a la place du tiret incriminé se trouve 1’ensemble
plus restreint X =1{0,1,2}.

g
0 1 0 1

00 00;1 01;:0 0 (01 1:0
01 |10;1 [EH;— 1 [2;1 |&A;—
11 it Bl 3 |75 T
10 01;0 1041 2 1;0 2;1
Y1¥2 Rlp=R"[X,A,Z]

Tableau 6.27 Tableau 6.28

En appliquant la technique de Karnaugh au tableau 6.27, on écrit naturellement
les équations les plus simples possibles, a savoir

Y1 =yatyx
Y2 = x+yx (6.45)
F4 = FIE +y1x.

Ces équations définissent une machine R'[X, A,Z] complétement spécifiée (tab. 6.29,
6.30).

0 1 0 1
00 00;1 01:;0 0 0;1 1:0
01 |10;1 |[11);0 1 {2:1 [[3]:0
11 11;0 |10;1 3 13;0 2;1
10 01;0 10;1 2 B 2;1
R'[X,A,Z]
Tableau 6.29 Tableau 6.30

Notons que sil’on appelle S[X,Y] la composante séquentielle de R (tab. 6.25), et
M[X,A] celle de R’ (tab. 6.30), la relation M C S/p n’est pas vérifiée, i cause de I’é1é-
ment 3 encadré dans le tableau 6.30, qui n’appartient pas a I'ensemble A figurant dans
la case correspondante du tableau 6.28. La relation M C S/ aurait été vérifiée si I’on
avait veillé, en appliquant la technique de Karnaugh au tableau 6.27, 4 ne pas obtenir
la combinaison 11 a la place du tiret encadré, mais seulement I'une des combinaisons
00,01,10. Il et été possible de le faire en ne compliquant que trés peu les équations
(6.45). Si I’on avait veillé a ceci, la machine R’ (tab. 6.30) serait une diminution

(8§ 5.2.25) de la machine quotient R"'[X,A,Z]= R/ (tab. 6.28). Il serait certain
alors que 1’état 1 de R’ simulerait I’état ¢ de R (codé par 1) en ce sens que 1’on aurait
R C Ry, caronaurait R} C RY (§ 5.2.26)et’ona RY C R, (§ 5.2.13). Etde
fait, n’ayant pas pris cette précaution, nous allons voir que la relation R} C Rq nest
pas vérifiée. Il suffit de calculer R (x) et R, (x) pour la séquence x =100 en appli-
quant (2.82) et (2.83). Ce calcul est effectué graphiquement dans les figures 6.31 et
6.32 (Cf. § 2.6.16), et I'on voit que R (100) =000, tandis que R, (100)=
(0U1)(11U10UV01), donc R (100) ¢ R, (100).
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(0] (0] (0]
Fig. 6.31

(0] [ (11

Fig. 6.32

Dans la plupart des ouvrages, on ne traite que des machines A [X,Y,Z] de type
standard. On dit alors qu'une séquence d’entrée x (1,n) (n > 1) est applicable a un
état secondaire y si dans le graphe de transition de la composante séquentielle de R,
il y a un chemin et un seul d’origine y et d’étiquette x (1,n —1). Ceci peut s’exprimer
par ly-x(1,k)I=1 pour k=1, ..., n—1. Si a est un état secondaire d’'une machine
R'[X,A,Y], on dit que a simule y sil'ona R;(x) C R, (x) pour toute séquence x
de longueur 1 et pour toute séquence x applicable i y. En ce sens, I’état 1 de R’ (tab.
6.30) simule I’état g de R (tab. 6.27). La séquence x = 100 que nous avons considé-
rée n’est simplement pas appliquable g. Cette notion de simulation est moins stricte
que celle du présent ouvrage, ot il n’est pas question de séquences inapplicables. Tou-
tefois c’est une notion ad hoc qui n’est pas généralisable aux machines de type non
standard.

Nous nous en tiendrons 4 la notion de simulation stricte du paragraphe 5.1.2,
tout au moins dans la théorie. Ceci n’entraine aucune restriction dans les possibilités
de réduction (chap. 5) d’une machine R[X,Y,Z] de type standard car on n’utilise a
cet effet que des recouvrements A = Y sans classe vide, de sorte que A = A. Dans les
problémes d’assignement, on est naturellement conduit a des codages A = Y possé-
dant des classes vides, par exemple lorsque A=B,, et | Y|< 2" (tab. 6.26). Ceci
entraine la présence de A # A dans la table de la machine quotient (tab. 6.28) et dimi-
nue quelque peu la liberté d’écriture des équations finales. Mais cette notion stricte
conduit aux mémes méthodes que la notion classique en ce qui concerne la recherche
d’assignements décomposables, et permet d’englober dans une théorie unitaire les ma-
chines de type standard et non standard.
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6.2 DECOMPOSITION SERIE

6.2.1 Définition

Soient F[X,U] et G[X x U,V] deux machines générales (§ 6.1.2), I’alphabet
d’entrée de la seconde étant le produit cartésien des alphabets de la premiére. La ma-
chine composée M [X,Ux V] selon le schéma de la figure 6.33 est appelée composi-
tion série de F et G, et notée simplement M= F G. Selon les définitions de la section
2.2, on a pour trois séquences x, #, v (de méme longueur):

uxv € (FG)(x) <= u€ F(x)etv €G(xxu) (6.46)

On écrira dorénavant F G (x) pour (FG)(x). On voit qu'une machine de Mealy est
un cas particulier de composition série, a savoir la composition d’une machine F sé-
quentielle avec une machine G combinatoire. On s’intéresse dans ce chapitre au cas
ou F et G sont des machines séquentielles, mais quelques notions préalables s’appli-
quent a des machines générales quelconques.

| e a1

b

Fig. 6.33

6.2.2 Hypothése

Dans toute cette section F,F,F", ..., et G,G',G" désignent des machines avec
les alphabets [X,U] pour F,F',F", ..., et [X x U,V] pour G,G’,G", ... On pourra
ainsi s’abstenir de mentionner ces alphabets.

6.2.3 Définition
Pour deux machines générales M[X,Y ], M'[X,Y], on définit la machine
(MUM')[X,Y] par

(MUM')(x) = M(x)UM'(x) vx € X, (6.47)

11 est clair que si M"'[X,Y] est une troisiéme machine, alors selon la définition
de la relation C entre machines générales (§ 6.1.21), on a

MCM' et MCM' <= MUMCM' (6.48)

6.2.4 Proposition
FCF et GCG' = FGCF'G. (6.49)
FGCF'G'= FCF' (6.50)
F(GUG') = FGUFG'". (6.51)
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6.2.5 Démonstration

Sil’on suppose que F C F' et G C G', alors la relation u x v € FG(x) impli-
que u x v € F'G'(x) par (6.46) appliquée 4 FG puisa F'G’.

Si I’on suppose que FG C F'G' alors la relation u € F(x) implique u € F'(x).
En effet soit u € F(x). Il existe une séquence vE G (x x u)(§ 6.1.2),etl'on a
uxvEFG(x) par(6.46), donc u x v E F'G'(x) par hypothése, et enfin u € F'(x)
par (6.46) appliquée 2 F'G'.

Ona GC GUG' donc FGC F(GUG') par(6.49).Deméme FG'C F(GUG").
Selon (6.48) il vient FGU FG'C F(G U G"). Montrons I’inclusion inverse. Soit
UuxvEF(GUG')(x).OnaucF(x)et vEG(x xu) ouvEG'(x x u),donc
uxvEFG(x) ou uxve€FG'(x).

6.2.6 Définition : division

Soit M[X,U x V] une machine générale. On dit que F divise M s’il existe une
machine G telle que FG C M. On dit que F divise exactement M §’il existe une machi-
ne G telle que FG=M.

On dit que M est décomposable s’il existe une machine F qui divise M, et que
M est exactement décomposable s’il existe une machine F qui divise exactement M.

Si F divise M, on désigne par M/F la réunion de toutes les machines G telles
que FG C M.

6.2.7 Proposition
Si F divise M[X,U x V], la machine M/F a les propriétés suivantes:

F(MIFYC M (6.52)
FGCM = GC M|F. (6.53)

En d’autres termes, M/F est la “plus grande” machine G telle que FG C M.

6.2.8 Démonstration

Par définition, M/F est la réunion des G telles que FG C M. Donc (6.53) est
immédiate. En vertu de (6.51), F(M/F) est la réunion des machines FG C M, et
(6.52) découle de ceci en vertu de (6.48).

6.2.9 Proposition
11 existe au plus une machine F qui divise exactement M. En effet sil’on a
FG=Met F'G' =M, il vient F=F' par (6.50).

6.2.10 Proposition
Si F divise M[X,Ux V] etsi MC M'[X,Ux V], alors F divise M'et F/MC FIM'.
En effet supposons que F divise M et que MC M'.Ona F(M/F)C M’ par (6.52),
d’ot M/F C M'[F en appliquant (6.53)a M.
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6.2.11 Proposition
Si F et G sont deux machines séquentielles, alors FG est une machine séquen-
tielle, et 'on a

((uxv)x)re = (u*x)Fx (v:(xxu)g- (6.54)

On écrira u x v+x pour (¢ x v)*x et v=x x u pour v*(x x «). La formule (6.54) don-
ne la fagon de construire la table de transition de FG a partir de celles de F et de G. Le
principe de cette construction est illustré par la figure 6.34, qui ne fait que traduire
(6.54).

X Xu
u F
I G
= G
X
uXy FxG
FG

Fig. 6.34

6.2.12 Démonstration
Supposons que F et G soient deux machines séquentielles. Il convient de rappe-
ler ce que cela signifie exactement selon le paragraphe 2.4.4. Premiérement si /g(x) =1
ona F(x)=U et G(x x u)=V quel que soit u € U, conformément a (2.20). Selon
(6.46) il vient
UXVvEFG(x) = wu€lU et v eV, donc
FG(x) = UxV pourtout x € X. (6.55)
Supposons que /g(x)=n > 1. Alors on peut expliciter la relation (6.46) comme suit,
en écrivant xj,uy, v, pour x (k),u(k),v(k):
uxv € FG(x) <= up, E(up xp)F et v E(pxp x u)g (k=1,..,n—1)
= Uy XV €U xi ) X (e xg x U ) (K=1,...,n—1)
= (UX Vs €U xp)r X X X Ug)g (K=1,....,n—1).

e
M(uk$vksxk)

L’ensemble désigné par M (uy, vy, X, ) n’est pas vide, étant le produit cartésien de deux
ensembles non vides par hypothése. Ceci montre que FG est une machine séquentielle
et que sa table de transition est définie par la formule (6.54).
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6.2.13 Exemple

Les tableaux 6.35, 6.36, 6.37 illustrent la composition de deux machines séquen-
tielles FG, avec X={0,1}, U={p,q,r}, V={«a,B}. Le lecteur vérifiera que la table
de FG est conforme au principe de la figure 6.34, c’est-a-dire 4 (6.54). Les tables sont
découpées en blocs, et la figure 6.38 indique comment la table de FG peut se cons-
truire par blocs.

x
0 |1
xXu
£ i 12 F OxXp|1Xp|0Xq|1Xq |OXr |1Xr
q r U
o v B a @ v G
r qg |r B [} o o v A" [}
u v
Tableau 6.35 Tableau 6.36
x
0 1
pPXa PXV qgXa
pPXB PXB gXa
gXa rxg UXa
qgxg rXa Uxv
rxa gXa rxv
rXxg gxV rxg
uxv
Tableau 6.37
0 0xXp 0
plpP o \% pXal| pxVv
B| B pPXB| pxB
F G FG
Fig. 6.38

6.2.14 Remarque

Si F et G sont deux machines séquentielles de type standard, la machine FG
n’est pas nécessairement de type standard. On I’observe dans I’exemple qui précéde.
La machine FG serait de type standard si dans chaque case de son tableau se trouvait
soit un élément u x v, soit 'ensemble U x V, c’est-ad-dire un sous-ensemble trivial de
Ux V (8§ 5.3.16). On remarque cependant que si F et G sont de type standard, alors
I’ensemble (u x v*x)eg est toujours un sous-ensemble de type standard de Ux V au
sens du paragraphe 5.3.16, car le second membre de (6.54) est le produit cartésien d’un
sous-ensemble trivial de U par un sous-ensemble trivial de V.
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6.2.15 Proposition
Si F,G,F',G' sont des machines séquentielles, alors

FGCF'G' <= FCF' et GCG' (6.56)
Par suite

FG=FG +—= F=F'et G=G' (6.57)
et

(FG)/F = G. (6.58)

6.2.16 Démonstration
Pour (6.56) il suffit d’établir la réciproque de (6.49). Supposons que FG C F'G'.
En vertu de (6.31) et (6.54), on a

(ux)rx (voxxu)g C(ux)e x (vexxu)g'.
Selon (1.34) il vient
(u"x)r C(u x)e et (vexxu)g C(v-xxu)g
d’od FC F' et GC G'. Larelation (6.57) est une conséquence immédiate de (6.56).

Posons FG =M et G'=M|F =(FG)/F.Ona GC G’ par (6.53) et FG'C FG=M
par (6.52), d’od G'C G par (6.56). Il vient donc G'= G, c’est-d-dire (6.58).

6.2.17 Hypothése

Dans toute la suite de cette section on fait ’hypothése que F,F',F", ..., G,G',G", ...
(Cf. § 6.2.2) sont des machines séquentielles, et que M,M’,M" ... sont des machines
séquentielles avec les alphabets [ X,U x V], sauf mention contraire.

6.2.18 Proposition
Soit m: U= Ux V la partition canonique de Ux V (§ 6.1.14).On a

7 est compatible avec M < uQ\r 7 (uxvex)y # 0 (Vu,x). (6.59)

Si 7 est compatible avec M, alors pour la machine quotient M/m[X,U] ona

(U x)pym = .,Qv a7 (uxvex)y. (6.60)

6.2.19 Démonstration

I suffit d’appliquer (6.28) et (6.29) en rempla¢ant S par M et Y par Ux V. L'élé-
ment y qui parcourt o(u) dans (6.28) et (6.29) est remplacé par un élément u'x v
parcourant m(u). Or u'x v € m(u) équivauta u'=u et v €V. Donc

n n w'xvx)= N a7 (uxvex)
uXvemn(u) vEYV

d’ou (6.59) et (6.60).
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6.2.20 Proposition
La partition canonique 7 :U— Ux V est compatible avec FG et 1’on a

F = (FG)/n. (6.61)

6.2.21 Démonstration
On applique (6.59) et (6.60) & M = FG. En vertu de (6.54) et (6.22), on a
7 (uxv-x)rg =(u*x)r quel que soit v, d’od (u XM = (U x)r.

6.2.22 Exemple

Considérons la machine M= FG du tableau 6.37. Si I’on construit le tableau de
M/n selon (6.60), on obtient exactement le tableau de F (tab. 6.35). Par exemple pour
u=p et x=0, (6.60) devient

(2" Opym =7 (pxa Oy N (pxB-0)y
' (pxV)N7 ' (pxB)
pNp par(6.22)
=p = (p0)F.

1}

6.2.23 Proposition

Si F divise M (§ 6.2.6), alors la partition canonique 7 : U - Ux V est compati-
ble avec M et 'ona F C M/m.

Eneffet soit G telle que FG C M. La partition 7 est compatible avec FG (§ 6.2.20).
En vertu du paragraphe 6.1.22, m est compatible avec M et ’on a (FG )/m C M/m, donc
F C M| par (6.61).

6.2.24 Proposition

Pour que M soit décomposable (§ 6.2.6), il faut et il suffit que la partition cano-
nique 7 : U= Ux V soit compatible avec M. Si cette condition est vérifiée, toute ma-
chine complétement spécifiée F C M/m divise M.

6.2.25 Démonstration

La condition est nécessaire en vertu du paragraphe 6.2.23. Supposons que  soit
compatible avec M, et soit F une machine complétement spécifiée telle que F C M/x.
1l en existe évidemment une. Nous allons montrer que F divise M. Posons pour simpli-
fier I’écriture

(u*x)e = uy (6.62)
(uxvex)y = Myps (6.63)
Ona M,,, C Ux V. Posons encore, au sens du paragraphe 6.1.15,

Gyxu = Muyx (Uy). (6.64)
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On a par (6.25),

Uy X Gygy = (U)W Myyx © Myypy. (6.65)
En vertu des hypothéses faites sur £, on a u, € (u*x)py, donc

U, € 17 (Mypx) par (6.60), (6.63)

T(Ux) MMy 0 par (6.21).

Guxu ¥ 0 par (6.65).

On peut donc définir une machine G en posant (v'xxu)g =G, et il vient
(u"x)ex (vxxu)g C (uxv-x)y par (6.65), donc FG C M par (6.54). Il est clair
que G=MJF (§ 6.2.6,6.2.7).

6.2.26 Exemple

Si M n’est pas de type standard, et si la partition canonique 7 est compatible
avec M, la machine M/m ne devise pas M en général. On le voit dans ’exemple du ta-
bleau 6.39, ou X ={0,1}, U={p,q}, V={«,B}. La machine M/ est donnée dans
le tableau 6.40. On a notamment (P * 0)p/r = {p, ¢} selon (6.60), car 7 (pxar0)y =
7' (px B-0)y = {p,q}. Quelle que soit lamachine G (tab. 6.42), on aura (M/m) G ¢ M,
car pour les ensembles désignés par M, F, G dans les tableaux on aura F x G ¢ M. Par
contre, comme on I’a montré ci-dessus, si I’on élimine p ou ¢ dans F, c’est-a-dire si
I’on choisit une machine complétement spécifiée F C M/m (tab. 6.41), il est possible
de remplir le tableau de G de telle sorte que FG C M. La relation (6.64) donne la
fagon de procéder. On aura par exemple G=M(q) = et alors Gx F'C M.

M
\0 1
F F'
v Roe 1 Ko
pxp | UXp UXp
gxea | g xV pXg p |[pa]|a P E] q
gXxp UXa UXV q q P q q p
M M/m F
Tableau 6.39 Tableau 6.40 Tableau 6.41

0Xp 1xp 0xgq 1xgq

G
Tableau 6.42

6.2.27 Cas particulier
On dira qu’une machine séquentielle M[X, Ux V] est de fype cartésien si quels
que soient u,v,x 1’ensemble

Muvx = (UX IJ"X)M
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est un produit cartésien
Muvx = Quux X Suvx»(Quyx C U, Syyx C V). (6.66)

Supposons que la partition canonique 7 soit compatible avec M, et soit F = M/m. Posons
Fux Z(u.x)F- Ona
Fux = N Quvx par (6.60) et (6.22)
vev
donc
Fux X Suvx © Myyx. (6.67)

On peut définir une machine G en posant (v*xxu)g =S,,x,etl’'ona FGC M par
(6.67). 1l est clair que G=M/F (§ 6.2.6,6.2.7).

On voit que pour ce type de machine M, si m est compatible avec M, alors M/m
divise M. Comme exemple, on peut prendre pour M le tableau 6.39 en remplagant
I’ensemble M (encadré) par U x c.

Notons qu’une machine M de type standard est de type cartésien puisque M,
est de la forme u'x v’ ou Ux V.

6.2.28 Proposition fondamentale
Soient :

® S[X,Y] une machine séquentielle;

¢:A—>Y uncodagedeY;

M[X,A]=S/p (§ 6.1.24);

p : U~ A un recouvrement de A sans classe vide;
o=pp:U—=>Y (§6.1.6,6.1.8).

Alors pour deux éléments u,x quelconques, on a

-1 : - -
yEo(u) ¢ (y x)s QEQ(H} p (ﬂ x)M‘ (6.68)

Par suite, selon (6.28),

o compatible avec S <= p compatible avec M (6.69)
et si 'une des compatibilités (6.69) est vérifiée, on a selon (6.29)
Sla = M/p. (6.70)

On verra que la proposition est fondamentale en ce qui concerne la recherche
d’assignements décomposables. Elle est illustrée par la figure 6.43 symbolisant les tables
de transition de S, M,M/p lorsque I'une quelconque des compatibilités (6.69) est
vérifiée.

X X X

ul| Mlp=Slo

y S al M=S/e




DECOMPOSITION ET ASSIGNEMENT 243

6.2.29 Démonstration
Soient, pour I’ensemble de la démonstration, u et x deux éléments quelconques
mais fixes. A gauche du signe = dans (6.68) se trouve I'intersection des ensembles

o' (y+x) telsque y € o(u) (6.71)
et a droite, I'intersection des ensembles
p ' (a*x) telsque a € p(u). (6.72)

Remarquons d’abord que si ¢(a)=0,0na p ' (a-x)=p '(A)=U en vertu de (6.33)
et du fait que p est supposé sans classe vide. Par suite I'intersection des ensembles
(6.72) est égale a celle des ensembles

p'(ax) telsque a € p(u) et p(a) # 0. (6.73)

11 suffit donc de montrer que l'intersection des ensembles (6.71) est égale a celle des
ensembles (6.73). A cet effet, il suffit de vérifier que chacun des ensembles (6.71) est
égal 4 I'un des ensembles (6.73) et réciproquement, ce que 1’on fait comme suit.

® Soit y € 0(u). Comme o = ypp, il existe un a € p (1) tel que y =yp(a)et
ipso facto ¢(a)#0.0na

o (¥ex) =p e (r0x) par (6.9)
= p' ¢ (p(@)x)
= p ' (a*x) par (6.33) et w(a) # 0.

® Soit a € p(u) tel que p(a) # 0, et soit ¥y =¢(a). Il vient y €Eo(u) etl’on
peut récrire la suite d’égalités ci-dessus.

6.2.30 Proposition

Soient S[X,Y] une machine séquentielle, ¢: Ux V=Y uncodage de Y, et
M[X,Ux V]=S/e.

Si M est décomposable, le recouvrement o =¢n : U~ Y ou  est la partition
canonique U— Ux V est compatible avec S, et 'on a

Sl = Mn (6.74)
la(u)! < IVI] quel que soit u. (6.75)

6.2.31 Démonstration

1l suffit d’appliquer la proposition fondamentale (§ 6.2.28) en posant A=Ux V,
et = (7 n’a pas de classe vide). Si M est décomposable, alors p est compatible avec
M (§ 6.2.24). Le recouvrement o =yp de Y est compatible avec S par (6.69), et’on a
(6.74) par (6.70). Par ailleurs, on a 0(u) =@ (m(u)) =9(ux V), donclo()<lux VI
par(6.14), et lux VI=IVI, d’ou (6.75).

6.2.32 Construction
Supposons donnés une machine séquentielle S[X,Y ] et un recouvrement

0:U~-Y compatible avec S. (6.76)
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Choisissons un alphabet V avec la propriété (6.75). En vertu de cette propriété, il est
possible de construire pour chaque élément u un codage de la classe o(u«)

¢, :V=>a(u). (6.77)
Pour chaque couple u x v posons

e(uxv) = ¢, (»). (6.78)
Ceci définit une correspondance

p:Ux V=Y

et il est clair que ¢ est un codage. De pluson a o(u) =y, (V) car ¢, (6.77) est un
codage, donc un recouvrement de o(u). On a donc

o(u) = ¢, (V)
= p(uxV) par (6.78)
= ¢(m(u)) par (6.17)

m étant la partition canonique U— Ux V. Donc o = ¢n. Construisons la machine quo-
tient M[X,Ux V]=S/y. En vertu de la proposition fondamentale (§ 6.2.28) et de
(6.76), m est compatible avec M et (6.74) est vérifiée. M est décomposable (§ 6.2.24).

6.2.33 Exemple

Soit S[X,Y] la machine du tableau 6.44 (Cf. tab. 6.2), avec X= {0, ..., 3} et
Y =1{0, ...,4}. Le recouvrement ¢ : U~ Y du tableau 6.45, avec U= {p,q,r} est com-
patible avec S, et la machine F[X,U]=S/c est donnée dans le tableau 6.46.

0 1 3 2
Of— |1 |3 |4 u  a(u) 0 1 3 2
1 4 Ji==il== | 2
2134 |—|— p | {0,3} plrlalalr
3041 |14 q | {1,3} g |r|lqgla
4102 |—|— r {2-4} r p|r Ul u
S F=S8Sla=M|n
Tableau 6.44 Tableau 6.45 Tableau 6.46

Les classes de o ont chacune deux éléments. On choisit donc un alphabet V i deux
éléments V= {a,f} et 'on construit un codage ¢:Ux V=Y (tab. 6.47) tel que
¢(u x V)= 0o(u). On construit ensuite la machine M[X,Ux V]=S/y (tab. 6.48)
selon (6.33). Cette machine est un assignement décomposable de S par construction,
et 'on a M/n=8/a=F (tab. 6.46). Il se trouve que M est de type cartésien
(§ 6.2.27). Par suite la machine F=M/n divise M, et 'on construit la machine
G = MJF (tab. 6.49) comme indiqué au paragraphe 6.2.27. Le lecteur vérifiera que
FGCM.

Nous allons voir que cette méthode peut se généraliser, de fagon a permettre de
trouver un codage ¢ :Ux VxW =Y tel que S/p soit décomposable selon le schéma de
la figure 6.50.
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uxvy w(uxy)

0 1 3 2

PXa 0
pXB 3 (0)pxea | UXV g Xa {p,q}xsp r Xg

(3)pXp | r X8 q Xo q Xa rXxg
qi; ; (M gxe | rxg UXV | UxV r Xa
9 (3)gxp rxg q Xa q Xo rXxXg
FXa 2 (2)rxa |{p,q}x8 | r xp UxV uxv
rxg 4 (4)rXp | pXa r Xa UxV Uxv

M =Sy

Tableau 6.47 Tableau 6.48

0132 0132 0132

R <
R <

B B VYV -
o:a:VVG‘_M',F

™ ™
™ R

P q r
Tableau 6.49

6.2.34 Proposition
Soient F[X,U],G[XxU,V],H[Xx Ux V,W] trois machines générales. On a
(FG)H = F(GH). (6.79)
Il suffit pour le voir, de développer les relations
uxvxwe(FG)H(x)etuxvxw€&€F(GH)(x)

en appliquant (6.46). La machine composée (FG) H est notée FG H (fig. 6.50). Dans
la suite on suppose, sauf mention contraire, qu’il s’agit de machines séquentielles.

H }b—w =— x—p| FGH s v

Fig. 6.50

6.2.35 Définition

On dira qu’une machine M[X,Ux V x W] est décomposable en trois niveaux
s'il existe trois machines F,G, H telles que FGH C M. Il y a lieu de considérer ici les
deux partitions canoniques m; :U—=>Ux V, et m, : Ux V=>Ux Vx W telles que

my(u) = uxV et m(uxv) =uxvxW. (6.80)

6.2.36 Proposition
Pour que M[X,Ux V x W] soit décomposable en trois niveaux, il faut et il suf-
fit que m, soit compatible avec M et que m, soit compatible avec M/,.
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6.2.37 Démonstration
La condition est nécessaire. En effet supposons que FGH C M. En vertu des
paragraphes 6.2.20 et 6.1.22, on peut écrire

FG = (FGH)[n, C M[m,, puis F = (FG)[m, C (M/my)/m,.

La condition est suffisante. En effet si m, est compatible avec M/m, il existe une
machine FG C M/m,, et a fortiori une machine FG complétement spécifiée. Or une
telle machine divise M (§ 6.2.24).

6.2.38 Construction

Soient S[X,Y] une machine séquentielle (tab. 6.51), 0 : A= Y un recouvrement
compatible avec S (tab. 6.52) et p: U~ A (tab. 6.54) un recouvrement compatible
avec S/o (tab. 6.53).

0 1 3 2

of|— |1 |3]4 a a(e) 0 1 3 2

1 4 |—|— 1|2 u o (u)
2 |3 |4 |— |— 14 {0,3} P \r q |q |r

3 14 |11 |4 q |[{1,3} q |r |q |a|r « |{p,q}
4 |0 |2 |—|— ro|{2,4} v @i [ =] = g |{r

S[X,Y] Sle
Tableau 6.51 Tableau 6.52 Tableau 6.53 Tableau 6.54

Soit V un alphabet tel que lp(u)I<IV| quel que soit u, (dans ’exemple
V={0,1}) et Y :Ux V— A (tab. 6.55) un codage tel que Y (ux V)=ym (1) =
p (u), c’est-a-dire

ym = p. (6.81)

UXVPXW puXvXw)
ax0x0 0
aXx0x1 3
ax1x0 1

uxvy Y (uxv) aXxlxl 3

ax0 P BX0x0 2

axl q Bx0x1 4

gx0 r BXx1x0 0

gx1 0 gx1x1 0

Tableau 6.55 Tableau 6.56

Soit W un ensemble (W = {0,1} dans '’exemple) tel que lo(a)I <IW| quel que
soit @, et v : Ux Vx W =Y un codage (tab. 6.56) tel que p(ux vx W) =p(my (uxv))=
o (Y (u xv)), c’est-a-dire

wy = oY. (6.82)
Par exemple ¢(ax 0x {0,1})={0,3}=0(p) =0 (¥ (ax 0)).
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Le codage ¢ permet de construire un assignement de S décomposable en trois
niveaux. En effet soit

M[X,UxVxW] = S/o. (6.83)

On montrera plus loin (§ 6.2.39) que le fait que o soit compatible avec S entraine que
oy est compatible avec S et que

Si(oy) = (S/o)/¥.

Par suite, en vertu de (6.82) et de la proposition fondamentale (§ 6.2.28), 7, est com-
patible avec M, et ’'on a

Min, = Sloy = (S/o)/y. (6.84)

Comme p est compatible avec S/o, m, est compatible avec (S/0)/y, en vertu de (6.81)
et de la proposition fondamentale (§ 6.2.28) appliquée & S’ = S/o. Par suite m; est
compatible avec M/m,. En vertu du paragraphe 6.2.36, M est décomposable en trois
niveaux.

De fait, si le lecteur remplace a par O et § par 1 dans le tableau de codage 6.56,
il reconnaitra le codage proposé dans le tableau 6.5. La construction ci-dessus montre
comment on peut obtenir un tel codage.

6.2.39 Proposition

Soient S[X,Y ] une machine séquentielle, o : B~ Y un recouvrement compa-
tible avec S, et ¥ : A= B un recouvrement compatible avec S/o. Alors le recouvrement
oy :A—Y est compatible avec S, et I'on a

(Slo)y C Sloy. (6.85)
Si de plus ¥ est un codage, alors (S/a)/y =S/ay.

6.2.40 Démonstration
Il suffit d’appliquer le paragraphe 6.1.17. On a

— -1
(a-x)(sioyy = b Vv (b x)s/e
V(b x)se = ¥ N oM (yex)sc . Nyl (pex)s (6.86)
& yEa(b) \yEa(b) 2
Jone selon (1.46)

Yo (y'x)s) = N (oY) (¥-x)s

N ( _
bey(a) \yEo(b) yEay (a)

(a°x)(s1o)y ©
= (a*x)sjoy- (6.87)
On vérifie aisément que si ¥ : A = B est un codage, alors

vy(QNQ) =y (QNny(Q") (6.88)

quels que soient Q, Q' C B. Dans ce cas, le signe C de (6.86) et (6.87) peut étre rem-
placé par une égalité.
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6.2.41 Corollaire

Si M[X,B] est un assignement de S[X,Y] et si M'[X,A] est un assignement
de M, alors M’ est un assignement de S.

11 suffit d’appliquer la proposition précédente, en supposant que y et | sont des
codages et que M C S/, M'C M/y. Il vient M' C (S/p)/¥ en vertu du paragraphe
6.1.22, donc M'C S/py. Comme ¢y est un codage, M’ est un assignement de S.

6.3 DECOMPOSITION PARALLELE

6.3.1 Définition
Soient F[X,U] et G[X,V] deux machines générales. On note F x G la machine
définie par le schéma de la figure 6.57. On a par définition

uxv € (FxG)(x) <= u € F(x)etv € G(x) (6.89)
donc
(FxG)(x) = F(x) x G(x) pour toute séquence x € X", (6.90)
= F > u
—
X — = X e—d FXG
pr—— |
- G ————— |
Fig. 6.57
6.3.2 Proposition
En vertu de (6.90) et du paragraphe 6.1.2, on a
FxGCF'xG' <> FCF' et GCG. (6.91)

6.3.3 Proposition
F divise exactement F x G, au sens du paragraphe 6.2.6.

6.3.4 Démonstration
1l suffit de considérer la machine G'[X x U,V] telle que

G'(xxu) = G(x). (6.92)
En vertu de (6.89) et (6.46),0ona Fx G=FG'.

6.3.5 Proposition
Si F et G sont deux machines séquentielles, alors F x G est une machine séquen-
tielle et I’on a

(uxvx)exg = (u*x)gx(v+x)g. (6.93)
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En effet il est évident que la machine G' (6.92) est séquentielle et que
(v+x xu)g' =(v+x)g. Il suffit alors d’appliquer le paragraphe 6.2.11 4 FG'.

6.3.6 Définition

On dit qu’une machine séquentielle M[X,Ux V] est décomposable en paraliéle
§’il existe deux machines séquentielles F[X,U],G[X,V] telles que FXx G C M, c’est-
a-dire telles que

(u*x)px(vx)g C(uxv-x)y. (6.94)

6.3.7 Proposition

Si la machine séquentielle M[X,Ux V] est décomposable en paralléle, alors les
partitions canoniques m: U= Ux V et 7: V= Ux V sont toutes deux compatibles
avec M.

En effet si Fx G C M alors F divise M (§ 6.3.3, 6.2.10); 7 est compatible avec
Met F C M/m (§ 6.2.23). Par symétrie, 7 est compatible avec M et G C M/r.

6.3.8 Commentaire

La réciproque de la proposition précédente est fausse en général. On le voit dans
’exemple du tableau 6.58, ou X = {x}, U=V =B. Les partitions 7 et 7 sont compati-
bles avec M, et les machines F = M/[m (tab. 6.59), G =M/t (tab. 6.60) sont compléte-
ment spécifiées. Or Fx G € M car

(0°x)Fx(1'x)g = 0x 0 (0x1-x)p-

x
0x0 0xB
ox1 | {0x1,1x0} * *
1x1 Bx0 0 0 0 1
1x0 | 1x1 1 F=Mmn 1 o] G=Mh~
uXv M u v

Tableau 6.58 Tableau 6.59 Tableau 6.60

Nous nous en tiendrons par la suite 4 une classe de machines séquentielles
M[X,Ux V] pour laquelle la réciproque de la proposition précédente est vraie, a savoir
les machines de type cartésien (§ 6.2.27), auquel n’appartient précisément pas la ma-
chine ci-dessus.

6.3.9 Proposition
Soit M[X,Ux V] une machine séquentielle de rype cartésien. Si les partitions
canoniques 7 et 7 sont compatibles avec M, alors

M[m x M|t C M. (6.95)

11 suffit de faire le raisonnement symétrique de celui du paragraphe 6.2.27, pour
la partition 7.
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6.3.10 Construction

Soient §[X,Y ] une machine séquentielle (tab. 6.61) de type standard, 0 : U > Y
(tab. 6.62) et p: V=Y (tab. 6.63) deux recouvrements de Y tels que pour chaque
couple u x v on ait

lo(u)Np(»)| = 1. (6.96)
On définit alors un codage ¢ : Ux V=Y (tab. 6.64) en posant
w(uxv) = o(u)Np(v). (6.97)
uxvy g (uXv)
0 1 3 2
0xa 0
0 [— |1 |3 |4 v o oxb |1
1 |4 |— |— |2 u o (1) 0xe 3
213 (4 |—|— a {0,4} 1Xa 4
304 (1|1 ]4 o |{o0,1,3} b | {1,2} 1xb |2
4 |0 |2 |—|— 1 | {2,4} c |{3.,4} 1xe 4
S[X,Y]
Tableau 6.61 Tableau 6.62 Tableau 6.63 Tableau 6.64

Du fait que ¢(u x v)# @ quels que soient u,v, la machine M[X,Ux V]=S/yp
sera de type standard, car dans (6.35), on aura A=A=UxV.

Onag(r()=p(uxV)=c(u)Np(V)=c(u)NY=0(u), et de méme
¢(r(»))=p(v), donc

em = 0 et o1 = p. (6.98)

Par la proposition fondamentale (§ 6.2.28), m et 7 sont compatibles avec M et I’'on a
M|m=S8[/o ,M|T = S/p. Comme M est de type cartésien (étant de type standard), on a
S/ox S/p C M=S/y. Les machines F[X,U]=S/o et G[X,V]=S/p sont données
dans les tableaux 6.65 et 6.66. La machine F x G est un assignement de S.

0 1 3 2
e 1 @ 2 a |a |b |c |a,c
0 1 o |lo 1 b |c a,c|l— | b
1 0 1 |— |— c |a b |b |ac
u F=S8/o v G=S8/p
Tableau 6.65 Tableau 6.66

On remarque que la machine G (tab. 6.66) admet un assignement binaire décom-
posable en série, car le recouvrement u: V' =V tel que V'={0,1} et

u(0) = {a,c}, u(1) = {b,c} (6.99)

est compatible avec G. Le codage ¢ : V'x W = V défini par le tableau 6.67 (ou V'=
W =B) est tel que ¥ (vx W)= pu(v), de sorte que G/ est décomposable en série. La
construction du tableau de G/¢ et sa décomposition en série H[X,V']K [Xx V' W]
est laissée au lecteur.

En vertu de la proposition suivante, la machine F x (HK') est un assignement
de F x G, donc un assignement de S. La machine S (tab. 6.61), considérée tout au
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v'Xw U@ Xw)

0x0 a
0x1 c
1X0 b
1x1 ¢

Tableau 6.67

long de ce chapitre, admet donc un assignement binaire en forme de composition série/
paralléle (fig. 6.68).

Fig. 6.68

6.3.11 Proposition
Soient F[X,U],G[X,V] deux machines séquentielles. Si M[X, A] est un assi-
gnement de F (resp. de G), alors M x G (resp. F x M) est un assignement de F x G.
Le détail de la démonstration est laissé au lecteur. En supposant que  soit un
codage A = U et que M C F/[y, il suffit de vérifier que 'ona Mx G C (Fx G)fy
pour le codage ¢: Ax V—=>UxV tel que p(axv)=y (u)xv. Clest une simple appli-
cation de la formule (6.33).

6.3.12 Commentaire

Considérons une machine de Mealy R [X,Y,Z,S, F], de composante séquentielle
S[X,Y] et de composante combinatoire F[X x Y, Z]. Supposons qu’on ait trouvé un
recouvrement o : U—Y compatible avec R, c’est-a-dire compatible avec S et avec F
au sens de (5.13). Ce recouvrement peut étre utilisé soit pour réduire R (en supposant
U< 1Y |), soit pour construire un assignement de S décomposable.

6.4 PARTITIONS

6.4.1 Introduction

Tout au long des sections précédentes, on a vu que les assignements décomposa-
bles d’une machine séquentielle S[X,Y ] peuvent étre obtenus au moyen de recouvre-
ments de Y compatibles avec S. Lorsque la table de transition de S est de petite taille,
comme dans les exemples précédents ces recouvrements se découvrent facilement sans
méthode de recherche spécifique. Pour les machines de plus grande dimension, les
recouvrements compatibles deviennent trés nombreux. Par exemple si k est un entier
tel que 1<k <Y, ’ensemble de tous les sous-ensembles i k éléments de Y constitue
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toujours un recouvrement compatible avec S. Le nombre des recouvrements compati-
bles avec S croit donc au moins exponentiellement avec |'Y|. Il n’est donc pas possible
d’envisager une méthode pratique qui les engendre tous.

Par contre ’ensemble des partitions de Y compatibles avec S est beaucoup plus
limité, et il est possible de les engendrer toutes systématiquement. On désigne ici par
le terme de partition 1'ensemble des classes d’une partition de Y sans classe vide, au
sens du paragraphe 6.1.13. Considérant par exemple le tableau 6.62, on dira que ’en-
semble {{0,1,3},{2,4} } est une partition de ’ensemble Y ={0,1,2,3,4}.

Dans toute la présente section, S désigne une machine séquentielle de type stan-
dard, avec les alphabets [ X,Y]. Le terme de partition, et les symboles w, 7', 7", ...
désignent des partitions de Y au sens ci-dessus.

6.4.2 Définition
On dit que deux éléments y,y’ sont équivalents selon w et ’on écrit

y =y'(m) (6.100)

lorsque y et y' appartiennent 4 une méme classe de .

6.4.3 Proposition
Pour trois éléments y,»',»"" quelconques de Y, on a

y =y (m (6.101)
y=Ey'(n)=y' =y (6.102)
y=Ey'(m)ety =y"(n)=y=y"(n) (6.103)

Ces relations découlent immédiatement de la définition qui précéde.

6.4.4 Définition

On dit de deux partitions m, 7', que m est plus fine que 7', et I'on écrit 7 < 7'
si chaque classe de m est contenue dans une classe de 7.

Par exemple si Y ={0,1,2,3,4}, la partition 7 = { {0,4}, {1}, {2,3} } est plus
fine que 7'={{0,1,4},{2,3}}. Pour simplifier I'écriture, on omettra les parenthéses
extérieures {,} ainsi que les virgules entre les classes. On écrira ainsi 7 = {0,4}{1}{2,3]}.

6.4.5 Propositions
Pour trois partitions quelconques 7, 7,7 ", on a

<7t = (y=y'(n)=y=y(r)

quels que soient y,»") (6.104)
< (6.105)
r<t etn'<nr =2a=7a (6.106)
r<r et i'<7" =< (6.107)

Ces relations sont évidentes.
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6.4.6 Définition

On appelle conjonction de deux partitions 7,7’ et 'on note # A ' la partition
formée par toutes les intersections non vides d’une classe de 7 et d’une classe de 7"

Par exemple si Y ={0, ...,4}, 7= {0,1,2}{3,4}, et #'={0,1}{2,3,4}, alors
nAn'={0,1}{2}{3,4}.

La conjonction m A 7' peut étre définie par la relation

y=y'(ahn') = y=y'(n)ety=y'(a) (6.108)

6.4.7 Définitions
Pour un couple de partitions (m,7"), appelons chaine d’éléments de Y selon
(m,m") toute suite y,, ..., y,, d’éléments tous distincts telle que, si n > 1,

Yi = Yirr(m) ou y; = i (n') (i = 1,..,n-1). (6.109)
Par exemple soient

Y ={1,2,..,8}

n = {1,2}{3,4}{5,6}{7,8}

I

n' = {1}{2,3}{4}{5}{6,7}{8}.

Ona ;

1=2(w);2=3(n);3=4(nm)
donc 1,2,3,4 est une chaine selon (m,7").

Une chaine selon (7,7 ) est dite maximale, s’il est impossible de I’allonger. Par
exemple la chaine 1,2,3,4 ci-dessus est maximale.

11 est clair que ’ensemble des chaines maximales selon (7,7") forme une parti-
tion de Y. Cette partition est appelée disjonction du couple (m,m') et notée vV 7").
On a donc

y =y'(nvn') < ilexiste une chaine y, ..., ¥, (6.110)

r

selon (m,n" ) telle que y; =y et y, ="
Dans I’exemple ci-dessus, 7V 7' = {1,2,3,4}{5,6,7,8}.

6.4.8 Partitions triviales
L’ensemble des sous-ensembles d un élément de Y est appelée la partition triviale
mp. La partition dont la seule classe est Y est appelée la partition triviale 7y .

6.4.9 Proposition
Pour trois partitions 7,7, 7" quelconques, on a

aVr' =x'Vn

6.111
aAn' =a'An ( )

r<nVn et m'<aVn

r ] n (6’112)
Ts®T etw<sw

' "

=>qgVnr'<n
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TArn'<met nAn'<n’

n n r L r (6‘113)
T <metnm <7 =71 <nAnw
T ST

(6.114)
TS Ty.

Ces formules découlent immédiatement des définitions qui précédent. Les formu-

les (6.112) et (6.113) s’expriment en disant que m V 7’ est la borne supérieure et 7 A’
la borne inférieure du couple =, 7.

Les formules ci-dessus, jointes aux formules (6.105), (6.106), (6.107) se résument

en disant que 1’ensemble des partitions de Y constitue un treillis.

On en déduit les formules suivantes:

-nVn‘—*rrE (6.115)
TAT =T )
avVa)Va' =av(n'va"
iy ST .,)} (6.116)
(mArm )AT" =aA(n Arn")
r<n’ = qaVn' =1

r r (6-117)
ns<wT < qaAn =7
Vg =

E (6.118)

aAny =m
nVay =7

D (6.119)
TAmg = mp.

6.4.10 Définitions

Pour tout sous-ensemble K C Y, on désigne par mi la partition la plus fine telle

que K soit contenu dans une classe de 7. D’ou les notations mp et my pour les parti-
tions triviales. Si K n’est pas un sous-ensemble trivial de Y, les classes de 7k sont K

et touslesensembles { ¥} dun élément y K. SiK = {y,y', ...} onécriramg = ', ...
Si K={py, .., i} onécrira g =m; 4 desortequesi Y={yy, .., Vo), M, k=
V1 o VeHYks1}e {¥a}.

Les partitions de la forme m), ' ou y et y' sont deux éléments de Y distincts,

sont appelées partitions minimales, en ce sens que m <y, ' = T =Tg.

6.4.11 Proposition

Quels que soient ¥,y  on a

y =y'(m,y) (6.120)

Pour toute partition m, on a

y=y'(n) = mn, y<m (6.121)
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Pour toute partition 7 # mg, on a
7n=Vm, , (y =y'(n) et y #y). (6.122)

Cette derniére relation signifie que route partition m # mny est une disjonction de par-
titions minimales.

Les relations (6.120), (6.121) sont évidentes. Désignons par 7" le second mem-
bre de (6.122). En vertu de (6.121), chaque terme 7, ,' de cette disjonction est
<, donc n' < 7. Réciproquement on a 7 < 7. En effet supposons que y =y ().
Si y=y' ona trivialement y=y'(7n').Siy #y',ona y =y'(n") par (6.120) et
(6.112).

6.4.12 Rappel

Rappelons que S[X,Y] étant une machine de type standard, la compatibilité
d’une partition m avec § peut s’exprimer comme suit (§ 5.2.4, 5.2.7):

Pour toute classe C €7 et pour tout x € X

o - : (6.123)
il existe une classe C' € telleque C+xC C..

6.4.13 Définition

On dira qu’un sous-ensemble K C Y est impliqué par 7 (selon S) si K est de la
forme C + x (C €m,x € X), et si K n’est pas contenu dans une classe de 7. On dési-
gnera par Imp(7) ’ensemble des ensembles K C Y impliqués par 7. On a donc par

(6.123):
7 compatible avec S <= Imp(w) = 0. (6.124)

6.4.14 Proposition
Supposons que K € Imp(#), 7 < 7', et 7' soit compatible avec S. Alors
Vg <n'. Par suite

n<n' et m' compatible avec S impliquent

V <7’
WV(KEImp(ﬁ)HK AT (6.125)

6.4.15 Démonstration

Soient CE 7 et x € X telsque K =C + x. Comme 7 < 7', il existe une classe
C'en’ telle que C C C', donc K C C'+x. Comme 7' est compatible avec S, K est
contenu dans une classe de 7', et ceci entraine évidemment g < 7', d’oun Vg <’
par (6.112).

6.4.16 Construction
Etant donné une partition 7, on lui associe une partition notée :frs, en effectuant
I'algorithme suivant (fig. 6.69):
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Tant que \mp(w) ¥+ @ remplacer m par

Ve ™)
WV(KEImp(n) T

(6.126)

= fin

début
(3)
(1 o
< Imp(m)=0 H Si=x
non

mi=aV A% m
\KEImp(m)

Fig. 6.69

6.4.17 Exemple
Soient S la machine du tableau 6.70, et

m = {1,2} {0} {3} {4}.

Déterminons 7° selon I’algorithme de la figure 6.69, dont les instructions sont numé-

rotées (1),(2), (3). Le déroulement du processus est le suivant.
(1) Non.Imp(w) = {3,4}
(2) m:=7Vmsq = {0}{1,2}{3,4}
(1) Non.Imp(7) = {0,4}
(2) m:=nVm4s = {0,3,4}{1,2}
(1) Oui.
(3) »° = {0,3,4}{1,2}.

B = O
o B wh |
Na--hln—t

Tableau 6.70

6.4.18 Proposition

Pour deux partitions 7,7’ quelconques on a les propriétés suivantes:

75 est compatible avec S

(6.127)
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r<n’ (6.128)
n< 7' et n' compatible avec S = < (6.129)
m compatible avec S s = (6.130)
(r5)S = 75 (6.131)
r<n = nS<n'S (6.132)
(rva)S = @S vaSHs (6.133)

Les trois premiéres propriétés se résument de la fagon suivantes: S estla partition 7’
la plus fine qui soit compatible avec S, et telle que 7 < 7.

6.4.19 Démonstration

Les deux premiéres relations sont évidentes (fig. 6.69). La troisiéme découle de
(6.125). 11 est clair pour la quatriéme, que si 7 est compatible avec S alors nd=n car
Imp(m) =0 (fig. 6.69). Réciproquement, si s = m, alors 7 est compatible avec S par
(6.127). Larelation (6.131) découle immédiatement de (6.127) et (6.130). Pour (6.132),
supposons que T < 7. Ona 7' < s par (6.128), donc 7 < 7'S. Comme 'S est
compatible avec S, il vient 7° < 7'® par (6.129). Pour (6.133), on peut écrire 7 V 7' <
7> V'S par (6.128), done (7 V 1')° < (75 V 7'S)S par (6.132). Inversément on
peut écrire 75 < (V' )Set n'S<(nVn')S par(6.132),donc 7S Va'S<(nvn')S
par (6.113), et il vient (75 V 7')S < (7 V 7')S par (6.132) et (6.131).

6.4.20 Cas particulier
Supposons que la machine S posséde la propriété suivante :

y+x #0 < y'+x # 0 quelsque soient x,y,p’ (6.134)

Cela signifie qu’une colonne quelconque de la table de S ne contient aucun tiret ou ne
contient que des tirets. C'est le cas en particulier si S est complétement spécifiée.

On montre alors que si 7 et 7' sont compatibles avec S, m \/ n' est compatible avec S.

En effet soit C = {y, ..., ¥,} une classe de 7 V 7. On peut supposer que les élé-
ments Yy, ..., ¥, sont ordonnés de fagon i former une chaine selon (7, 7" ) au sens de
(6.109). Supposons que C+x# 0. Ona y;+x#0 (i=1, ..., n) en vertu de (6.134).
Comme 7 et 7' sont compatibles avec S, la suite ¥, + x, ..., ¥, + x vérifie aussi (6.109),
de sorte que C + x est contenu dans une classe de 7 V 7',

Dans ce cas particulier, la formule (6.133) devient

(nva')S =aSva'S (6.135)
en vertu de (6.127) et (6.130).

6.4.21 Méthode

1l est clair que pour toute partition 7' # my compatible avec S il existe une parti-
tion m #mg telle que 7' = i (par exemple la partition 7 = 7' en vertu de (6.130)).
Comme toute partition m # mg est une disjonction de partitions minimales, toute par-
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tition 7' # mg compatible avec S est de la forme

(V(my,,)%)° (6.136)
dans le cas général (6.133), et de la forme
V(my, y)° (6.137)

dans le cas particulier du paragraphe précédent (6.135).
L’expression (6.136) (resp. (6.37)) indique la fagon de construire toutes les par-
titions compatibles avec S. Si |Y|I=n>1ily a n(n —1)/2 partitions minimales donc

N = 2n(=0/2 (6.138)

expressions de la forme (6.136) (resp. 6.137)). Cependant la plupart de ces expressions
représentent la méme partition. Il arrive souvent méme que les seules partitions non
triviales soient de la forme (-rry,yf)s.

Le calcul des partitions (1, - )S s’effectue en principe selon I’algorithme de la
figure 6.69. Cependant, au fur et 4 mesure du calcul de ces partitions, le travail se sim-
plifie grace a la formule suivante

K € Imp(7) = 7 V(ng)S <75 (6.139)

En effetsi K€ Imp (), onanV g < 75 par(6.125),donc mg <75, et (1) < xS
par (6.131), (6.132).

Ainsi dans 'opération (2) de I’algorithme, on peut remplacer my par (g )S
lorsqu’on connait déja (g )°.

6.4.22 Exemple
Considérons la machine S du tableau 6.71. On détermine selon I’algorithme
(fig. 6.69) la partition

(m1,3)° = {1,3}{2,4,6}{5}. (6.140)
Soit a déterminer (172_4)3. On observe que {1,3} € Imp(m; 4).Ona
My, V(my 3)S = (my,3)5 par (6.140)

donc
(m2,4)% = (my,3)%.

—
(]

wWh |y | O

Nv—@un-h-'
L Oh W =

o L b b =

Tableau 6.71

6.4.23 Exercice
Poursuivre la détermination de toutes les partitions (‘rry‘y')s (tab. 6.71) et véri-
fier qu’il n’y a pas d’autres partitions non triviales compatibles avec S.
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6.4.24 Exemple

Le codage des états secondaires dans la figure 3.19 a été construit au moyen
d’une partition de Y = {1, ..., 10} compatible avec la composante séquentielle S de
cette machine. La symétrie du graphe suggére de calculer (,, y')s pour deux états
¥,y symétriques, et par exemple

(my,3)S = {1,3} {2,4} {5,8} {6,9} {7,10} = ¢

On cherche 4 assembler deux des classes de cette partition pour avoir une partition a
quatre classes, et le graphe suggére immédiatement

T = {1,3,2,4} {5,8} {6,9} {7,10}.

On vérifie que cette partition est bien compatible avec S, et ’on établit le tableau de
codage 6.72 conformément aux principes exposés dans la section 6.2. Ce tableau per-
met de construire un assignement ayant la structure de la figure 6.73. Les équations
(3.85) sont conformes a ce schéma.

YiY2 ¥3 Ya e(V1Y2Y3¥a)

00 |0 |0 |1
00 |0 1 3
00 1 0 2
00 1 1 4
01 ([0 |O |5
01 0 1 8
11 0 0 6
11 0 1 9
10 |0 0 7
10 |0 1 10
Tableau 6.72
- )4
X = =
yY1Xy2 y3

Fig. 6.73

6.4.25 Conclusion et références

Le paragraphe essentiel de ce chapitre est le paragraphe 6.2.32, car il contient le
principe fondamental de construction des assignements décomposables. Une fois que
I’on connait ce principe, on sait qu’il s’agit de trouver des recouvrements adéquats, et
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on les trouve, avec ou sans méthode. Nous n’accordons sur ce sujet qu’une importance
secondaire aux méthodes systématiques. Par contre, les notions de compatibilité et de
machine quotient, omniprésentes dans ce chapitre et le précédent sont parmi les plus
importantes de la théorie des machines séquentielles.

La théorie de la décomposition est due pour I’essentiel 4 Hartmanis et Stearns
qui lui ont consacré tout un livre [3]. On en trouve un bon résumé pratique en frangais
dans [10].
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