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TRAITÉ D'ÉLECTRICITÉ 
Jusqu'à ce jour, les théories et les applications 

de l'électricité n'ont jamais fait l'objet 
d'un exposé systématique et unifié. 

Les 19 volumes du Traité d'Electricité 
comblent cette lacune. Cet ouvrage rassemble 
de façon cohérente des connaissances jusqu'ici 
disparates et fragmentaires en fonction de la 

hiérarchie de modèles de plus en plus généraux, 
tels que les ingénieurs les ont conçus pour 

maîtriser des techniques de pi us en plus complexes. 

PRÉSENTATION DU VOLUME IV 

THÉORIE DES RÉSEAUX 
DE KIRCHHOFF 

• Postulats de base • Notion de systèmes 
• Circuits élémentaires, régime et analyse 
transitoire • Mise en équation des réseaux 
théorie des graphes • Dualité • Réciprocité 
• Méthodes de substitution • Quadripôles 
• Distributions • Transformées de Fourier 

et de Laplace 

Comme le modèle de Kirchhoff repose 
sur quelques définitions (celles de sept élé
ments) et sur les deux postulats définissant 
les règles de connexion, on commence par 
énoncer ceux-ci au début du chapitre 1. Le 
reste du chapitre montre comment le mo
dèle abstrait, défini de façon axiomatique, 
s'applique à des situations physiques, di
verses, tels les circuits électriques, certains 
systèmes mécaniques, les dispositifs acous
tiques. 

Le chapitre 2 constitue une introduction 
générale à la théorie des systèmes linéaires. 
Il est organisé autour du couple temps-
fréquence qui permet d'envisager deux pro
cédés complémentaires d'analyse des ré
seaux. Le chapitre 3 applique ces concepts 
au cas de quelques circuits simples, dont la 
mise en équation est immédiate. 

Le chapitre 4 aborde précisément le pro
blème de la mise en équation d'un réseau 
quelconque. Les deux méthodes classiques 
des courants et des potentiels indépendants 
sont suivies de la méthode plus récente de 
mise en équation dans l'espace des états. 

Le chapitre 5 développe quelques pro
priétés générales des réseaux tels la dualité 
et la réciprocité et des méthodes propres à 
réduire la mise en équation tels les procédés 
de substitution et le concept de multipôle. 

Le chapitre 6 est une étude approfondie 
du concept de quadripôle qui permet d'ap
pliquer les méthodes exposées à un cas 
concret. 
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INTRODUCTION 

Place du volume IV dans le Traité d'Électricité 
Le volume IV s'insère dans la séquence des modèles qui sont présentés par le 

groupe des volumes II à VI. Le modèle de Kirchhoff postule l'existence d'éléments 
localisés. Ceux-ci sont connectés au moyen de bornes : pour chacune de celles-ci, on 
définit une valeur du potentiel et du courant. Les règles de connexion sont les célèbres 
lemmes de Kirchhoff qui en toute rigueur sont plutôt des postulats. 

Par rapport au modèle de Maxwell, qui fait l'objet du volume III, la différence la 
plus frappante est l'absence de tout espace géométrique. Le modèle de Kirchhoff ne dit 
rien de la dimension des éléments ni de la distance qui les sépare. A fortiori cet espace 
sans géométrie n'a aucune caractéristique physique; le concept de champ disparaît. Tout 
ce qui subsiste du monde physique est un ensemble de bornes où courant et potentiel 
sont définis et une liste des connexions établies entre ces bornes. 

Ce modèle très dépouillé, presque squelettique, ne peut évidemment rendre compte 
de tous les phénomènes électriques. S'il permet par exemple de calculer la puissance dis
sipée dans une résistance, il ne dit rien de l'élévation de température qui en résulte. De 
même, si la loi de conservation de l'énergie est un corollaire des lemmes de Kirchhoff, 
elle n'est strictement valide que pour un circuit dont la configuration ne change pas. 

Comme il n'y a pas d'espace à proprement parler, on ne peut traiter ni du rayon
nement, ni de la propagation des ondes. Dans ce modèle sans dimensions, les phéno
mènes se propagent instantanément. La vitesse de propagation des ondes électromag
nétiques est tellement élevée que cette schématisation presque outrancière reste valide 
pour de nombreux cas. Elle ne peut cependant rendre compte des phénomènes à haute 
fréquence, ou encore des dispositifs de grandes dimensions pour lesquels le recours au 
modèle de Maxwell est indispensable. 

Si le dépouillement du modèle de Kirchhoff en limite quelque peu les usages, il 
lui donne par contre une remarquable souplesse. Un réseau a en fin de compte pour 
modèle mathématique un système d'équations différentielles ordinaires. Si l'on se 
restreint au cas des équations linéaires, on possède des méthodes de résolution exactes 
et simples à manier. On peut en déduire des propriétés générales du modèle. C'est la 
puissance et la simplicité du modèle de Kirchhoff qui en ont fait le succès. Aussi long
temps que les approximations mentionnées plus haut restent acceptables, l'ingénieur 
doit travailler avec le modèle de Kirchhoff. 

Le passage à des modèles plus abstraits, tels ceux exposés aux volumes V et VI, 
intervient au moment où les dimensions du système d'équations interdisent une mani
pulation aisée. 



Vl INTRODUCTION 

Organisation générale du volume IV 
Comme le modèle de Kirchhoff repose sur quelques définitions (celles de sept 

éléments) et sur les deux postulats définissant les règles de connexion, on commence 
par énoncer ceux-ci au début du chapitre 1. Le reste du chapitre montre comment le 
modèle, abstrait, défini de façon axiomatique, s'applique à des situations physiques 
diverses, tels les circuits électriques, certains systèmes mécaniques, les dispositifs 
acoustiques. 

Le chapitre 2 constitue une introduction générale à la théorie des systèmes liné
aires. Il est organisé autour du couple temps - fréquence qui permet d'envisager deux 
procédés complémentaires d'analyse des réseaux. Le chapitre 3 applique ces concepts 
au cas de quelques circuits simples, dont la mise en équation est immédiate. 

Le chapitre 4 aborde précisément le problème de la mise en équation d'un ré
seau quelconque. Les deux méthodes classiques des courants et des potentiels indé
pendants sont suivies de la méthode plus récente de mise en équation dans l'espace 
des états. 

Le chapitre 5 développe quelques propriétés générales des réseaux telles la dualité 
et la réciprocité et des méthodes propres à réduire la mise en équation tels les procédés 
de substitution et le concept de multipôle. 

Le chapitre 6 est une étude approfondie du concept de quadripôle qui permet 
d'appliquer les méthodes exposées à un cas concret. 

Les chapitres 7 et 8 sont des annexes mathématiques où sont exposés brièvement 
les résultats les plus importants de la théorie des distributions ainsi que des transformées 
de Fourier et de Laplace. Le lecteur au courant de ces méthodes peut se dispenser de 
leur lecture : sinon ces annexes doivent être assimilées avant d'aborder le chapitre 2. 

Les chapitres 1 à 6 constituent une séquence qu'il faut lire normalement dans 
l'ordre. 

Conventions 
Le Traité d'Electricité est composé de volumes (vol.) repérés par un chiffre romain 

(vol. V). Chaque volume est partagé en chapitres (chap.) repérés par un nombre arabe 
(chap. 2). Chaque chapitre est divisé en sections (sect.) repérées par deux nombres arabes 
séparés par un point (sect. 2.3). Chaque section est divisée en paragraphes (§) repérés 
par trois nombres arabes séparés par deux points (§ 2.3.11). Les références internes sti
pulent le volume, le chapitre, la section ou le paragraphe du Traité auquel on renvoie. 
Dans le cas de la référence à une partie du même volume, on omet le numéro de celui-ci. 

Les références bibliographiques sont numérotées continûment par volume et repé
rées par un seul nombre arabe entre crochets; les pages concernées sont éventuellement 
précisées entre parenthèses : [33] (pp. 12-15). 

Un terme apparaît en italique maigre la première fois qu'il est défini dans le texte. 
Les équations hors texte sont numérotées continûment par chapitre et repérées par 

deux nombres arabes placés entre parenthèses et séparés par un point (3.14). Les figures 
et tableaux sont numérotés continûment par chapitre et repérés par deux nombres arabes 
précédés de Fig. (Fig. 4.12) ou Tableau (Tableau 4.13). 
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CHAPITRE 1 

DÉFINITION DES RÉSEAUX 
DE KIRCHHOFF 

1.1. DÉFINITION DES ELEMENTS 

1.1.1. Introduction 
Le but de cette section est d'énumérer les éléments qui constituent les réseaux. 

Nombre d'entre eux coïncident avec ceux qui ont été présentés au chapitre 5 du volu
me I de façon intuitive. On y a décrit l'opération d'idéalisation qui permet de passer du 
composant physique à l'élément mathématique, du dispositif matériel à son modèle. 
Nous adopterons ici la démarche inverse: partant d'une définition abstraite des éléments, 
nous montrerons leur signification physique dans les dernières sections (1.4, 1.5 et 1.6) 
de ce chapitre. Il ne faut donc pas se laisser leurrer par l'usage d'un vocabulaire hérité 
de l'électricité physique tels que courant, tension, résistance...: ces mots reçoivent ici 
une définition axiomatique du même genre que celle qui précise l'existence d'êtres ma
thématiques comme entier, application ou matrice. Par après nous vérifierons que ces 
concepts abstraits s'appliquent bien à une certaine classe de dispositifs électriques, mais 
aussi dans les domaines de la mécanique et de l'acoustique. Il est de la plus haute impor
tance que le lecteur garde toujours à l'esprit cette distinction entre le modèle mathéma
tique avec ses propriétés et le monde physique que l'on essaie de décrire avec le modèle. 
Si l'adéquation entre les deux n'est plus bonne, c'est le modèle qui doit être critiqué. 

1.1.2. Définitions 
Les réseaux de Kirchhoff {circuits) sont constitués par la connexion d'un nombre 

fini d'éléments. 
La définition du terme connexion ne sera donnée qu'à la section 1.2. On se bor

nera pour l'instant à définir les éléments de façon précise. 
Un élément possède un certain nombre de bornes, qui sont les organes destinés à 

établir la connexion. 
Chaque borne est caractérisée par deux grandeurs: le potentiel et le courant. Le 

courant est défini soit comme pénétrant dans une borne, soit comme sortant de cette 
borne. Courant et potentiel sont des fonctions à valeurs réelles d'une variable réelle qui 
est appelée le temps. La différence des potentiels de deux bornes est appelée tension en
tre ces deux bornes. Le potentiel sera désigné par la lettre v, la tension par u et le courant 
par i. 

On appelle terre une borne dont le potentiel est identiquement nul. 
Un élément à η bornes est appelé multipôle en général. Si η — 2, 3 ou 4 on parle 

respectivement de bipôle (dipôle), tripôle ou quadripôle. 
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1.1.3. Axiome 
La somme des courants relatifs à toutes les bornes d'un multipôle est identique

ment nulle. 
Dans le cas d'un bipôle, cela signifie que les deux courants sont identiques à une 

inversion de signe près ou encore que le courant pénétrant par une borne est identique 
à celui sortant de l'autre borne. 

1.1.4. Définitions 
Deux bornes peuvent être associées et constituent un accès (porte, paire de bor-

nes)û les deux courants sont identiques à une inversion de signe près. 
Si les bornes d'un multipôle sont groupées de la sorte deux à deux, de façon à cons

tituer N accès, le multipôle fonctionne en multiporte (2N-pôle). 
Il résulte du § 1.1.3 que le bipôle est toujours un élément avec un accès. Il n'en 

est pas de même du quadripôle qui en général est caractérisé par quatre courants diffé
rents dont la somme s'annule. Si les bornes sont groupées pour former deux accès, le 
quadripôle fonctionne comme un biporte. 

Il importe de bien distinguer les termes multipôle, quadripôle qui caractérisent un 
élément isolé des termes multiporte, biporte qui caractérisent un certain fonctionnement 
de cet élément. Ce fonctionnement particulier peut résulter de deux causes : provenir 
des connexions auxquelles est soumis l'élément, ce qui sera clarifié à la section 1.2; 
être une propriété du multipôle lui-même. Ainsi nous définirons plus loin deux élé
ments quadripôles qui fonctionnent toujours en biportes. 

1.1.5 Représentation graphique 
Un accès est caractérisé par deux grandeurs: une tension et un courant. Les sym

boles graphiques représentant respectivement le bipôle et le quadripôle fonctionnant en 
biporte sont ceux des figures 1.1 et 1.2. Ils représentent aussi bien les bipôles et quadri
pôles élémentaires que ceux, plus complexes, qui seront obtenus par connexion des pre
miers. 

1 c 

U 

Γ c 

i 

1 

j ç 

" l 
1 

l'c 

1 

h h 

] 

Fig. 1.1 Fig. 1.2 

Les grandeurs tension u et courant i ont un sens, d'ailleurs arbitrairement choisi, 
qu'il faut spécifier graphiquement. Tout en soulignant que les conventions varient d'un 
auteur à l'autre, on s'en tiendra dans la suite aux symboles des figures 1.1 et 1.2. La flè
che soulignant la lettre i signifie que le courant i est positif, si le courant pénétrant par 
la borne 1 est positif. De même la tension u est positive si le potentiel de la borne 1 est 
supérieur à celui de la borne Γ. 

En résumé, une grandeur tension ou courant n'est entièrement définie que lorsque 
l'on a fait choix d'un sens conventionnel; ce choix revient à un choix de signe. Un élé
ment n'est défini que si l'on précise les conventions relatives au courant et à la tension. 
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1.1.6. Définition de la résistance 
Un bipôle élémentaire dont la tension et le courant sont reliés par une relation du 

type 

u(t)=Ri(t) (1.1) 

ou, de façon équivalente, 

i(t)=Gu(t) (1.2) 

est une résistance de valeur R ou une conductance de valeur G avec les relations évi
dentes R =G~l et G=R'1. Le symbole graphique de ce bipôle est représenté à la 
figure 1.3. On emploie parfois le symbole de la figure 1.4 qui est plus ancien. 

i 
R 

U 
Λ 

Fig. 1.3 

ΛΛΛΛ 
u 

^-
Fig. 1.4 

En général, R ou G sont des fonctions à valeurs réelles du temps et (ou) de la 
valeur instantanée d'une des grandeurs tension et courant. Dans le cas particulier où R 
et G sont des constantes, on dit que la résistance est linéaire et autonome (permanente). 
Lorsque R et G dépendent de u ou i, la résistance est non linéaire. Lorsque R et G dé
pendent de t, la résistance est non autonome. 

Fig. 1.5 Fig. 1.6 

Une résistance autonome est caractérisée par une courbe dans le plan i, u. Si l'on 
applique à une résistance une tension u{t) donnée, par (1.2) on en déduit i(t) pour autant 
que la courbe soit univoque et réciproquement. La figure 1.5 représente le cas de la ré
sistance linéaire caractérisée par une droite issue de l'origine. La figure 1.6 représente un 
exemple de résistance non linéaire. 

Dans la suite, l'exposé sera limité aux circuits ne comportant que des résistances 
linéaires et autonomes. Avec les conventions de signe de la figure 1.3, on supposera en 
général que R est une quantité positive. Lorsque tel n'est pas le cas, on dira explicitement 
qu'il s'agit d'une résistance négative. 

Il importe de remarquer que le signe placé devant le coefficient dépend à la fois 
des conventions relatives au courant et à la tension. Si, à la figure 1.3, la flèche donnant 
le sens de u était orientée en sens inverse, il faudrait écrire u = — Ri où R est une grandeur 
positive. Si les deux flèches étaient orientées en sens inverse de celui de la figure 1.3, 
l'équation (1.1) est de nouveau valable. 
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1.1.7. Définition des sources indépendantes 
Dans le paragraphe précédent, on a fait allusion à l'application d'une tension. 

Cela n'est possible que si l'on dispose d'un bipôle qui crée entre ses bornes une tension 
bien déterminée. 

On appelle source de tension un bipôle défini par la tension entre ses bornes u(t) 
(souvent notée e(t)) indépendamment du courant i(t). De même une source de courant 
est un bipôle qui impose le courant i(t) pénétrant et sortant par ses bornes quelle que 
soit la tension qui lui est appliquée. Les symboles graphiques de ces bipôles sont repré
sentés respectivement aux figures 1.7 et 1.8. 

o-
Fig. 1.7 Fig. 1.8 

Dans le plan (i, u), la caractéristique d'une source est représentée pour une valeur 
déterminée de t par une parallèle à l'un des axes. La figure 1.10 représente la caracté
ristique d'une source de tension et la figure 1.9 celle d'une source de courant. 

Fig. 1.9 Fig. 1.10 

Parmi les sources indépendantes, il est deux cas particuliers importants. Le court-
circuit (fig. 1.11) est une source de tension imposant u(t) = O et le circuit ouvert (fig. 1.12) 
est une source de courant imposant i(t) = O. 

W = O 

δ 

Fig. 1.11 

i = 0 

ο 

Fig. 1.12 

Par comparaison avec (1.1) et (1.2), on constate qu'une résistance de valeur nulle 
est indiscernable d'un court-circuit et qu'une conductance de valeur nulle ne diffère en 
rien d'un circuit ouvert. 
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1.1.8. Définition des sources dépendantes 
On appelle source dépendante une source de tension ou de courant définissant 

une grandeur et qui est dépendante d'une grandeur, courant ou tension, caractérisant 
un autre élément du réseau. A titre d'exemple, on peut définir une source de tension 
dépendante u{t) = α i(t) où /(O est le courant circulant dans un autre bipôle du réseau: 
si α est constant, la source est linéaire. 

Aux figures 1.13 et 1.14 on a représenté respectivement les sources dépendantes 
de tension 

ô 

Fig. 1.13 Fig. 1.14 

et de courant. Chacune de celles-ci peut être commandée par une tension ou un courant. 
On rencontrera donc quatre types différents de sources dépendantes. 

1.1.9. Définitions 
L'intégrale de — °° au temps t de la grandeur i(t) est appelée la charge q(t). On a 

donc les relations équivalentes 

q(t) = j i(x)dx = ¢(0)+ J i(x)dx (1.3) 

et 

/(O = dqldt (1.4) 

De même l'intégrale de la grandeur u(t) est appelée le flux Φ(ί). On a donc 

et 

Φ(O = j u(x)dx = Φ(0)+ j u(x)dx 

ii(0 = άΦ/dt 

(1.5) 

(1.6) 

1.1.10. Définition de l'inductance 
Un bipôle élémentaire défini par la relation 

ou 

Φ(0 = Li(O 

/(O =L~X Φ(0 

(1.7) 

(1.8) 

est une inductance de valeur L. Le symbole graphique de ce bipôle est représenté à la 
figure 1.15. 



6 THEORIE DES RESEAUX DE KIRCHHOFF 

En général, L est une fonction à valeurs réelles dépendant du temps et des 
grandeurs caractéristiques Φ ou i du bipôle. De même qu'au paragraphe 1.1.6, une 
inductance, telle que L soit une constante, est dite linéaire et autonome {permanente). 

1 C 

Fig. 1.15 

En combinant (1.6) et (1.7), on obtient dans le cas général 

w(0 = {dildt)L{t) + {dL/dt)i(t) 

et si l'inductance est autonome 

u{t) = Ldi/dt 

En combinant (1.5) et (1.8) dans le cas autonome on obtient 

i{t) = i{0)-^L-1ju{x)dx 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

Une inductance est caractérisée par une courbe dans le plan (Φ, /). La figure 1.16 
représente le cas d'une inductance linéaire et autonome. La figure 1.17 celui d'une in
ductance non linéaire. 

Fig. 1.16 Fig. 1.17 

Dans la suite, l'exposé sera limité aux circuits ne comportant que des inductances 
linéaires et autonomes. Avec les conventions de signe de la figure 1.15, on supposera en 
général que L est positif, c'est-à-dire qu'à un courant croissant correspond une tension 
positive. 

1.1.11. Définition de la capacité 
Un bipôle élémentaire défini par la relation 

q{t)=Cu{t) (1.12) 
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OU 

U(O= Sq(t) (1.13) 

est une capacité de valeur C ou une élastance de valeur S avec S = C~l. Le symbole gra
phique de ce bipôle est représenté à la figure 1.18. 

Fig. 1.18 

En général C ou S dépend du temps et des grandeurs q ou w. Dans le cas particu
lier où C est constant, la capacité est dite linéaire et autonome (permanente). 

En combinant (1.4) et (1.12), on obtient en général 

Hf) = (duldt)C(t) + (dCldt)u(t) (1.14) 

qui se réduit dans le cas autonome à 

/(O = Cduldt (1.15) 

En combinant (1.3)et (1.13) dans le cas autonome on obtient 
t 

w(0 = w(0) + S J i(x)dx (1.16) 
ο 

Une capacité est caractérisée par une courbe dans le plan (q, u) qui se réduit à une 
droite issue de l'origine dans le cas linéaire et autonome. 

Dans la suite, l'exposé sera limité aux circuits ne comportant que des capacités 
linéaires et autonomes. Avec les conventions de signe de la figure 1.18, on supposera 
en général que C est positif, c'est-à-dire qu'à un courant positif correspond une tension 
croissante. 

1.1.12. Commentaire 
Grâce à la définition des nouvelles grandeurs q et Φ, les définitions (1.7) et (1.12) 

de l'inductance et de la capacité sont formellement analogues à celle (1.1) de la résistance. 
Si l'on revient aux grandeurs fondamentales i et w comme on le fera dans l'analyse des ré
seaux, une différence fondamentale apparaîtra entre (1.1) d'une part, (1.11) et (1.16) 
d'autre part. 

Ainsi la tension u(î) aux bornes d'une capacité dépend non seulement du courant 
de l'instant initial (arbitrairement identifié kt = O) jusqu'à l'instant considéré, mais aus
si de la valeur initiale de cette tension. La fonction n'est proportionnelle à i sur l'inter
valle [0, t] que dans la mesure où w(0) = 0. 

Une nuance analogue doit être apportée au concept d'autonomie lorsqu'il s'appli
que à la capacité. La fonction u(t) est entièrement précisée pour une résistance lorsqu'-
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on fixe i(t) et cela quel que soit l'instant initial choisi. Par contre la tension aux bornes 
d'une capacité dépend non seulement de i(t) mais aussi de l'instant initial. De façon ima
gée, on dit qu'une capacité a de la mémoire. 

En résumé, les concepts de linéarité et d'autonomie doivent être appliqués avec 
discernement lorsqu'il s'agit de capacités. Mutatis mutandis ce qui s'applique à la capa
cité, vaut aussi pour l'inductance. 

1.1.13 Théorème 
Si le courant (la tension) d'une capacité (inductance) est une fonction bornée et 

integrable du temps dans l'intervalle [O, T ], la tension (le courant) est une fonction con
tinue du temps dans [O, T ]. 

Ce théorème résulte directement des formules (1.11), (1.16) et du théorème de 
l'Analyse selon lequel la primitive d'une fonction integrable est une fonction continue. 
Comme les courants et tensions sont en général des fonctions intégrables pour les 
dispositifs physiques qui sont représentés par un réseau de Kirchhoff, toute disconti
nuité des tensions (courants) relatifs à une capacité (inductance) doit être considérée 
comme l'indice d'un modèle trop idéalisé. 

1.1.14. Définition du transformateur idéal 
Le quadripôle élémentaire défini par les équations 

et 
TlU0 

nu = - L 

(1.17) 

(1.18) 

est appelé transformateur idéal Les notations sont celles de la figure 1.19. La grandeur 
η est réelle, positive ou négative. Si elle est positive, cela signifie simplement que U1 et 
U2 ont même signe et que Z1 et i2 sont de signes opposés. On appelle η le rapport de 
transformation. Si η est une constante, le transformateur est linéaire et autonome. 

U η : 1 

W2 

Fig. 1.19 

1.1.15. Définition du gyrateur idéal 
Le quadripôle élémentaire défini par les équations 

et 
U1 ^rI1 

U2= - r 

(1.19) 

(1.20) 

est appelé gyrateur idéal. La grandeur r, rapport d'une tension à un courant, est la ré
sistance de gyration et son inverse est donc la conductance de gyration. Le symbole gra-
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I 0 — £ . 

l'o 

Fig. 1.20 

phique du gyrateur est représenté à la figure 1.20. La flèche soulignant la lettre r est in
dispensable pour fixer laquelle des équations (1.19) et (1.20) est à affecter d'un signe 
négatif. Si r est une constante, le gyrateur est un élément linéaire et autonome. 

1.1.16. Commentaire 
Tels qu'ils ont été définis, le transformateur idéal et le gyrateur idéal sont des qua-

dripôles qui fonctionnent toujours en biportes selon la définition du paragraphe 1.1.4. 

1.1.17. Définition 
Si l'on établit un court-circuit entre les bornes Γ et 2' d'un transformateur idéal, 

on obtient un tripôle qui est appelé auto transformateur idéal On le représentera selon 
le symbole de la figure 1.21 et les équations sont identiques à (1.17) et (1.18). 

U1 J 

3 ο te η : 1 

2 α 

h 

Fig. 1.21 

1.1.18. Exemple 
A titre d'exemple si η = — 1, U1 = — U2, Z1 = I 2 . Dans ce cas particulier, le poten

tiel de la borne 3 est la moyenne des potentiels des bornes 1 et 2; de façon équivalente 
la tension entre 2 et 3 est la moitié de la tension entre 2 et 1. 

1.1.19. Redondance dans la définition des éléments 
Dans ce qui suit, on n'ajoutera plus de nouveaux éléments à la liste de ceux défi

nis dans la présente section à savoir: la résistance, la source de courant ou de tension 
indépendante ou commandée, l'inductance, la capacité, le transformateur idéal et le 
gyrateur idéal. On verra du reste que cet ensemble est déjà redondant en ce sens que 

) c 
^ ^ 
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la connexion de plusieurs éléments de l'ensemble permet d'engendrer d'autres éléments 
de l'ensemble considéré. 

Par ailleurs, on utilise dans la littérature technique bon nombre d'"éléments" qui 
ne sont pas repris dans la liste mentionnée. Ces éléments au sens large seront introduits 
dans la suite et ils seront chaque fois obtenus par connexion des éléments définis plus 
haut. L'introduction de ces éléments et de symboles conventionnels pour les représenter 
est justifiée par la simplification que cela apporte dans la représentation des réseaux. 

La place privilégiée accordée aux éléments définis dans la présente section vient 
de ce qu'il est impossible de les définir au moyen d'un ensemble d'éléments différents 
et plus simples. On verra plus loin que certains des éléments de la liste ont une signifi
cation fondamentale en énergétique. 

1.2. RÈGLES DE CONNEXION DES ÉLÉMENTS 

1.2.1. Définition 
La connexion de plusieurs éléments se réalise en faisant coïncider certaines de leurs 

bornes. 
Au sens de la définition 1.1.2 du potentiel cela signifie que des bornes appartenant 

à des éléments différents ont le même potentiel. La définition du courant ne permet pas 
de dire pour l'instant ce que la connexion entraîne pour cette grandeur: un axiome sera 
énoncé au paragraphe 1.2.7. 

1.2.2. Contraintes 
A la section 1.1 nous avons introduit des équations définissant les éléments; dans 

la présente section nous établirons les équations qui résultent des connexions. Ces deux 
types d'équations risquent d'être incompatibles. Si c'était le cas, cela signifierait que le 
modèle n'est pas adéquat pour représenter la réalité. 

A titre d'exemple, soit deux sources de tensions de valeurs U1 (t) et u2(t) dont 
les bornes ont été connectées. D'une part, les équations de définition signifient que les 
tensions entre les bornes des sources valent respectivement W1 (r) et u2(t). D'autre part, 
la connexion implique U1 (t) = u2(t). Cette connexion n'est donc possible qu'entre sour
ces de tension identiques. En particulier, cela n'a pas de sens en général de placer un 
court-circuit aux bornes d'une source de tension. 

1.2.3. Commentaire 
En supposant écartée toute connexion incohérente avec la définition des élé

ments, il reste à formuler des règles générales relatives aux contraintes de connexion. 
Pour ce faire, il faut au préalable introduire de nouveaux concepts. Comme les règles 
de connexions portent seulement sur des grandeurs caractéristiques et sont indépen
dantes de la nature des éléments, il est intéressant de remplacer chaque accès par un 
simple arc de courbe entre les deux bornes: le schéma du réseau est ainsi dépouillé des 
caractéristiques non pertinentes puisqu'il ne comporte plus que les chemins que peut 
emprunter le courant et les bornes auxquelles le potentiel est accessible. Afin de bien 
distinguer ce schéma dépouillé d'un réseau constitué de courts-circuits entre toutes les 
bornes, chaque accès sera représenté par un trait terminé par deux cercles noirs. Comme 
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les éléments définis à la section 1.1 sont caractérisés par un ou deux accès, le schéma 
dépouillé du réseau se ramène à la connexion d'arcs de courbe. 

1.2.4. Définitions 
On appelle branche {arête) un arc de courbe sans point double. Une orientation 

est associée à chaque branche: elle coïncide avec le sens positif attribué au courant dans 
l'accès correspondant. 

On appelle noeuds {sommets)les extrémités d'une branche. La branche est dite 
incidente en chacun des noeuds. 

Un graphe orienté est un ensemble fini de branches qui possèdent certains noeuds 
en commun. 

Un sous-graphe est un sous-ensemble de branches appartenant à un graphe. 
Un parcours {chemin) est un sous-graphe composé d'une suite ordonnée de bran

ches dont chacune possède en commun un noeud avec la précédente et où chaque noeud 
du graphe n'apparaît qu'une fois au plus. 

Les extrémités d'un chemin sont les deux noeuds qui n'appartiennent qu'à une 
seule branche du chemin, la première et la dernière. 

Un graphe est appelé connexe si entre deux noeuds quelconques il existe toujours 
un chemin qui soit un sous-graphe du graphe donné. Si un graphe n'est pas connexe, il 
est constitué d'un certain nombre ρ de parties connexes. 

Une maille {circuit ou cycle) est constituée par Funion de deux chemins qui ont 
mêmes extrémités et dont tous les autres noeuds sont distincts. De façon équivalente, 
c'est un sous-graphe connexe possédant deux et seulement deux branches incidentes en 
chacun de ses noeuds. 

Une coupe (faisceau) est un ensemble minimal de branches dont l'extraction aug
mente d'une unité le nombre de parties connexes du graphe. En particulier, on appelle 
coupe nodale celle comportant l'ensemble des branches incidentes en un noeud. 

1.2.5. Exemples 
Considérons le graphe connexe à cinq noeuds et neuf branches de la figure 1.22. 

Les branches 1, 2 et 9 sont un sous-graphe non connexe. Les branches 1, 3 et 5 sont un 
chemin dont les extrémités sont les noeuds a et d. Les branches 1, 6, 5, 4 et 8 consti
tuent une maille. Les branches 4, 5, 6, 7 et 8 constituent une coupe dont le complément 
est l'union des sous-graphes connexes (1, 2, 3) et (9). Les branches 1, 3, 6 et 7 consti
tuent une coupe nodale. 
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1.2.6. Commentaire 
Les définitions du paragraphe 1.2.4 sont empruntées à un chapitre de la topologie 

intitulé théorie des graphes. Ces concepts mathématiques interviennent dans de nombreu
ses disciplines et la terminologie est particulièrement floue. 

Le concept de graphe a une définition mathématique très générale: c'est le couple 
constitué par un ensemble (symbolisé par les noeuds) et une application de cet ensem
ble dans lui-même (représentée par les branches). Pour une étude approfondie de ce su
jet on consultera [1] et [7]. 

On remarquera que la forme graphique d'une branche (longueur, courbure) n'a 
aucune influence sur la définition du graphe. Ceci souligne que les réseaux de Kirchhoff 
n'ont pas de dimensions: rien dans la définition d'un élément n'en spécifie la longueur 
par exemple. Ceci est totalement différent du modèle de Maxwell, étudié au volume III. 
A rebours de celui-ci le modèle de Kirchhoff est situé dans un espace sans dimensions 
où la seule relation entre les éléments est topologique: sont-ils ou non connectés? 

1.2.7. Premier lemme de Kirchhoff 
La somme algébrique des courants circulant dans l'ensemble des branches inciden

tes au même noeud est nulle. 

1.2.8. Second lemme de Kirchhoff 
La somme algébrique des tensions aux bornes des branches constituant une maille 

est nulle. 

1.2.9. Commentaire 
La dénomination "lemmes de Kirchhoff est aussi traditionnelle que peu judici

euse. Un lemme est un théorème préliminaire à la démonstration d'un autre théorème. 
Ici il s'agit de tout autre chose. L'énoncé du paragraphe 1.2.7 est un postulat: rien dans 
la définition du courant au paragraphe 1.1.2 ne permet de lui attribuer cette propriété. 
L'énoncé du paragraphe 1.2.8 est un simple corollaire des définitions de la tension et de 
la connexion. L'usage a cependant consacré l'emploi du terme lemme et nous nous y 
tiendrons. 

Du reste à partir de maintenant, nous n'introduirons plus de nouveaux axiomes: 
la définition de sept éléments et les deux lemmes de Kirchhoff constituent l'ensemble 
d'axiomes sur lequel est construite la suite de ce volume. 

1.2.10. Commentaires 
Mathématiquement ces deux lois se représentent par des équations analogues 

Σ/ = 0 (1.21) 

et 
Zum = 0 (1.22) 

où la sommation porte dans (1.21) sur toutes les branches incidentes en un noeud et en 
(1.22) sur toutes les branches d'une maille. 

Une répartition de courants et de tensions dans un réseau n'est admissible que si 
elle vérifie trois types de conditions : 
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• les équations liant tension(s) et courant(s) de chaque élément 
• les équations du type (1.21) écrites pour les η noeuds du graphe 
• les équations du type (1.22) écrites pour n'importe quelle maille du graphe. 

Il est clair que cet ensemble d'équations est surabondant par rapport au nombre 
d'inconnues. Comme chaque branche comporte deux inconnues et qu'il y a autant 
d'équations du premier type que le nombre b de branches, il faut que les b inconnues 
non déterminées par ces premières équations vérifient les AÏ équations du second type et 
le nombre, provisoirement non spécifié, d'équations du troisième type. 

Par ailleurs, il est tout aussi évident que les équations des deux derniers types ne 
sont pas linéairement indépendantes. Ainsi les η équations du type (1.21) comportent 
dans leurs premiers membres deux fois chaque inconnue im : une fois avec le signe posi
tif dans l'équation du noeud où pénètre le courant de branche; une fois avec le signe né
gatif dans l'équation du noeud dont le courant sort. La somme des η premiers membres 
est donc identiquement nulle ou, en d'autres mots, n'importe quelle des η équations 
peut être obtenue par addition membre à membre des η — 1 autres. De même le lecteur 
découvrira à titre d'exercice un exemple où l'équation d'une maille est identique à la 
somme de deux autres équations du troisième type. 

Le sujet de l'analyse des circuits linéaires est précisément le choix, parmi les équa
tions résultant des deux lois 1.2.7 et 1.2.8, d'un ensemble d'équations linéairement in
dépendantes qui permettent de calculer les tensions et courants inconnus. 

Par ailleurs, dès lors qu'un réseau comporte des inductances (et) ou des capacités, 
la combinaison des équations définissant ces éléments avec les équations du type (1.21) 
et (1.22) produira un système d'équations différentielles linéaires. Pour résoudre ces 
équations il faut, de plus, spécifier les conditions initiales, à savoir les tensions sur les 
capacités et les courants dans les inductances. 

Le but de l'analyse des circuits est donc double: d'une part l'élaboration de mé
thodes permettant de mettre en équation correctement un réseau; d'autre part la re
cherche de méthodes permettant de résoudre aisément ces équations. C'est sur ce se
cond point que l'analyse des réseaux a nécessité le plus d'efforts. On a développé un 
formalisme qui permet d'algébriser complètement la résolution des systèmes d'équa
tions. 

1.2.11. Corollaire 
La somme algébrique des courants d'une coupe est nulle. Cette propriété est un 

corollaire du lemme 1.2.7. Considérons l'ensemble des noeuds constituant un des sous-
graphes connexes du complément de la coupe. Si l'on écrit l'équation (1.21) pour cha
cun des noeuds, la somme des premiers membres de ces équations ne comporte pas les 
courants, apparaissant une fois avec un signe positif et une fois avec un signe négatif, 
c'est-à-dire les courants circulant dans les branches du sous-graphe connexe considéré. 
Par contre les courants des branches de la coupe subsistent avec un signe différent 
selon qu'ils pénètrent ou sont issus d'un des noeuds considérés. 

1.2.12. Exemple 
Considérons le graphe de la figure 1.23. Les branches numérotées de 1 à 5 section

nées par la ligne interrompue A B constituent une coupe. En écrivant les équations (1.21) 
pour les noeuds a, b et c, on obtient par sommation de ces équations 
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Fig. 1.23 

h ~h + h ~U ~h =0 

La somme des courants traversant la ligne A B symbolisant la coupe est nulle. 

1.2.13. Dualité 
Considérons le tableau 1.24. Dans la première colonne on a écrit, à côté de la déno

mination de chaque élément, la ou les équations qui le définissent. Les coefficients des 
équations ont été uniformément notés par la lettre k parce que celle-ci sera soumise à 
deux interprétations distinctes. Dans la seconde colonne on a récrit ces mêmes équations 
en permutant les symboles u et i et on a déduit la nature des éléments obtenus. Les deux 
dernières lignes du tableau sont relatives non à des éléments mais aux expressions algé
briques des lois de Kirchhoff. 

En effectuant cette opération, on constate qu'on n'introduit pas de nouvel élément 
ni de nouvelle règle de connexion. Une capacité de valeur k devient une inductance de 
même valeur et réciproquement. Une résistance k devient une conductance de même va
leur. Un transformateur de rapport k devient un transformateur de rapport — l/k et un 
gyrateur de résistance de gyration k devient un gyrateur de résistance de gyration — l/k. 
Le premier lemme de Kirchhoff devient le second et vice versa. 

Tableau 1.24 

Résistance 
Capacité 
Inductance 
Transformateur 

idéal 
Gyrateur 

idéal 
Source de courant 
Source de tension 
Courants traversant 

une coupe 
Tensions dans 

u = ki 
i = kdu/dt 
u = kdi/dt 

ι W1 = ku2 

( kix - —i2 

( U1 = ki2 

( u2 =-kil 

/(O 
u{t) 

Eim = O 

Ew m = O 

/ = ku 
u = kdi/dt 

i = kdu/dt 
Z1 = ki2 

kux — —u2 

ix = ku2 

i2 = —kux 

u(t) 

Ht) 

Hum = O 

E / m = O 

Conductance 
Inductance 
Capacité 
Transformateur 

idéal 
Gyrateur 

idéal 
Source de tension 
Source de courant 
Tensions dans une 

maille 
Courants traversant 
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Cette remarquable symétrie est valable pour l'ensemble des sept éléments idéaux 
et des deux règles de connexion. Comme toute la théorie des réseaux repose sur ces neuf 
équations, la même symétrie est valable pour tous les résultats à obtenir. 

1.2.14. Définitions 
Deux graphes sont duaux lorsqu'une correspondance biunivoque peut être établie 

entre les branches des deux graphes de telle sorte qu'à toute coupe de l'un corresponde 
une maille de l'autre. Tous les graphes n'admettent pas un dual et on énoncera au chapi
tre 5 les conditions pour qu'un graphe ait un dual. 

Deux réseaux sont duaux lorsque leurs graphes sont duaux et que les branches cor
respondantes sont constituées par les éléments d'une même ligne du tableau 1.24. 

Il importe de souligner, dès à présent, que tout réseau n'admet pas nécessairement 
un dual. Cela est évidemment le cas lorsque son graphe n'admet pas de dual. Mais il est 
d'autres causes qui seront exposées au chapitre 5. 

1.2.15. Exemple 
Soit le graphe de la figure 1.25 dont les coupes sont 124, 346, 235, 156, 1236, 

2456 et 1345. Les mailles sont 125, 234, 356, 146, 2456, 1236 et 1345. Le graphe de 
la figure 1.26 est le dual du premier avec la numérotation des branches indiquées. On 
vérifiera qu'à chaque coupe de l'un correspond une maille de l'autre et réciproquement. 
Ces graphes duaux ont même topologie et ne diffèrent que par la numérotation des 
branches. Il s'agit en fait d'un cas particulier. 

d ^ d 

Fig. 1.25 Fig. 1.26 

1.2.16. Exemple 
Considérons le circuit de la figure 1.27. On peut écrire les relations dérivant des 

lois de Kirchhoff 

'i - h -h = ° 
; 

U-R1I1 = R2i3+Ldi3/dt = C 1 J i2dt 

On dispose de trois équations permettant de résoudre par rapport aux trois inconnues 
I1, z2 et I3. 

Le circuit 1.28 est le dual de 1.27 si 

i(t)=u(t) G1=R1 G2=R2 L = C C = L 
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• O 
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Fig. 1.27 
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— η <>-

" 3 

ν 

Fig. 1.28 

Il est décrit par les équations 

W 1 - M 2 - W 3 - O 
t 

1-G1U1 = G2U3 + C'du3/dt = L''1 U2 dt 

1.3. ÉNERGÉTIQUE 

1.3.1. Définitions 
La puissance instantanée pénétrant dans un accès est définie comme la fonction 

réelle du temps 

P(O=M(Oi(O (1.23) 

lorsque les sens conventionnels du courant et de la tension sont ceux de la figure 1.1. 
Lorsque les conventions sont celles de la figure 1.29, il s'agit de la puissance sortant d'un 
accès. 

Si la puissance est une fonction intégrable sur l'intervalle [ — °°, t ], on appelle 
énergie absorbée par l'accès, la fonction 

w(0 = j p(x)dx (1.24) 
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u 

\ 
l'o 

Fig. 1.29 

où l'on a supposé que les conventions de signes sont celles de la figure 1.1. Si l'énergie 
absorbée par l'accès d'un bipôle ou les accès d'un quadripôle est une fonction à valeurs 
non négatives pour toutes valeurs de u et i, cet élément est dit passif. Sinon il est actif. 

1.3.2. Propriété 
La résistance, l'inductance et la capacité linéaires sont des éléments passifs. Dans 

le cas de la résistance, on a par (1.1), (1.23) et (1.24) 
t 

wR(t) = R j i2(x)dx>0 (1.25) 

- O O 

La propriété découle immédiatement du caractère non négatif de l'intégrand i2 (x). 

Dans le cas de l'inductance, on a par (1.10), (1.23) et (1.24) 

t 

wL(t)=(L/2) f d[i2(x)] = Li2(t)l2>0 (1.26) 
— oo 

On a supposé qu'il n'y avait pas de courant parcourant l'inductance à l'instant infiniment 
reculé où le réseau a été assemblé. 

Par le même raisonnement, on obtient pour l'énergie absorbée par une capacité 

wc(t) =Cu2(t)/2 >0 (1.27) 

Il importe de souligner que ces résultats dépendent de la linéarité des paramètres R, L 
etC. 

1.3.3. Dissipation et emmagasinement de l'énergie 
Quoique ces trois éléments aient la passivité en commun, ils diffèrent entre eux si 

l'on considère la puissance instantanée qui vaut respectivement 

pR (I)=RiHt) (1.28) 

pL(t) = (L/2)d[iHt)]/dt (1.29) 

pc(t) = (C/2)d[u*(t)]/dt (1.30) 

En comparant (1.28) à (1.29) et (1.30), on constate que pR (t) est une fonction non né
gative tandis que le signe de pL (t) et Pc(t) est quelconque. Ainsi une résistance ne peut 
jamais qu'absorber de la puissance alors que l'inductance ou la capacité peuvent en resti-
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tuer. Du reste en comparant wR (t), wL (t) et wc (t), on constate que la première n'est 
nulle que si i (x) = Opour J Î G [ - ° ° , t] tandis que les deux dernières peuvent être nulles 
dès lors que i (t) = O ou u (t) = O quelles qu'aient été les valeurs antérieures de / et u. 

1.3.4. Définitions 
La résistance absorbe de la puissance et ne la restitue jamais: elle transforme l'éner

gie de façon irréversible; c'est un élément dissipatif. La capacité et l'inductance peuvent 
restituer à tout instant l'énergie qu'ils ont absorbée; ce sont des éléments non dissipatifs 
ou réactifs qui emmagasinent l'énergie. L'énergie emmagasinée se note respectivement 

wc = Cu2Il =qull =q2/2C 

wL = Li212 =Φ//2 =4>2/2L 

wc est appelée énergie électrostatique et wL énergie magnétique. Les expressions équi
valentes à (1.26) et (1.27) ont été obtenues à partir de (1.12) et (1.7) 

A posteriori, ceci justifie l'importance de ζ (O) et u (O) dans (1.11) et (1.16): ces 
valeurs spécifient le niveau d'énergie existant dans les éléments à l'instant initial. 

1.3.5. Eléments actifs 
Puisque les trois bipôles considérés peuvent dissiper ou emmagasiner l'énergie, 

mais qu'ils ne peuvent en aucun cas l'engendrer, il faut pour alimenter un réseau en 
énergie prévoir d'autres éléments. 

Ce peuvent être les éléments déjà envisagés dont les paramètres seraient négatifs. 
Une résistance négative ne peut que fournir de la puissance de même qu'une résistance 
positive ne peut qu'en absorber. Une capacité ou une inductance négative peuvent em
magasiner une énergie négative, c'est-à-dire fournir plus d'énergie qu'ils n'en ont absor
bée. Dans ce qui suit ces éléments négatifs ne sont pas étudiés. 

De même, les sources de courant ou de tension sont des éléments actifs. Une des 
grandeurs étant indépendante de l'autre, w (t) peut prendre des valeurs positives ou 
négatives. Ainsi dans le cas de la source de courant dont la caractéristique (/, u) à un 
instant déterminé est celle de la figure 1.9, la source débite de la puissance si le point 
représentatif est dans le deuxième quadrant, par exemple A. Par contre en B, la source 
absorbe de la puissance. 

1.3.6. Définition 
Le court-circuit et le circuit ouvert sont caractérisés par ρ (t) = 0 et donc 

w (t) = 0. Un élément dont la puissance instantanée est identiquement nulle est appe
lé non énergétique. 

En multipliant membre à membre les équations (1.17) et (1.18) d'une part, les 
équations (1.19) et (1.20) d'autre part, on obtient chaque fois 

U1I1 + W2Z2 = 0 

Ainsi le transformateur idéal et le gyrateur idéal sont des quadripôles non énergétiques. 

1.3.7. Classification des éléments 
Une classification dichotomique des éléments est représentée au tableau 1.30. Il 
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Tableau 1.30 

^ O 
dissipatif 

(résistance) 

^ O 
passif 
p(t) 

en 

non 
(capacit( 

Ψ0 
ergétique 

w(f) 

§0 
dissipatif 
î, inductan 

P(t) 

= 0 
non énergétique 

(transformateur, gyrateur 
court-circuit, circuit ouvert) 

£0 
actif 

(sources de courant 
et de tension) 

ce) 

apparaît que, du point de vue énergétique, les éléments se répartissent en quatre classes: 
ceux qui fournissent de l'énergie, ceux qui consomment de la puissance et ceux qui l'em
magasinent, enfin ceux qui sont inopérants au point de vue énergétique. On peut légiti
mement se demander s'il est nécessaire, pour bâtir les réseaux, des sept éléments définis 
à la section 1.1 ou s'il ne suffit pas de prévoir un élément de chaque classe. 

Les réseaux des figures 1.31 et 1.32 permettent de répondre à cette question. Ils 
représentent des identités entre des éléments simples et des bipôles ou quadripôles équi
valents obtenus par connexion d'autres éléments. L'établissement des identités est une 
pure manipulation des équations de définition. 

) c ** JL C=LZr2 

Fig. 1.31 

' 3 

4 O 
n: 1 

Fig. 1.32 
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Pour le réseau de la figure 1.31, on a les équations (1.19), (1.20) et 

U2 = —Ldijdt 

où le signe négatif provient de la convention de signe de i2 inverse de celle de la figure 
1.15. Par élimination de i2 et U2 entre les trois équations, on obtient 

Z1 = {L/r2)duxldt 

qui définit une capacité de valeur L/r . 
A titre d'exercice on démontrera l'équivalence de la figure 1.32 avec l'égalité 

U = T1Ir2. 

1.3.8. Propriété 
L'ensemble des éléments définis à la section 1.2 peut être engendré à partir de 

l'ensemble composé de la résistance, la source de courant, l'inductance et le gyrateur. 

1.3.9. Commentaire 
On peut évidemment se demander si l'ensemble des éléments définis à la section 

1.1 est complet. N'existe-t-il pas d'autres éléments linéaires? 
On peut prouver de façon théorique, à partir des équations de Lagrange, que les 

seuls éléments conservatifs linéaires (non dissipatifs et non énergétiques) sont ceux qui 
ont été décrits à la section 1.2. On lira à ce sujet [2]. 

D'un point de vue pratique, on constatera dans les sections suivantes que les élé
ments définis axiomatiquement suffisent à rendre compte des phénomènes observables 
physiquement. 

De temps à autre apparaissent des éléments neufs suscités par la nécessité de dé
crire de nouveaux dispositifs. On a défini, par exemple, le nullateur comme le bipôle 
pour lequel u = i = O et le norateur comme le bipôle pour lequel u et i sont arbitraires. 
Ces bipôles ont permis de donner un modèle adéquat pour l'amplificateur opérationnel. 

Nous ne parlerons pas davantage de ces extensions de l'ensemble des éléments. La 
suite du volume IV est strictement consacrée aux éléments définis à la section 1.1. 

1.3.10. Signification énergétique des lemmes de Kirchhoff 
Jusqu'à présent nous nous sommes bornés d'une part à classifier les éléments au 

point de vue énergétique, d'autre part à les ramener par le paragraphe 1.3.8 à un ensem
ble moins redondant. Ceci suppose que la connexion des éléments n'introduise pas de 
modifications au bilan énergétique. En d'autres mots les liaisons établies par les lemmes 
de Kirchhoff entre les courants et tensions sont-elles indifférentes au point de vue éner
gétique? 

Considérons une branche quelconque d'un réseau représenté à la figure 1.33 avec 
les sens conventionnels de courant et tension tels que Ukiikl représente la puissance ins
tantanée pénétrant dans la branche. On peut encore écrire 

iki"ki = hivk + UkVi (1-31) 

Si l'on effectue la somme des équations (1.31) pour toutes les branches du réseau, 
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k 

'kl 

Fig. 1.33 

on trouve 

Σ fa uki = Σ η Σ iki 
k L / 

(1.32) 

où les sommations du second membre portent successivement sur tous les noeuds et 
sur tous les courants quittant ces noeuds. Par (1.21), on en déduit que la somme (1.32) 
est identiquement nulle. 

1.3.11. Commentaire 
Ce résultat est obtenu sans faire appel à d'autres éléments que les lemmes de Kirch-

hoff. Il est donc valable quelle que soit la nature des éléments constituant le réseau, même 
s'ils sont non linéaires ou non autonomes. 

Il est par ailleurs intéressant de remarquer que les autres relations nécessaires pour 
analyser le réseau, c'est-à-dire les équations liant courant et tension de chaque branche, 
n'interviennent pas dans la démonstration. En d'autres mots pourvu que l'on dispose 
d'un ensemble de courants et d'un ensemble de tensions satisfaisant séparément les lois 
pertinentes, le résultat est toujours valide. 

1.3.12. Théorème 
La somme des puissances absorbées par toutes les branches d'un réseau est identi

quement nulle. 

1.3.13. Expression de l'énergie 
Si l'on considère le cas d'un réseau composé de sources d'une part et de résistances, 

capacités et inductances d'autre part, il est intéressant de répartir les accès en ces deux 
groupes: celui des branches actives notées a et celui des branches passives notées p. On 
peut donc récrire (1.32) sous la forme 

Σ M -«β) 
ρ 

Cette équation exprime qu'à tout instant la puissance pénétrant dans les branches pas
sives est identique à celle sortant (signe négatif de ia) des sources. On n'a pas tenu comp-
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te des transformateurs et des gyrateurs idéaux dont la contribution à la puissance instan
tanée est nulle. 

Si l'on intègre les deux membres de l'équation de — °° jusqu'à l'instant t, on trou
ve à gauche l'énergie fournie par les sources au réseau. La somme située à droite peut 
être décomposée en trois termes correspondant respectivement aux branches résistives, 
capacitives et inductives. On trouve en fonction de (1.25), (1.26) et (1.27) 

t 

k 

wL= £ Lkik
2(f)l2 

k 

L'énergie wR a été dissipée, wL et wc sont des énergies emmagasinées. On constate que 
l'énergie emmagasinée ne dépend que de la valeur des courants dans les inductances et 
des tensions aux bornes des capacités. Dans la section 4.7, on reviendra sur le rôle joué 
par ces grandeurs. 

1.3.14. Commentaire 
Ce principe de conservation de l'énergie n'est pas déduit de la première loi de la 

Thermodynamique: il s'agit d'un corollaire des lemmes de Kirchhoff. Si le deuxième 
lemme de Kirchhoff apparaît comme une déduction logique de la définition des con
nexions, l'introduction du premier lemme est par contre arbitraire. En considérant le 
second membre de (1.32), il apparaît clairement qu'il revient au même de requérir la 
conservation de l'énergie ou d'énoncer comme postulat le premier lemme de Kirchhoff: 
l'un se déduit de l'autre. 

Par ailleurs, il faut remarquer que ce principe de conservation de l'énergie est étroi
tement lié à une configuration topologique donnée. Toute modification du graphe d'un 
circuit peut en principe entraîner une modification énergétique, paradoxale et inexpli
cable du point de vue de la Thermodynamique. A titre d'exemple, soit deux réseaux ca
ractérisés chacun par une certaine énergie emmagasinée. Si on établit une connexion 
entre eux, rien ne dit que l'énergie du réseau résultant est égale à la somme de celles des 
réseaux constituants. On en donnera un exemple au chapitre 3. 

1.3.15. Théorème de Tellegen 
Pour un réseau donné par son graphe, tout ensemble /^ de courants de branche 

vérifiant le premier lemme de Kirchhoff pour tous les noeuds et tout ensemble u^ de 
tensions de branche vérifiant indépendamment le second lemme de Kirchhoff pour tou
tes les mailles, vérifient la relation 

lubib~ O (1.33) 

La démonstration est immédiate si l'on se rapporte à la formule (1.32). 
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1.3.16. Commentaires 
On peut donc, si l'on a calculé les tensions et courants de deux réseaux quelcon

ques qui ont seulement en commun un graphe identique, multiplier les tensions de 
l'un par les courants de l'autre, les produits étant relatifs à des branches homologues: 
la somme des produits pour toutes les branches est nulle. 

De même, on peut calculer les courants et tensions d'un circuit, remplacer les po
tentiels calculés par des potentiels quelconques, en déduire les valeurs des tensions de 
branche et obtenir une formule du type (1.33). 

1.4. CIRCUITS ÉLECTRIQUES 

1.4.1. Relation entre le modèle mathématique et le circuit électrique 
Si l'on veut bien se reporter aux sections 1.1, 1.2 et 1.3, on constatera qu'aucune 

allusion n'a été faite aux lois de la Physique qui traitent les phénomènes électriques tel
les que celles exposées au chapitre 1.2. Quoiqu'un abondant usage ait été fait du voca
bulaire propre à cette discipline (courant, tension, résistance, transformateur, etc.), 
ces termes ont reçu dans le présent contexte une définition purement axiomatique et 
indépendante de leur signification physique. 

A ce point de vue, la théorie des réseaux adopte la démarche classique de la Physi
que Mathématique: définir des concepts idéaux, opérer sur eux avec toute la rigueur de 
la mathématique et, cependant, disposer à tout instant d'une interprétation physique des 
résultats. Une résistance, selon la définition adoptée, est un concept aussi abstrait que 
celui de point matériel ou de corps indéformable. Néanmoins ce concept recouvre, plus 
ou moins étroitement selon les circonstances, le comportement de certains dispositifs 
physiques. 

L'opération d'analyse d'un circuit électrique comporte donc trois phases : 

• l'établissement d'un réseau équivalent composé d'éléments idéaux, tels que dé
finis plus haut; 

• l'analyse mathématique du comportement de ce réseau; 
• la traduction de ces résultats mathématiques en des conclusions significatives 

au point de vue physique. 

En particulier, cette dernière phase est cruciale en ce sens que les résultats de 
l'analyse mathématique doivent coïncider avec ceux des mesures effectuées sur le 
système physique. En cas de discordance, on peut incriminer l'exactitude des mesures 
et celle des calculs, mais, après avoir éliminé ces erreurs grossières, il convient de mettre 
en cause la première phase. Un modèle mathématique n'est adéquat que dans certaines 
limites de température, d'amplitude des excitations, de fréquence des oscillations sinu
soïdales, etc. 

Le but de la présente section est de fournir une initiation aux problèmes soulevés 
par la première phase. 

1.4.2. Limitations dues à la fréquence 
Dans l'optique des sections précédentes, le réseau n'a pas de dimensions en ce sens 

que les phénomènes s'y propagent instantanément. Pour nombre de réseaux électriques, 
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cette hypothèse est une bonne approximation de la réalité puisque la vitesse de propaga
tion des ondes électromagnétiques atteint la valeur élevée de 3-108 m/s. Néanmoins un 
autre facteur doit être pris en considération de façon à tenir compte de la rapidité de va
riation des grandeurs électriques. Il est clair que, si toutes les grandeurs électriques sont 
des constantes, au bout d'un certain temps les ondes se seront propagées à travers tout 
le réseau quelles qu'en soient les dimensions: on atteindra un état stationnaire parfai
tement indépendant de ces dimensions. Par contre, si une source fournit une grandeur 
électrique subissant des variations appréciables dans le temps que met l'onde à se pro
pager jusqu'aux extrémités du circuit, dans ce cas l'hypothèse admise n'est pas perti
nente. 

On donnera un seul exemple familier d'un dispositif où cette hypothèse tombe 
manifestement en défaut: une antenne de voiture n'est parcourue par aucun courant à 
son extrémité mais bien à sa base. L'axiome 1.1.3 au sujet des éléments est donc invalidé. 

Pour chiffrer les limites de validité de la théorie, il est utile de considérer la propa
gation d'une onde variant sinusoïdalement dans le temps avec une fréquence/et une 
période T = / _ 1 . Si / est la plus grande dimension du circuit, la durée de propagation 
est τ = Ij c. Il faut que r soit négligeable devant T : par exemple que l'on ait r < 7M0~2 

De façon équivalente on peut comparer / avec la longueur d'onde λ = c/f. 
Ainsi la pertinence de la théorie axiomatique développée plus haut dépend à la fois 

des dimensions du circuit électrique et de la plus haute fréquence qui s'y propage. 

1.4.3. Exemples 
La distribution de puissance s'opère en Europe par l'intermédiaire d'un courant à 

la fréquence de 50 Hz. La longueur d'onde correspondante est λ = 6·106 m et 
λ·10~2 = 60 km. Un réseau de distribution est donc normalement bien en dessous de 
cette limite. Par contre la transmission de puissance sur plusieurs centaines de kilomè
tres n'est plus analysable dans le cadre envisagé. 

Le circuit d'un amplificateur audio a des dimensions de l'ordre du décimètre et 
traite des fréquences inférieures ou égales à 15·103 Hz. Comme la longueur d'onde cor
respondante est de 2*104 m, on se trouve bien dans le cadre de la théorie envisagée. 

Un équipement de radar utilise une fréquence de 1010 Hz. La longueur d'onde 
correspondante est de 3*10-2 m et la théorie envisagée est inapplicable puisque les di
mensions de l'équipement sont de l'ordre du mètre. 

1.4.4. Définition 
Un circuit, analysable en fonction d'un modèle constitué d'éléments idéaux sans 

dimensions, est appelé circuit à constantes localisées. Sinon c'est un circuit à constantes 
réparties. Dans ce qui suit nous nous occuperons uniquement de la première catégorie. 

1.4.5. Commentaire 
Un circuit à constantes réparties sera décrit par des équations aux dérivées parti

elles qui sont les équations de Maxwell pour les phénomènes électriques. L'étude de 
ces systèmes fait partie de l'Electromagnétisme étudié au volume III. La théorie des 
circuits localisés peut donc être considérée comme une théorie simplifiée où la formu
lation mathématique est ramenée dans le cadre des équations différentielles ordinaires. 
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1.4.6. Bipôles élémentaires passifs 
Il existe des composants électriques dont le comportement est très proche de celui 

des éléments idéaux que sont la résistance, l'inductance ou la capacité. Ceux-ci ont été 
décrits au chapitre 1.11. 

Ainsi un cylindre de carbone ou une lame de cuivre placés entre deux bornes obé
issent à la loi d'Ohm (sect. 1.2.4) qui a été utilisée en (1.1) comme définition de la 
résistance. Cependant, même dans des circonstances aussi proches de l'idéal, la valeur 
de R se modifiera selon la température et celle-ci est du reste influencée par Y effet 
Joule (sect. 1.2.4) calculé par la formule (1.28) : chaque dispositif physique est carac
térisé par une puissance limite qui peut y être dissipée sans danger. Au-delà le disposi
tif se détruit;^ devient nul ou infini, cas extrême d'un comportement non linéaire. 

Les condensateurs sont constitués par des plaques de métal séparées par un dié
lectrique qui est parfois simplement de l'air. Ces dispositifs se comportent comme des 
capacités avec une excellente approximation mais ils sont affectés de diverses limita
tions: il y a des pertes assez faibles dont on peut tenir compte en choisissant comme 
circuit équivalent du condensateur une capacité en parallèle avec une résistance; il 
existe une tension maximum au-delà de laquelle le diélectrique est percé, etc. 

La bobine de fil de cuivre, dont le noyau est un matériau ferromagnétique, 
simule assez bien le comportement d'une inductance. Néanmoins l'écart entre l'élé
ment idéal et le composant physique est ici plus grand que celui qui existe entre con
densateur et capacité. La circulation du courant dans le cuivre provoque inévitablement 
un effet Joule qui est encore accentué aux hautes fréquences par divers phénomènes 
(effet de peau): par ailleurs il y a également des pertes dans le noyau. En fin de compte, 
il faut tenir compte de ces dissipations et un modèle réaliste pour une bobine comporte 
une résistance en parallèle ou en série avec une inductance. De plus, il existe une capaci
té parasite dont il faut aussi tenir compte: le circuit équivalent d'une bobine est celui de 
la figure 1.34. 

Fig. 1.34 Fig. 1.35 

Par ailleurs, le comportement d'une bobine à noyau ferromagnétique n'est qu'ap-
proximativement linéaire: le phénomène de saturation (représenté à la figure 1.17) rend 
L dépendant de i dans (1.7); le phénomène é'hystérèse représenté à la figure 1.35 ne 
permet plus de définir Φ comme une fonction univoque de i Ces deux phénomènes doi
vent être maintenus entre d'étroites limites si l'on veut pouvoir considérer la bobine com
me un élément linéaire. 
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1.4.7. Terminologie 
Par suite de la pauvreté du vocabulaire technique français, on désigne du même mot 

trois êtres différents; on appelle résistance : 

• le composant physique 
• le bipôle idéal 
• la valeur en ohms du rapport u/i. 

Dans le cas d'autres composants et éléments, on dispose des couples bobine - induc
tance et condensateur - capacité pour introduire la distinction nécessaire. Nous nous en 
tiendrons strictement à cette distinction qui n'est pas seulement d'ordre philologique mais 
qui souligne aussi une distinction conceptuelle entre la réalité et le modèle. 

L'archaïsme de la littérature technique française et son flou conceptuel sont tels 
que le lecteur risque de rencontrer des termes mal définis tels que: inductance résistive, 
résistance selfique, capacité imparfaite. La redondance du contexte permet le plus sou
vent de deviner de quoi il s'agit. 

1.4.8. Définitions et conventions relatives à l'inductance mutuelle 
Le transformateur idéal défini au paragraphe 1.1.14 n'existe pas parmi les compo

sants électriques. Aucun de ceux-ci ne s'en rapproche suffisamment pour que les équa
tions (1.17) et (1.18) soient valables même approximativement en courant continu. Par 
contre, le transformateur idéal intervient dans le modèle de l'inductance mutuelle telle 
que nous l'étudierons maintenant. 

Si deux bobines sont couplées par un flux magnétique (soit qu'elles soient enrou
lées sur le même noyau, soit qu'elles soient simplement à proximité l'une de l'autre), 
une variation de courant dans une bobine induit une tension aux bornes de l'autre. Les 
équations décrivant le quadripôle constitué par les deux bobines sont 

Φι = £ n * i +Lnh (1-34) 

Φ2 =Lnii + L22I2 (1.35) 

où L1 2 est Yinductance mutuelle des deux bobines. Il s'agit là d'équations globales qui 
ne postulent nullement que toutes les spires d'une bobine sont traversées par le même 
flux. Leur signification exacte provient de la relation (1.6) qui donne 

U1 = Lnidiildt) + Li2(di2/dt) (1.36) 

u2 = LX2{dhldt)+L22(di2ldt) (1.37) 

Ces équations supposent bien entendu que les relations liant flux et courants sont liné
aires et autonomes, qu'il n'y a ni pertes ni capacités parasites. Elles supposent de plus 
que les inductances mutuelles de la bobine 1 vers la bobine 2 et réciproquement ont 
une valeur commune L 1 2 . Concrètement, cela signifie qu'un courant i circulant dans 
la bobine 1 crée un certain flux Φ traversant la bobine 2, supposée à circuit ouvert 
(i2 = O), et que le même courant circulant dans la bobine 2 crée le même flux traver
sant la bobine 1. Cette propriété est fondée sur les résultats de l'Electromagnétisme 
(§ III.4.6.2). 
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Les grandeurs L11 et L22 sont positives si une convention de signe analogue à cel
le de la figure 1.15 est adoptée pour chaque accès de la figure 1.36 qui symbolise une 
paire de bobines couplées par inductance mutuelle. Le signe de L12 est par contre quel
conque: selon le sens respectif des enroulements ou bien les flux créés par Z1 et I2 s'ad
ditionnent, ou bien ils se soustraient. SiL12 est positif et i2 = O, par (1.6) 
U2 = d Φ2 /dt = L 1 2 di\ /dt et W1 = L 1 1 di\ /dt : en d'autres mots, U2 et Ux auront 
même signe, positif par exemple pour Z1 croissant. 
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Fig. 1.36 
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Pour repérer les bornes des enroulements qui deviennent simultanément positives, 
on les marque d'un point ainsi que cela est représenté à la figure 1.36. La double flèche 
en dessous de L12 repère simplement les deux bobines qui sont couplées et ne dit rien 
quant au sens des enroulements. Cette double flèche est redondante dans un schéma 
aussi simple que celui de la figure considérée, mais elle devient nécessaire dans un réseau 
compliqué où les bobines ne sont pas dessinées à proximité l'une de l'autre. 

Avec le symbolisme décrit et les conventions de sens de courant de la figure 1.36, 
U2 = L 1 2 dil/dt. Si les conventions sont celles de la figure 1.37, U2 = L12 di1/dt. 
Mais L i2 est positif pour la figure 1.36 et négatif pour la figure 1.37. 

1.4.9. Exercice 
Calculer l'inductance du dipôle obtenu en connectant en série deux bobines coup

lées par inductance mutuelle. 
Si les bornes court-circuitées sont l' et 2 à la figure 1.36, on a I1 = I2 = i ; par 

(1.36) et (1.37), on obtient 

u = U1-Vu2 = (L11 4- L22 + 2 Li2)di/dt 

Par contre si les bornes court-circuitées sont l 'et 2', on a Z1 = — i2 =i et U=U1 -U2, 
d'où l'on déduit 

u = (L11 +L22-2Ll2)di/dt 

1.4.10. Corollaire 
Dans la mesure où le système (1.34), (1.35) est inversible (le cas particulier où 

il ne l'est pas sera traité au paragraphe 1.4.13), on peut écrire 
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Z1 =ΚίιΦ1+Κ12Φ2 (1.38) 

h = ^ 1 2 Φ 1 + ^ 2 2 Φ 2 ( 1 ' 3 9 ) 

1.4.11. Energie emmagasinée dans deux bobines couplées 
Par application de (1.24) au système (1.36) et (1.37), on trouve que l'énergie em

magasinée dans le système s'écrit 

W(O = [L1 1Z1
2+ 2 L 1 2 I 1 I 2 + L 2 2 I 2

2 ] ^ (1.40) 

Puisque cette énergie doit être non négative pour toutes valeurs des courants, la forme 
quadratique (1.40) doit être définie positive : les relations L11 > 0 ou L22 > 0 et la re
lation 

L 1 1 L 2 2 - L 1 2
2 ^ O (1.41) 

constituent des conditions nécessaires et suffisantes. La condition (1.41) peut se mettre 
sous la forme 

| L 1 2 1/(L11L22) l/2 =k< 1 (1.42) 

Le coefficient de couplage k doit être inférieur ou égal à l'unité pour que deux bobines 
couplées constituent un quadripôle passif. Le couplage est dit serré ou lâche selon que 
k est proche de l'unité ou de zéro. Pour k = 1 le couplage est parfait. 

1.4.12. Couplage parfait 
Pour k = 1, les équations déduites de (1.36) et (1.37) s'écrivent 

"ι = L n 1 / 2 [ L n

 112CEi1IA + L22

 l/2di2/dt] (1.43) 

u2 = L 2 2

 1 / 2 [ L n

 l,2dhldt + L22

 l,2di2/dt] (1.44) 

Quels que soient I1 et I 2 , on en déduit 

"i/"2 = ( L n / L 2 2 ) 1 / 2 (1.45) 

Si l'on rappelle le fait que l'inductance d'une bobine est proportionnelle au carré du nom
bre de spires, (1.45) peut encore s'écrire 

U1Iu2 = H1In2 (1-46) 

où H1 et n2 représentent respectivement les nombres de spires des deux bobines. Cette é-
quation (1.46) est à rapprocher de (1.17) : la première équation décrivant le transforma
teur idéal est obtenue lorsque deux bobines sont parfaitement couplées, cas limite impos
sible à réaliser physiquement de façon rigoureuse. 
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1.4.13. Circuit équivalent de deux bobines couplées 
L'analyse du circuit de la figure 1.38 fournit les équations 

YU1 =—i2 

U1 = YlU2 

U1 = u{ + L1(Ii i/dt 

h = h + h 

U2 = L2(H2"/dt 

d'où l'on déduit par élimination de i2, i2 et u[ 

U1 = (L1 + n2L2)Ui1JUt 4- nL2di2/dt 

U2 = nL2di1/dt + L2di2/dt 

(1.47) 

(1.48) 

U2 

Fig. 1.38 

Par comparaison de (1.47) et (1.36), (1.48) et (1.37) on trouve 

L 1 1
= z L 1 ~ r Y l L 2 , L22

 = L2 , L12
 = YlL2 (1.49) 

Deux bobines couplées sont donc représentables au moyen de deux inductances et d'un 
transformateur idéal. 

Si L1 = O, le couplage est parfait et si, de plus, L2 tend vers l'infini, le schéma équi
valent se réduit au transformateur idéal. 

Dans le dispositif physique, le premier passage à la limite suppose que le flux ma
gnétique traversant les deux bobines est identique et vaut Φ = Φ1/η1 =Φ2/η2. Soit dit 
en passant, il faut remarquer que la grandeur baptisée flux au paragraphe 1.1.9 représente 
physiquement le produit du flux magnétique par le nombre de spires. 

Le second passage à la limite suppose que les inductances L11 et L22 deviennent 
infinies; cela correspond à supposer que la perméabilité magnétique du noyau soit infinie. 

1.4.14. Bipôles actifs 
Il n'existe pratiquement pas de dispositifs physiques qui se comportent comme les 

sources indépendantes ou dépendantes qui ont été définies aux paragraphes 1.1.7 et 1.1.8. 
Ces sources interviennent cependant, combinées avec d'autres éléments, dans les modèles 
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'.O 

Fig. 1.39 

équivalents de nombreux dispositifs qu'il n'est pas possible de recenser exhaustivement. 
La distinction la plus commune entre les sources réelles et les bipôles idéaux est 

la présence dans les premières d'une résistance interne. Ainsi une dynamo peut être assi
milée au modèle équivalent de la figure 1.39. L'inductance tient compte de l'énergie em
magasinée dans le circuit magnétique par le rotor et le stator de la machine (flux trans
versal). La résistance tient compte des effets dissipatifs dans le cuivre des enroulements. 

La présence d'une résistance en série avec une source de tension peut encore rece
voir une autre explication physique: ainsi que cela a été noté au paragraphe 1.2.2, la 
mise en court-circuit d'une source de tension non identiquement nulle est en contradic
tion avec les définitions axiomatiques d'une tension et d'une source. A cette exigence 
de cohérence interne au niveau de la Mathématique, correspond une situation physique 
qui prévient toute contradiction: pratiquement une source de tension est toujours as
sociée dans un modèle avec une résistance série. La dualité indique qu'une source de 
courant est toujours en parallèle avec une résistance. Dès lors on ne peut ni court-
circuiter la première, ni placer la seconde aux bornes d'un circuit ouvert. 

1.4.15. Paramètres incrémentaux 
Les dispositifs électriques décrits jusqu'à présent simulent des éléments idéaux 

dans une zone plus ou moins large : au-delà de certaines valeurs limites, des effets non 
linéaires, toujours présents d'ailleurs, deviennent dominants. On peut dire que ces 
dispositifs sont linéaires pour des valeurs de courants et tensions qui ne s'écartent pas 
trop de zéro. 

Un autre type de circuit électrique est constitué par des dispositifs qui sont fran
chement non linéaires autour de l'origine (i = O, u — O) mais dont les paramètres ont 

Fig. 1.40 
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une variation relativement faible autour d'un point de fonctionnement caractérisé par 
certains courants ou tensions de polarisation i = I0,u — V0. Tel est le cas des tubes à 
vide, des transistors, des amplificateurs magnétiques. A titre d'exemple, nous donnons 
à la figure 1.40 le modèle équivalent incrémental d'un transistor : il comporte en plus 
de deux capacités et de trois résistances, une source de courant commandée par un cou
rant. Peu importe ici la signification physique de ce modèle : il constitue simplement un 
exemple de modèles très complexes. 

1.4.16. Réalisation physique du gyrateur 
La plupart des éléments idéaux ont été suggérés par le comportement physique de 

composants électriques qui a été plus ou moins idéalisé. Il n'en va pas de même pour le 
gyrateur qui a été essentiellement introduit pour des raisons théoriques. Contrairement 
à la démarche historique propre aux autres éléments, où l'on est allé du composant phy
sique à l'élément idéal, dans le cas du gyrateur on va de l'élément au composant. En fait 
les équations (1.19) et (1.20) sont celles de deux sources de tensions commandées par 
des courants (ou l'inverse) comme cela est représenté à la figure 1.41. Comme on dispo
se de composants (transistors par exemple) approchant le comportement d'une source 
commandée, on peut par connexion de ces composants approcher le comportement du 
gyrateur. 

ο •-

«>\o <>\« 
4 O 

Fig. 1.41 

1.4.17. Conclusion 
Cette section 1.4 a pour but de réaliser la liaison entre les phénomènes électroma

gnétiques, étudiés par la Physique, et le modèle mathématique proposé par la Théorie 
des Circuits pour les réseaux linéaires, autonomes et à constantes localisées. 

Ceci a permis d'introduire ces composants que sont les bobines couplées et les 
sources réelles. 

Par ailleurs, on aura remarqué combien les éléments idéaux sont rarement isolés. 
Hormis le cas de la capacité et de la résistance, la plupart des éléments sont disponibles 
seulement en combinaison avec d'autres. Il apparaît très clairement dans ce cas que les 
éléments idéaux n'ont pas d'existence physique proprement dite : il est impossible d'iso
ler la résistance de l'inductance et de la capacité de la figure 1.34. Les capacités et résis
tances de la figure 1.40 n'ont à proprement parler pas de localisation mais tiennent 
compte d'une foule de phénomènes physiques qui ne sont pas réductibles à l'effet 
Joule ou à la liaison entre charge et potentiel. 
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1.5. SYSTÈMES MÉCANIQUES 

1.5.1. Introduction 
Les considérations générales émises aux paragraphes 1.4.1 et 1.4.2 sont valables 

pour des systèmes mécaniques moyennant un certain nombre de précautions. Dans la 
mesure où un dispositif mécanique est constitué par l'assemblage de composants dé
crits par des relations algébriques ou différentielles analogues à celles définissant les 
éléments idéaux, on peut établir une correspondance entre les grandeurs physiques et 
idéales. Cette correspondance était implicite dans la section 1.4 : ici elle doit être expli
citée. Une telle correspondance est désignée traditionnellement comme une analogie 
électromécanique encore qu'elle fasse se correspondre d'une part des grandeurs méca
niques et d'autre part des êtres mathématiques qui ont une terminologie commune avec 
les grandeurs électriques. 

1.5.2. Limitations dues à la fréquence 
Ces limitations sont beaucoup plus étroites que celles évoquées au paragraphe 

1.4.2 pour les systèmes électriques. La vitesse de propagation des ondes mécaniques 
est en effet beaucoup plus basse: 331 m/s dans l'air, 1 450 m/s dans l'eau, 5 000 m/s 
dans l'acier. Ainsi dans ce dernier matériau, les longueurs d'onde correspondant respec
tivement à 50 Hz et à 50 kHz sont respectivement de 100 m et de 0,1 m. Dans le pre
mier cas, typique des moteurs et alternateurs, on peut considérer les dimensions des ma
chines comme négligeables devant la longueur d'onde; dans le second cas, typique d'un 
filtre mécanique utilisé en télécommunications, les dimensions du dispositif sont du 
même ordre que la longueur d'onde. 

Aussi la théorie des systèmes mécaniques à constantes localisées est-elle limitée 
aux applications à basse fréquence telles que celles rencontrées dans le domaine des 
servomécanismes. 

1.5.3. Grandeurs "dans" et "entre" 
Chaque bipôle doit être caractérisé par deux fonctions du temps selon le paragraphe 

1.1.2 dont le produit a les dimensions d'une puissance selon le paragraphe 1.3.1. Enfin 
ces grandeurs relatives à des éléments connectés obéissent aux lemmes de Kirchhoff. 

Ces trois exigences sont vérifiées si l'on considère, pour un système en mouvement 
de translation, la force comme analogue du courant et la vitesse comme analogue de la 
tension. L'analogie entre les grandeurs électriques et mécaniques est encore précisée si 
l'on considère les procédés de mesure. Un courant électrique se mesure par insertion 
dans le circuit d'un ampèremètre: une force se mesure par interposition d'un dynamo
mètre dans sa ligne d'action. Un potentiel se mesure entre la borne considérée et une 
référence appelée terre ou masse. Une vitesse se mesure entre deux points en mouve
ment. Une référence est appelée bâti ou référentiel galiléen; sa vitesse est supposée iden
tiquement nulle. 

Dans certaines circonstances, il est parfois fait usage de l'analogie inverse: tension-
force; courant-vitesse. Rien d'essentiel n'est changé sinon que l'on opère en plus de l'ana-
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logie électromécanique une transformation par dualité. Pour éviter cette complication, 
nous nous en tiendrons à la première analogie. 

L'énoncé des lemmes de Kirchhoff est alors parallèle à celui des paragraphes 1.2.7 
et 1.2.8. 

1.5.4. Lemmes de Kirchhoff pour réseaux mécaniques 
La somme des forces incidentes en un noeud est nulle. 
La somme algébrique des vitesses associées à des éléments constituant une maille 

est nulle. 

1.5.5. Bipôles passifs 
La masse M a pour symbole graphique celui représenté à la figure 1.42. La gran

deur/représente la somme des forces agissant sur la masse en son centre de gravité. La 
grandeur ν représente la vitesse de déplacement du centre de gravité par rapport au réfé-
rentiel. On constate qu'une borne du bipôle est toujours connectée au référentiel. 

La relation entre / e t ν s'écrit 

f=Mdv/dt 

ou t t 

V = M'1 j f(T)dr=v(0)+M-1 j f{r)dr 

(1.50) 

(1.51) 

La masse est donc l'équivalent d'une capacité avec la particularité que toutes les capa
cités du réseau ont une borne à la terre; M est une grandeur positive si / e t ν ont même 
sens avec les conventions de signe de la figure 1.42. 

I 
M 

^ ¾ ¾ ^ ¾ ¾ ¾ ^ ^ 

Fig. 1.42 

Le ressort représenté à la figure 1.43 a un coefficient de raideur K. La grandeur/ 
représente la force qui comprime le ressort et ν la vitesse de déformation de celui-ci, 
c'est-à-dire la vitesse relative d'une extrémité du ressort par rapport à l'autre. La rela
tion entre ν et/s'écrit 

v = K~ldf/dt 

ou 
f= K f v(r)dT = /(O) + /: f v{r)dr 

(1.52) 

(1.53) 

Le ressort est donc une inductance et K est positif. 
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Le dash-pot ou résistance de frottement est représenté à la figure 1.44. La grandeur 
/représente la force qui provoque un déplacement relatif des deux organes en frottement 
et ν la vitesse relative de ces deux organes. Ces grandeurs sont reliées par la relation 

v = Bf (1.54) 

et cet élément est donc une résistance. 
Les hypothèses habituelles de linéarité et d'autonomie doivent évidemment être 

respectées pour ces éléments. A titre d'exemple, signalons que la loi (1.54) n'est géné
ralement valable que par approximation pour de petits mouvements. 

Q 1 

f 

B 

ό Γ 

Fig. 1.44 

1.5.6. Systèmes mécaniques en mouvement circulaire 
Dans un système mécanique en mouvement de rotation, la grandeur "dans" est le 

couple Cet la grandeur "entre" est la vitesse angulaire ω. L'équivalent de la résistance 
est le frottement produisant un couple C = Ζ)ω; l'équivalent de la capacité est le mo
ment d'inertie / produisant un couple C = Jdoo/dt; l'équivalent de l'inductance est un 
coefficient de raideur^ tel que ω —KdCjdt. 

Fig. 1.45 
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Pour les systèmes en mouvement circulaire, un engrenage sans frottement est 
l'équivalent d'un transformateur idéal. D'autre part, considérons un gyroscope, corps 
rigide de forme cylindrique en rotation uniforme de vitesse Ω autour de son axe OZ 
(fig. 1.45); on lui applique un couple C représenté par un vecteur situé dans un plan 
XOY perpendiculaire à 0Z\ si Cn et Cm sont les composantes de C et si ωχ et coy sont 
les vitesses angulaires correspondantes, on a, pour de petits mouvements autour de la 
position initiale 

C171 = ldu>mldt + Ω(/ — IR )ωη 

Cn = Ιάωη/dt- Ω ( / - / Λ ) ω Μ 

Dans ces relations, IR désigne le moment d'inertie autour de OZ, tandis que /est 
le moment d'inertie autour d'un axe quelconque situé dans le plan XOY. 

Le modèle électrique qui simule l'effet gyroscopique est donc un gyrateur dont 
chaque accès est connecté à une capacité (fig. 1.46). 
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Fig. 1.46 

1.5.7. Quadripôles passifs pour un mouvement de translation 
Le levier infiniment rigide, sans masse et sans frottement est un transformateur 

idéal. Avec les notations de la figure 1.47, on a les équations 

/ ι = α / 2 

CLV1 = -V2 

(1.55) 

(1.56) 

Ί ^*- - • H 

Fig. 1.47 

1.5.8. Sources 
On peut concevoir des sources de force et des sources de vitesse et leur affecter 

respectivement les symboles des figures 1.8 et 1.7. Un exemple du second type est un 
piston mû par un fluide incompressible introduit dans le cylindre par une pompe à dé
bit constant. 
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Fig. 1.48 

Le champ de gravité dans lequel est généralement plongée toute masse offre un 
exemple de source de force que l'on est tenté d'oublier. Le circuit équivalent d'une mas
se plongée dans un champ est donc celui de la figure 1.48. 

1.5.9. Mise en circuit d'un système mécanique 
Le principe de la méthode consiste à repérer les points doués d'un déplacement 

indépendant: il y correspondra autant de vitesses indépendantes et donc, dans l'analo
gie choisie, de noeuds à potentiels indépendants. Le circuit se construit alors branche 
par branche. 

B1 B2 

Fig. 1.49 

Fig. 1.50 
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K1 

M2 

j 
Fig. 1.51 
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Un premier exemple est celui de la figure 1.49, où est représenté un schéma phy
sique comportant deux masses M1 et M2 glissant avec les frottements B1 et B2; M1 est 
animé d'une vitesse ν imposée et est relié à M2 par un ressort de raideur Kx ; M2 est re
lié au bâti via un ressort de raideur K2 et un dash-pot B3. La figure 1.50 explicite tous 
les éléments mécaniques en particulier ^ 1 et B2 et marque bien que M1 et M2 ont une 
borne à la masse. Le circuit équivalent 1.51 s'en déduit immédiatement. 

Le second exemple est celui de la figure 1.52 où deux masses M1 et M2 reliées en
tre elles par un levier sont attachées au bâti par un ressort et un dash-pot POUrM1 et un 
ressort pourM2. Le circuit équivalent est dessiné en 1.53. 

^ ^ ^ ^ ^ ¾ ^ ¾ ¾ 

y////////, 

Fig. 1.52 

θ τ'1 

Mxg 

1 : 1 

4="· θ 
M2g 

Fig. 1.53 

1.5.10. Transducteurs 
La plupart des dispositifs physiques impliquent des échanges entre plusieurs types 

d'énergie. On peut même dire que c'est généralement le cas pour les circuits électriques 
où l'électricité joue principalement un rôle d'intermédiaire: un alternateur transforme 
l'énergie mécanique en énergie électrique à la seule fin d'alimenter un moteur qui effec
tuera l'opération inverse; un microphone et un haut-parleur réalisent le même type 
d'opération. En général, tout dispositif réalisant une conversion d'énergie est appelé 
transducteur. 
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Le transducteur lui-même a un circuit équivalent où les grandeurs de type différent 
coexistent. Si l'on désire toujours se ramener à l'analogie électromécanique, décrite au 
paragraphe 1.5.3, il faut le cas échéant prévoir un gyrateur dans ce circuit équivalent. 

Un circuit équivalent très sommaire d'un transducteur à magnétostriction est un 
transformateur idéal : le courant est proportionnel à la force. Par contre celui d'un trans
ducteur piézoélectrique est un gyrateur : le courant est proportionnel à la vitesse. 

Fig. 1.54 

1 o-
C = Kr2 L=Mr2 

C0 

l'c-

R =r2B-

Fig. 1.55 

A titre d'exemple, le schéma équivalent électromécanique d'un quartz piézoélec
trique est donné à la figure 1.54 et la figure 1.55 représente le schéma purement élec
trique; les éléments équivalents (C, L, R) ont été transférés vers l'autre accès du gyra
teur où ils se retrouvent connectés en série; l'accès 3, 3' du gyrateur étant resté ouvert, 
on peut considérer que l'accès 2, 2' est en court-circuit : c'est la raison pour laquelle on 
n'a pas redessiné le gyrateur. 

1.6. SYSTEMES ACOUSTIQUES 

1.6.1. Introduction 
Soit le dispositif physique de la figure 1.56, constitué d'une cavité et d'un tube 

supposés remplis d'un fluide, air par exemple; sous l'action d'un piston animé d'un mou
vement oscillatoire de vitesse v0(t),

 u n e o nde acoustique y est générée et s'y propage. 
Un tel dispositif est un exemple simple de système acoustique se traitant par l'étu

de d'un circuit à constantes localisées, pour autant que ses dimensions soient petites par 
rapport aux longueurs d'onde des phénomènes considérés. 
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Fig. 1.56 

A titre d'exemple, l'enceinte acoustique d'un haut-parleur a des dimensions de 
l'ordre du décimètre. Aux basses fréquences, dans le voisinage de 30 Hz, la longueur 
d'onde est de l'ordre de 10 m correspondant à la vitesse de propagation de 331 m/s. On 
peut effectivement considérer l'enceinte comme un élément localisé. 

Comme dans la section 1.5, il est nécessaire d'expliciter la correspondance entre 
composants acoustiques et éléments idéaux. 

1.6.2. Définition des grandeurs "dans" et "entre" 
Les grandeurs acoustiques caractéristiques sont la pression acoustique p(t), diffé

rence entre pression instantanée et pression au repos et le flux de vitesse acoustique U(t) 
correspondant à un débit volumique de fluide. 

On vérifie que leur produit a bien les dimensions d'une puissance conformément 
à l'exigence du paragraphe 1.3.1. 

Ces grandeurs doivent être définies sur une surface caractéristique S du système 
étudié. Pour le dispositif de la figure 1.56, il s'agit de la section droite du tube. Dans cer
taines conditions, on a 

U(t) =Sv(t) (1.57) 

p(t)= S-lf(t) (1.58) 

où v(t) etf(t) sont respectivement la vitesse acoustique sur la surface S et la force due 
à la pression p(t). 

Comme pour les systèmes mécaniques décrits sous 1.5, deux types d'analogie sont 
possibles selon les correspondances établies avec les grandeurs courant et tension. 

Le premier fait correspondre pression acoustique et tension d'une part, flux de 
vitesse acoustique et courant d'autre part. Le second établit les correspondances con
traires. Le premier s'avère d'usage plus aisé, en particulier pour la mise en circuit d'un 
système acoustique. On remarque en effet que la mesure d'une pression acoustique se 
fait au moyen d'un microphone placé en un point d'un système, par rapport à une pres
sion acoustique nulle régnant en un point, terre ou masse, très éloigné: par nature, la 
pression acoustique est donc une grandeur "entre". Par contre, le flux de vitesse acous
tique est, par sa définition même, une grandeur "dans". Aussi, dans cette section, 
utilise-t-on uniquement ce premier type d'analogie. 
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1.6.3. Lemmes de Kirchhoff pour les systèmes acoustiques 
La somme des flux de vitesse incidents en un noeud est nulle. 
La somme algébrique des pressions associées à des éléments constituant une maille 

est nulle. 

1.6.4. Bipôles passifs 
La masse acoustique correspond à une portion de fluide subissant un déplacement 

sans déformation appréciable. Par exemple, dans le système de la figure 1.56, on admet 
que c'est le cas de la portion de fluide contenue dans le tube. 

Une telle portion de fluide se comportant alors comme un solide indéformable, on 
est en droit de lui appliquer la relation (1.50) qui, compte tenu des relations (1.57) et 
(1.58), s'écrit 

p = MadU/dt (1.59) 

ou t t 

U = M'X I ρ(τ)άτ = ν(0) + Μ^λ J p{r)dr (1.60) 
- O O O 

où Ma est la masse acoustique de valeur Âf/S2, M étant la masse en kg de la portion de 
fluide. 

La relation (1.59) montre que dans le type d'analogie considéré, la masse acousti
que est l'équivalent d'une inductance, de valeur positive par un choix convenable des 
conventions de signe pour ρ et U. 

Le ressort acoustique correspond à une portion de fluide subissant une déforma
tion sans déplacement de son centre de gravité. Par exemple, on admet que c'est le cas 
de la portion de fluide contenue dans la cavité du dispositif de la figure 1.56. Une telle 
portion de fluide se comportant comme un ressort mécanique, on est en droit de lui 
appliquer la relation (1.52) qui, compte tenu des relations (1.57) et (1.58), s'écrit 

U = K~ldp/dt (1.61) 
ou t t 

P=Ka j U(T)dT = p(0) +Ka f U(T)dT (1.62) 
- o o O 

où Ka est le coefficient de raideur acoustique de valeur K/S2, K étant la raideur d'un 
ressort mécanique équivalent à la portion de fluide considérée. 

Le ressort acoustique est donc l'analogue d'une capacité de valeur positive avec 
la particularité que toutes les capacités d'un réseau ont une borne à la terre. 

La résistance acoustique correspond aux pertes dissipatives par frottement à tra
vers des tubes capillaires, des fentes ou des trous fins, des grilles ou des tissus à mailles 
serrées. 

La résistance acoustique apparaît souvent comme un composant parasite. Par 
exemple, le dispositif de la figure 1.56 ne contient pas explicitement de résistance acous
tique; un élément correspondant doit néanmoins être introduit dans le circuit analogue 
pour rendre compte des pertes constatées par expérimentation. 

Inversement, il n'est pas possible de réaliser un composant résistance acoustique 
dénué de masse acoustique parasite. Pour une résistance acoustique idéale, la relation 
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entre pression et flux de vitesse s'écrit 

P = R0U (1.63) 

et cet élément est donc l'analogue de la résistance. 
Lorsqu'un système acoustique débouche dans un milieu et y génère une onde, le 

rayonnement d'énergie correspondant peut se représenter dans le circuit analogue par 
une combinaison d'éléments idéaux. Cette dernière dépend des conditions de rayonne
ment et de la structure de l'onde produite. Par exemple, le rayonnement d'un haut-par
leur dans un espace libre se représente par la connexion en série d'une résistance et d'une 
masse de rayonnement dont les valeurs dépendent de la fréquence. 

1.6.5. Quadripôles passifs 
Un pavillon, à savoir un conduit de section croissante ou décroissante, peut être 

considéré comme équivalent à un transformateur idéal au prix de certaines approxima
tions et dans un domaine de fréquence restreint. 

Il n'existe pas de systèmes acoustiques correspondant au gyrateur. 
Comme mentionné dans le paragraphe 1.5.10, l'étude des transducteurs électro-

et mécanoacoustiques fait un large usage des quadripôles passifs pour expliciter les 
différentes transformations d'énergie mises en jeu. 

1.6.6. Sources acoustiques 
On peut réaliser des sources de pression et de flux de vitesse acoustiques et leur 

affecter respectivement les symboles des figures 1.7 et 1.8. Ainsi le piston du disposi
tif de la figure 1.56 est une source de flux de vitesse U0 = Sv0. Un exemple de source 
de pression est le système acoustique usuellement appelé voix artificielle; il est princi
palement constitué d'un petit haut-parleur et d'un microphone destinés à permettre 
la régulation de la pression acoustique produite par un asservissement ad hoc. 

1.6.7. Mise en circuit d'un système acoustique 
Le principe de la méthode consiste à repérer les sources, puis les portions de fluide 

se comportant comme des masses ou des ressorts acoustiques et celles subissant des per
tes dissipatives, et enfin les éventuels rayonnements; leurs jonctions définissent les noeuds 
du circuit entre lesquels on insère les éléments adéquats. 

La figure 1.57 représente le circuit analogue ainsi construit pour le dispositif de 
la figure 1.56. 

Ma Kg 

U0 
) 

Fig. 1.57 
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1.7. EXERCICES 

1.7.1. Quel est l'élément équivalent à deux résistances en série, en parallèle? Même 
question pour deux inductances et deux capacités. En supposant que les valeurs des 
résistances soient 1 000 Ω et 1 Ω calculer la valeur résultante. Même opération avec 
des inductances et des capacités dont les valeurs sont dans le rapport de 1 à 1 000. 

1.7.2. Calculer la résistance (l'inductance, la capacité) équivalente à η résistances (induc
tances, capacités) mises en série (en parallèle). Que devient le résultat lorsque les η élé
ments considérés ont même valeur? 

1.7.3. Soit un premier bipôle constitué d'une source de courant i en parallèle avec une 
résistance R et un second bipôle constitué par une source de tension us en série avec 
une résistance R'. Quelles conditions doivent satisfaire i, us,R e tR' pour que ces deux 
bipôles soient équivalents? 

1.7.4. Mettre en équation le circuit constitué par la mise en série d'une résistance R, 
d'une capacité C, d'une inductance L et d'une source de tension. Trouver le circuit 
dual. 

1.7.5. Si l'on connecte une résistance (une inductance, une capacité, une source de ten
sion, une source de courant) entre les bornes 2,2' d'un transformateur idéal, quel est le 
bipôle résultant? 

1.7.6. Soit un premier biporte constitué par un gyrateur déséquilibré de résistance de 
gyration r et par une inductance L entre les bornes 2, 2'. Un second biporte est consti
tué par le même gyrateur et par une capacité C en série avec la borne 1. Prouver l'équi
valence de ces deux biportes et établir la relation qui en résulte entre Cet L. 

1.7.7. Supposons que l'on ne dispose comme éléments que de gyrateurs et de capacités 
déséquilibrés. Est-il possible de construire au moyen de ces éléments un biporte équi
valent à celui constitué par une capacité entre 1 et 2, l ' et 2' étant la masse? 

1.7.8. Soit un circuit constitué par la mise en série d'une source de courant 
i = 1 cos ut, une inductance L et une capacité C pour laquelle on suppose w(0) = 0. 
Calculer la puissance instantanée absorbée par chaque élément et son niveau d'énergie. 
Existe-t-il une valeur de ω, fonction de L et C, telle que la source ne débite pas de 
puissance instantanée? Expliquer comment il se fait que néanmoins la puissance ins
tantanée absorbée par les éléments ne soit pas identiquement nulle. Quelle est la ten
sion aux bornes de la source? 

1.7.9. Calculer l'inductance obtenue en plaçant en parallèle les deux accès d'une paire 
de bobines couplées. Discuter la solution. 

1.7.10. Imaginer un autre schéma équivalent du gyrateur que celui de la figure 1.41. 
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1.7.11. Soient trois inductances La, Lb et Lc qui ont une borne en commun. La borne 
libre de La constitue la borne 1 d'un quadripôle, celle de Lb la borne 2, celle de Lc les 
bornes Γ et 2'. Prouver que ce quadripôle est équivalent à celui de la figure 1.36 
lorsque Γ et 2' sont court-circuitées. Discuter le signe des inductances. Imaginer un 
autre quadripôle comportant trois inductances et équivalent à celui de la figure 1.36. 

1.7.12. Soient deux transformateurs idéaux de rapport nx et n2 . Si l'on connecte un 
accès de l'un à un accès de l'autre, calculer le rapport de transformation du transformateur 
idéal résultant. 

1.7.13. Si deux transformateurs idéaux ont des rapports nx Φ n2 pourquoi ne peut-on 
mettre les deux paires d'accès ni en parallèle, ni en série? Par contre on peut mettre une 
paire en série et l'autre en parallèle. Quel est le rapport résultant? 

1.7.14. Soit un bipôle constitué par la mise en parallèle d'une résistance R et d'une sour
ce de courant ai commandée par le courant / pénétrant dans le bipôle. Quel est l'élé
ment équivalent? Discuter le signe. 

1.7.15. Construire un circuit comportant des résistances et des sources de tension sur 
lequel on puisse vérifier le théorème de Tellegen. 

1.7.16. Dessiner le système mécanique dont le circuit équivalent est : une résistance 
en parallèle avec une inductance; deux résistances en parallèle; une source de tension 
en série avec une inductance et une capacité. 

1.7.17. Quel est le circuit équivalent du système mécanique constitué par deux masses 
Mx, M2 reliées au bâti par les ressorts Kx et K2 et une troisième masse M3 reliée aux 
deux premières par des ressorts K3 et K4I Les masses sont dans un champ gravita
tionnel. 

1.7.18. Trouver des exemples de transducteurs réalisant la conversion 
• de l'énergie électrique en énergie thermique et réciproquement; 
• de l'énergie hydraulique en énergie mécanique et réciproquement; 
• de l'énergie thermique en énergie mécanique et réciproquement. 

1.7.19. La résistance est-elle un transducteur? 

1.7.20. Soit un circuit constitué par la mise en série d'une source de tension continue U9 

d'une résistance Rx et d'une résistance R2. Si U et Rx sont fixes, quelle valeur de R2 

choisir pour que la puissance dissipée sur R2 soit maximum? Quelles sont alors les va
leurs de cette puissance et de la tension aux bornes de R2I Donner deux valeurs de ^ 2 

pour lesquelles la puissance dissipée soit nulle. 





CHAPITRE 2 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 
DES SYSTÈMES 

2.1. ANALYSE FRÉQUENTIELLE 

2.1.1. Introduction 
Au chapitre précédent on a introduit une description des réseaux de Kirchhoff qui 

sont spécifiés par un graphe, par la nature des éléments dans chaque branche de celui-ci 
et par les valeurs initiales des grandeurs électriques intéressant inductances et capacités. 
Nous avons montré sur un exemple au paragraphe 1.2.16 que les grandeurs inconnues 
constituaient les solutions d'une ou de plusieurs équations différentielles. Le but de ce 
chapitre 2 est de montrer comment l'on peut résoudre ces équations différentielles 
avant d'aborder au chapitre 3 le problème qui consiste à écrire ces équations dans les 
cas les plus simples. 

Pour comprendre ce chapitre 2, le lecteur est censé connaître la matière des an
nexes relatives à la transformée de Fourier (chap. 7) et à la transformée de Laplace 
(chap. 8). 

2.1.2. Définitions 
On appelle signal {excitation, sollicitation) toute grandeur s(t), courant ou tension, 

qui est spécifiée par une source indépendante et qui constitue donc une donnée du pro
blème. 

On appelle réponse r(t) toute autre grandeur caractérisant le réseau et, en parti
culier, celle qui a une importance au point de vue de l'application technique consi
dérée. 

Les signaux et les réponses, considérés dans ce volume, sont des distributions. Hor
mis le cas de la distribution de Dirac, ces distributions sont toujours des distributions ré
gulières associées à des fonctions. Selon les besoins de l'exposé, on considérera tantôt 
signaux et réponses sous leur aspect de fonctions, tantôt sous celui de distributions. 

2.1.3. Propriété 
L'ensemble des signaux et celui des réponses constituent des espaces vectoriels 

par la propriété 7.1.7. La somme de plusieurs signaux (réponses) multipliés par des cons
tantes est donc toujours un signal (une réponse). 

2.1.4. Propriété 
La dérivée d'un signal ou d'une réponse est toujours un signal ou une réponse par 

suite de la propriété 7.1.25. 
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2.1.5. Définition 
Si l'on ne considère que la description mathématique d'un réseau, c'est-à-dire le 

système d'équations liant les réponses et les signaux, on peut définir l'application de 
l'espace des signaux dans l'espace des réponses par l'opérateur 

r(t)=N[s(t)] (2.1) 

Cette spécification abstraite définit un système. Celui-ci admet généralement plusieurs 
réalisations concrètes par des réseaux construits au moyen d'éléments idéaux. 

On supposera dans la suite que les systèmes considérés sont continus, c'est-à-dire 
qu'à toute suite Sn convergeant vers zéro au sens du paragraphe 7.1.30 correspond une 
suite rn convergeant également vers zéro. La spécification d'un système par un opéra
teur suppose un certain nombre d'hypothèses supplémentaires que nous ne pouvons 
pas détailler ici [3], [4]. 

Un système sera représenté par le symbole de la figure 2.1. 

s(t) 
N 

r(t) 

Fig. 2.1 

2.1.6. Exemple 
Le système défini par l'équation u — L di/dt où u est le signal et i la réponse peut 

être construit concrètement au moyen d'une source de tension fermée soit sur une in
ductance, soit sur un gyrateur dont un accès est fermé sur une capacité. 

2.1.7. Décomposition en signaux élémentaires 
Un système peut être soumis à une variété infinie de signaux. C'est spécialement 

le cas pour un système transmettant de l'information tel qu'un réseau téléphonique et 
c'est précisément le fait que les signaux soient variés et imprévisibles qui fait l'utilité 
du téléphone. Comment peut-on étudier un tel circuit? 

L'idée fondamentale pour résoudre cette question consiste à étudier la réponse du 
système à certains signaux élémentaires. En pratique, on en considère deux: l'exponen
tielle complexe et l'impulsion unité. Le but des sections 2.1 et 2.2 est de montrer que 
la réponse à l'un ou à l'autre de ces signaux permet de déduire la réponse à un signal 
quelconque. 

2.1.8. Définitions 
Un système est à l'état quiescent si, en l'absence de signal, il n'y a pas de réponse: 

r(t) = O.Tel est le cas pour un réseau de Kirchhoff si les inductances et les capacités ne 
contiennent pas d'énergie emmagasinée: sans sources, il n'y a pas de courant qui circule 
puisqu'on ne peut ni dissiper, ni emmagasiner de l'énergie selon le théorème 1.3.12. Pour 
un système à l'état quiescent, les réponses dépendent exclusivement des signaux. 

La réponse du système à l'état quiescent est appelée réponse forcée. 
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Si un système n'est pas à l'état quiescent, sa réponse r(t) Φ 0 à un signal s(t) = 0 
est appelée réponse libre. Dans un réseau de Kirchhoff cette réponse est due à l'énergie 
emmagasinée dans les inductances et les capacités. 

Un système est linéaire, si, à toutes les paires de réponses forcées 

ra(t)=N[sa(t)] 
et 

rb(t)=N[sb(t)] 

qui sont associées au système, correspond la réponse forcée 

arQ (0 + brb (t) = N[asa (t) + bsb (t) ] (2.2) 

pour a et b, grandeurs complexes quelconques. 

Un système est invariant dans le temps, si, à toute réponse forcée 

r(t)=N[s(t)] 

associée au système, correspond la réponse forcée 

r(t-T)=N[s(t-T)] (2.3) 

où r est une grandeur réelle quelconque. 

2.1.9. Théorème 
La réponse forcée à la dérivée d'un signal est la dérivée de la réponse au signal si 

le système est linéaire et invariant dans le temps. 
Il ressort immédiatement de (2.2) et (2.3) que le système admettant la réponse 

r(t) = N[s(t)] admet aussi 

[r(t + At)-r(t)]/At=N{ [s(t + At) - s(t)]/At} 

En faisant tendre At vers zéro, le théorème est prouvé pour les signaux qui sont des fonc
tions dérivables. Par un passage à la limite identique à celui utilisé à la section 7.1, il est 
prouvé pour les distributions. 

2.1.10. Définition 
Une fonction isomorphe f (t) d'un système est une fonction telle que le système 

admette la paire 

bf(t)=N[af(t)] 

où a et b sont des constantes complexes. 

2.1.11. Théorème 
L'exponentielle complexe est une fonction isomorphe d'un système linéaire et 

invariant dans le temps. 
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Soit s(t) = exp (pt) et r(t) la réponse inconnue. Par (2.3), s(t + r) = exp p(t 4- r) 
entraîne une réponse r(t + r). Par (2.2), s(i + r), qui peut s'écrire exp(pr) · exp(pt), 
entraîne une réponse exp(pr)r(t). Dès lors on a 

r ( i + r ) = exp (pr ) r (0 

et pour t = O 

r(r) = r (0 ) exp ( P T ) (2.4) 

Comme (2.4) est valable pour τ quelconque, le théorème est démontré. 

2.1.12. Définitions 
Le facteur de proportionalité r (O) intervenant dans (2.4) est en général une fonc

tion de p. On posera donc r (O) = G(p). Dans ce cas on a 

r(f) = G(p)exp(pO (2.5) 

et G(p) est appelée fonction de réponse isomorphe. A la figure 2.2 on a représenté un 
système caractérisé par sa fonction de réponse isomorphe. 

ept 
G(P) 

G(p)^ 

Fig. 2.2 

Si la fonction de réponse a les dimensions de la résistance, on l'appelle impédance. 
Si elle a les dimensions de la conductance, on l'appelle admittance. Si elle n'a pas de di
mension, on parle de coefficient de transfert en courant ou en tension, selon qu'il s'agit 
du rapport de deux courants ou de deux tensions. 

Si les deux grandeurs constituant le signal et la réponse sont relatives à la même 
branche, l'une étant la tension et l'autre le courant, la fonction de réponse est désignée 
du terme général tfimmittance, couvrant à la fois le cas de l'impédance et de l'admittance. 
Si les deux grandeurs sont relatives à des branches différentes, on parle de transmit tance. 

2.1.13. Commentaire 
Le théorème 2.1.11 est valable pour toute valeur de p, hormis pour les valeurs p/ 

correspondant à des pôles de G(p), c'est-à-dire telles que G(pi) = °°. Dans ce cas, on mon
trera que la réponse contient un terme t exp (pt). Ce cas particulier sera étudié au para
graphe 2.3.9. De toute façon pour les réseaux de Kirchhoff, on montrera que les valeurs 
Pi sont en nombre fini. 

2.1.14. Commentaire 
Si l'on exclut le cas particulier traité au paragraphe 2.1.13, l'exponentielle com

plexe jouit donc de la propriété remarquable de traverser un système linéaire et invariant 
dans le temps sans être modifiée si ce n'est dans son amplitude: la dépendance par rap
port au temps n'est pas modifiée. 
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Par ailleurs, les transformées de Fourier et de Laplace montrent qu'un signal peut 
être exprimé par la combinaison linéaire (somme ou intégrale) de fonctions exponen
tielles. Chacune de celles-ci se propage indépendamment dans le système: la réponse 
peut se calculer en superposant, par suite de la linéarité, les exponentielles qui consti
tuent les réponses partielles. 

2.1.15. Transmission de signaux quelconques 
A la figure 2.3, on a représenté successivement la transmission d'une exponentielle 

pour ρ imaginaire pur et la transmission d'une somme de telles exponentielles. Il est 
clair que la connaissance de G(p) permet de calculer la réponse à tout signal périodique, 
exprimé sous forme d'une série de Fourier. 

e JkSIt 

zAkQmt 
G(p) 

GUkiï)e!knt 

XAkGUkiï)ejknt 

Fig. 2.3 

De façon plus générale, à la figure 2.4 tout signal peut être exprimé en fonction de 
sa transformée de Fourier par la formule (7.57) 

OO 

s(t) = — S(co)exp(/cor)dco 
2π J 

- O O 

Chaque composante »S(co) exp (/cor) est transmise sous la forme G (/ω) S (ω) exp (/cor) 
et la transformée de Fourier de la réponse est donnée par *S(co) G(/co). 

De la même façon, on peut démontrer la propriété analogue pour la transformée 
de Laplace. 

s(t)<* S (ω) 

l[s«)] = S(p) 
G(p) 

r(t)~ S (ω) G U ω) 

Lk(Ol = S(p) G(p) 

Fig. 2.4 

2.1.16. Théorème 
La transformée de Laplace ou de Fourier de la réponse forcée est respectivement 

le produit de la transformée de Laplace ou de Fourier du signal par la fonction de répon
se isomorphe G(p) ou G(/co). 

2.1.17. Commentaire 
Ce dernier théorème constitue la base de l'analyse fréquentielle des systèmes. En 

effet, la notion d'exponentielle complexe recouvre le cas particulier du signal 
exp (/cor) = cos cor +/' sin cor. La représentation d'un système par sa fonction de répon
se isomorphe permet de calculer directement la réponse à une excitation sinusoïdale. Il 
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suffit de remplacer ρ par/ω dans l'expression de G(p). La réponse forcée à 
cos ωί = Re [exp (/cor)] est donnée par Re [GQ'CÛ) exp (jcot)]. 

Grâce à la représentation d'un signal quelconque au moyen de sa transformée de 
Laplace, on peut calculer la réponse si l'on connaît G(p). Cette dernière fonction appa
raît donc comme un outil fondamental en théorie des systèmes linéaires. 

Pour un débutant, cette méthode apparaît au premier abord comme inutilement 
compliquée: pourquoi représenter des signaux réels et de durée limitée comme une su
perposition de signaux complexes de la forme exp (pt) existant depuis t = — °° ? Pour
quoi étudier la propagation d'un signal exp Q'o)i) alors que le signal intéressant est de 
la forme cos ωί ? Pourquoi représenter les courants et les tensions, qui ont été définis 
comme des fonctions, par des distributions ? 

Il faut accepter ces complications apparentes dans le même esprit que celui qui 
préside par exemple à la recherche des racines d'un polynôme à coefficients réels: l'énon
cé simple et élégant, selon lequel le nombre des racines est égal au degré, n'est exact que 
si l'on se place dans le corps des complexes. Ainsi, maints problèmes élémentaires se ré
solvent à moindre frais si l'on fait l'effort de les formuler dans une structure mathéma
tique suffisamment riche. 

Ce choix de la méthode ne modifie en rien l'énoncé du problème tel qu'il a été 
donné au chapitre 1. A la fin d'un calcul, on retrouvera des courants et des tensions qui 
sont des fonctions à valeurs réelles. L'emploi de distributions et de grandeurs complexes 
ne constitue qu'un outil intermédiaire. 

2.2. ANALYSE TEMPORELLE 

2.2.1. Définitions 
\J échelon unité est défini par 

e(0 = 0 r < 0 (2.6) 

= 1/2 t = O 

= 1 t>0 

La réponse forcée à l'échelon unité est la réponse indicielle y(t). 
La dérivée de l'échelon unité est Yimpulsion unité δ (Y) : la réponse forcée est appe

lée réponse impulsionnelle g(t). 

2.2.2. Réponse isomorphe et réponse impulsionnelle 
Par le théorème 2.1.16, L[g(t)] = G(p). En effet, L[δ (O] = 1. Dès lors, il apparaît 

que la fonction de réponse isomorphe permet de calculer la réponse impulsionnelle et 
réciproquement. La connaissance de l'un ou l'autre détermine entièrement le système. 
On a vu au paragraphe 2.1.15 comment G(p) permettait de calculer la réponse forcée à 
un signal quelconque. Voyons comment opérer avec g(t). 

2.2.3. Intégrale de Duhamel 
Parle théorème 2.1.16 et la règle 7.3.27, il vient 

r(t) = s(t)*g(t) (2.7) 



PROPRIETES GENERALES DES SYSTEMES 51 

Si l'on se restreint au cas d'un signal qui est une fonction causale et si l'on suppo
se que g(t) est également une fonction causale, (2.7) prend la forme 

t 

rit)= f s(x)g(t-x)dx (2.8) 
ο 

On appelle encore (2.8) intégrale de Carson ou de superposition. Elle montre que la ré
ponse à un signal quelconque s(t) peut être obtenue dès que l'on connaît g(t). 

S(O 

g(t) 

r(t) = s(t)*g(t) 

Fig. 2.5 

2.2.4. Causalité 
Dans la formule (2.8), on a supposé que g(t) était une fonction causale. On verra 

plus loin que c'est toujours le cas pour un réseau de Kirchhoff linéaire et passif. On com
prend mieux ce résultat en considérant y(t). Par le théorème 2.1.9, on ag(t) = y(t). Si 
g(t) est causal, y(t) l'est également. Intuitivement on a le sentiment qu'il doit bien en être 
ainsi: on conçoit mal une réponse indicielle qui serait différente de zéro pour t < 0 alors 
que le signal e(^) est toujours égal à zéro. Ce résultat, découlant des postulats à la base du 
modèle de Kirchhoff, coïncide avec une hypothèse fondamentale de la Physique. 

En effet, énoncer qu'un signal nul ne fournit pas de réponse revient à dire que l'ef
fet ne précède pas la cause. Ce concept de causalité est à la base de la Physique: il est im
possible d'énoncer des lois si l'on ne suppose pas que les mêmes causes produisent les 
mêmes effets et en particulier que l'absence de cause entraîne un effet nul. 

La causalité, concept fondamental en théorie des réseaux, n'est donc pas un postu
lat supplémentaire. Tout comme la conservation de l'énergie pour le modèle de Kirch
hoff est une conséquence mathématique des lemmes de Kirchhoff, la causalité est une 
conséquence du choix d'éléments linéaires et passifs. Le modèle de Kirchhoff est adéquat 
précisément parce que ses postulats de base entraînent des propriétés (conservation de 
l'énergie, causalité) que l'on observe expérimentalement dans la Nature. 

2.2.5. Commentaire 
Des paragraphes 2.1.16 et 2.2.3, il apparaît que la réponse impulsionnelle ou la 

fonction de réponse isomorphe constituent l'une et l'autre une spécification complète 
du système. Ces deux caractéristiques sont du reste liées univoquement par la transfor
mée de Laplace. La première met en évidence les caractères instantanés de la réponse, la 
seconde les caractères permanents. Si l'on désire analyser la transmission d'un signal sinu
soïdal, on utilisera G(p)\ si l'on désire analyser la transmission d'autres signaux, tel un 
message télégraphique, on utilisera g(t). 

L'analyse fréquentielle et l'analyse temporelle sont deux aspects de la même réalité. 

2.2.6. Propriété 
Par suite de la propriété 7.2.3, on obtient la même réponse forcée d'un système 

de réponse impulsionnelle f2(t) excité par un signal/\ (t) que d'un système où l'on per
mute les rôles de fx (t) e t / 2 (t) ainsi que cela est représenté à la figure 2.6. 

I 
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/ 2 

/ 1 

r = f2* Λ /> 
/ 2 

»• = / , * / 2 

Fig. 2.6 

2.2.7. Propriété 
Par suite de la propriété 7.2.5, l'ordre, dans lequel on dispose deux systèmes dont 

la réponse forcée de l'un constitue le signal de l'autre, n'a pas d'importance ainsi que ce
la est représenté à la figure 2.7. 

s 
f, 

S* fi 
/ 2 

s*f, * 

s 
/ 2 

s*/2 
/ , 

s */2 * 

Fig. 2.7 

2.2.8. Calcul de la réponse impulsionnelle 
Soit un système décrit par une seule équation différentielle linéaire dont l'incon

nue est jc(Y). Les conditions initiales sont toutes nulles. Si cette équation a un second 
membre qui vaut δ(/), la transformée de Laplace de l'équation s'écrit 

P(P)X(P) = 1 

OUP(P)CSt le polynôme caractéristique. Dès lors, il vient 

X(P)= [P(P)]'1 = Σ Ai(p-Pi)-i (2.9) 
i 

Si les racines de P(p) sont notées p/ et les résidus correspondants A,·, on a 

g(t)=e(t^Aiexp(pit) (2.10) 

où l'on a supposé que les racines p,- sont simples. La généralisation au cas de pulsation 
propre multiple est immédiate par le paragraphe 8.2.5. On a vérifié par ce calcul que 
g(t) est bien causal comme cela avait été supposé dans la formule (2.8). 

Si le système est décrit par une équation intégro-différentielle ou par un système 
d'équations, la résolution du système fournit une expression de G(p) sous forme d'une 
fraction rationnelle qui dans le cas particulier de (2.9) se réduisait à l'inverse d'un poly
nôme. L'expression (2.10) demeure valide tant que le degré du dénominateur est supé
rieur à celui du numérateur. 
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2.2.9. Commentaires 
Il est important de noter que la forme de la réponse impulsionnelle dépend uni

quement des valeurs de p/. Tant que celles-ci correspondent à des exponentielles décrois
santes,^) tend vers zéro pour t tendant vers l'infini. 

Un réseau risque toujours d'être soumis à une excitation aléatoire (bruit d'origine 
thermique dans les résistances, parasites). Si cette excitation est assimilée à une impul
sion de brève durée, g(t) est une mesure de la tendance à l'amortissement de ces parasi
tes. D'une façon plus générale, la formule (2.8) montre que la réponse à un signal borné 
restera bornée si g(t) est borné. Une grandeur, tension ou courant, prenant des valeurs 
infinies n'a pas de sens physique: le modèle mathématique ne recouvre pas la réalité d'un 
réseau physique puisqu'une tension infinie implique le percement des isolants et un cou
rant infini signifie la destruction par effet Joule des résistances. Bien avant d'arriver à de 
telles extrémités, les non-linéarités toujours présentes dans un composant physique se se
raient manifestées. 

2.2.10. Définitions 
Les pôles de la fonction de réponse isomorphe sont appelés pulsations propres. 
Un système est appelé stable, ssi les pulsations propres sont situées exclusivement 

dans le demi-plan de gauche fermé. Les pulsations propres situées sur l'axe imaginaire 
sont simples. 

Un système est strictement stable s'il n'y a pas de pulsations propres sur l'axe ima
ginaire. 

2.2.11. Corollaires 
Par le paragraphe 2.2.8, il s'ensuit qu'un système stable a une réponse impulsion

nelle bornée et qu'un système strictement stable a une réponse impulsionnelle qui tend 
vers zéro pour t tendant vers l'infini. 

Si le degré du dénominateur de G(p) est inférieur à celui de son numérateur, G(jœ) 
a un pôle sur l'axe imaginaire à l'infini: ce pôle est multiple si la différence des degrés dé
passe l'unité. La stabilité d'un système implique donc une différence de degrés inférieure 
à l'unité entre le numérateur et le dénominateur de G(p). 

2.2.12. Commentaires 
La stabilité est un des concepts fondamentaux de la théorie des systèmes au même 

titre que la causalité ou la linéarité. Bien qu'il soit possible de construire théoriquement 
avec les éléments définis au chapitre 1 des circuits instables, dans la suite, on se limitera 
à l'étude de circuits stables. En fonction du paragraphe 2.2.9, il est clair qu'un dispositif 
physique ne peut être en permanence instable et linéaire. Par contre, il faut citer des cir
cuits non linéaires et instables qui sont couramment utilisés, par exemple pour constitu
er un oscillateur. Le rôle de la non-linéarité est précisément de limiter l'amplitude des 
oscillations. 

De même les montages multivibrateurs à transistors, circuits fortement non liné
aires, traversent des zones linéaires d'instabilité qui permettent précisément de basculer 
rapidement d'un état vers un autre (voir vol. VIII). 

Par ailleurs, en fonction du paragraphe 8.2.8, on peut remarquer qu'un système 
stable dont le degré du numérateur dépasse d'une unité celui du dénominateur a une ré-
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ponse g(t) contenant un terme δ'(Y). Dès lors, y(t) réponse à une fonction e(t) compor
te un terme 3(t). Un tel comportement, admissible au niveau du modèle, n'est pas inter
prétable pour un réseau physique. Cela signifie en clair que des éléments parasites ont 
été indûment négligés; à titre d'exemple, une capacité parasite entre deux bornes cons
titue un court-circuit pour /ω tendant vers l'infini. Si la réponse est constituée par la 
tension entre ces deux bornes, il n'est pas réaliste de considérer une fonction de répon
se isomorphe G (/ω Φ O pour /ω tendant vers l'infini. On se limitera dans la suite, sauf 
exceptions, à des fonctions de réponse sans pôle à l'infini. 

2.2.13. Calcul de la réponse indicielle 
Considérons le système du paragraphe 2.2.8 excité par un signal e(t). La transfor

mée de Laplace de l'équation s'écrit 

P(P)X(P)=P"1 (2.11) 
et 

X(P)= [PP(P)V1 = G(p)lp (2.12) 

Cette dernière fraction peut être décomposée selon le second développement d'Heavi-
side. Les pôles sont les pulsations propres pz· et la valeur ρ = O. Les résidus valent respec
tivement [G(p) (p — Pi)/p] pour ρ = Pf, c'est-à-dire Aι/ρι et G(O). Il vient 

X(p) = G(O)Zp + ΣΑΐ/piip- Pi) 

et donc 

γ(ί) = G(0)e(f) +e(f) Σ ^ e x p i p / f ) (2.13) 
Pi 

La dérivée de y(t) s'écrit 

y'(t) = G(0)d(t) + δ ( ί ) Σ — exp(ftf) + e(^Aiexp(pit) (2.14) 
Pi 

Par le paragraphe 7.1.32 le second terme du second membre s'écrit b(t) ΣΑι/pj et 
par (2.9) G(O) = - XAj /pj. On vérifie dès lors que y (t) =g(t)9 conformément au théo
rème 2.1.9. 

2.3. RÉPONSE GLOBALE 

2.3.1. Introduction 
Les sections 2.1 et 2.2 ont traité exclusivement le problème de la réponse forcée, 

soit à un signal exponentiel, soit à un signal impulsionnel. Le but de cette section 2.3 
est de considérer en plus la réponse libre. Dans le cas d'un réseau de Kirchhoff, celle-
ci est due aux conditions initiales, c'est-à-dire aux courants dans les inductances et aux 
tensions aux bornes des capacités qui existent à l'instant où l'on applique le signal. Cet
te situation est très courante. Si l'on enclenche un alternateur sur un réseau de distribu-
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tion, celui-ci est déjà alimenté par d'autres sources. Si l'on étudie la réponse indicielle 
d'une voie télégraphique, celle-ci a été antérieurement excitée par d'autres échelons dont 
la réponse n'est pas encore entièrement amortie. 

2.3.2. Calcul de la réponse globale 
Soit un système décrit par une seule équation linéaire, dont l'inconnue s'écrit x(t). 

Le second membre s'écrit y(t), P(p) est le polynôme caractéristique et Q(p) le polynôme 
obtenu à partir des conditions initiales selon le paragraphe 8.3.2. Par (8.74), on a 

x(t) = L1-I[Q(P)ZP(P)] + L1 -i[Y(p)/P(p)] (2.15) 

Cette propriété de la solution d'une équation différentielle linéaire se traduit en théorie 
des systèmes par le théorème 2.3.3. 

2.3.3. Théorème 
La réponse globale est la somme de la réponse libre et de la réponse forcée. 

2.3.4. Corollaires 
Il est donc possible et souvent judicieux de calculer séparément la réponse forcée 

et la réponse libre et ensuite de les additionner. 
Si le signal est lui-même la somme de plusieurs termes, on peut également calculer 

la réponse forcée à chaque terme considéré séparément et en additionner les réponses 
par suite du théorème 8.1.11. 

Si l'on se rapporte à la formule donnant le polynôme ô(p),on peut aussi considé
rer séparément chaque condition initiale. 

De façon tout à fait générale, en se rapportant au paragraphe 8.1.11, la réponse 
d'un réseau comportant plusieurs sources et plusieurs éléments réactifs s'obtient en cal
culant séparément la réponse à chaque source et à chaque condition initiale. 

L'ensemble de ces règles peut être résumé dans le principe de superposition. 

2.3.5. Principe de superposition 
La réponse d'un réseau peut se calculer en considérant séparément l'effet de chaque 

source indépendante et de chaque condition initiale. 

/ = 0 

θ Λι 
V, 

Fig. 2.8 



56 THÉORIE DES RÉSEAUX DE KIRCHHOFF 

2.3.6. Exemple 
Le réseau représenté à la figure 2.8 est supposé être en régime établi depuis t = - °° 

l'évolution de la tension aux bornes de la capacité suite à la fermeture de l'interrupteur à 
l'instant t = 0 résulte de l'action de U0 (fig. 2.9), de is (fig. 2.10) et de l'état initial 
(fig. 2.11). 

"C (O - "Ci (O + Uc2 (0 + Uc2 (0 

ucA zjzc Q i[ U0 

R2 

wcl(0) = 0 

Fig. 2.9 

" c 2 (0 ) = 0 

Fig. 2.10 

I 

uc3 

1 

I 

> f T T Y 

ZlC 

R2 

uc3(0)=U0 

Fig. 2.11 

2.3.7. Exemple 
Si un réseau est excité par une source périodique, on peut calculer la réponse corres

pondant à chaque terme sinusoïdal du développement en série de Fourier et les addition
ner ensuite. 
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u(0)= U U(O) = O Ue (t) 

W—θ-

Fig. 2.12 

2.3.8. Sources fictives 
La formule (2.15) montre qu'il n'y a pas de différence dans le calcul de x(t) entre 

l'effet d'une source et celui d'une condition initiale. Chacune produit un terme dans le 
second membre. Rien n'est changé à la solution si l'on considère Q(p) comme la trans
formée de Laplace d'une excitation appliquée au réseau dans l'état quiescent. 

Si dans une branche se trouve une capacité C aux bornes de laquelle la tension ini
tiale u(0) = £/, rien n'est changé au comportement du réseau pour t > 0 si on remplace 
cette branche par une capacité C en série avec une source de tension Ue(t) (fig. 2.12). 
L'équivalence duelle, valide pour l'inductance, est représentée à la figure 2.13. 

En résumé, on peut toujours éviter les conditions initiales en les remplaçant par 
ces sources fictives. 

<s> Ie(t) 

i (0) = 0 

Fig. 2.13 

2.3.9. Calcul de la réponse forcée à l'exponentielle complexe 

Considérons le cas d'un réseau à l'état quiescent dont l'excitation vaut 

e ( 0 e x p ( p 0 O = ^ i 1 K P - P o ) " 1 ] 

Avec les notations du paragraphe 2.2.8, la réponse s'écrit 

r(t) = Lîl[G(p)l(p-Po)] (2.16) 

En appliquant le second développement d'Heaviside, on trouve 

G(P) G(P0) 4 
P-Po P-Po i (P-Pi)(Pi-Po) 

et 

r(t)=e(t) G(p0 )exp(/V) + Σ 
AjQXp(PJt) 

(Pi-Po) 

(2.17) 

(2.18) 
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Si la pulsation p 0 coïncide avec une pulsation propre p/, (2.16) possède un pôle 
double qui, par (8.58) engendrera un terme t exp (p0t) en plus du terme exp (p00-

Sip0 est proche de l'un desp/ sans être confondu, il ressort de (2.18) que le terme 
correspondant de la somme aura une amplitude I AiKp1^-Po) I très importante. On trou
ve ici l'expression la plus générale du phénomène de résonance étudié déjà à la section 
1.8.6 dans un cas particulier. 

2.3.10. Corollaire 
Si p0 = ju)0 et si le réseau est un système strictement stable, on aura après un 

temps suffisant 

KO = G(JCO0) exp(/o;0O (2.19) 

De façon encore plus générale, si Re p0 > Re p,- Vp1-, 

r (0 = G(p0 )exp(p 0 f ) , r->oo (2.20) 

Autrement dit, la réponse devient isomorphe à l'excitation exponentielle après un cer
tain laps de temps pourvu que les pulsations propres soient amorties davantage que l'ex
ponentielle considérée. 

Cette réponse isomorphe à une excitation exponentielle entraîne, à une nuance 
près, une réponse isomorphe à l'excitation sinusoïdale. 

Si s(t) = cos u)t = (eJLOt+ e~J°Jt) / 2, il vient par le principe de superposition 

r(t) = — [G(JU)) exp(jcot) + G( —/o>)exp( —/ωί)] 

Or, G(p) est une fraction rationnelle à coefficients réels et G(—/ω) = [G(/ω)]*. Si 
l'on pose G(joo) = \ G (/ω) | e ' 0 il vient 

r ( 0 = \ G(ju)) I cos (u>t + 0) 

Une sinusoïde engendre une réponse sinusoïdale qui sera en général déphasée par rapport 
au signal. 

2.3.11. Définitions 
On distingue dans une réponse (forcée ou libre ) deux termes: l'un qui s'amortit 

et qui s'appelle terme transitoire; l'autre qui ne s'amortit pas et qui s'appelle terme de 
régime. 

2.3.12. Classification des réponses 
Au paragraphe 2.1.8, on a introduit une première caractérisation de la réponse se

lon sa nature, forcée ou libre. Au paragraphe 2.3.11, on introduit une seconde carac
térisation fondée sur le caractère permanent ou non des termes de la réponse. Ces deux 
caractérisations délimitent au total quatre types de réponses en les combinant selon le 
schéma suivant 
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Termes 

de régime 
transitoires 

Réponse 

libre 

1 
3 

forcée 

2 
4 

A titre d'exemple, (2.19) est une réponse forcée comportant un terme de régime 
et se trouve donc dans la case 2. Si le système est stable, la réponse impulsionnelle (2.10) 
est une réponse forcée ne comportant qu'un terme transitoire et se trouve donc dans 
la case 4. Le terme Q(p)/P(p) de (p) de (2.15) donne la réponse libre : le terme de régime 
(case 1) correspond aux pulsations propres situées sur l'axe imaginaire (système stable 
mais non strictement stable), le terme transitoire (case 3) aux pulsations propres situées 
dans le demi-plan gauche ouvert. 

La case 1 correspond à un système non strictement stable : par exemple, l'oscilla
tion sinusoïdale qui s'entretient indéfiniment si l'on connecte en parallèle une inductan
ce et une capacité initialement chargée. La réponse libre n'atteint ce régime que dans 
la mesure où il n'y a pas de pertes. Il s'agit donc d'un comportement idéal difficilement 
observable en pratique. 

2.3.13. Commentaire 
Le théorème 2.1.11 prouve qu'un système linéaire et autonome soumis à une exci

tation exp (pi) a une réponse isomorphe. Le corollaire 2.3.10 montre qu'une excitation 
e(t) exp (pt) comporte dans sa réponse forcée un terme exp (pi) qui dominera les autres 
dans certaines conditions. En particulier, l'excitation en exp (/cor) d'un système stricte
ment stable fournit pour t suffisamment grand une réponse isomorphe. 

Ces deux résultats constituent deux présentations de la même propriété de répon
se isomorphe. Ou bien l'on excite depuis t = - °° par exp (pt) et la réponse est stricte
ment isomorphe. Ou bien on excite par e(t) exp (pt) et la réponse isomorphe n'appa
raît qu'après amortissement du terme transitoire. Ces deux procédés fournissent le même 
résultat : si l'on n'est vraiment intéressé qu'au terme de régime, inutile de s'embarrasser 
du calcul du terme transitoire. C'est ce qui est fait dans la méthode d'analyse des circuits 
en régime sinusoïdal exposée au chapitre 1.8. 

2.3.14. Continuité de la réponse à l'origine 
Au paragraphe 8.3.2 on démontre que la solution d'une équation différentielle 

d'ordre η avec second membre nul jouit d'une propriété de continuité à l'origine. Si x(t) 
est la variable inconnue, on a χ (k\0 -) = x^k\0 +) pour k = 0,..., η - 1. Autrement 
dit, la réponse libre est continue de même que ses (n - 1) premières dérivées. Pour un ré
seau de Kirchhoff, cela signifie qu'en l'absence d'excitation les courants dans les induc
tances et les tensions aux bornes des capacités ne subissent pas de sauts. Cela correspon
drait du reste à des variations instantanées de l'énergie ou encore à des puissances infi
nies : ce n'est pas un comportement admissible pour le modèle d'un réseau physique. 

La réponse forcée ne jouit pas nécessairement de la même propriété. Si le second 
membre de l'équation différentielle y (t) supposé causal ne comporte pas de distribu-
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tion δ ou les dérivées de celles-ci, la continuité des conditions initiales [icix^(t) = O, 
k = 0, ..., H — 1] est assurée. En effet, une discontinuité de x(n~l)(t) à l'origine, entraî
nerait l'apparition d'un terme δ(ί) dans l'expression de x(n)(t) : celui-ci ne correspond 
à aucun terme semblable dans j>(/). A fortiori, les dérivées d'ordres inférieurs de x(t) ne 
peuvent être discontinues puisqu'il en résulterait des termes δ', δ", ... dans x(n\t). 

Si par contre, y(t) comporte une distribution d(m\t),χ(Λ)(ί) comporte une dis
tribution identique et x(n~m\t) comporte une distribution δ(t). Dans ce cas,.x(fc)(0 —) 
Φ x(k) (0 +) pour k > n — m — 1 où x^ (t) représente la dérivée d'ordre k de la ré
ponse x(t) dont on a soustrait les distributions δ. On remarquera que la discontinuité 
des grandeurs à l'origine implique l'existence de signaux comportant des distributions : 
siy(t) est discontinu, seulx^) (t) sera discontinu, x(t) et ses (n — 1) premières dérivées 
restent continues. 

On peut résumer ces résultats dans le théorème 2.3.15. 

2.3.15. Théorème 
Si le signal causal comporte éventuellement une discontinuité à l'origine mais point 

de distributions δ, la réponse forcée ainsi que ses (/7 — 1) premières dérivées ne possèdent 
pas de discontinuités à l'origine lorsque le système est décrit par une équation différen
tielle d'ordre n. 

2.3.16. Termes transitoires des réponses libres et forcées 
L'équation (2.15) montre qu'en règle générale les termes transitoires des réponses 

libres et forcées sont des sommes d'exponentielles complexes dont les arguments pt 

sont les mêmes. Le mécanisme qui engendre ces termes transitoires est toujours le même: 
si l'on exclut le cas d'une excitation de type impulsionnel, la continuité à l'origine doit 
être assurée; pour la réponse libre, c'est la continuité des conditions initiales; pour la ré
ponse forcée à un signal causal, c'est la continuité à l'origine d'une réponse et de ses 
(/2 — 1) premières dérivées qui sont causales. Ainsi, les termes transitoires ne constituent 
pas un parasite: ils ont leur origine dans l'exigence de continuité à l'origine. 

Dès lors, si les conditions initiales sont égales aux valeurs correspondantes du ter
me de régime, il n'y aura pas de terme transitoire. Si χ(*) (0 —) = xr(

k) (0 +), où xr désig
ne le terme de régime, pour t > 0, χ s xr. Ceci peut se résumer dans le théorème 2.3.17. 

2.3.17. Théorème 
Si les valeurs initiales du terme transitoire de la réponse libre et de ses dérivées 

jusqu'à l'ordre (n— l) sont celles du terme transitoire de la réponse forcée changées 
de signe, la réponse se limite aux termes de régime. 

2.3.18. Exemple 
Soit un système décrit par l'équation 

χ ' + χ = e (t) cos 21 

et la valeur initiale X 0 de x. C'est par exemple le circuit de la figure 2.14 où l'interrup-
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e(t)cos2t ο 
x(t) 

X0 =x(0-) 

Fig. 2.14 

teur est déplacé au temps t = 0 de A vers B. La transformée de Laplace de cette équa
tion s'écrit 

PX(P)-X0 + X(p)=p(p>+ 4 ) " 1 

On a donc avec les notations du paragraphe 2.3.2, P(p) = ρ + 1, Q(p) = X0 et Y(p) = 
P(P2 + 4 ) " 1 . Il en résulte la solution 

x(t) = e(t) [(*o - l / 5 ) e x p ( - r ) + -jjf cos(2t- 63,43°) 

Les termes entre crochets représentent respectivement: le terme transitoire de la répon
se libre auquel se résume cette dernière; le terme transitoire de la réponse forcée; le ter
me de régime de la réponse forcée. Dans le cas particulier où X0 = 1/5, seul subsiste ce 
dernier terme. 

On remarquera que le terme de régime est isomorphe à l'excitation: tous deux sont 
des sinusoïdes bien qu'il y ait un déphasage entre les deux. On aurait pu calculer directe
ment le terme de régime en considérant la fonction de réponse isomorphe 

G(j2) = (1 +/2)"1 = 1 / 5 - / 2 / 5 = - » exp (-/63,43°) 

C'est la valeur complexe prise par G(J2) qui engendre le déphasage: à une excitation 
exp (j2t) correspond une réponse forcée en régime 

G(j2) exp (/20 = (l/>/5) exp [j(2t - 63,43°)]. 

2.3.19. Définition 
On appelle degré d'un système celui de son équation caractéristique. 

2.3.20. Degré d'un système 
Le lecteur attentif aura sans doute déjà remarqué que le nombre de pulsations 

propres est identique à celui des conditions initiales dont la continuité est assurée à 
l'origine. Ce n'est pas un hasard. 

Soit η le degré de l'équation caractéristique, p,- les η pulsations propres supposées 
distinctes et Σ Af exp (p,-r) le terme transitoire. On suppose que l'excitation ne contient 
pas de termes impulsionnels : la réponse forcée et ses η — 1 premières dérivées sont 
continues à l'origine. Pour î = 0 +, la réponse vaut Σ A1et sa dérivée kièmQ prend la 
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valeur Σ At ρJf. Dès lors, en appelant X0^ la valeur initiale de la dérivée ftième, on a 
continuité si 

Σ AM* = X0W k = 0, ... , w - 1 

Ce système linéaire aux inconnues ,4; admet toujours une solution puisque son détermi
nant est un Vandermondien différent de zéro. 

En conclusion, l'équation caractéristique fixe non seulement la nature de la répon
se transitoire par le type de ses racines mais aussi le nombre des conditions initiales par 
son degré. 

Le degré d'un réseau de Kirchhoff dépend du nombre d'éléments réactifs qui en 
font partie. Aussi dans un problème bien posé n'y-a-t-il pas plus de conditions initiales 
que l'on ne peut en satisfaire. 

2.3.21. Exemple 
Si l'on prend le cas concret d'un réseau, on ne peut pas spécifier indépendamment 

plus de valeurs initiales qu'il ne s'y trouve d'inductances et de capacités. Du reste, pour 
certaines configurations du réseau, le nombre de conditions initiales indépendantes est 
inférieur au nombre total de ces éléments: cette question sera discutée de façon plus 
approfondie au chapitre 4. Les équations du circuit peuvent cependant être données 
sous forme d'un système pour lequel il faudrait apparemment en spécifier davantage. 

\o 
I1 I2 

- *—f—«-

ï, + U 

O * 

Fig. 2.15 

Considérons l'exemple d'un quadripôle représenté à la figure 2.15. Les équations 
s'écrivent 

(R1 + Lp)J1 + LpI2 = U1 + L(I10+I20) 

LpI1 + (R2 +Lp)I2 =U2 +L(I10 +I20) 

Si l'on étudie la réponse propre, on trouve comme valeurs initiales 

Z 1 (O+ ) = 
Λ, 

R1 +R2 

et (2.23) est équivalent à 

^ l Λ O = ^ 2 ^ 2 0 

(Ao+Ao) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 
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C'est l'équation que l'on obtient en posant dans (2.21) et (2.22) Ux = U2 = 0 et en 
les soustrayant l'une de l'autre. On peut encore récrire le système sous la forme 

LpI + R1I1 =LI0 + Ux 

1-I1-I2 = 0 

R1I1-R2I2 = UX-U2 

où il apparaît plus clairement qu'une seule variable i est dérivée et qu'une seule condi
tion initiale doit être spécifiée: le courant dans l'unique inductance. Si l'on calcule le 
déterminant de la matrice des coefficients du système (2.21) et (2.22), on trouve une 
équation caractéristique du premier degré. 

2.4. EXERCICES 

2.4.1. Quelle condition doit vérifier la fonction de réponse isomorphe d'un système 
pour que la sinusoïde et la cosinusoïde soient des fonctions isomorphes de ce sys
tème ? Même question pour le sinus et le cosinus hyperbolique. 

2.4.2. Exprimer par combinaison d'échelons unité la fonction suivante : 
/(je) = 0 , X < - 1 ; / ( J C ) = 1 , - 1 < X < 0 ; / ( J C ) = 2, 0 O c < VJQc) = O, χ > 1 

2.4.3. Discuter la stabilité du système dont la fonction de réponse est 
H(p) = (p2 +2bp + cyl 

selon la valeur des paramètres b et c. 

2.4.4. Classer les fonctions de réponses qui suivent selon la stabilité du système 
correspondant : 1 /(p + 1) (p - 1); (p - I)/(p + 1); \/p(p + 1); l/p2 ; l/(p2 - 1); 
H(P2 - I)2; M(P2 + 2p + 2)',p6/(p2 + 2p + 2). 

2.4.5. Calculer la réponse indicielle des systèmes de l'exercice 2.4.4. 

2.4.6. Calculer le terme de régime de la réponse forcée des mêmes systèmes à l'exci
tation cos 2t pour les systèmes où le concept de régime a un sens. 





CHAPITRE 3 

ANALYSE DES RESEAUX 
ÉLÉMENTAIRES 

3.1. ANALYSEENREGIMESINUSOIDAL 

3.1.1. Réponse d'un bipôle en régime sinusoïdal; immittance 
Le bipôle représenté à la figure 3.1, supposé dans l'état quiescent iL (0) = 0, 

wc(0) = 0) est connecté à une source de tension u(t) = U\Jl cos (ωί + Φ) · e(t); il 
obéit à l'équation suivante: 

Ri + Ldi/dt + C"1 j idr = Uy/ïcos (ωί + Φ) e(i) 

Si à la tension réelle on substitue la tension complexe U\Jl • exp (/Φ) · exp (/ωί) 
e(t), l'équation devient, en transformée de Laplace: 

soit: 

RI(P) + Lp I(p) + (Cp)-1 / (p) = UV2 exp (/Φ) (ρ - / ω ) " 

/(P) = [Λ 4- Lp + (Cp)"1]"1 · (P - / ω ) ' 1 · C/V?exp (/Φ) 

= r ( p ) . £ / ( P ) 

où y(p) remplace le terme entre crochets. 

(3.1) 

' ι 

Io 

Fig. 3.1 

Dans cette relation, y(p)est la fonction de réponse isomorphe du bipôle. La ré
ponse i(t) comporte un terme transitoire et un terme de régime (§ 2.3.12); excepté dans 
le cas limite où R = 0, on peut écrire, après extinction du terme transitoire: 
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/'O) = /y/2 exp (/Ψ) exp (]ωί) 

= (R + jœL+ (jœC)'1)'1 · cV^exp [/(ωί + Φ)] 

= Κ(/ω) t/>/2 exp [ / ( ω / + Φ ) ] (3.2) 

et le courant de régime dû à la tension réelle u(i) est donné par la partie réelle de cette 
expression. 

La fonction de réponse de régime sinusoïdal Y(JoS) est obtenue par simple substi
tution de/ω à ρ dans la fonction de réponse isomorphe. D'autre part, si U — U y/2 exp 
(/Φ) et / = I y/2 exp (/ψ) désignent les substituts complexes de la tension et du courant 
(cf. vol. I5 chap. 8), on peut déduire de (3.2) la relation : 

/ = YU 

que l'on écrit aussi 

U = Y'1 I=ZI 

(3.3) 

(3.4) 

Le courant de régime sinusoïdal dans le bipôle de la figure 3.1 est lié à la tension 
de régime à ses bornes par la relation (3.4) dans laquelle 

Z = I Z I exp (/β); \Z\ = [R2 +(Ιω- l/Cco)2]1/2 

θ -arctan(Lco- IjCu!) IR 

(3.5) 

Par conséquent, si u(t) = Uy/2 cos (ωί + Φ), le courant de régime vaut i(t) : 

Iy/2 cos (ωί + ψ), avec 

I = U[R2 + ( Ζ , ω - 1/Co;)2] -1/2 Ψ = φ - 0 (3.6) 

3.1.2. Définitions 
A chaque bipôle passif on associera une impédance et une admittance définies par 

le tableau 3.2; à une tension induite par induction mutuelle L^di/di on fera correspon
dre le terme ρ L1JI. 

Tableau 3.2 

Elément 

R 

L 

C 

Impédance 

R 

Lp 

HCp 

Admittance 

G = HR 

HLp 

Cp 

Pour ρ =/ω, on a 

Z(j ω) =R^) +ΐ'Χ(ω) (3.7) 

La partie réelle R(ω) est appelée résisiance: il faut éviter de confondre cette fonc-
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tion avec l'élément résistance R défini au paragraphe 1.1.6 et composant éventuel du bi
pôle; la partie imaginaire Χ(ω) est appelée réactance. 

On pose de même: 

Y(j ω) = ϋ(ω) + jB(u) (3.8) 

La partie réelle (7(ω), est appelée conductance (même danger de confusion) et la 
partie imaginaire Β(ω), susceptance. Toutes ces quantités sont liées par les relations: 

G = R/(R2+X2) B = ~X/(R2 + X2) 

R = GZ(G2 +B2) X= -Bl(G2+B2) 

(3.9) 

(3.10) 

3.1.3. Connexions en série et en parallèle 
On a observé au paragraphe précédent que l'association en série de trois éléments 

simples R, L et C constitue un bipôle dont l'impédance est égale à la somme des impé
dances des éléments constitutifs; de même, l'association en parallèle de ces trois éléments 
(fig. 3.3) constitue un bipôle dont l'admittance est égale à la somme des admittances des 
éléments constitutifs par dualité: 

Y=G+ ( / G J L ) " 1 +/GJ)C (3.11) 

( 

3 , 
I 

C 

J ) — 

U 

1 

" ) — 

-H H 

H h-

G 1 1 ~ 

Fig. 3.3 

Des bipôles tels que ceux des figures 3.1 et 3.3 où certains éléments manquent 
éventuellement peuvent à leur tour être connectés en série ou en parallèle; pour le bipôle 
qui résulte d'une connexion en série (fig. 3.4) on peut définir une impédance totale Z, 
et comme chaque bipôle constitutif est parcouru par le même courant, on peut écrire: 

U = Z1I +Z2I+ Z3I = ZI 

d'où 

ζ = Σ zk 
k 

l i 

1 \ 

Z1 

i 

Z2 

U 

ΓΛ 
KJ 

E 

Fig. 3.4 

Z* 

^" C 

(3.12) 
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L'impédance totale est égale à la somme des impédances des bipôles connectés en 
série. 

D'une façon duale, l'admittance totale qui résulte de la connexion en parallèle 
(fig. 3.5) est égale à la somme des admittances: 

Σ Yk 
(3.13) 

ι — O 

M 
W 

o — 

-<>-

-<>-

Y1 

-A)-

Yi 

Fig. 3.5 

Les résultats qui précèdent s'appliquent évidemment à la connexion en série de TV 
éléments de même nature (cf. chap. 1.6); on obtient les relations suivantes, indépen
dantes de la fréquence : 

R = l*k 

k 

k 

HC= Σΐ/C* (3.14) 
k 

En particulier si l'on connecte en série N éléments identiques R0, L0 ou C0 il vient: 

R=NR09 L=NL0 et C=C0JN. 
Si d'autre part on connecte en parallèle TV éléments de même nature, il vient par 

dualité: 

Σ G* 

k 

WL = Σ HLk 
k 

S'il s'agit de N éléments identiques, il vient: 

G=NG0, C = NC0 et L=L0IN. 

(3.15) 

3.1.4. Définitions 
Si l'on opère uniquement des connexions en série ou en parallèle, le réseau obte

nu est appelé série parallèle. L'application répétée des règles énoncées au paragraphe 
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Fig. 3.6 

3.1.3 permet d'en calculer l'impédance ou l'admittance. Par contre, un bipôle tel que ce
lui de la figure 3.6 exige pour son calcul l'utilisation de méthodes décrites au chapitre 4. 

Un bipôle en échelle est un bipôle série-parallèle dont la configuration rappelle la 
forme d'une échelle (fig. 3.7); un bipôle en échelle comporte un certain nombre de sec
tions en forme de L renversé (N sur la figure). 

I Z1 I Z2Qt-X I Z2N-X 

ι o 4 
i 

" I 

l'o-

-M 

ï._ -
© © 0 

Fig. 3.7 

Θ 

3.1.5. Impédance d'un bipôle en échelle 
Si l'on coupe le bipôle selon un axe a l'impédance de la partie située à droite de 

l'axe et vue des lèvres de la coupure est notée ξ (α); on peut écrire successivement: 

z = r(i) = z, + [r2 + rl(2)]"1 

ί(2)=Ζ3 + [ν4 + Γ'(3)Γ' 

ξ(α) = Z2^1 + [Y201+ Γ1 (a+I)]'1 

ξ(Ν) = Z2N-, + Y2-N 

L'impédance du bipôle peut donc être mise sous la forme d'une fraction continue: 

Z = Z1 + (Y2 + (Z3 + (K4 + (.··+ ^ - , + (¾)" ' ) " 1 ) " 1 . . . ) " ' T1 (3-16) 

que l'on écrit souvent sous la forme: 

Z = ( Z , , y 2 , Z 3 > . . . ,Z2N. ,,Y2N) (3.17) 
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3.2. ANALYSEDES R E S E A U X D U P R E M I E R O R D R E 

3.2.1. Réponse propre d'un réseau du premier ordre 
Un réseau du premier ordre comporte un seul élément réactif, une ou plusieurs 

résistances et une ou plusieurs sources; il est régi par une équation différentielle du pre
mier ordre: sa pulsation propre pt = λ est donc réelle, et si le réseau est strictement sta
ble, elle est réelle négative; la réponse propre est une exponentielle. 

3.2.2. Définition 
L'inverse du module de la pulsation propre λ est appelé constante de temps τ de 

l'exponentielle. 

3.2.3. Construction de l'exponentielle 
Une exponentielle est complètement définie par sa valeur à un instant déterminé, 

sa valeur asymptotique et sa constante de temps, qui détermine sa sous-tangente; il en ré
sulte une construction très simple schématisée aux figures 3.8 et 3.9. Le tableau 3.10 
donne les valeurs prises par une exponentielle pour quelques valeurs du rapport t/r\ on 
retiendra qu'elle approche sa valeur asymptotique à moins de 1 % près après un temps 
égal à 5 T. 

0.368 

Fig. 3.9 

3.2.4. Charge et décharge d'une capacité 
Une capacité non chargée est connectée à une source de tension continue e(t) = 

E0- e(t) en série avec une résistance R (fîg. 3.11); on désire connaître l'évolution de la 
tension à ses bornes, soit u(t). 
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Tableau 3.10 

tir e~t/T l-e" f/T 

1 0,3679 0,6321 
3 0,0498 0,9502 
5 0,0067 0,9933 
7 0,0009 0,9991 

On sait que le courant vaut î = Cdu/dt de sorte que l'équation du circuit s'écrit: 

E0 e(t) = Ri + u 

= RCdu/dt + u 

R 
ι 

) C = 

Fig. 3.11 

D'après le théorème 2.3.15, il n'y a pas de discontinuité sur la condition initiale 
(w(0+) = w(0-) = 0). 

Si l'on prend la transformée de Laplace unilatérale de chaque membre, il vient: 

E0Zp = RCp U(p)+U(p) 

d'où 

U = E0/(RC)[p(p+ IZ(RC))Y1 

= E0[\/p-(p+ IZ(RC))-"] 

et enfin: 

u(t)=E0 [ 1 - exp( -î/r)]e(t) (3.18) 

Dans cette expression, r = RC est la constante de temps du circuit. 
La réponse forcée (3.18) comporte un terme transitoire: 

U1 = -E0exp( -tlr)e(t) 

et un terme de régime: 

U2 =E0e(t) 

qui se réduit à une constante; la réponse propre est nulle puisque la condition initiale 
est nulle. 
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Par un autre procédé, on peut écrire immédiatement la réponse totale d'un circuit 
simple; en effet, le terme transitoire est solution de l'équation différentielle homogène, 
en l'occurrence: 

du/dt +(RCy1U = 0 

et il est donc de la forme 

U1 =e(t)A exp(-i/r) 

D'autre part, le terme de régime correspond à la composante continue: 

u2 =E0e(t) 

La constante A doit être déterminée pour satisfaire la continuité de la condition 
initiale: 

u(0)= W1(O + ) + U2 ( 0 + ) = ,4 +#0 = 0 

et on retrouve donc bien (3.18). 
Cette façon de résoudre le problème ne présente sans doute pas d'avantage mar

qué dans le cas présent; on verra cependant dès le paragraphe suivant l'intérêt qu'il peut 
y avoir à organiser le calcul de la réponse globale par superposition des réponses partielles. 

Après un temps de l'ordre de 1Or, on peut légitimement considérer que le charge 
de la capacité est terminée (l'erreur relative commise est inférieure à 10"4); on va alors 
provoquer la décharge de la capacité en annulant la source (e = 0); pour des raisons de 
commodité on peut considérer cet instant comme l'instant initial (t = 0). La condition 
initiale est désormais w(0—) = w(0+) = E0 et l'équation du circuit est : 

t 

u = u(0) +C1JIdT= -Ri 
ο 

soit 

RCdu/dt + u = 0 ; t > 0 

Comme il n'y a pas d'excitation, la réponse totale coïncide avec la réponse propre: 

u = Ae(î) exp( -t/r) 

et en tenant compte de la condition initiale, il vient: 

u(t) = E0e(t)exp(-t/r) (3.19) 

Les lois de charge et de décharge d'une capacité sont illustrées (en variable réduite 
u/E0) respectivement par les figures 3.9 et 3.8. 

3.2.5. Raccordement d'une inductance à une source de tension sinusoïdale 
Une inductance L en série avec une résistance R est connectée à une source de 

tension sinusoïdale e(t) nulle pour t < 0 et dont la phase Φ est quelconque (fîg. 3.12); 
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e(t) Io 
e(t) = E y/2 · cos (ω/ + Φ) · e(t) 

Ey/2 

Fig. 3.12 

on se propose de déterminer la loi du courant i sachant que sa valeur initiale est nulle. 
Le circuit obéit à l'équation 

e(t) = Ey/2 cos(ojt + Φ) · e(i) 

= Ri + Ldi/dt 

soit I1 le terme transitoire de la réponse forcée; par application du théorème 2.3.14 on a 

/ i ( 0 + ) - I 1(O") = 0 

I1 est de la forme: 

11 = A exp (- f/τ) · e(t) ; r = L/R 

Quant au terme de régime I2, il peut être obtenu par le formalisme exposé au pa
ragraphe 3.1.1; on trouve: 

i = E(R+J'GJL)~1 

et on en déduit: 

12 = / > / 2 c o s ( c o f + Φ - 0 ) - e ( 0 

avec 

I = E(R^CJ2L2)-1/2 

θ = arctan(co/,//?) 

Le courant total vaut donc: 

i ( 0 = [A exp( - t/τ) + Iy/2 COS(GJt + Φ - Θ)] · e ( 0 

et si l'on tient compte de la condition initiale, il vient 

/(O = Iy/2 [ cos(cjt + Φ - Θ) - cos(Φ - 6)exp( - t/r)] · e(t) (3.20) 

Ce courant est illustré à la figure 3.13, et on observera que le terme transitoire est 
identiquement nul lorsque Φ — θ = ± π/2, c'est-à-dire lorsque le terme de régime est nul 
pour t = O. 
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Fig. 3.13 

D'autre part, la constante de temps r est liée à l'argument de l'impédance par la 
relation: 

τ/Τ = (LjR) · ω/2π = 1/2π · tanl (3.21) 

dans laquelle T est la période 2π/ω. 
Lorsque l'argument θ est voisin de π/2 (GJL >R), le terme transitoire, s'il existe, 

garde une valeur appréciable pendant un nombre considérable de périodes T; dans ce cas, 
si Φ - θ = O ou π (c'est-à-dire si Φ = ± π/2, soit e(0+) voisin de sa valeur maximale E \/2), 
la valeur instantanée du courant total peut atteindre le double de la valeur maximale du 
courant de régime. 

3.2.6. Fonction de réponse de bipôles du premier ordre 
On considère quelques bipôles simples du premier ordre dans l'état quiescent en 

t = 0~. 
Le bipôle représenté à la figure 3.14 obéit à l'équation: 

u=Ri + Ldi/dt 

soit en transformée de Laplace: 

U(p) = RI(P) +Lpl(p) = Z(p)I(p) 

1 i 
- o — • -

1 i 

-<ô L e, i Ô 

Fig. 3.14 Fig. 3.15 
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On trouve de même pour le bipôle de la figure 3.15: 

u(f)=Ri + C~l j idr 

soit: 

U(p) = RI(P) + (Cp)-1I(P) = Z(p) I(p) 

Si le courant est le signal, la réponse du bipôle est la tension qui en résulte à ses 
bornes, de sorte que la fonction de réponse est l'impédance Z(p)\ d'autre part, si le sig
nal est la tension, la réponse est le courant et la fonction de réponse, l'admittance Y(p) — 
Z-1 (ρ). 

Le tableau 3.16 donne, pour quelques bipôles simples, les fonctions de réponses 
Z et Y: elles sont de la forme, soit [a/(p + a)]± i, soit [p/(p + a)] ± 1 ; les réponses impul
sionnelles et indicielles correspondantes seront explicitées et illustrées au paragraphe 
3.2.8, tableau 3.19. 

Tableau 3.16 

Bipôle Fonction de réponse Pôle ou zéro (module) 

l'o-
L 

Z = Ra'1 (p + a) 

Y =R~la(p + β ) " 1 
ï a= RlL 

•Ι 
\'o-

Z = R(p + Uf)P-1 

Y= MR-P(P+ ay' 
a = \/RC 

1 o—•-

l'o-

Z = Rp(p + û ) - 1 

Y= \IR-(p + a)p-1 a = R/L 

1 O » » 

Γ o-

ι 
Z = Ra(p + a)" 

l a = XIRC 
Y = \/R ·α~ι (ρ + a) I 
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3.2.7. Fonction de réponse de biportes du premier ordre 
On considère quelques biportes simples du premier ordre dans l'état quiescent 

en t = 0". 
Dans le biporte de la figure 3.17, chaque branche est constituée par un bipôle; 

comme ces bipôles sont traversés par le même courant i, si ZA et ZB désignent les im
pédances respectives, on a: 

E(p) = [ZA+ZB]I(p) 

U2(P)=ZB-I(P) 

O 2 

U2 

-O 2' 
Γ 

Fig. 3.17 

La fonction de réponse considérée est le rapport G(p) = U2(p)/E(p), soit en l'oc
currence: 

G(p)=ZB[ZA+ZByl 

= YA [YA +1¾]"1 (3-22) 

Le tableau 3.18 donne la fonction de réponse pour quelques biportes simples; elle 
est de la forme a(p 4- a)"1 ou p(p 4- a)'1 ; les réponses impulsionnelles et indicielles cor
respondantes seront explicitées et illustrées au paragraphe 3.2.8, tableau 3.19. 

3.2.8. Réponses impulsionnelles et indicielles de réseaux du premier ordre 
Le tableau 3.19 rassemble les réponses impulsionnelles et indicielles des bipôles 

et des biportes examinés dans les deux paragraphes qui précèdent. 

3.2.9. Commentaires 
Les réponses impulsionnelles et indicielles du tableau 3.19 sont des résultats for

mels dont la validité repose sur l'adéquation physique des modèles de réseau d'une part 
et des signaux impulsion ou échelon d'autre part. La validité des modèles de réseau a 
déjà été discutée au paragraphe 2.3.8; la discussion sera poursuivie à la section 3.4. 

3.2.10. Réponse en fréquence d'un biporte du premier ordre 
La fonction de réponse en tension des biportes du tableau 3.18 a été notée G(p)\ 

on sait que la réponse en régime sinusoïdal est obtenue par substitution de/ω à ρ (§ 

ZB Io 
~ ^ w 
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Tableau 3.18 

Biporte Fonction de réponse 
G(p) 

Constante de temps 
τ = \/a 

Γ O-

-o 2 

-o 2' 

a(p + a)'1 RC 

l'o-

ι -o 2 

-o 2' 

û(/7 +fl)" L//? 

1 O-

1'O-

I 

ï 

-o 2 

-o 2' 

p ( p + ay1 RC 

1 O- -o 2 

P ( p + <7)- L//? 

Γο- -o 2' 

3.1.1): le comportement de la fonction G(jco) pour coe(0, °°) caractérise la réponse en 
fréquence du biporte. 

3.2.11. Définition. Gain logarithmique 
Si l'on pose: 

lnG(y'co) = α(ω) + /*(ω) (3.23) 

ûf(co) est appelé #w>2 logarithmique et b(œ) phase ou argument de la fonction de répon
se; on a en effet: 

ΰ ( ω ) = l n | G ( / c j ) | 

6 ( ω ) = arg G(ju>) 

(3.24) 

(3.25) 
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Tableau 3.19 

Fonction 
de réponse 
G(P) 

Réponse impulsionnelle 
g(t)= L-1 (G(P)) 

Réponse indicielle 
7 ( 0 = L'1 [ρ'1 -G(P)] 

a/(p + a) 

I 

a 

I 

ν a-e-at-e(t) 

X ^ ^ ^ t 

Ma 

1 _ 
(1 -t~at)-e(t) 

t 

Ma 

PI (P + a) 

e~at - e ( 0 

(P+ a)/ρ 
(Df 

a 

δ ( 0 + Λ · € ( ί ) 

(1 +flf)-e(f) 

(p + fl)/fl 1/ΰδ'(0 + 6(0 

(1/fl) f l/fl-6(0 + e(0 

1 
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3.2.12. Définitions. Unités de gain 
Le gain défini par (3.24) s'exprime enNéper (N); dans la pratique cependant, on 

utilise beaucoup la définition 

β(ω) = 20log|G(/co)| (3.26) 

et dans ce cas l'unité est le décibel (dB). 
Rappelons que le bel a été défini en acoustique comme l'unité dans l'expression 

d'un rapport de puissance: 

a = log|G(/co)|2 (3.27) 

et le décibel est un sous-multiple adéquat pour l'usage courant; le facteur 20 dans (3.26) 
provient du fait que I Gl est un rapport de racines carrées de puissances. 

3.2.13. Relation entre les unités de gain 
Si l'on compare (3.24) et (3.26), on observe que 

IN ^ 8,686 dB (3.28) 

Lorsque le rapport des puissances vaut 1/2, soit IGl= 1/ yjl, on a a = 10 log 2 = 
3 dB, ou encore 0,345 N. Un rapport de puissances égal à 10 correspond à 10 dB; or il 
est courant de travailler dans l'ordre de grandeur de 80 dB, c'est-à-dire avec un rapport 
de puissances de 10~8: ceci explique l'origine d'une échelle logarithmique des puissan
ces et des tensions. 

3.2.14. Définition 
Le lieu complexe relatif à une grandeur complexe quelconque F(Jω) est la courbe 

décrite par l'extrémité du vecteur qui représente cette grandeur lorsque l'on fait varier 
la pulsation ω de 0 à + °°. En général, la fonction envisagée F(p) est une fraction ration
nelle à coefficients réels et on a donc: 

F(-jœ) = F*(/co) (3.29) 

Le lieu qui correspond à ω e (— °°, 0) est donc le symétrique du précédent par 
rapport à l'axe réel. 

3.2.15. Lieux complexes pour biportes du premier ordre 
Le lieu complexe associé à la fonction de réponse des biportes du tableau 3.18 est 

un cercle. En effet, le lieu associé à la fonction α~ι(ίω + a) est une droite verticale qui 
passe par le point de coordonnées (1,0) (fig. 3.20) et on a vu en géométrie que l'inverse 
d'une droite qui ne passe pas par l'origine est un cercle qui passe par l'origine. 

On peut raisonner de la même façon à propos de la fonction /ω(/ω + a)~l (fig. 
3.21). 
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(a + /CO)/Û 

ω = + oo 

Fig. 3.20 

ω = 0" 

ω = 0 

Fig. 3.21 

3.2.16. Diagrammes logarithmiques 
Considérons la transmittance du premier ordre G(p) = K · (ρ — λ)"1 dont on dé

sire représenter la courbe de gain logarithmique. On a: 

α(ω) = 20 log \K/X\- 20 log | 1 -/(ω/λ) | 

Pour ω = 0, il vient 

a(0) = 20\og\K/X\ 

et pour ω tendant vers l'infini: 

a (ω) ^a(O)- 20 log | ω/λ | 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 
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Ces deux expressions caractérisent respectivement une asymptote basse fréquence 
et une asymptote haute fréquence si Ton choisit log ω pour abscisse. 

Le diagramme logarithmique du gain: 

A(CJ) = A(O)-20 log [1 + ( ω / λ ) 2 ] 

est représenté à la figure 3.22. 

2 η V2 
(3.33) 

3dB 

a (Q) = 20 log I ΛΓ/λ I 

G(P) = Kf(P-X) 

log ω 

Fig. 3.22 

3.2.17. Définitions 
L'unité utilisée pour l'abscisse log ω est généralement la décade qui caractérise un 

rapport de fréquences égal à 10; la pente de l'asymptote haute fréquence est donc de 
— 20 dB/décade. On utilise parfois Voctave qui est le rapport entre deux fréquences dont 
l'une est le double de l'autre: la pente de la même asymptote est de — 6 dB/octave. 

3.2.18. Construction du diagramme logarithmique 

Considérons trois valeurs particulières caractéristiques de ω: 

· ω = | λ | : a =a(0)- 20 log y/2=*a(0)- 3 dB 

• ω = 2 | λ | : a = A ( O ) - 20 log y/5 ^ a (O)- 7 dB 

• ω = 1/2 I X I : a = a ( 0 ) ~ 20 log yJsfÂ = A(O)-IdB 

On peut ainsi construire aisément trois points de la courbe du gain à partir des 
asymptotes. 

On obtiendra de la même façon la courbe du gain logarithmique qui correspond 
à la fonction Κρ(ρ-λ)'1 (fig. 3.23); on observe une asymptote horizontale haute 

fréquence : 

fl(oo) = 20 log I tf| 

et une asymptote basse fréquence: 

a (ω) = A(oo)-20 log I λ/ω I 

dont la pente vaut + 20 dB/décade. 

(3.34) 

(3.35) 
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G(P) = KpKp-X) α(ω) 

α(οο) = 20 log I ^ I 

3.2.19. Résumé des résultats pour les biportes élémentaires du premier ordre 
Pour l'étude d'un système linéaire, les réponses les plus utiles et surtout les plus 

accessibles à l'expérience sont la réponse indicielle et la réponse en fréquence. Ces in
formations sont résumées au tableau 3.24 pour les biportes élémentaires du premier 
ordre. 

3.3. ANALYSE DES RESEAUX D U SECOND ORDRE 

3.3.1. Réponse propre d'un réseau du second ordre 
Un réseau du second ordre comprend deux éléments réactifs indépendants; selon 

leur nature, le réseau est du type (R, C), (R, L) ou (R, L, C). On remarquera dans les 
exemples qui vont suivre que la réponse propre d'un réseau (R, C) ou (R, L) est toujours 
du type exponentiel (les pulsations propres pt sont réelles négatives) tandis que celle d'un 
réseau (R, L, C) peut être oscillatoire amortie ou exponentielle (les pulsations propres 
sont complexes à parties réelles négatives). 

3.3.2. Réponse d'un biporte (R9C) à un signal donné 
Un signal e(t) est appliqué à un biporte (R, C)en échelle (fîg. 3.25); les charges 

initiales sur les capacités sont supposées nulles; on recherche la loi de la tension U2. 
Le réseau obéit aux équations suivantes: 

e(t) = U1= R1I1 + C f 1 J ( Z 1 - Z 2 ) J r 
ο 

t t 

C f lf(Z1 - Z2 )dr = R2Z2 + C2"
 1Ji2Or 

ο ο 
t 

U2 = C2

 1 IZ2 dr 



Tableau 3.24 

Biporte G(p) l(t) Gain logarithmique 

ο 1 H — · ο 2 

l ' o 

l'o-

-o 2' 

l ο r > r w - \ _ -o 2 

Lr 

aKp + à) 

a= MRCRlL 

T= Ma 

Log I ω/α \ 

20 dB/décade 

1 O 

l ' o 

— C 

I 

X 

-o 2 

-0 2' 

-0 2 

Pl(P + a) 

a= \ IRC Rl L 
dB /{décade 

l ' o -0 2' 
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T ' 

Fig. 3.25 

Si l'on substitue les transformées de Laplace, il vient: 

E(p) = [R1 +(C1P)"1 }IX- (C1PY1I2 

O = (ClPyl I1 - [R2 + (C1P)-1 + (C2P)-1 ] I2 

U2 = (C2P)-112 

Le système des deux premières équations est résolu par rapport à/2 et le résultat 
est substitué dans la troisième. Si l'on pose: 

p2 +p [(R1C1)-
1 + (R2C2)'

1 + (R2C1)-
1 ] +(R1R2C1C2)-

1 = 

= (p+a)(p + b) 

on obtient: 

U2(P) =E(p)ab(p+a)-1(p + b)-1 

On observera que les pulsations propres -a et -b sont bien réelles négatives. 
La transformée du signal vaut: 

E(p) = (Α/Τ) (l/p2) [1 - exp (- Tp)] - (A/p) exp (- Tp) 

Si l'on pose encore: 

FAp)=abp-2(p+a)-l(p + b)-* 

= b/a(b-ay1(p+ayl-a/b(b-a)-l(p+b)-1+p-2-p-l(a + b)/ab 

F2(p) = pFx(p) 

il vient: 

Z 1 ( O = ^ - 1 I F 1 ( P ) ] ={(b-a)-l[b/aexp( -at)~a/bexp( - bt)] 

+ t-(a + b)lab}e(t) 

f2 (t) = L-1 [F2 (p) ] = dfx ldt+fx ( O ) δ ( 0 

- { 1 -(b-a)~l[bexp( -at)~aexp( -bt)])e(t) 
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et on en déduit la loi de la réponse pour 0 < t < T : 

u2(t) = (AZT)Mt) 

et pour T<t : 

u2(t) = (A/T)[fl(t)-fl(t-T)]-Af2(t-T) 

Cette réponse est représentée à la figure 3.26. 

85 

Fig. 3.26 

3.3.3. Réponse indicielle d'un bipôle (R, L, C) série 
Une tension A · e(t) est appliquée à un bipôle (R, L, C) série (fig. 3.27); on va 

déterminer la loi du courant i(t) qui en résulte sachant que les conditions initiales sont 
nulles. 

e = A · e(t) Io 
- o — • -

Fig. 3.27 

Le circuit est régi par l'équation 
t 

A e(t) =Rî + L di/dt + uc(0) + C"1 f i dr 

avec 

/(O) = Wc(O) = O. 
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soit 

Il vient après transformation: 

AZp = RI+ LpI+ 1/(Cp) 

I(p) = A/L[p2 + (RlL)p + (LC) ~l] ~l (3.36) 

L'original i(t) est, à un facteur près, la réponse indicielle du bipôle; le terme de ré
gime est nul car I(p) ne possède pas de pôle à l'origine; en effet, la fonction de réponse 
Cp [LCp2 +RCp + l ] " 1 possède un zéro à l'origine. 

Les pulsations propres du réseau (pôles de/(p)) sont les solutions de l'équation 
caractéristique: 

p2 + (RlL)p +(LC)-1= O (3.37) 

Elles peuvent être réelles négatives ou complexes à parties réelles négatives; la forme de 
la réponse indicielle dépend uniquement de la valeur de ces pulsations propres, et trois 
cas sont à considérer. On posera: 

RlL= 2σ 

(LC)-^=P2 

• o2-p2< O ,soit R<2yjLÏC 

Les pulsations propres sont complexes conjuguées: 

Px92 = - σ ± / ω ; ω = ( ρ 2 - σ 2 ) 1I2 

et on a (cf formule 20 du dictionnaire du § 8.2.2) : 

i(t) =A((jjL) _ 1 exp( — ot)smcjt e(t) 

La réponse est une sinusoïde amortie (fîg. 3.28). 

• σ 2 - ρ 2 = 0 ,soit R=IyJLlC 

(3.38) 

(3.39) 

A I (uL) 

(2π)/ω 

Fig. 3.28 
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Les pulsations propres sont négatives et confondues: 

pu 2 = -o= -R/2L 

et on a (formule 19 du dictionnaire du § 8.2.2): 

i(f) = AL~ltexp( -ot) · e(t) (3.40) 

La réponse est une exponentielle décroissante multipliée par un facteur linéaire 
enf(fïg. 3.29). 

• σ 2 - ρ 2 > 0 ,soit R>2s/L/C 

I 

2A/R 

e - 1 · 2A/R 

i 

I r 
' 

R = 2\ÎLÏC 

7 ^ 

Fig. 3.29 

Les pulsations propres sont réelles, négatives et distinctes : 

PU2= -ο±β ; 0 « ( a a - p 2 ) V > 

et on a (formule 9 du dictionnaire du paragraphe 8.2.2, avec la règle de translation 
8.1.14): 

/(O = A(PL) ~lexp( -ot)smh(Pt)e(t) (3.41) 

Si Ton pose 

T1 =(σ-β)-1 ; τ2 = (ο + β)-1 (3.42) 

on peut aussi écrire: 

i (0 =A( 2βΙ) " 1 I exp( - f/r, ) - exp( - t/r2 )} e(t) 

La réponse est une différence de deux exponentielles décroissantes (fig. 3.30). 

3.3.4. Définition 
La valeur particulière R = 2 \/ L/C est appelée résistance critique pour un bipôle 

(R, L, C) série connecté à une source de tension. 



THÉORIE DES RÉSEAUX DE KIRCHHOFF 

AmD R>2\/L/C 

-AlWL) 

Fig. 3.30 

• Lorsque R < 2 y'LjC, la réponse est dite oscillatoire amortie. 
• Lorsque R = 2 \ / LIC9 la réponse est apériodique critique. 
• Lorsque R>2\J LjC1 la réponse est apériodique. 

3.3.5. Réponse indicielle d'un bipôle (R,L,C) parallèle 
On montrera, à titre d'exercice, que les résultats obtenus aux paragraphes 3.3.3 

et 3.3.4 peuvent être étendus par dualité au bipôle constitué par trois éléments R, L et 
C connectés en parallèle et raccordés à une source de courant; la valeur de la résistance 
critique est désormais (1/2) VL/C et le sens des inégalités doit être inversé. 

3.3.6. Réponse d'un bipôle (R,L,C) avec conditions initiales non nulles 
Les résultats du paragraphe 3.3.3 restent valables lorsque la charge initiale sur la 

capacité n'est pas nulle: il suffit de remplacera par A - uc(0) (cf § 2.3.8, excitations 
fictives); d'une façon duale, dans le bipôle parallèle, si l'inductance est parcourue par 
un courant /(O), il suffit de la retrancher de la source. 

3.3.7. Réponse d'un réseau (R,L,C) à une excitation sinusoïdale avec conditions 
initiales non nulles 

Dans le réseau de la figure 3.31, la source sinusoïdale e(t) = E • \[2 · cos 
(ut + Φ). e(t) est nulle pour t < O tandis que la source continue existe depuis t = - °°. 
La réponse cherchée est le courant Z1 fourni par la source sinusoïdale pour t > O. 

Il faut tout d'abord déterminer les conditions initiales, u(0) et Z1 (0); pour t < 0 

•„o Ol 

Fig. 3.31 
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le réseau est en régime continu: la tension aux bornes de l'inductance et le courant dans 
la capacité sont nuls et on peut écrire: 

(3.43) 
I 1 ( O ) = -A(R1 +R2)-

1 

u(0) =R1(Ri + R2)~
lA 

Pour t > 0, on a: 

c(t) =Rlii + Ldijdt + u 

t 

u = u(0)e(t) + C - 1 J ( Z 1 -i2)dt = Ae(i)+R2i2 

ο 

Ce système devient après transformation: 

E(p) = ( / * , + Lp)I1 -Li1(O)+ U(p) (3.44) 

U(p)= u(0)/p+ (Cp)-1V1-It)=AZp+ R2I2 (3.45) 

Si l'on résoud par rapport à Z1, et en tenant compte des expressions des conditions 
initiales (3.43), on trouve: 

I1 (p) = E(p)lL(p+a)(p2 + 2op + p2)-AZp(R1 +R2) (3.46) 

On a posé 

E(p) = EyJÏ(p cos Φ -cosin4>)(p2 + ω2)'1 

a = (R2C)'1 

K } (3.47) 
2o = Rl/L+(R2C)~l 

p2 = (R1 +R2)R-^(LCy1 

On observera que la solution (3.46) aurait pu être obtenue d'une façon plus im
médiate par application de la propriété de superposition (§ 2.3.5). 

La décomposition deI\(p)en éléments simples fait apparaître les termes transi
toires, de régime sinusoïdal et de régime continu 

• le terme transitoire: 

h,T = L~\m(p + a)(p2 + 2op + p2)~lE]e(t) 

où m et a sont des constantes dont la valeur résulte de la décomposition de (3.46); 
si par exemple on a ρ 2 - σ2 = ω2 > 0, il vient : 

il γ = mEe\p( - ot)[ coscof + (a - σ)ω sincut]e(t) (3.48) 

• le terme de régime continu 

ihC = A(R1 +R2)'
1 = i i (0)e(i) 
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• le terme de régime alternatif sinusoïdal: ici, il y a intérêt à utiliser le formalisme 
des substituts complexes; on trouve ainsi 

1I9A Z1V^COs(COr + Ψ) · e(t) 

avec: 

/, =E/L\(a+jœ)(p2-u2+/2oco)-1\ 

2 2 -
Ψ = Φ + arctan(co/«) - arctan 2σω (ρ - ω ) 

(3.49) 

(3.50) 

3.3.8. Réponses impulsionnelle et indicielle d'un biporte (R,C) 
Le biporte de la figure 3.32 est considéré dans l'état quiescent en t = 0"; sa fonc

tion de réponse en tension est définie par G(p) = U2/U\ et une analyse semblable à cel
le explicitée au paragraphe 3.3.2 fournit l'expression: 

G(p) = (R1C1)^PiP*+Pi(R2C1)-
1 + (R2C2)-

1 

+ (RlCl)-
l]+(RlR2ClC2)~

1}-^ 

= Kp[(p + a)(p + b)]-1 a>b>0 , K> O (3.51) 

ι 
. O 

) 

— — < 

U1 

I 

. . . Il . c 

C1-

1 

= * 2 

> -i h-

1 

— C ο 2' 

Fig. 3.32 

La réponse impulsionnelle vaut: 

g(t) =K(a-b) _ 1 [aexp( - at) -Z?exp( —bt)] e(t) 

Elle s'annulle pour tx = (a — b)'1 In (a/b). 
De même l'original de p~l · G(p) est la réponse indicielle : 

γ (f) = K(a-b) ~l[ exp( - bt) - exp( -at)] e(t) 

(3.52) 

(3.53) 

On vérifie que cette réponse est maximale pour t — tx. Les réponses impulsion
nelle et indicielle sont représentées respectivement aux figures 3.33 et 3.34. 

3.3.9. Réponse en fréquence de biportes (R,C) du second ordre 
Le biporte de la figure 3.25 a pour fonction de réponse en tension (§ 3.3.2): 

G1(P) =ab[(p +a)(p + b)] ~l a>b>0 (3.54) 
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Fig. 3.33 

t'bt-e(t) 

7 ( 0 

Fig. 3.34 

On vérifiera que le même biporte dans lequel on a permuté capacités et résistances 
a pour fonction de réponse: 

G2(P) = p2[(p+a) (p+b)}-1 (3.55) 

Le gain logarithmique défini au paragraphe 3.2.11 est obtenu en sommant la contri-
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\og\b\ 
... . >4̂  

"*^Ns 

log |a| log ω 

J - 2 0 dB/décade 

G1(P) = ab/(p + a)(p + b) -40 dB/décade 

Fig. 3.35 

bution de chaque binôme du dénominateur de G1 (généralisation de la relation 3.33): 

ûf(co) = A(O)-20 log [1 +(co/fl)2]1/2-201og[l +(ω/Ζ>)2]1/2 (3.56) 

et sa représentation en fonction de log ω est immédiate (fig. 3.35). 
Une procédure similaire permet d'obtenir le gain associé à la fonction G2 ; sa re

présentation est donnée à la figure 3.36. 

log |6 | l o g I α I log ω 

+ 20 dB/décade 

G2(p) = p2l{p+a){p + b) 

Fig. 3.36 

3.4. PROBLÈMES ASSOCIÉS AUX SOURCES DISCONTINUES 

3.4.1. Sources discontinues 
Dans l'analyse d'un circuit interviennent souvent des sources dont la grandeur est 

une fonction discontinue du temps. C'est là une idéalisation commode de certains sys
tèmes physiques. Il faut cependant prendre certaines précautions lorsque l'on remplace 
ces systèmes physiques par leurs modèles mathématiques faute de quoi on aboutit à 
des résultats mathématiques dont l'interprétation physique est douteuse. Les restric
tions introduites ci-après sur les connexions admissibles ne se situent donc pas au ni
veau de celles évoquées au paragraphe 1.2.3, qui ont pour but d'assurer la cohérence 
formelle de l'ensemble des résultats constituant la théorie des circuits, mais bien au 
niveau de celles qui assurent une adéquation convenable entre la physique et la mathé
matique. 

file:///og/b/
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On sait que dans un circuit autonome l'énergie emmagasinée dans les inductances 
et dans les capacités est fournie par les sources (cf § 1.3.13); si par conséquent on admet 
qu'une source physiquement réalisable ne peut à aucun moment fournir une puissance in
finie, l'énergie emmagasinée dans chaque élément ne peut pas subir de discontinuités: le 
courant dans chaque inductance et la charge sur chaque capacité sont des fonction con
tinues du temps (cf § 2.3.14). 

Par suite des lemmes de Kirchhoff, cette exigence physique entraîne les deux règles 
suivantes: 

• une source de courant située dans une coupe constituée à part elle exclusivement 
par des inductances doit être une fonction continue du temps (ex. fig. 3.37); 

• une source de tension située dans une maille constituée à part elle exclusive
ment par des capacités doit être une fonction continue du temps (ex. fig. 3.38). 

Fig. 3.37 

Fig. 3.38 

On remarquera que ces restrictions sont toujours satisfaites lorsque chaque source 
de courant est accompagnée d'une conductance interne parallèle (source réelle de cou
rant) et lorsque chaque source de tension est accompagnée d'une résistance interne sé
rie (source réelle de tension) (cf § 1.4.14). 

3.4.2. Réseaux avec interrupteurs 
Les phénomènes transitoires dans un réseau résultent généralement de l'ouverture 

ou de la fermeture d'un ou de plusieurs interrupteurs. 
On appelle interrupteur un dispositif qui permet d'établir un court-circuit entre 

deux noeuds d'un circuit ou encore de déconnecter une branche en introduisant un cir
cuit ouvert en série avec elle; ces modifications ont lieu en principe en un temps infini
ment court. 
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Comme le fonctionnement d'un interrupteur modifie la topologie d'un réseau, le 
système des lemmes de Kirchhoff est modifié et le théorème de Tellegen (§ 1.3.15) n'est 
plus applicable. Au point de vue de la théorie des circuits, la conservation de l'énergie 
n'est plus assurée et on aboutit dans certains cas à la situation inadmissible physiquement 
selon laquelle l'énergie présente dans un réseau change brusquement de valeur à la suite 
du fonctionnement d'un interrupteur. 

Fig. 3.39 

Ainsi dans le circuit de la figure 3.39 si on ouvre l'interrupteur à l'instant t = O, on 
a W(O " )=1 /2 Li2(O ") et W(O+) = O; dans celui de la figure 3.40, la fermeture de l'inter
rupteur annule brusquement l'énergie : W(0~) = 1/2 Cu2(0~), W(O+) = 0. 

IO 
> 

4 
Fig. 3.40 Fig. 3.41 

Considérons encore la figure 3.41; si avant la fermeture on a U1 = A, U2 = 0, on 
peut écrire dès la fermeture de l'interrupteur: 

U1 =ul(0~)-C~l ji(T)dT = A-q/C 
ο 

t 

U2 = U2(O') + C " 1 ji(T)dT = q/C 

et l'égalisation de ces tensions impose q = C A/2. Le circuit a atteint cet état en un temps 
infiniment court. L'énergie emmagasinée dans les capacités après fermeture vaut 

IV(O+) = C04/2)2 = 1/4 CA2 

alors qu'elle valait avant fermeture: 

W(0~) = 1/2 CA2 
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Dans chacun de ces exemples, il y a destruction instantanée d'une quantité finie 
d'énergie et il faut en conclure que l'idéalisation du dispositif est inadéquate: un inter
rupteur réel ne peut pas couper un courant fini en un temps infiniment court car il 
se produirait entre ses mâchoires un arc électrique dont l'effet serait de prolonger le 
passage du courant et éventuellement de détruire l'interrupteur; de même un interrup
teur réel ne peut pas décharger instantanément un condensateur. D'autre part, dans le 
circuit de la figure 3.41, l'insertion d'une résistance non nulle, si petite soit-elle, entre 
les deux capacités, lève l'inadéquation du modèle: on démontrera, à titre d'exercice, 
que l'énergie ayant disparu a été dissipée sur cette résistance. Comme ce résultat est va
lable quelle que soit la résistance, il l'est aussi à la limite. 

En fait un interrupteur que l'on ferme peut être assimilé à une source de tension 
discontinue imposant une annulation brusque de la différence de potentiel entre deux 
noeuds; un interrupteur que l'on ouvre peut être assimilé à une source de courant dis
continue imposant une annulation brusque du courant qui le traverse; on peut donc 
énoncer les deux règles suivantes qui découlent de celles données au paragraphe précé
dent : 

• on ne peut pas ouvrir un interrupteur situé dans une coupe constituée à part 
lui exclusivement par des inductances, sauf à l'instant précis où le courant qui 
le traverse s'annule (fig. 3.42 : S1); 

• on ne peut pas fermer un interrupteur situé dans une maille constituée à part 
lui exclusivement par des capacités, sauf à l'instant précis où la tension à ses 
bornes s'annule spontanément (fig. 3.42 : S2). 

Ri S2 \ L2 

e 
II 

L3 

Fig. 3.42 

Il est inutile d'insister sur les difficultés techniques que présente une synchronisa
tion parfaite du fonctionnement d'un interrupteur avec le passage spontané à zéro d'un 
courant ou d'une tension. 

3.5. CIRCUITS RÉSONANTS EN RÉGIME SINUSOÏDAL 

3.5.1. Circuit résonant série 
Le comportement en régime sinusoïdal des circuits résonants présente un grand 

intérêt en technique, ce qui justifie l'étude particulière qui va être faite. 
Le circuit résonant série (fig. 3.43) a pour impédance 

Z (/co) = R+J(G)L- 1/GJC) (3.57) 
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IO 

Fig. 3.43 

La fonction Χ(ω) est représentée à la figure 3.44; elle s'annule à la pulsation 
ωο — 1/ V ^ Q à laquelle le circuit résonant série se réduit à la résistance R. 

arctan L 

I 

O 

' W l jW=+oo 

-s 

/ R /?(ω) 

( ω 0 ) 

^ U = O 

Fig. 3.44 Fig. 3.45 

3.5.2. Définition 
La pulsation coQ = 1/ \J L C est appelée pulsation de résonance; pour une tension 

E constante, la puissance dissipée dans la résistance est maximale à la fréquence de ré
sonance^ = co0 /2π et elle vaut alors E2/R. 

3.5.3. Lieux complexes 
Le lieu complexe relatif à Z(Jω) est représenté à la figure 3.45, tandis que celui 

relatif à l'admittance Γ(/ω) est donné à la figure 3.46. 

il JB ( ω ) 

ω = O G (ω) 

Fig. 3.46 
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3.5.4. Définition 
La résistance R permet en fait de simuler les pertes par dissipation dans le bipôle; 

on admet provisoirement que ces pertes sont localisées exclusivement dans la bobine 
dont on définit le facteur de qualité QL par le rapport: 

QL = ωΙ/R (3.58) 

3.5.5. Courbes de résonance 
On posera ici 

soit 

Q0 = ω0Ζ,/Λ = R-WL/C = (W0CR)-' 

Le courant de régime vaut/ = Z'1 U, avec 

Ζ(/ω) = I Z | exp (/0) = R [1 + /β 0 (ω/ω 0 - ω0/ω)] 

\Z\ = Λ [ 1 + β 0 ( ω / ω ο - ω ο / ω ) 2 ] 1/2 

0 = tan _ 1 [βο(ω/ω0 — ω0/ω)] 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

1.0 

|///RI 

0.5 

/ / ! 
' /i 

/i 
— t — t 

I \ 

i \ 

T/1 
ι. 

/ 
/ y 

/ 

_x_ 
\ 

\ 

\ 

(2 = 0.5 

Q = 2 

Q= 10 

1 2 

Fig. 3.47 

ω/ω0 

La valeur du courant est maximale à la résonance et elle vaut | / r e s | = | U/R \. 
La figure 3.47 représente un faisceau de courbes de résonance qui illustrent le rapport 

-1/2 
|///resi = \RI/U\ = [\ + β ; ( ω / ω 0 - ω 0 / ω ) 2 ] (3.63) 

en fonction de la pulsation réduite ω/ω 0 pour quelques valeurs du facteur de qualité; 
la loi de la phase θ est donnée à la figure 3.48. 

3.5.6. Définition 
La variable sans dimension 

χ = ω/ω0 — CJ0 /ω (3.64) 

caractérise le désaccord du circuit résonant. 
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(2 = 2 

(2 = 0.5 

2 ω/ω0 

Fig. 3.48 

3.5.7. Propriétés des courbes de résonance 
La loi de la résonance (3.63) peut s'écrire en fonction du désaccord x: 

|///resl = [ l + ( Ô o * ) T 1 / 2 (3.65) 

Considérons deux valeurs opposées du désaccord: X1 < 0 et X2 = ~~X\ et dési
gnons par Co1 et co2 les pulsations correspondantes, on vérifie sans peine que l'on a 

'2 " ω ο OJ1 co2 = CO0 

C o 2 - C o 1 = Ar2CO0 

(3.66) 

(3.67) 

Tracée en fonction du désaccord, la courbe de résonance est symétrique; on ob
tient d'ailleurs une courbe universelle si l'on porte en abscisse le produit QQx (fig. 3.49). 

(l + fle*îr,/a 

3.5.8. Définitions 
On appelle bande passante d'un circuit résonant le domaine de fréquences à l'inté

rieur duquel la puissance dissipée dans la résistance vaut au moins la moitié de la puis-
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sance maximale E2/R ; aux frontières cj_ et CJ+ de la bande passante on a donc d'après 
( 3 . 6 5 ) , β 0 * ± = ± 1 . 

La bande passante relative est le rapport de la bande passante à la pulsation de 
résonance; d'après (3.67), la bande passante relative est égale à l'inverse du facteur de 
qualité: 

( ω + - ω . ) / ω 0 = XlQ0 
(3.68) 

La figure 3.50 illustre le lieu complexe du rapport///^ ; aux limites de la bande 
passante, le déphasage de /surEvaut ± π/4. 

ω = ω- ,χ = X-

ω = 0 /½" 

ω = ω + ; .ν = χ+ 

Fig. 3.50 

3.5.9. Commentaires 
On observera que pour de petites valeurs du désaccord (JC < 1), on a: 

χ = ( ω 2 — C J 0

2 H O J 0 C O ) - 1 = ( C J — CJ0 ) ω 0

_ 1 ( ΐ + CJ 0 /OJ) = 2AOJ/CJ 0 (3 .69) 

Le désaccord est sensiblement égal au double de l'écart relatif de fréquence par rapport 
à la fréquence de résonance. 

On remarquera aussi que la valeur du facteur de qualité conditionne la forme de 
la réponse propre d'un circuit résonant (cf § 3.3.3); cette réponse est oscillatoire amor
tie dès que Q0 est supérieur à 1/2. 

3.5.10. Simulation des pertes dans un circuit résonant 
On peut donner du facteur de qualité d'un élément réactif une définition plus gé

nérale en posant 

2π · valeur maximale de l énergie emmagasinée 
énergie dissipée par cycle 

ω · valeur maximale de l'énergie emmagasinée 
puissance moyenne dissipée 

(3.70) 

(3.71) 
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Fig. 3.51 

Pour un bipôle constitué par une inductance Ls en série avec une résistance Rs 

(fig. 3.51) la valeur maximale de l'énergie magnétique vaut LSIM/2 tandis que la puis
sance moyenne vaut Rs I2 = R51^/ 2 de sorte que la nouvelle définition conduit bien 
au rapport (3.58). 

En fait, les pertes dans un élément réactif sont dues à plusieurs phénomènes phy
siques et on sait que pour une bobine il faut accepter une variation de Rs avec la fréquen
ce; on constate d'ailleurs que ces pertes pourraient tout aussi bien être simulées par la 
présence d'une résistance parallèle 7?p, elle-même fonction de la fréquence (fig. 3.52). 

1 o-

l'o-

o 1^-

n < •— 

Fig. 3.52 Fig. 3.53 

La représentation parallèle d'une bobine utilise une inductance Lp dont la valeur 
peut différer de celle de Ls\ cependant si l'on exprime que pour une fréquence donnée, 
les représentations série et parallèle sont équivalentes, il vient: 

Lp = Ls{\ + MQl) 

Rp = Rs(I +Ql) 

(3.72) 

(3.73) 

et 

QL = GJLS/RS = RpIG>Lp (3.74) 

Lorsque Q > 10, on commet une erreur normalement négligeable si l'on pose: 

Lp — Ls ; Rp — Rs Ql (3.75) 

Les pertes dans un condensateur sont en général moins significatives que celles 
dans une bobine; on considère aussi les représentations parallèle et série (fig. 3.53 et 
3.54) dont l'équivalence conduit aux relations: 

et 

Cs = Cp(l + 1IQl) 

Rs = Rp(l+Q2CV1 

Qc = (ojRsCsy
l = G)RpCp 

(3.76) 

(3.77) 

(3.78) 
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C1 

Fig. 3.54 

i a 

-o ψ 

θ* G <L 

Fig. 3.55 

En général Qc> 10 et on peut écrire: 

Rs = RpIQl 

(3.79) 

(3.80) 

L'analyse du circuit résonant série réel faite à partir des représentations série de 
la bobine et du condensateur avec Rsl et Rs2 comme résistances de perte respectives; 
le facteur de qualité Q à utiliser pour l'usage des courbes de résonance est donné pour 
ω = ω 0 par 

1/βο = ( * „ + Λ „ ) / ( ω 0 Ζ , , ) 

= Λ „ / ( ω 0 Ι , ) + Ct0CsRs3 = UQL + \/Qc 
(3.81) 

3.5.11. Circuit résonant parallèle 
L'étude du circuit résonant parallèle (parfois appelé circuit bouchon ou antiréso

nant) se fait à partir des représentations parallèles des éléments réactifs (fig. 3.55); ses 
propriétés découlent par dualité de celles du circuit série: elles sont résumées au tableau 
3.56; la valeur de la tension à la résonance est notée UTes. 

La loi de la susceptance B (ω) s'identifie à celle de la réactance Χ{ω) du circuit 
série (fig. 3.45 et 3.46); à la fréquence de résonance un circuit résonant parallèle se ré
duit à la conductance parallèle. Les courbes de résonance (fig. 3.47, 3.48 et 3.49) doi
vent être interprétées comme fournissant le rapport I G U/I_ I = I U/UTes\; de même la 
courbe de phase représente la phase de la tension U par rapport au courant / de la source. 

En pratique, un circuit résonant parallèle est parfois raccordé à une source de ten
sion E de résistance interne R0 (fig. 3.57); or on sait que cette source est équivalente à 
une source de courant / — E · RQ1 en parallèle avec une conductance G0 = RQ1 

(chap. 1.7) : on se trouve ainsi ramené au schéma de la figure 3.58 dans lequel il vient 

G = G0 + GL + Gc (3.82) 

Le facteur de qualité du circuit global se trouve réduit par la présence de G0. 
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Tableau 3.56 

Circuit série Circuit parallèle 

Z = R + / ( ω ΐ - I/LJC) Y = G +/(wC-l/wi,) 

co0 = (LCy*!2 

x = ω/ω0— <JJ0/U) 

VQo = VQL + VQC 

Y = G(I +/C0JC) 

YUoJ0) = G 

Z = R(I +JQ0X) 

Z(JU0) = R 

\RI/U\= | / / / r e s | = [1 +Qlx*Y'l* \GU/I_\ = \U/UTes\ = [1+Q0

2X2V1I2 

Ίο 

θ 

M G L 

Γ 

Fig. 3.57 

4 o- •é * 

Fig. 3.58 

3.5.12. Commentaire 
Un circuit résonant peut être considéré comme un filtre élémentaire qui favorise 

la transmission d'un signal sinusoïdal à la fréquence d'accord (circuit série) ou au con
traire qui le bloque (circuit parallèle). En effet, dans le premier cas, l'impédance passe 
par un minimum et, dans le second cas, elle passe par un maximum. 

3.5.13. Circuits résonants série couplés 
La figure 3.59 représente deux circuits résonants série identiques couplés par in

duction; l'un des circuits est raccordé à une source de tension sinusoïdale E qui délivre 
un courant Z1 et l'autre est parcouru par un courant J_2

: o n se propose de calculer la 
fonction de réponse suivante: 

G (/ω)= RI2IE (3.83) 
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Fig. 3.59 

Si k désigne le coefficient de couplage de l'inductance mutuelle (§ 1.4.11) on 
peut écrire les équations: 

E = [R+j(coL- 1/coC)]/, +JCOkLI2 

0 = JCJkLI1 + [R + / ( ω ΐ - \/CJC)]I2 

Posons encore, comme plus haut 

CJ0 = ( L C ) _1/2 Q0 = OJ0LfR χ = ω/ω0 — ω0/ω 

L'élimination de Ix entre (3.84) et (3.85) fournit le résultat suivant: 

(3.84) 

(3.85) 

G(jco) = ^ 
E 

-j (ω/CU0)JCQ0 

(1 + / G o * ) 2 + ^ 2 O O 2 M G J 0 ) 2 
(3.86) 

On s'intéresse particulièrement au module de cette fonction dans le voisinage de 
la fréquence d'accord des circuits isolés; on va donc travailler sur une approximation 
de (3.86) qui consiste à poser ω/ω0 = 1, et il vient: 

I G I 2 -
k Q0 

(1 - 2 o 2 * 2 + * 2 2 o 2 ) 2 + 4 ô o * 2 
(3.87) 

Si l'on annule la dérivée du dénominateur par rapport à x, on trouve les extréma 
de la fonction de réponse pour 

x = 0 

χ = k2 i/Ql 
(3.88) 

Le comportement de la réponse en fréquence dans le voisinage de ω0(χ = 0) dé
pend de la valeur du coefficient de couplage (fig. 3.60); en pratique, celui-ci est toujours 
petit vis-à-vis de 1 : 

• pour k < \/QQ, la réponse des circuits couplés présente un maximum unique à 
la fréquence de résonance des circuits isolés; 

• pour k > \/QQ, il y a deux maxima égaux à 1/2, situés symétriquement par rapport 
à CO0 et d'autant plus éloignés l'un de l'autre que le couplage est plus important. 

La bande passante définie au paragraphe 3.5.8 correspond à l'intervalle de fréquen-



104 THEORIE DES RESEAUX DE KIRCHHOFF 

Ic1Q0Kl +k]Q2
0) 

RI2IE \ 

*i < UQ0 

UQ0Kk2 <k3 

Fig. 3.60 

ces dans lequel le module de la fonction de réponse est supérieur à sa valeur maximale 
divisée par \]2 (fîg. 3.49); pour des circuits couplés, cette bande passante peut être ma
ximalisée par un choix judicieux du coefficient de couplage. 

Si l'on pose ξ = kQ0, il vient d'après (3.87) 

IG(O)I = ξ ( 1 + ξ 2 ) _ 1 

IGmaxI = 1/2; ξ > 1 

(3.89) 

(3.90) 

La valeur du couplage pour lequel I G(O) I = | G m a x | / yjl correspond à 
ξ = 1 + \JÏ\ d'autre part on vérifie sans peine que I GI reprend cette même valeur pour 
Q0X± = ±2(1 + V2)1/2 = ± 3,1075 (fig. 3.61); on en déduit la valeur de la bande 
passante relative: 

Δω/ωη 1/2 ( * + - χ _ ) = * + = 3, 1 0 15/Q0 
(3.91) 

qui est à comparer avec l'expression 1/β0 valable pour un circuit résonant isolé. 

Q0X Q0X+ QoX 

kc=(\ +Vl)IQ0 

Fig. 3.61 

3.5.14. Circuits résonants parallèles couplés 
La figure 3.62 représente deux circuits résonants parallèles couplés par induction 

mutuelle, dont l'un est raccordé à une source de courant / ; on vérifiera à titre d'exer-
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Fig. 3.62 

cice que les résultats du paragraphe qui précède restent valables si l'on considère comme 
fonction de réponse le rapport 

G(Jω) = U2IRI1 
(3.92) 

3.5.15. Circuits résonants couplés par capacité 
Le couplage entre circuits résonants peut être conçu de diverses façons; à titre 

d'exemple, considérons le circuit série de la figure 3.59 redessiné à la figure 3.63 après 
remplacement de l'inductance mutuelle par un schéma équivalent; si l'on transforme 
ce circuit par dualité (cf § 1.2.13) on obtient deux circuits parallèles couplés par capa
cité (fig. 3.64); la fonction de réponse G = U2 /(R i_f) de ce réseau jouit de propriétés 
en tout point identiques à celles développées au paragraphe 3.5.13. 

Io kl 

Fig. 3.63 

kCx 

C 1 A i -k) 

C 1 A i -k) 
LxJ Gx 

Fig. 3.64 
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3.6. EXERCICES 

3.6.1. Dans le réseau 3.65, on suppose que la valeur efficace de la source de tension est 
constante (1 V), mais que/e (O, °°); on demande la tension de régime aux bornes de la 
résistance de 20kŒ pour les diverses valeurs de la fréquence. 

ImH 

1000Ω 

Fig. 3.65 

3.6.2. Tracer le lieu complexe associé à l'impédance du bipôle de la figure 3.66 lorsque 
/ e ( 0 , o o ) . 

1OmH 

2m H 

Fig. 3.66 

3.6.3. Dans le circuit 3.67, on demande l'évolution de la tension aux bornes de la capa
cité si l'interrupteur S est ouvert brusquement à l'instant t = O. 

1 O— 

O 

Γ Ο 

Η 

H 

__r T V Ύ Λ , 

0,5nF ZZ 

1 

> 1 

> 1 

40Ω 0,1H 

A = 10V 1OnF 

Fig. 3.67 

3.6.4. Le bipôle 3.68, dans lequel la capacité n'est pas chargée, est connecté en t = 0 à 
une source de tension sinusoïdale redressée; on demande la loi d'établissement de la ten
sion u aux bornes de la résistance de 10ki2. 
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100Ω 

O 10/uF ; 

Ji e(t) 

120V 

T= 20ms 

mr 
T 2T 

Fig. 3.68 

3.6.5. Un bipôle constitué par trois éléments/?, L et C connectés en série avec une sour
ce de tension se trouve en régime sinusoïdal permanent (V5 = 200 V, 50 Hz,R = 50 Ω, 
L = X H, C = 20 μ F). Un court-circuit se produit brusquement aux bornes de la capa
cité à l'instant précis où sa tension passe par un maximum. On demande la loi du courant 
après court-circuit. 

3.6.6. On demande la réponse u(t) du quadripôle 3.69 au signal e(t). 

0,1 ΜΩ OJ ΜΩ 

) 
1OnI 

1 > — 

l On 

{ 

F = 

( 

F *J 

II 

i O 

I 

(J 

! e(t) 

/ 

T 

/ 
2 

= 20ms 

/ 
T 3 

/ ^ 
T t 

Fig. 3.69 

3.6.7. Dans le réseau 3.70, l'interrupteur S fonctionne à partir de t = 0. On demande 
l'évolution de la tension aux bornes de chaque capacité. (S=O : interrupteur ouvert; 
S = 1 : interrupteur fermé). 

e = 20V Io 

40ΚΩ s ^ » 

1OnF: 
i 

1 

0 

1 

T / 

T 

T 

= 100) 

= 1ms 

JS 

/ 

Fig. 3.70 

3.6.8. Etudier la réponse en fréquence avec représentation du gain logarithmique du 
quadripôle de la figure 3.71. 
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1 O • 

1'O 

1OK 

100K 

J l 

InF 
100K 

-if- ο C 

ο 2 

O 2' 

Fig. 3.71 

3.6.9. La capacité parasite d'une bobine est assimilée en première approximation à une 
capacité concentrée Cp en parallèle sur l'inductance L; on néglige la résistance de pertes 
R. A l'aide d'une capacité externe C1 connectée en parallèle sur la bobine, on réalise 
l'accord sur le fondamental d'un signal périodique (imaginer un circuit d'essai); on ob
tient ensuite l'accord sur l'harmonique 3 de ce même signal avec une capacité C3 ; sa
chant que Ci = 215 JUF, C3 = 15 ̂ F, trouver la valeur de Cp. 

3.6.10 Etudier la réponse indicielle des circuits résonants couplés (fig. 3.59 ou 3.62) en 
fonction du facteur de couplage. 



CHAPITRE 4 

MISE EN EQUATION DES RÉSEAUX 

4.1. CONCEPTS FONDAMENTAUX DE LA THÉORIE DES GRAPHES 

4.1.1. Définitions 
Soit G un graphe fini orienté et connexe (§ 1.2.4) comportant b branches et η 

noeuds (fig. 4.1). 
On appelle arbre tout sous-graphe connexe qui contient tous les noeuds de G 

mais ne contient aucune maille (ex.: e, f, g, h). 

η = 5 b = ρ = \ ρ = 4 μ = 4 

Fig. 4.1 

Dans un graphe qui comporte ρ parties connexes, un arbre complet résulte de la 
réunion de ρ arbres partiels (ex.: fig. 4.2; d, e, f, g, h). 

2 / 3 6 

η = Ί b = 8 ρ= 2 p = 5 μ = 3 

Fig. 4.2 

Les branches pendantes d'un arbre sont celles dont une extrémité n'est connectée 
à aucune autre branche de l'arbre. 

Un co-arbre est le sous-graphe complémentaire d'un arbre; ses branches sont appe
lées chaînons (ex.: a, b, c, d à la fig. 4.1). 
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4.1.2. Propriétés 
On considère en général le cas d'un graphe connexe (p = 1); les propriétés et les 

théorèmes qui vont suivre sont étendus sans peine à un graphe quelconque. 
Il existe dans un arbre un parcours et un seul entre toute paire de noeuds. 
Un arbre possède (n — 1) branches; il peut en effet être construit branche par bran

che: la première branche contient deux noeuds et toute nouvelle branche permet d'at
teindre un nouveau noeud; le même noeud est donc atteint par la (n - l)e branche, et 
toute branche supplémentaire créerait une maille. 

Un arbre contient au moins deux branches pendantes; en effet, le nombre de 
noeuds étant fini, l'ensemble des parcours dans l'arbre est lui aussi fini; par conséquent, 
un au moins des parcours contient un nombre maximal de branches et ses branches ter
minales sont nécessairement pendantes. 

4.1.3. Définitions. Rang et nullité d'un graphe 
Le rang d'un graphe (p) est égal au nombre de branches dans un arbre: 

p =n-l (4.1) 

La nullité d'un graphe (μ) est égale au nombre de chaînons: 

μ = b - n + 1 (4.2) 

La généralisation à un graphe non connexe comprenant p parties connexes est 
immédiate: on a respectivement p = n-pQi^ = b-n-\rp. 

4.1.4. Structure d'une coupe 
Si dans l'ensemble des noeuds d'un graphe on effectue une partition qui permet 

de définir deux sous-graphes connexes mais disjoints (ex.: fig. 4.3: Ga et Gb),\es bran
ches qui possèdent une extrémité dans chaque sous-graphe constituent une coupe (ex.: 
K g, f, Oî c e c i résulte de la définition d'une coupe (§ 1.2.4). 

Une orientation est attribuée à chaque coupe (par exemple de Gb vers Ga). 

Fig. 4.3 
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4.1.5. Définition 
L'ensemble des branches incidentes en chaque noeud constitue une coupe appelée 

coupe nodale. 

4.1.6. Théorèmes 
Une coupe quelconque contient au moins une branche de chaque arbre; il doit en 

effet exister dans tout arbre un parcours entre un sommet de Ga et un sommet de Gb 

(fig. 4.3) et ce parcours emprunte une branche de la coupe. 
Une coupe contient un nombre pair de branches de chaque maille; en effet, si une 

maille contient des sommets de Ga et de Gb, elle doit contenir un nombre pair de bran
ches de la coupe; ce nombre est nul lorsque la maille ne contient que des sommets de 
Ga ou des sommets de Gb. 

4.2. MATRICES ASSOCIÉES À UN GRAPHE 

4.2.1. Matrice d'incidence 
Un graphe peut être décrit par une matrice Aa = (a^) appelée matrice d'incidence 

dont chaque colonne correspond à une branche et chaque ligne à un noeud si l'on pose: 

• αη = + 1 si la branche / est incidente au noeud i et est orientée vers lui 
• atj = — 1 si la branche / est incidente au noeud i et s'éloigne de lui 
• αη = 0 si le noeud i n'est pas une extrémité de la branche/. 

La matrice d'incidence du graphe G (fig. 4.1) s'écrit 

i„ = 

1 

2I 
Ί 4 I 
5 

a 

/ -

f ° 
+ 1 

1 ° 
\ ο 

b 

0 

+ 1 

- 1 

0 

0 0 +1 +1 

4.2.2. Théorème 
Le rang de la matrice d'incidence est égal au rang du graphe. 
Chaque colonne de Aa contient exactement deux éléments différents de zéro 

( — 1 et + 1); la somme des n lignes est donc identiquement nulle et le rang ne peut 
excéder (n — l). 

Par un nombre fini de permutations, on peut faire en sorte que la sous-matrice S 
des (n - 1 ) premières colonnes se rapporte à des branches qui constituent un arbre T : 
on va démontrer que l'on peut en extraire un déterminant Δ non nul d'ordre (/2 — 1). 
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w - 1 b-n + 1 

Fig. 4.4 

L'arbre T comporte au moins deux branches pendantes notées r et s dont les ex
trémités sont ρ et σ (fig.4.4); or les lignes de S qui correspondent aux noeuds extré
mités de branches pendantes, soit en particulier les lignes ρ et σ, ne comportent qu'un 
seul élément non nul : par conséquent, après suppression de la ligne ρ par exemple, le 
déterminant Δ des (n — 1) premières colonnes est égal en module au mineur Δ(σ, s) du 
seul élément α(σ, s) non nul de la ligne o. Ce mineur Δ(σ, s), qui est d'ordre (n — 2), cor
respond à l'arbre Γ privé de la branche s et puisque celle-ci était pendante, il correspond 
à un arbre T'à(n — 2) branches,dont une au moins en plus de r est pendante; soit s' 
cette branche et o' son extrémité. 

La ligne o' de Δ(σ, s) ne comporte qu'un seul élément non nul : α(σ', s'); par con
séquent Δ(σ, s) est égal en module à son mineur. On a donc jusqu'à présent 

| Δ | = |Δ(σ,ΟΙ = |Δ(σσ',Μ')| 

Ce dernier mineur est associé à l'arbre T' privé de la branche pendante s', c'est-
à-dire à un arbre T" à (n - 3) branches. Il est clair que le processus de dépouillement de 
l'arbre initial T par suppressions successives de branches pendantes conduit à considérer 
des mineurs d'ordres de plus en plus petits : le dernier mineur est un élément unique 
a(e, r) qui vaut + 1 ou — 1, ce qui démontre le théorème. 

4.2.3. Corollaire 
Toute sous-matrice S d'ordre (n - 1) extraite de la matrice d'incidence et dont les 

colonnes correspondent aux branches d'un arbre Test régulière. 
Soit Δ α le déterminant de la sous-matrice S dans laquelle on a supprimé la ligne a; 

d'après le théorème qui précède, si a est le noeud extrémité d'une branche pendante de 
T, alors I Aa I = 1. Si tel n'est pas le cas, soit β le noeud extrémité d'une des branches 
pendantes de T9 on a I Δ^ I = 1 et on va montrer que I Δ α I = I Δ^ I. 

Chaque ligne de la matrice d'incidence Aa est égale à la somme de toutes les autres 
changée de signe : on ne change donc pas I Δ^ I si à la ligne a on substitue la somme des 
(n — 1) autres; on peut donc dire que Δ^ est égal à la somme de (n — 1) déterminants 
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dont (n — 2) sont nuls comme ayant deux lignes identiques et dont le (n — l ) e est préci
sément égal à Aa au changement de signe près qui résulte de la permutation des lignes 
aet |3. 

4.2.4. Définitions 
La matrice Aa d'un graphe connexe privée d'une ligne quelconque est appelée 

matrice d'incidence réduite A ; celle-ci est de rang n - 1. 
Le noeud associé à la ligne supprimée est appelé noeud de référence', il joue un 

rôle privilégié en ce sens qu'il constitue la terre (la masse) du réseau étudié (cf § 1.1.2). 

4.2.5. Cas d'un graphe non connexe 
La matrice d'incidence réduite d'un graphe non connexe résulte de la suppression 

dans^ a de ρ lignes associées à des noeuds choisis dans ρ parties connexes distinctes; ces 
ρ noeuds peuvent être amenés en coïncidence pour former le noeud de référence. 

4.2.6. Matrice de mailles 
Tout ensemble de mailles dans un graphe peut être décrit par une matrice 

B = (bij), appelée matrice de mailles dont chaque colonne est associée à une branche 
et chaque ligne à une maille supposée orientée; on pose 

si la branche / appartient à la maille i et si leurs orientations coïncident; 
si la branche / appartient à la maille i et si leurs orientations sont 
opposées; 
si la branche / n'appartient pas à la maille i. 

Un exemple est donné à la figure 4.5. 

7 

a b c d e f g 

+ 1 0 + 1 + 1 0 - 1 0 

o - i o - i - i ο -i 

+ 1 -ι +1 ο -i -i -i 

Fig. 4.5 

4.2.7. Théorème 
Toute matrice de mailles est orthogonale à la matrice d'incidence 

AaB' = BA'a = 0 (4.3) 

où ' note la transposition. 

• b i j = - l 

• bif=0 
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En effet, l'élément c,y de la matrice AaB' vaut 

b 

dj = Σ aikbjk 

k = i 

et il est associé au noeud i et à la maille/; si cette dernière ne contient pas le noeud i, 
on aa ik = O, Vfc et donc ctj = O; si elle contient le noeud i, le développement de Cy ne 
comporte que deux termes non nuls dont la somme est nécessairement nulle. En effet, 
ces deux termes correspondent aux branches notéesr et s de la maille/ et incidentes au 
noeud i; si r et s ont même orientation, celle-ci coïncide avec celle de la maille ou bien 
lui est opposée : dans chaque cas brj- et bSJ- sont de même signe, tandis que air et tfZiS sont 
nécessairement de signes opposés; d'autre part, si les deux branches ont des orientations 
opposées, air et Uf8 sont de même signe alors que brj- et bSJ- sont de signes opposés. 

4.2.8. Définition 
Des mailles sont dites indépendantes lorsque les lignes de la matrice B qui leur 

sont associées sont elles-mêmes linéairement indépendantes; il est impossible de recons
tituer l'une quelconque d'entre elles par une combinaison linéaire à coefficients non nuls 
des autres. 

4.2.9. Corollaire 
Le nombre maximal de mailles indépendantes est égal à la nullité du graphe. 
En effet, d'après le théorème de Sylvester [5], lorsque le produit de deux matri

ces P d'ordre m X η et Q d'ordre η X q est identiquement nul, la somme de leurs rangs 
est au plus égale à n\ par conséquent, si r désigne le rang d'une matrice de mailles, il 
résulte de (4.3) que l'on a 

p + r < b 

soit 

r < b —n + 1 = μ 

Il reste à prouver l'existence d'un ensemble d'au moins μ mailles indépendantes. 
Soit Γ un arbre du graphe G; la réunion d'un chaînon quelconque et du parcours unique 
dans Tentre ses extrémités constitue une maille de G; comme chaque maille ainsi défi
nie comprend un seul chaînon, on peut engendrer autant de mailles distinctes qu'il y a 
de chaînons, soit μ = b - η + 1. 

4.2.10. Définition 
On vient de montrer comment la connaissance d'un arbre T permet de définir 

un ensemble de μ mailles indépendantes; un tel ensemble est appelé ensemble fonda
mental de mailles par rapport à Varbre T. 
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4.2.11. Matrice associée à un ensemble fondamental de mailles 
Si l'on convient de numéroter les chaînons de 1 à μ et si l'orientation de chaque 

maille coïncide avec celle du chaînon qui l'a engendrée, la matrice des mailles prend la 
forme particulière : 

Bf=(I^F) (4.4) 

où 1μ représente la matrice unité d'ordre μ. Avec ces conventions, on écrira la matrice 
d'incidence réduite sous la forme 

A = (Aco,ATR) (4.5) 

les indices CO et 77? se rapportant respectivement aux chaînons et aux branches de T. 
A titre d'exemple, la matrice Bf qui correspond à l'arbre (e,/,g, /z) du graphe G 

(fig. 4.1) vaut : 

Bf 

a 

+ 1 

0 

0 

0 

b 

0 

4-1 

0 

0 

c 

0 

0 

+ 1 

0 

d 

0 

0 

0 

+ 1 

e 

+ 1 

-1 

0 

- 1 

f 

- 1 

+ 1 

+ 1 

+ 1 

g 

-1 

0 

0 

0 

h 

0 

0 

- 1 

- 1 

La matrice Bf peut être obtenue à partir de la matrice d'incidence réduite; la condi
tion d'orthogonalité s'écrit en effet : 

ou 

Aco +FATR = 0 

La sous-matrice ATR correspond à un arbre; elle est donc régulière (§ 4.2.3) et on 
peut tirer F : 

P = ~ACOATR 

et enfin 

Bf = (\μ,-Λ^0Λτ~κ) (4.6) 

4.2.12. Définition 
Un graphe est dit planaire lorsqu'il est possible de le représenter sur un plan 

de telle façon que les branches n'aient d'autres points communs que des noeuds. 
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4.2.13. Ensemble de mailles indépendantes associées aux fenêtres d'un graphe planaire 
Lorsqu'un graphe planaire est représenté comme indiqué en 4.2.12, chaque por

tion du plan délimitée par des branches est appelée fenêtre du graphe. 
L'ensemble des mailles définies par les fenêtres d'un graphe planaire constitue un 

système indépendant. En effet, une combinaison quelconque de fenêtres fournit soit 
une maille qui entoure une ou plusieurs fenêtres, soit un ensemble disjoint de fenêtres 
et de telles mailles. Or, si l'on ne peut reconstituer une fenêtre en combinant un nombre 
quelconque de fenêtres, cela signifie que les fenêtres sont indépendantes. 

Fig. 4.6 

Un exemple de graphe planaire est donné à la figure 4.6; on remarquera qu'il est 
impossible, pour cet exemple particulier, d'associer un arbre aux mailles définies par les 
fenêtres. Ceci souligne que tout ensemble de μ mailles indépendantes n'est pas nécessai
rement un ensemble fondamental par rapport à un arbre. 

4.2.14. Matrice de coupes 
Tout ensemble de coupes dans un graphe peut être décrit par une matrice 

Q = (.Q if) appelée matrice de coupes, dont chaque colonne correspond à une branche et 
chaque ligne à une coupe supposée orientée; on pose : 

• Qif = + 1 si la branche / appartient à la coupe i et si leurs orientations 
coïncident 

• qtj = - 1 si la branche/ appartient à la coupe / et si leurs orientations 
sont opposées 

• qij = O si la branche / n'appartient pas à la coupe i. 

On observera que la matrice d'incidence est une matrice de coupes particulière : 
chacune de ses lignes correspond à une coupe nodale. 

4.2.15. Théorème 
Le rang de toute matrice de coupes est au plus égal à celui de la matrice d'incidence. 

On a montré au paragraphe 4.1.4 que toute coupe correspond à une partition des 
noeuds du graphe; or, on peut observer sur l'exemple de la figure 4.3 que la ligne de Q 
associée à la coupe (h,g,f, i) est égale à la somme des lignes de la matrice d'incidence as
sociées aux noeuds (1, 3,4, 5) du sous-graphe Ga; par conséquent, on peut dire que tou
te coupe est une combinaison linéaire de coupes nodales, et le rang de Q ne peut donc 
excéder celui de A. 
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4.2.16. Corollaire 
Toute matrice de coupes peut s'écrire sous la forme 

Q = HA (4.7) 

où H est une matrice carrée d'ordre (p X p) et dont les éléments sont égaux à + 1, 
- 1 ou 0. Si H est régulière, elle définit un ensemble de p coupes indépendantes. 

4.2.17. Corollaire 
Toute matrice de coupes est orthogonale à toute matrice de mailles : 

QB' = BQ' = 0 (4.8) 

Ceci résulte du théorème 4.2.7 et du corollaire 4.2.16. 

4.2.18. Définition 
Toute branche d'un arbre T définit une partition des noeuds de G susceptible 

d'engendrer une coupe (cf § 4.1.4) qui comprend cette branche et un certain nombre 
de chaînons. 

L'ensemble des p coupes engendrées par les branches de T est appelé ensemble 
fondamental de coupes par rapport à T. 

4.2.19. Matrice associée à un ensemble fondamental de coupes 
Si l'on convient de numéroter les branches de T de μ + 1 à b et si l'orientation de 

chaque coupe coïncide avec celle de la branche d'arbre qui l'a engendrée, la matrice de 
coupes prend la forme particulière : 

Qf = (QcoAp) (4.9) 

où \p représente la matrice unité d'ordre p. 
A titre d'exemple la matrice Q qui correspond à l'arbre (e,f,g, h) du graphe G 

(fig. 4.1) vaut : 

- 1 + 1 0 + 1 + 1 0 0 0 

+ 1 - 1 - 1 - 1 0 + 1 0 0 

+ 1 0 0 0 0 0 + 1 0 

0 0 + 1 + 1 0 0 0 + 1 

Qr = 

En vertu du corollaire 4.2.17 et de (4.4), il vient 

( β ο ο , ΐ ρ ) ^ = 0 
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soit 

Qco = ~F' = ATRACO 

et enfin : 

Qf = (-K Ip) (4.10) 

4.3. ÉQUATIONS DES RÉSEAUX 

4.3.1. Structure du graphe associé à un réseau 
Les branches du graphe G associé à un réseau R peuvent être définies de diverses 

façons; on peut par exemple faire correspondre une (deux) branche (s) de G à chaque bi
pôle (quadripôle) de R: cette convention est adoptée dans la section 4.6, mais elle con
duit à un graphe trop complexe pour l'exploitation des méthodes plus classiques déve
loppées dans les sections 4.4 et 4.5. Notre but est d'obtenir un système d'équations avec 
un nombre d'inconnues aussi faible que possible. 

Dans la section 4.4, une branche de G correspondra à un bipôle constitué par plu
sieurs bipôles passifs connectés en série (fig. 4.7); dans la section 4.5, ce bipôle sera cons
titué par des éléments passifs connectés en parallèle (fig. 4.8). On associera aussi dans 
chaque cas une branche à chaque accès d'un transformateur idéal ou d'un gyrateur. 

Quelle que soit la convention choisie, les sources seront toujours incorporées dans 
une branche avec un ou des éléments passifs; en effet, outre qu'une source isolée ne cor
responde pas à une situation saine du point de vue physique (cf § 1.4.14), il est toujours 

Fig. 4.7 
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Fig. 4.8 

Fig. 4.9 

possible de procéder à une transformation du réseau donné lorsque la résistance interne 
d'une source de tension ou la conductance interne d'une source de courant sont négli
geables. Ces transformations sont illustrées par les figures 4.9 et 4.10, et on vérifie sans 
difficulté qu'elles sont compatibles avec les lemmes de Kirchhoff. 

4.3.2. Expression matricielle des lemmes de Kirchhoff 
L'orientation des branches du graphe correspond au sens positif choisi pour les 

courants; les tensions sont repérées comme indiqué à la figure 4.11. 

(*) a 
Ch-

β 
-O 

Uk 

Fig. 4.11 

Les courants et les tensions de branches en valeurs instantanées constituent res
pectivement les composantes des vecteurs suivants : 

i = ( /1, /2, . . . ,¾) ' 
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La somme algébrique des courants dans un ensemble de branches incidentes au 
même noeud est nulle; si on applique cette loi à tous les noeuds de R, on obtient la re
lation matricielle suivante : 

AJ = O (4.11) 

En effet le produit termes à termes des éléments de la ligne k de Aa par les com
posantes de i est égal à la somme algébrique des courants incidents au noeud k. Le sys
tème (4.11) fournit un nombre d'équations indépendantes égal au rang de la matrice 
d'incidence, soit ρ = η — ρ; on utilisera donc en fait la matrice d'incidence réduite 
pour l'expression des lemmes de première espèce : 

Ai = 0 (4.12) 

D'une façon plus générale, la somme algébrique des courants dans un ensemble de 
branches constituant une coupe est nulle; ce qui, appliqué à un ensemble quelconque de 
coupes, s'exprime par l'équation : 

Qi=O (4.13) 

Lorsque la matrice de coupes Q est relative à un système fondamental de coupes par 
rapport à un arbre T1 il vient, avec les conventions du paragraphe 4.2.19 

Qf i = (-K\P)( I (4.14) 
yTR J 

équation dans laquelle des sous-vecteurs ÎCQ et ÎTR sont associés respectivement aux 
courants dans les chaînons et aux courants dans les branches de l'arbre. De (4.14) on 
déduit : 

ÎTR = F' ' ico (4-15) 

Les courants dans les branches de T sont des combinaisons linéaires des courants dans 
les chaînons. 

La somme algébrique des tensions aux bornes d'un ensemble de branches cons
tituant une maille est nulle; appliquée à un ensemble quelconque de mailles cette loi 
s'exprime par l'équation : 

Bu = O (4.16) 

En effet, le produit termes à termes des éléments de la ligne k de la matrice B par 
les composantes de u est égal à la somme algébrique des tensions aux bornes des bran
ches de la maille k. Le système (4.16) fournit un nombre d'équations indépendantes 
égal au rang de la matrice des mailles, soit μ = b -η + p. 

Lorsque la matrice B est relative au système fondamental de mailles par rapport 
à Γ il vient, toujours avec les conventions du paragraphe 4.2.11 : 

(uco\ 
(1 μ , /0 = 0 (4.17) 

\ uTR] 
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équation dans laquelle les sous-vecteurs uco et uTR sont associés respectivement aux 
tensions aux bornes des chaînons et aux tensions aux bornes des branches de T. De 
(4.17) on déduit : 

"co = ~F * UTR (4 ·1 8) 

Les tensions aux bornes des chaînons sont des combinaisons linéaires des tensions 
aux bornes des branches de l'arbre. 

4.3.3. Méthodes d'analyse des réseaux 
L'analyse d'un réseau contenant des bipôles passifs et des sources consiste en la 

détermination de b tensions de branches et de b courants de branches; ces 2b inconnues 
sont liées par : 

• les lemmes de Kirchhoff de 1ère espèce : 

Ai = O ou Qi=O (p équations indépendantes) 

• les lemmes de Kirchhoff de 2ème espèce : 

Bu = O (μ équations indépendantes) 

• les équations des branches explicitées plus loin : b équations indépendantes. 

Ces trois systèmes d'équations sont indépendants entre eux et on dispose, grâce à 
l'utilisation de la transformation de Laplace, de ρ + μ 4- b = 2b équations algébriques, 
linéaires et indépendantes en les 2b inconnues : celles-ci peuvent être obtenues par une 
des méthodes classiques de résolution des systèmes linéaires. 

En pratique cependant, lorsque le nombre de branches est élevé, la complexité du 
calcul est telle qu'il est opportun de réduire autant que possible l'ordre du système à ré
soudre tout en introduisant une systématisation dans la mise en équations; ces remar
ques restent valables lorsque le calcul est effectué sur ordinateur, car le temps de calcul 
nécessaire à la résolution d'un système algébrique linéaire est pratiquement proportion
nel au cube du nombre d'inconnues. 

Les méthodes qui seront exposées consistent à calculer en premier lieu soit un 
ensemble de μ courants indépendants (sect. 4.4), soit un ensemble de ρ potentiels in
dépendants (sect. 4.5); toutes les autres grandeurs du réseau sont déduites par la sui
te sans difficultés. Les deux paragraphes qui viennent sont consacrés à l'étude de tels 
ensembles de courants indépendants (cf § 4.3.4) et de potentiels indépendants (cf § 
4.3.5). Quant à la section 4.6, elle est consacrée à l'exposé d'une méthode spéciale de 
mise en équation qui utilise la notion de variable d'état. 

4.3.4. Courants de mailles 
La relation (4.15) permet d'exprimer le vecteur i en fonction du sous-vecteur des 

courants de chaînons : 
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Fig. 4.12 

On peut supposer que le courant dans un chaînon circule en fait dans la maille 
définie par ce dernier (fig. 4.12); un tel courant est appelé courant de maille. Au sous-
vecteur ico correspond donc un système de μ courants de mailles indépendantes, et 
dont la spécification impose, d'après (4.19) la répartition totale des courants dans le 
réseau. Si on tient compte de (4.4), il vient : 

V 
F' 

ico = Bf ico (4-20) 

Pour être tout à fait général il faut cependant remarquer qu'il peut exister des 
ensembles de μ mailles indépendantes qu'il soit impossible d'engendrer à partir d'un 
co-arbre (cf § 4.2.13); les b courants de branches peuvent dans ce cas encore être ex
primés en fonction de μ courants de mailles par la relation 

i = B'im (4.21) 

où im est le vecteur des courants de mailles. 
Cette dernière relation généralise (4.20); elle résulte simplement du fait que le 

courant dans une branche quelconque k peut être obtenu par superposition des cou
rants qui circulent dans toutes les mailles contenant la branche k : 

β 

ik = Σ Kkima (* = 1,2,...,6) (4.22) 

4.3.5. Tensions de branches et potentiels des noeuds 
Sauf convention spéciale, le sommet η est celui qui correspond à la ligne qui a été 

supprimée dans la matrice Aa pour constituer la matrice d'incidence réduite A (cf § 
4.2.4); il est utilisé comme référence pour la définition des potentiels des autres som
mets du réseau; ces derniers potentiels constituent les composantes du vecteur ν : 

ν = ( V i , V 2 , . . , ^ n - I ) ' ( 4 · 2 3 ) 
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Les tensions de branches dépendent des potentiels des noeuds par la relation : 

u = -A'ν (4.24) 

dont il est aisé de vérifier la validité (fig. 4.11). 

4.4. MÉTHODE DES COURANTS INDÉPENDANTS 

4.4.1. Branches avec sources de tension indépendantes 
Les réseaux que l'on se propose d'analyser peuvent contenir des résistances, des 

capacités, des inductances propres et des inductances mutuelles, des sources indépen
dantes de tension et de courant; la structure d'une branche quelconque est choisie en 
conformité avec les remarques faites au paragraphe 4.3.1; elle est illustrée à la figure 
4.13 sous la forme la plus générale. On exclut les circuits comportant des mailles de 
capacités et une source de tension discontinue ainsi que des coupes d'inductances et 
de sources de courants discontinues (cf § 3.4.1). 

« ο » Γ J 

Fig. 4.13 

La tension aux bornes de la branche k vaut: 

* dû 
uk = ek + [Rkik + 2, Lkl— + uck(0)e(t) 

/=i dt 

+ Ck
ljikdT] t > O (4.25) 

On a admis, par souci de généralité, qu'il peut exister un couplage par induction 
mutuelle entre chaque paire de branches de réseau {Lkï = Lik); dans le cas où la bran
che k n'est couplée avec aucune autre branche, on pose Lkl = O (k t- l),Lkk = Lk. Lors
que cette même branche ne contient pas de résistance ou pas d'inductance, on pose soit 
Rk = O, soit Lk = O; lorsqu'elle ne contient pas de capacité, on pose Ck - °°. 

On suppose remplies les conditions sur les sources pour assurer la continuité de 
l'état énergétique du réseau (§ 2.3.14, 3.4.1 et 4.3.1) : 

/ / ( 0 - ) - / / ( 0 + ) = / / ( 0 ) 

"Ck(O-)= uCk(0
 + )= uCk(0) 

Ik = 1,2, ...,Z? 

Si dans (4.25) on substitue à chaque fonction du temps sa transformée de Laplace uni
latérale, il vient: 
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uk = Ek- X Lui/ÎO) +p uCk(0) 
I=I 

RkIk + Σ LMPh + {ckPy
lik 

I = I 

(k = 1,2,...,6) 

Pour l'ensemble des branches du réseau, on a la relation matricielle: 

U = [E-Mi(O) +P - 1Wc(O)] +ZI 

On a posé : 

h(oy 

'Ά(Ο), 

M = 

Ri+Ltf + iCiPT1' Lnp Lb\P 

_ | L2iP 

LbiP 

(4.26) 

(4.27) 

"Ci(O) 

/ ( A ) H ^ I i M0) = ' ^ ( 0 ) 

Wc^(O) 

• (4.28) 

L 0 2 P Rb+Lbp + (Cbp)~l 

On remarquera que toutes ces équations et celles qui vont suivre restent formel
lement valables dans le cas du régime permanent sinusoïdal : il suffit de convenir que 
dans ce cas les variables sont des substituts complexes, d'ignorer les termes associés aux 
conditions initiales uc (0) et /(0) et enfin de substituer /ω à p. Dans ce qui suit (sect. 
4.4 et 4.5) les mêmes notations seront donc utilisées pour un substitut complexe ou 
pour une transformée de Laplace; dans le cas du régime sinusoïdal la variable ρ vau
dra simplement /ω. 

4.4.2. Définitions 
L'expression Rk + Lkp + (Qp)" 1 = Zk(p) est appelée impédance de la branche k', 

l'élément non diagonal Lkl • ρ = Zkl(p) constitue Vimpédance de couplage entre les bran
ches k et /; on sait par le paragraphe 1.4.8 que le couplage magnétique est réciproque 
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(L kl = Lik) : les matrices M et Z sont donc symétriques; dans un réseau sans inductan
ces mutuelles, elles sont diagonales (Zk i = O pour k Φ /); la matrice Z est la matrice des 
impédances de branches. 

4.4.3. Branches avec sources de tension et sources de courant indépendantes 
La branche k peut contenir en outre une source de courant isk comme repré

senté à la figure 4.14; dans ce cas les éléments Rk, Lk et Ck sont parcourus par le 
courant ik + isk. Si l'on note le vecteur des sources de courant de branches : 

h = (Wrt.- .Aft) ' (4.29) 

il suffit, dans la relation (4.27) de remplacer / par / + is, et il vient : 

U= [E-Mi(O) +p-luc(0) +ZIS] + ZI (4.30) 

ik 
O • » O 

(D 
• • - è ο 

\ 
x ik + ι 

Fig. 4.14 

4.4.4. Définition 
Le vecteur des sources de tension totales de branches est défini comme suit : 

Et = E-Mi(O) +P-1Uc(O) +ZIS (4.31) 

Il groupe toutes les sources indépendantes, réelles ou fictives qui agissent sur le 
réseau. 

4.4.5. Vecteur des sources fictives 
Le vecteur 

^ 1 ) = - A f i (O)+P-1Mc(O) (4.32) 

caractérise les sources de tension équivalentes à l'action des conditions initiales, encore 
appelées sources fictives. Pour une analyse en régime sinusoïdal, on pose simplement 
^ ) = O(Cf § 4.4.1). 

4.4.6. Sources de tension équivalentes aux sources de courant 
Le vecteur 

Ei2)=ZIs (4.33) 

exprime que toutes les sources de courant peuvent être transformées en sources de ten
sion équivalentes. En fait les branches qui contiennent une source de courant sont très 
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généralement exemptes d'inductance mutuelle : dans ce cas chaque source de courant 
est transformable en une source de tension équivalente unique localisée dans la même 
branche : 

Eki2) = [Rk+LkP + (Ckpyl]Isk=ZkIsk (4.34) 

7I(Ti 
0 » H ) 

β 

— • — ο 

Ek + Zk /sk 

a Ik 

Ek 
Θ-

/A 

Uk Vk 

Fig. 4.15 

Cette transformation est illustrée à la figure 4.15. Il s'agit d'un cas particulier 
d'une transformation plus générale qui sera étudiée aux sections 5.4 et 5.5. 

Grâce à (4.31) le système des équations des branches (4.30) devient simple
ment : 

U = Et + ZI (4.35) 

4.4.7. Calcul des courants de mailles 
Un ensemble de μ mailles indépendantes étant choisi, en principe d'une façon 

arbitraire, les courants de branches s'expriment en fonction des courants de mailles 
par (4.21), soit en transformées par : 

I = B9L (4.36) 

Etant donné (4.3), cette substitution linéaire a pour conséquence la satisfac
tion des équations de Kirchhoff de première espèce (4.12) : 

AI = AB'lm =0 

Il suffit donc de satisfaire aux équations de seconde espèce (4.16); à cet effet 
on prémultiplie par B chaque membre de (4.35) : 

BU = BEt +BZB'lm = O 

Si l'on pose : 

Em=— BEV 

Zm — BZB 

il vient enfin 

F =71 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 

C'est le système des équations de mailles. 
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4.4.8. Définitions 
Le vecteur Em est appelé vecteur des sources de tension de mailles; la matrice Zm 

est la matrice des impédances de mailles', c'est une matrice carrée symétrique d'ordre μ. 

4.4.9. Commentaires 
L'analyse des réseaux complexes (par exemple, les réseaux de transport d'énergie 

électrique) est faite généralement en régime sinusoïdal; Z et Zm sont des matrices de 
nombres complexes, Em et Im des vecteurs complexes; la résolution d'un système com
plexe de μ équations algébriques linéaires équivaut à la résolution d'un système réel de 
2μ équations linéaires à 2μ inconnues. 

En effet si l'on pose : 

il vient: 

1^m 

Im 

7 

IL . 

F' 

E" 

Em ' jEm 

= Im +jl'm 

-^m + JXm 

— D [' Y l " 

— Y ï' 4- R ΐ" 

(4.40) 

Lorsqu'on analyse un réseau en fonctionnement transitoire, Z et Zm sont des ma
trices polynomiales; la résolution de (4.39) fournit les courants de mailles sous la forme 
de fonctions rationnelles; lorsque le nombre d'éléments réactifs présents dans le réseau 
est élevé la résolution est rendue malaisée par suite du degré élevé de ces fonctions. 

Le résultat de la présente section et ceux de la section suivante présentent un inté
rêt théorique fondamental pour l'établissement des propriétés générales des réseaux 
(chap. 5). 

4.4.10. Calcul des autres grandeurs électriques 
Les vecteurs / e t Upeuvent être déduits de Im par les opérations matricielles sim

ples définies par les relations (4.36) et (4.35). 
Si l'on ne désire calculer qu'un nombre restreint de courants de branches, il est 

intéressant de les faire coïncider avec des courants de mailles : cela est possible lorsque 
ces branches peuvent constituer un co-arbre; on utilise dans ce cas l'ensemble fondamen
tal de mailles par rapport à l'arbre correspondant. 

4.4.11. Algorithme général d'analyse 
Lorsqu'un réseau complexe est analysé par ordinateur (généralement en régime si

nusoïdal) le processus suivant est prévu : 

• la topologie du réseau est donnée par la matrice d'incidence réduite A ; 
• la composition des branches est donnée (matrice Z); 
• un algorithme est utilisé pour la construction d'un arbre T(cf [8]); 
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• les branches du graphe sont renumérotées d'après les conventions du 
paragraphe 4.2.11; 

• la matrice Bf associée au système fondamental de mailles par rapport à T 
est obtenue par (4.6); 

• le vecteur Em et la matrice Zm sont calculés (4.37) et (4.38); 
• le système (4.39) est résolu; 
• les vecteurs I et U sont calculés (si nécessaire) par (4.36) et (4.35). 

La résolution du système (4.39) est l'opération qui nécessite le plus de temps 
de calcul. 

4.4.12. Analyse des réseaux simples 
Lorsque le nombre de mailles indépendantes est peu élevé (μ = 2, 3 ou 4), l'utili

sation des formules générales pour l'établissement du système (4.39) est évidemment 
possible et même recommandable dans les cas douteux (nombre élevé de couplages par 
induction mutuelle); on peut cependant très souvent écrire directement ce système par 
simple examen du réseau. 

En effet d'après (4.37) la source de tension de maille Em est égale à la somme 
algébrique des sources de tension réelles ou équivalentes situées dans la maille λ, une 
source étant comptée avec le signe négatif lorsqu'elle est orientée dans le sens de la 
maille, et avec le signe positif dans le cas contraire. 

D'autre part, les éléments de la matrice des mailles Zm découlent du développe
ment de la congruence (4.38) qui peut s'écrire : 

b 

Zm(Kv) = Σ &μ/ 
b 

Y.b\izi} Σ*λΛ/2// (4·41) 

expression dans laquelle la somme entre crochets vaut l'élément (λ,/) de la matrice 
produit BZ. 

On en déduit la règle qui suit. 

4.4.13. Règle de calcul de la matrice des impédances de mailles 
L'impédance de couplage Zm(X, μ) entre les mailles λ et μ est égale à la somme 
• des impédances des branches communes aux mailles λ et μ, comptées posi

tivement lorsque les orientations des mailles coïncident, et négativement dans 
le cas contraire (fig. 4.16); 

• des impédances mutuelles entre chaque branche de λ et chaque branche de μ, 
comptées positivement lorsque les branches sont toutes deux orientées comme 
les mailles ou toutes deux de façon opposée aux mailles, et négativement dans 
le cas contraire (fig. 4.17). 

L'impédance propre Zm(X, X) de la maille λ est égale à la somme 
• des impédances propres des branches de la maille λ, toutes comptées 

positivement; (car b\,- = 1; fig. 4.18); 
• des impédances mutuelles entre les branches de λ prises deux à deux, comptées 
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Fig. 4.16 

b\i bμk Zik + b\i b^i Zu + b\j bμk Zj k + b\j bμl Zji = - L^p - Lu ρ + Lf k P + Lfι ρ 

Fig. 4.17 

Z$ = LiP+ Ljp+ Lkp+ (Qp)-1 -2Lijp + 2Ljkp-2LkiP 

Fig. 4.18 
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positivement deux fois lorsque les branches sont toutes deux orientées comme 
la maille, ou toutes deux de façon opposée à la maille, et négativement deux 
fois dans le cas contraire (fig. 4.18). 

Cette règle va être illustrée par deux exemples. 

4.4.14. Exemple. Conditions d'équilibre du pont de Carey-Foster 
Le pont de Carey-Foster est représenté à la figure 4.19; les éléments inconnus sont 

Rx et Cx et les éléments de réglage L23 = M QtR1. 

Fig. 4.19 

Les conditions d'équilibre expriment que le courant dans le galvanomètre est iden
tiquement nul; on choisit par conséquent un système de mailles tel que la branche qui 
contient le galvanomètre appartienne à une seule maille. 

Le vecteur des sources de tension de mailles vaut : 

et si on pose : 

Z2 = R2 + Ju)L2 

Zx = Rx+ UvCx) - ι 

il vient 

7 = 

Rg+Z2 

Ï2 

Z2 -jœM 

Z2 -Z2 -J'CÛM 

Ri +Z2 + Zx -Z2-ZX-J(JUM 

Z2 -Zx -jœM Z2+Zx+Rs + (L3 + 2Λ/)/ων 

La condition d'équilibre s'écrit : 

/ = £ · · Δ ( 3 , 1 )/Δ,„ = 0 
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où Am et Δ(3,1) sont respectivement le déterminant de la matrice Zm et le mineur de 
rang (3, 1) extrait de cette matrice. 
Il vient donc simplement : Δ(3, I) = O, soit 

-Z2(Z2 +Zx T / U M ) + (Z2 +/α>Αί)(Λι +Z2+Zx) = 0 

ou : 

R1Z2 +(R1 +Zx) · juM = 0 

ou encore : 

M ' 
R1R2+— +JOj[R1(L2 + M) +RxM] = O 

x 

Les conditions d'équilibre sont : 

Rx = -Rl(M + L2)M~l 

Cx = -MR1
-1R2

1 

Elles sont indépendantes de la fréquence: l'équilibre du galvanomètre est donc 
maintenu pour une source E quelconque; on observera d'autre part que cet équilibre 
ne peut être obtenu que si le coefficient d'induction mutuelle M est négatif : ceci est 
lié au choix arbitraire qui a été fait pour le sens positif des courants dans les branches 
2 et 3. 

4.4.15. Exemple 
Le réseau représenté à la figure 4.20 est supposé se trouver à l'instant t - 0 en ré

gime permanent continu; son état initial est caractérisé par I1 (0), i2 (0) et Uc(O) dont la 
détermination nécessite une analyse préalable en régime continu; le schéma équivalent 
valable pour ω = 0 est donné à la figure 4.21 : la partie située à droite de l'interrupteur 
S présente deux mailles indépendantes; on a : 

(o\ÎRl+R3 R3 

\AJ [R3 R2+R4+R3 

d'où l'on tire : 

I1(O) = -R3[R1(R2 +R3+R*)+ R3(R2 +R4)]'
1 Ά 

Z2(O) = (R1 +R3)[R1(R2 +*3 +R*) + ^ 3 ( ^ 2 + Λ Ο ] _ 1 · A 

uc(0) = A -R4I2(O) 

Pour t > 0, l'interrupteur S est ouvert et on peut remplacer la source de courant 
is et la résistance parallèle Rs par une source de tension E = R5I5 en série avec la même 
résistance R5 (cf équation (4.34)), et on obtient la figure 4.22. 
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Fig. 4.20 

/ i ( 0 ) 

»—•— 

Rt Ri 

I J 

R4 / 2 (0) 
-4-

I 
ο 

Fig. 4.21 

Rs r 

Ί βτ=Γ»Ί o l 

Fig. 4.22 

Le système des équations de mailles s'écrit : 

(£·*,) = 

/ R^Ri + Ri + LtP 

-LuP-R3 

\o 

-LnP-R3 

R2 +R3 +L2p+ (Cpy1 

-(Cp)-1 

0 

-(QT1 

R4+(Cp) 
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avec : 

(Em) 

L1I, (O)-L12I2(O) 

L2I2 (O)+L12I1 (O) 

O 
+ P 

et E(p) =RsIs(p); la résolution de ce système fournit les courants de mailles et ensuite 
toutes les autres variables du réseau peuvent être calculées. 

4.5. ANALYSE PAR LA METHODE DES POTENTIELS INDEPENDANTS 

4.5.1. Structure et équations des branches avec sources de courant indépendantes 
La méthode qui va être développée est duale de la précédente à beaucoup de points 

de vue; elle consiste à écrire un système d'équations en les (n — 1) potentiels de noeuds 
indépendants; elle est en principe plus intéressante que la méthode des courants indépen
dants lorsque 

n - 1 <b-n+ 1 

soit lorsque 

b> 2 ( / i - 1 ) 

c'est-à-dire lorsqu'il existe un assez grand nombre de branches connectées en parallèle. 
En réalité, les valeurs de n et de b dépendent de la manière dont on a structuré les 

branches du réseau; en effet pour la présente méthode, il est commode d'adopter pour 
chaque branche la structure de la figure 4.23. 

I 
I 

I 
I 
I 

ik ' 

—» ' 
I 

Γ^Ί 
I Gk < 

\ I I e * \ 

Uk = va - νβ 

> 

: ) 

Fig. 4.23 

Le courant dans la branche k vaut : 

** = - 'sk + [Gkuk + Ckdukjdt + iLk (O) e(t) + 

+ L1 

1 J ukdT] t > O (4.42) 
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On remarquera que pour pouvoir exprimer le courant iLk en fonction de la seule 
tension uk, le réseau doit être exempt d'inductances mutuelles; l'application de la mé
thode est malaisée lorsque cette restriction n'est pas faite; pour les réseaux avec induc
tances mutuelles, on utilisera de préférence la méthode des courants indépendants. 

Lorsque la branche k ne contient pas de résistance (de capacité) on pose 
Gk = 0 (Ck = 0); si elle ne contient pas d'inductance, on pose Lk = °°. 

Comme au paragraphe 4.4.1 on suppose assurée la continuité de l'état énergé
tique du réseau. Si dans (4.42) on substitue les transformées, il vient : 

h =[-L· -CkuCk(0)+p~ iLk(0)] 

+ [Gk +Ckp + (Lkp)~l]Uk 

(k = 1,2,. . . ,6) 

(4.43) 

Pour l'ensemble du réseau, on a 

/ = - [/, + Cuc(0)-p-liL(0)] + YU 

On a posé 

(4.44) 

C = 

C1 0 · . . 0 

0 C2 

0 ch 

U 

h = 

/ . i \ /"Ci(O) 

MO) = M^(O) 
1Sb I \ "Cb (0) 

iL(0) = 

/L 1(O) 

I 'L2(O) 

/L 6(O) 

(4 

Y = Z'1 = 

C1 + C1p + (L1p)"1 0 0 

0 G2 +C2 ρ+ (L2P)-1 

0 . ' . ' : : Gt + CbP + iLtpT* 

4.5.2. Définitions 
L'expression Gk + Ckp + (L^p)"1 = Yk(p) est appelée admit tance de la branche 

k; comme le réseau ne contient pas d'inductances mutuelles, on a 

Yk = zk 
Ykl=0 (k*l) 

La matrice Y est appelée matrice des admit tances des branches; elle est diagonale. 
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4.5.3. Branches avec sources de courant et sources de tension indépendantes 
La branche k peut contenir en outre une source de tension comme indiqué à la 

figure 4.24; dans ce cas la tension aux bornes des éléments Gk, Ck, Lk vaut Uk -Ek et 
il suffit dans la relation (4.44) de remplacer ί/par JJ-E, et il vient 

I =-[I5 + CUC(O)-P-1IL (O) + YE] + YU (4.46) 

Ek 

—Θ-
ΓΦ 

Yk 

Uk 

•è-* O β = a o_ 

Fig. 4.24 

Isk+YkEk 

Yk 

Vk 

^ o β 

4.5.4. Définition 
Le vecteur des sources de courant totales de branches est défini comme suit: 

Ist=Is + Cuc(0)-p~l iL(0) + YE (4.47) 

Tout comme (4.31), il groupe toutes les sources indépendantes, réelles ou fictives 
qui agissent sur le réseau. 

4.5.5. Vecteur des sources fictives 
Le vecteur 

/<*> = CUc(O)-p-liL(0) (4.48) 

caractérise les sources de courant équivalentes à l'action des conditions initiales. Pour 
une analyse en régime sinusoïdal on pose simplement I^ = O. 

4.5.6. Sources de courant équivalentes aux sources de tension 
Le vecteur 

/<2> = YE (4.49) 

exprime que toutes les sources de tension peuvent être transformées en sources de cou
rant; par suite des hypothèses faites sur le réseau, Y est une matrice diagonale et chaque 
source de tension est transformée en une source de courant unique localisée dans la même 
branche: 

' * = [Gk + Q P + (LkP)-1 \Ek = YkEk 
(4.50) 

Cette transformation est illustrée à la figure 4.24; une transformation plus générale 
sera étudiée aux sections 5.4 et 5.5. 
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Grâce à (4.47), le système des équations de branches (4.46) devient simplement: 

I=-Ist + YU (4.51) 

4.5.7. Calcul des potentiels des noeuds 
Le noeud de référence étant choisi (cf § 4.3.5), les tensions de branches sont don

nées par (4.24) en fonction des potentiels des noeuds, et après transformation il vient 

U=-A'V (4.52) 

Etant donné (4.3), cette substitution linéaire a pour conséquence la satisfaction 
des lemmes de Kirchhoff de seconde espèce (4.16): 

BU = -BA'V=0 

Il suffit par conséquent de satisfaire aux équations de première espèce (4.12); à 
cet effet, on prémultiplie par A chaque membre de (4.51): 

AI = -AIst-AYA'V = 0 

Si l'on pose 

/ „ = -A/St (4.53) 

Yn = AYA' (4.54) 

il vient enfin: 

In-YnV (4.55) 

C'est le système des équations nodales. 

4.5.8. Définitions 
Le vecteur In est appelé vecteur des courants injectés aux noeuds; la matrice Yn 

est la matrice des admittances nodales; c'est une matrice carrée symétrique d'ordre p. 

4.5.9. Commentaires 
On peut faire à propos de la résolution du système (4.55) toutes les remarques 

qui ont été faites au paragraphe 4.4.9 à propos de la résolution du système des équa
tions de mailles. 

4.5.10. Calcul des autres grandeurs 
Les vecteurs U et I peuvent être déduits de V par les opérations matricielles simples 

(4.52) et (4.51). 
Pour l'analyse d'un réseau complexe le processus décrit au paragraphe 4.4.11 peut 

être suivi - mutatis mutandis. 
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4.5.11. Analyse de réseaux simples 
Lorsque le nombre de noeuds indépendants est peu élevé (p = 2, 3 ou 4) on peut 

souvent écrire le système (4.55) par simple examen du réseau. 
En effet, d'après (4.53) la composante Ina est égale à la somme algébrique des 

courants injectés par les sources de courant de branches au noeud a (fig. 4.25): 

-Σ 
k = i 

aa khk (4.56) 

Fig. 4.25 

On peut donc supposer que le courant injecté en chaque noeud provient d'une 
source unique appelée injecteur de courant, comme le montre la figure: physiquement 
ces injecteurs sont des sources de courant dont les autres bornes coïncident toutes avec 
le noeud de référence. 

D'autre part, les éléments de la matrice Yn découlent du développement de la 
congruence (4.54); on trouve comme au paragraphe 4.4.12 : 

Υη(<*,β) = Σ aαίαβίΥ\j (4.57) 
M = I 

On en déduit la règle qui suit. 

4.5.12. Règle de calcul de la matrice nodale 
L'admittance de couplage Yn(a, β) est égale, mais de signe opposé à l'admittance 

de la branche qui joint les noeuds α et β; en effet si la branche /joint les noeuds a et β, 
on a nécessairement ααίαβί = — 1. Si plusieurs branches joignent les noeuds a et β, il faut 
prendre la somme de leurs admittances. 

L'admittance propre Yn (a, a) associée au noeud α est égale à la somme des ad
mittances des branches incidentes en ce noeud; en effet, pour toutes les branches / in
cidentes au noeud a, on a a%i = + 1. 
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On observera que dans Yn, la somme des termes d'une même ligne (d'une même 
colonne) est égale à l'admittance de la branche qui joint le noeud associé à cette ligne 
(à cette colonne) au noeud de référence. 

4.5.13. Exemple 
Le système des équations nodales du réseau représenté à la figure 4.26 est le 

suivant: 

Ya + Yd -Ya 0 

Ya + Yb + Yc -Yb 

Yb Yb + Yf 

Λ/. 

4 = n 

Fig. 4.26 

4.5.14. Définition 
Pour certaines applications, il est nécessaire de repérer les potentiels des n noeuds 

par rapport à un (n 4- l)e noeud extérieur au réseau; dans ce cas la matrice des équations 
nodales est appelée matrice flottante ou indéfinie. 

4.5.15. Propriétés de la matrice flottante 
Lorsque le noeud de référence est un (n 4- l)e noeud extérieur au réseau, le système 

nodal comporte n équations: la matrice flottante est donc d'ordre n, mais elle est de rang 
au plus égal à (n — 1); en effet, en vertu de la remarque en fin de paragraphe 4.5.12, la 
somme des éléments de chaque colonne est nulle car aucun noeud ne se trouve connecté 
au noeud de référence. 

Par ailleurs il est clair que l'ensemble des n injecteurs constitue une coupe et que 
l'on a par conséquent: 

Σ In* = 0 (4.58) 

A titre d'exemple, le système nodal relatif au réseau 4.26 dont les potentiels sont 
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repérés comme indiqué à la figure 4.27 par rapport à un noeud extérieur devient: 

Ya+ Yd -Ya o -Ya 

Ya + Yb + Yc -Yb 

-Yb 

-Yr 

Yh + Yr 

Yc+Ya +Yf1 

V1 

V2 

V3 

VA, 

hη In3 

Fig. 4.27 

4.5.16. Exemple: transmission d'un signal à travers un biporte 
Le biporte (R, C) représenté à la figure (4.28) permet d'empêcher la transmission d'un 

signal sinusoïdal à une certaine fréquence de l'accès (1, 5') vers l'accès (2, 5'); on demande 
de calculer cette fréquence en fonction des éléments constitutifs. 

Fig. 4.28 
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Le réseau étant exempt d'inductances mutuelles, on peut utiliser la méthode qui vient 
d'être développée; soit / le courant injecté au noeud 1 par la source de tension E; le systè
me des équations nodales s'écrit: 

G + jœC 0 -G -jcoC \ I Vx 

0 G+GL+ju(C+CL) -G -/coC W K 2 

-G -G 2(G+/wC) 0 II V3 

-jù)C -jcoC 0 2(G+/coC)/ \v4 

On en déduit le rapport 

V2IE = V2IVx = - Δ ( 1 , 2 ) / Δ ( 1 , 1 ) 

Dans cette relation, Δ(/,/) représente le mineur de l'élément de rang (/,/) du système. 
Aucun signal ne sera transmis à la fréquence pour laquelle Δ(1, 2) s'annule, pour autant 
que Δ(1, 1) ne s'annule pas aussi; il vient donc : 

A(1,2) 

0 -G - /wC 

G 2(G +JG)C) 0 

-/COC 0 2(G+ JCA)C) 

et on trouve U)0 = (RC) l, soit/0 — (2π) l .(RC) *. On vérifie ensuite que Δ(1, 1) est 
différent de zéro à cette fréquence. 

4.6. RESEAUX CONTENANT DES SOURCES INDEPENDANTES 

ET DES SOURCES DÉPENDANTES 

4.6.1. Structure des sources dépendantes 
Les quatre types de sources dépendantes peuvent exister dans un réseau 

• une source de tension commandée par une tension : Ek = CtU1 

• une source de tension commandée par un courant : Ek = Tl1 

• une source de courant commandée par une tension : Ik = g U1 

• une source de courant commandée par un courant : Ik = a// 

Les coefficients a, r, g, a sont supposés réels. Il est toujours possible d'effectuer 
des transformations de sources (relations (4.33) et (4.49) ); d'autre part, un courant de 
branche qui commande une source est lié à la tension aux bornes de cette branche, et 
réciproquement une tension de branche qui commande une source est liée au courant : 
on peut donc, en principe convertir toutes les sources dépendantes d'un réseau donné 
pour ne garder que des sources d'un même type. 

Dans l'exposé qui va suivre on admettra (§ 4.6.2) que l'on n'a affaire qu'à des 
sources de tension commandées par un courant, ou encore (§ 4.6.3) à des sources de 
courant commandées par une tension. 
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4.6.2. Réseaux avec sources de tensions commandées par un courant 
Lorsqu'un réseau contient des sources de tension commandées par des courants, 

la méthode d'analyse la plus commode est celle des courants indépendants; le système 
(4.35) devient : 

U = Et + ZI+ZdI (4.59) 

La matrice Zd est la matrice des facteurs r(k9l) qui caractérisent la dépendance des 
sources de tension par rapport aux courants de branches. 

Si l'on pose 

Zt = Z+Zd (4.60) 

il vient simplement 

U = Et+ZtI (4.61) 

Ce formalisme revient à assimiler les sources de tension commandées par un cou
rant à des résistances mutuelles unidirectionnelles (r (k, I) Φ O, r(/, k) = 0); la matrice 
Zt n'est pas symétrique. 

A partir de (4.61), l'analyse se poursuit comme exposé au paragraphe 4.4.7; le 
vecteur des sources de tension de mailles reste inchangé; la matrice des impédances de 
mailles devient : 

Zm = BZtB' (4.62) 

Elle n'est plus symétrique : les conséquences de ce fait seront examinées au chapi
tre 5; ses éléments peuvent être obtenus en suivant les règles énoncées au paragraphe 
4.4.13 et modifiées comme suit. 

4.6.3. Règles de calcul de la matrice des mailles 
Les éléments de la matrice Zm sont constitués par les termes définis au paragraphe 

4.4.13 auxquels viennent s'ajouter les termes associés aux sources dépendantes. 
A une impédance de couplage Zm (a, b) on ajoutera les résistances mutuelles 

r(k, l) qui correspondent aux sources dépendantes situées dans la maille (a) et comman
dées par des courants localisés dans la maille (b); un coefficient r(k, l) est affecté du 
signe plus si un courant Ib > 0 commande dans la maille (a) une source de tension 
orientée comme cette maille; il est affecté du signe moins dans le cas contraire. 

Une impédance propre Zm (a, a) est modifiée selon une règle identique à celle 
décrite dans l'alinéa précédent avec a = b. 

4.6.4. Exemple 
On désire calculer l'impédance Z du bipôle de la figure 4.29. 
Si une source de tension indépendante E est connectée entre les bornes 1 et l', le 

système des équations de mailles s'écrit : 

ÎE\ _ I R1 + R2 + r2l -R2 

U I [-R2 -T2x +r3l R2 +R3 +(C0P)" 
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1 Λ 
K1 

^ ι Λ 

^ 

X) (a) 

I O ;•;" 

(b) Z±Z C0 

I 

Fig. 4.29 

On en tire le courant injecté par la source E : 

I1 = Ia = £ · · Δ ( 1 , 1 )/Am 

où Am et Δ (1,1) sont respectivement le déterminant du système des équations de 
mailles et le mineur de l'élément de rang (1,1) de ce déterminant; on en déduit 

Z=EfI1 = AJA(I9I) 

4.6.5. Réseaux avec sources de courant commandées par une tension 
Lorsqu'un réseau contient des sources de courant commandées par une tension, 

la méthode d'analyse la plus commode est celle des potentiels indépendants : le système 
(4.51) devient 

/ = -ht + YU + YdU (4.63) 

La matrice Yd est la matrice des facteurs g(k, l) qui caractérisent la dépendance 
des sources de courant par rapport aux tensions de branches. 

Si l'on pose 

Yt = Y+Ya 

il vient simplement : 

/= - / „ + YtU 

(4.64) 

(4.65) 

Ce formalisme revient à assimiler les sources de courant commandées par une ten
sion à des conductances mutuelles unidirectionnelles (g(k, I) Φ 0,g(/, k) = 0); la matrice 
Yt n'est pas symétrique. 

A partir de (4.65), l'analyse se poursuit comme exposé aux paragraphes 4.5.7 et 
4.5.11 ; le vecteur des courants injectés aux noeuds reste inchangé; la matrice des équa
tions nodales devient 

Yn=A YtA ' (4.66) 
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Elle n'est plus symétrique : les conséquences de ce fait seront examinées au cha
pitre 5; ses éléments peuvent être obtenus en suivant les règles énoncées au paragraphe 
4.5.12 et modifiées comme suit. 

4.6.6. Règles de calcul de la matrice nodale 
Les éléments de la matrice Yn sont constitués par les termes définis au paragraphe 

4.5.12 auxquels viennent s'ajouter les termes associés aux sources dépendantes. 
A une admittance de couplage YnQJ) on ajoutera les conductances mutuelles 

g(k, l) qui correspondent aux sources de courant situées en parallèle sur les branches (k) 
incidentes au noeud /' et commandées par la tension aux bornes de branches (/) inciden
tes au noeud/V un coefficient g(k, l) est affecté du signe moins si le courant injecté au 
noeud i dépend de + Vj; il est affecté du signe plus s'il dépend de - Vj. 

Une admittance propre YnQ, i) est modifiée selon une règle identique à celle 
décrite dans l'alinéa précédent avec i =/. 

4.6.7. Exemple 
En pratique il est commode de substituer aux sources de courant dépendantes con

nectées en parallèle sur des branches des sources incidentes aux extrémités de ces branches; 
pour plus de clarté encore, on indiquera la dépendance par rapport aux différences de po
tentiel. Ainsi au réseau de la figure 4.30, on associe le graphe de la figure 4.31 ; le système 
des équations nodales s'écrit : 

/ Ga+Gb 

= \ +g 
O {-Ga 'g 

O -Ga \ Vx 

Gd+CeP -Gd-g F2 

~Gd Ga+Gd+Gc+g \V3t 

Fig. 4.30 

4.6.8. Cas particulier : réseaux avec gyrateurs 
Le gyrateur défini au paragraphe 1.1.15a pour matrice d'admittances 

h, 
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8(V3-V1) 

Ug 
Λ ^ h 

O •-

U1 

l'o-

) C 

-« O 

= U-

Ό 2' 

Fig. 4.32 

Le schéma équivalent comporte deux sources de courant commandées par des 
tensions (fig. 4.32). 

La réalisation physique du gyrateur par des circuits électroniques impose souvent 
l'identité des bornes l ' et 2'; de plus les sources de courant sont toujours accompagnées 
de conductances de fui tes etgb : on obtient ainsi le schéma de la figure 4.33; celui-ci 
se simplifie lorsque les bornes l' et 2' coïncident avec le noeud de référence η du réseau 
(fig. 4.34). 

g(V2-V2') g{Vx>-Vx) 

g (V1' -V2 + V1 - K 1 ' ) 

h +gV-L Z=>Qr 

Fig. 4.34 
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4.6.9. Exemple 
Le biporte représenté à la figure 4.35 comporte deux gyrateurs et deux capacités; 

le schéma équivalent est donné à la figure 4.36; les équations nodales sont : 

7 Λ / Ga + c2P -C2P - g l W F 1 

I2 U - C 2 P Gd+C2p +g2 V2 

O / Ug1 ~g2 Gh-YGC + Cxp) \ V3 

l'o 

ι Ί 

1/Si 

-̂

G. ) C 

C 

I 
"2 

I 
II 
3 

Gt, 
C1 

Gc 

Ug2 

) C 

/ 2 

Gd 

r w 

\ 0 

Λ +Si Vi h - g2 V3 

O 2' 

Fig. 4.36 

4.7. ANALYSE DANS L'ESPACE DES ETATS 

4.7.1. Définitions 
L état d'un réseau est l'ensemble des conditions qu'il est nécessaire et suffisant de 

connaître à un instant donné pour pouvoir calculer la réponse à un signal donné. Les 
variables d'état sont donc des tensions de capacités et des courants d'inductances. 

4.7.2. Commentaires 
Les tensions de capacités ne sont pas nécessairement indépendantes, car il peut 

exister des mailles de capacités, ce qui implique des contraintes linéaires sur ces ten-
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sions; de même, chaque coupe constituée uniquement d'inductances impose une con
trainte linéaire sur les courants d'inductances (§ 4.3.2). 

Les variables d'état sont constituées par tout sous-ensemble maximal de tensions 
indépendantes de capacités et de courants indépendants d'inductances. 

Si l'on désigne par : 

• nc : le nombre de capacités 
• nL : le nombre d'inductances 
• [XQ : le nombre de mailles indépendantes constituées par des capacités uniquement 
• Pz, : le nombre de coupes indépendantes constituées par des inductances uniquement, 

le nombre maximal de conditions indépendantes que l'on peut spécifier à un instant quel
conque vaut nc + nL - p c - pL. 

4.7.3. Définition 
On appelle ordre de complexité y du réseau le nombre de variables d'état indépen

dantes; on a 

7 = «c + "L -VC-PL (4.67) 

4.7.4. Exemple. Réponse propre d'un réseau du second ordre 
On considère le réseau de la figure 4.37; les variables d'état sont la tension uç et 

le courant i'z,.Le réseau obéit aux équations suivantes : 

e(t) — Ri I1 + uc 

uc = LdiL/dt + R3iL = R2i2 

h = ii + h + h 

ic = Cduçjdt 

Fig. 4.37 

On obtient le système des équations d'état par l'élimination des courants 
I 1 C t I 2 : 

ducjdt=-{\\RxC+ 1 /R2C)Uc ~iLIC+ 1 /R1C^e 

diL/dt =uc/L-R3iL/L 
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L'étude qualitative de la réponse libre d'un système du second ordre peut être 
effectuée dans le plan des états dont les coordonnées sont dans le cas présent UQ et i^ · 
Si l'on divise ces deux équations membre à membre après avoir posé e = 0, il vient : 

duc/diL = 
\/RC.Uc+ \/C-iL 

-\IL'UC+R3/L-iL 

(4.68) 

avec R = RiR2I(Ri + ^2)· C'est l'équation d'une famille de trajectoires dans le plan des 
états; chaque trajectoire est issue du point représentatif d'un état initial [wc(0), ii (O)]. 
La forme des trajectoires définit celle de la réponse libre; dans un réseau dissipatif toutes 
les trajectoires tendent asymptotiquement vers l'origine (état quiescent); dans un réseau 
non dissipatif ce sont des ellipses entourant l'origine dont l'équation résulte précisément 
de l'invariance de l'énergie totale : 

I «c C + 1 LiI = 1 Mc(O)C + ILiL(O) 

Une étude géométrique peut faire apparaître les formes oscillatoires amortie (fig. 
4.38) et apériodique (fig. 4.39) (on a posé R3 = 0). On appelle isocline le lieu des points 
où toutes les trajectoires possèdent une même pente λ : il s'agit en l'occurrence de droi
tes passant par l'origine. 

arctan (-R) 

arctan [-Lf(RC)] 

Fig. 4.38 

Lorsqu'une isocline a un coefficient angulaire égal à la pente λ qui lui correspond, 
elle partage le plan des états en régions à l'intérieur desquelles les trajectoires se trouvent 
confinées. On obtient ces isoclines particulières en résolvant le système 

duc/diL = uc/iL = λ 

soit, pour l'exemple étudié, toujours avecT^3 = 0 : 

λ 2 + — λ +LlC= 0 
RC 
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R< 1/2 VZVC 

Fig. 4.39 

La réponse libre est oscillatoire lorsque les racines de cette équation sont imagi
naires; la forme apériodique critique correspond au cas où les racines sont confondues; 
la condition d'apériodicité s'écrit donc : 

L-AR2C > 0 

4.7.5. Système des équations d'état 
Le réseau représenté à la figure 4.40 possède 

• deux signaux indépendants ex (t) et e2 (t) 
• deux variables d'état UQ et i^ 
• deux réponses W1 et U2 

Il obéit aux équations suivantes : 

ex -Rx ii =e2-R2i2 = LdiL/dt + uc+R3iL 

ii + *2 =ÎL 

iL L 

R1 

uc = Ui 

ΊΟ "ΊΟ 

Fig. 4.40 
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Après élimination des courants ιχ et z'2 on peut écrire les équations différentielles 
du premier ordre qui régissent les variables d'état : 

duc/dt = C~liL 

diL/dt = - L~l RiL- L~l uc + L~l R2(R1 + R2)~
l ex + L~l R1(R1 + R2)~

l e2 

avec 

R = (R1R2 +R2R3+ R3R1 )(/?, +R2 ) " ' 

D'autre part, les réponses U1 et U2 sont données par 

W1 = UQ 

U2 =-R3iL 

D'une façon générale, si l'on désigne par : 

• s : le vecteur des variables d'état (γ composantes) 
• χ : le vecteur des signaux (a composantes) 
• y : le vecteur des réponses (β composantes) 

le système des équations d'état se présente comme suit : 

ds/dt = As+Bx + Edx/dt (4.69) 

y = Cs+Dx (4.70) 

où A, B, C, D et E sont des matrices constantes d'ordres appropriés; pour l'exemple con
sidéré, on avait E=D = O. 

4.7.6. Enumération des variables d'état 
Les conventions des sections 4.4 et 4.5 sont abandonnées : à chaque éléments, 

L ou C connecté éventuellement à une source de tension série ou à une source de cou
rant parallèle, on associe une branche distincte du graphe (fïg. 4.41). 

lx — hx 
o — • é • 

hx 
- 4 — <D-

ex 

O-

xe (C,G, Γ, S, R, L) 

Hx 

ux +ex 

Fig. 4.41 

On sait que les tensions aux bornes des branches d'un arbre sont indépendantes, 
puisqu'un arbre ne contient pas de mailles; de même, l'indépendance des courants de 
chaînons est assurée par le fait qu'un co-arbre ne contient pas de coupe. On va donc 
rechercher un arbre dit arbre normal qui contienne le plus grand nombre possible de 
capacités (toutes les capacités si elles ne forment pas de mailles); les inductances seront 
rejetées de préférence dans le co-arbre (toutes les inductances si elles ne constituent 



LA MISE EN EQUATION DES RESEAUX 151 

pas de coupes); quant aux résistances, certaines sont nécessaires pour compléter 
l'arbre; les autres sont rejetées dans le co-arbre. 

La détermination de l'arbre normal est immédiate dans les cas simples; d'une fa
çon plus générale on peut utiliser l'algorithme suivant, illustré à la figure 4.42. 

Ιό Ψ 

Fig. 4.42 
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Les indices suivants seront utilisés : 

C : capacités situées dans l'arbre normal 
G : conductances situées dans l'arbre normal 
Γ : inductances situées dans l'arbre normal 
S : capacités situées dans le co-arbre 
R : résistances situées dans le co-arbre 
L : inductances situées dans le co-arbre 

• On extrait du réseau toutes les résistances et toutes les inductances; il subsiste 
un sous-graphe qui est en général non connexe; on choisit un arbre dans cha
cune des parties connexes; soit Tc la réunion de ces arbres partiels; TQ contient 
autant de branches qu'il y a de tensions de capacités indépendantes. 

• On court-circuite toutes les résistances et toutes les capacités; dans le réseau 
ainsi obtenu on choisit un arbre Γ Γ ; celui-ci contient autant de branches 
qu'il y a de coupes indépendantes d'inductances : ceci résulte de la structure 
d'une coupe (cf § 4.1.4 et fig. 4.3). 

• La réunion TQ U Tr ne peut pas contenir de mailles; en effet une telle maille 
devrait contenir des inductances et des capacités et après avoir court-circuité 
ces dernières, il subsisterait une maille dans Tr ce qui est inadmissible. 

On complète Tc U Tr par un nombre juste suffisant de branches TQ pour obte
nir un arbre : Γ^ U ΓΓ U i G est un arbre normal. 

L'ensemble des tensions aux bornes des capacités situées dans l'arbre normal et 
des courants dans les inductances situées dans le co-arbre constitue un système mini
mal de variables d'état; indépendamment de l'aide que le concept d'arbre normal peut 
apporter à la détermination d'un tel système, il conduit, comme on le verra, à une mise 
en équation à la fois simple et systématique. 

4.7.7. Matrice F 
Considérons l'ensemble fondamental des mailles associées à l'arbre normal 

( § 4.2.10); on sait que dans la matrice F définie par (4.4) l'élément fia, b) est associé 
à la maille a (c'est-à-dire aussi au chaînon a qui l'a engendrée) et à la branche d'arbre b. 

Un chaînon a contenant une capacité engendre nécessairement une maille cons
tituée exclusivement par des capacités : en effet, si la maille contenait un élément d'une 
autre nature, le chaînon a pourrait lui être substitué et on obtiendrait un arbre conte
nant une capacité de plus que l'arbre donné, ce qui est absurde puisque celui-ci est normal. 

On a donc f(a, b) = O pour a E(S), b E(G, Γ). D'une façon duale une branche d'ar
bre contenant une inductance ne peut engendrer qu'une coupe contenant exclusivement 
des inductances; comme f(a, b) est aussi associé à la coupe b (c'est-à-dire aussi à la bran
che d'arbre qui l'a engendrée) et au chaînon a, on a donc f(a, b) = 0 pour b Ε(Γ), 
a G(S9R). 

La matrice F affecte donc la forme suivante, dans laquelle chaque élément est une 
sous-matrice. 

/Fsc O O \ 

F = I FRC FRG O J (4.71) 
\FLC FLG FLr I 
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4.7.8. Equations d'état 
Avec les conventions de la figure 4.41, les courants dans les branches du co-arbre 

et dans celle de l'arbre s'expriment comme suit : 

ι TR (4.72) 

Les équations de Kirchhoff (4.15) deviennent : 

F'sc FRC F'LC 

F'RG F'LG 

0 F'LT 

F'sc F'RC F'LC 

0 F'RG F'LG 

0 0 F'Lr 

(4.73) 

Les sous-vecteurs inC, inG, inT représentent les sources de courant de coupes : 
on vérifiera qu'il s'agit de la somme algébrique des sources de courant situées dans les 
coupes engendrées respectivement par les branches (C), (G), (Γ) de l'arbre normal. 

D'une manière duale, toujours en concordance avec les conventions de la figure 
4.41, les tensions aux bornes des branches du co-arbre et aux bornes de celles de l'arbre 
s'expriment comme suit : 

1TR (4.74) 

Les équations de Kirchhoff (4.18) deviennent : 

^mS 

^mR 

^mL1 

(4.75) 

Les sous-vecteurs ems, emR et emL représentent les sources de tension de mailles : 
il s'agit de la somme algébrique des sources de tension situées dans les mailles engendrées 
respectivement par les chaînons (S), (R ) et (L). 
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Les indices 1 et 2 étant affectés respectivement aux chaînons et aux branches de 
l'arbre normal, les équations des éléments sont : 

(:H(o 0Ji:) 
«G Γ \ O G2"

1 iG 

U l , (4.77) 

(£)-''*(£: Z)[Z) ( 4 · 7 8 ) 

Dans ces équations, Ci, C2, Ri et G2 sont des sous-matrices diagonales. 
Le système des équations d'état cherché est de la forme 

duk/dt = fk(uk,ihemr,int) ) 
(4.79) 

Ui1IdI = fi(uk,ihemnint) \ 

avec 

kGC , IEL , re(S,R,L) , f £ ( C , G , r ) 

On calcule tout d'abord is et u r , et ensuite iR et uG en fonction des variables 
d'état et des sources; la substitution des résultats dans les équations qui expriment 
uc et ii fournit le système cherché. 

De (4.76) et (4.75) on tire : 

is = dldt[Cxus] = dldt[Cx{emS-Fscuc)} (4.80) 

et de (4.78) et (4.73) : 

uT = d/dt[(L2l + L22F[r)iL + L22inT] (4.81) 

D'autre part, de (4.73), (4.75) et (4.77), on déduit le système : 

-FRGlR + G2UG = înG+FÎGiL 

R\ÎR + FRGUG
 = emR~FRcUc 

On pose : 

R2 =G2~
l G1 =R~1 (4.82) 

Φ = R1 +FRGR2FkG (4.83) 

* = G2 +Fk0G1FRG (4.84) 

et il vient : 

ÎR = Φ ~\emR-FRGR2inG}- Φ ~XFRCuc- Φ '1FRGR2FLGIL (4.85) 

uG = V1VnG +FkGG1emR]-^'lFkGGlFRcUC+ *~V/G/L (4.86) 
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Si dans la première équation de (4.73) on substitue les expressions trouvées pour 
is (4.80) et iR (4.85), il vient, en utilisant (4.76) : 

d/dt[Tuc] = -FRC<$>~ FRCuc + [FIC-FRC® FRGR2F[G]iL 

+ inc +FRC^~\emR- FRGR2 inG ] 

+ dldt[FkcCxemS] (4.87) 

De même, si dans la dernière équation de (4.75) on substitue l'expression de uG 

(4.86) et celle de uT (4.81), il vient, en utilisant (4.78) : 

dldt[QiL] = [~FLC+FLG^1FkGG1FRc]Uc-FLG*~~lF[GiL 

+ emL-FLG^~\inG^FkGGxemR} 

-d/dt[(FLrL22 +Ll2)inr] (4.88) 

On a posé 

T = F1ScC1FsC^C2 (4.89) 

θ - L11 +FLYL2l +Ll2F[T +FLrL22F[r (4.90) 

On posera aussi : 

A = Fkc^~lFRc (4.91) 

Ω = FLG*~lF[G (4.92) 

Ξ = Fie -Fkc* '1FRGR2FLG (4.93) 

Si en outre s et χ désignent respectivement le vecteur des variables d'état et le 
vecteur des excitations : 

s = (uC9iLy (4.94) 

x = (emS,emRyemL,inC,inG>*nr ) ' (4 ·95) 

on obtient le système (4.69) (§ 4.7.5) : 

ds/dt = As+Bx + Edxldt (4.69) 

avec 

/ = f'r)('ï-Î <496) 

" \ 0 0 - 7 \ O - F i C * " ' F k G . 1 0 - F , ^ " 1 ° / 

/ τ - 1 0 \ /F^c C, 0 0 0 0 0 \ 
F = , (4.98) 

\ 0 Θ"1/ \0 0 0 0 0 -FL1-L22-L1J 
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On peut remarquer que le vecteur d'état s ne dépend de la dérivée des sources que dans 
le cas où il existe des sources de tension en série dans une maille de capacités {emS Φ O) 
ou des sources de courant en parallèle sur des coupes d'inductances, (ΐηΓ Φ O). 

4.7.9. Réponse propre du réseau 
La réponse propre du réseau est la solution de l'équation 

ds/dt = As (4.99) 

dans laquelle A est une matrice carrée d'ordre y ; elle doit satisfaire aux conditions 
initiales : 

S(O)=[Uc(O), M O ) ] ' (4.100) 

La solution peut être mise sous la forme 

s(t) = exp(At) · 5(0) (4.101) 

où la matrice exp (At) est définie par son développement : 

exp(At) = 1 +At+ j(At)2+ ... +^(At)"+ ... (4.102) 

En effet, la dérivée de exp (At) s'obtient à partir de (4.102) : 

d/dt[exp(At)] = A+ A2t +...+,_ Antn~l + ... = Aexp(At) 

et on peut vérifier la validité de (4.101) par substitution dans (4.99). 

4.7.10. Pulsations propres du réseau 
On va montrer que les pulsations propres du réseau coïncident avec les valeurs 

propres de la matrice A. 
Supposons que A, d'ordre et de rang y, possède y valeurs propres distinctes \t 

auxquelles correspondent y vecteurs propres indépendants αζ· : 

Aa1 = X1-A1- (/ = 1,2,...,7) (4.103) 

qui constituent une base de l'espace des états. 
La réponse propre s(t) est donc une combinaison linéaire des vecteurs propres : 

y 

Φ) = Σ «/(θ ·*/ 

Après substitution dans (4.99), il vient : 

y y 

Y^didcLildt = A^ajai 
1*1 i=\ 

y 

= Σλίαΐαί 
/=1 
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Les vecteurs propres étant indépendants, on peut écrire : 

doLildt = XiOLi (i = 1,2,. . . ,7) 

soit 

<*/(') = a / ( 0 ) e x p ( X / r ) 

et par conséquent : 

s(t) = Σ a/(0)fl/exp(X fO (4.104) 
/ = 1 

ce qui démontre la propriété. 
On dit que la réponse propre du réseau résulte de la superposition de 7 modes 

propres; chaque mode est excité indépendamment des autres; en effet, si l'état ini
tial est tel que U1-(O) = 0 (Vi Φ k), il vient : 

s(t) = ock(0)akexp(\kt) (4.105) 

Lorsque certaines valeurs propres sont complexes, elles se présentent par paires 
conjuguées car la matrice A est réelle : il suffit dans ce cas de grouper dans (4.104) les 
termes qui correspondent aux valeurs propres conjuguées. 

Le cas des valeurs propres multiples est plus délicat à traiter : on trouvera des 
renseignements sur ce sujet dans [3]. 

4.7.11. Réponse forcée 
Si l'on pose : 

b(t) = Bx(t) + Edxldt (4.106) 

la réponse totale du réseau à une excitation x(t) peut s'écrire : 
t 

s(t) = e x p ( ^ i ) · s(0) + f exp[A(t- τ)] · b(r)dr (4.107) 

0 

En effet, on a : 

d/dt\ j Qxp[A(t-T)]b(T)dri = d/dt QXp(At) j exp (-AT) · b(r)dr 

t 

= A exp04i) j exp (-AT) · b(T)dT + b(t) 
0 

et la validité de (4.107) peut être vérifiée par substitution dans (4.69). 

4.7.12. Commentaires 
La méthode des équations d'état peut être appliquée dans certains cas aux 

réseaux linéaires contenant des sources dépendantes, des transformateurs idéaux et 
des gyrateurs; on consultera à ce sujet [6]. 
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Il est clair que le problème crucial pour l'application de la méthode est le cal
cul numérique de exp (At); on trouvera des renseignements à ce sujet dans [3]. 

Il convient enfin de noter que cette méthode révèle en fait toute sa puissance 
dans le cas des réseaux variables ou non-linéaires; on trouvera des renseignements et 
une importante bibliographie à ce sujet dans la référence [6]. 

4.7.13. Exemple 
Soit le réseau représenté à la figure 4.43; l'arbre normal contient deux capacités 

(fîg. 4.44) et le co-arbre comprend deux inductances; on a donc γ = 4. Les branches 
du graphe étant numérotées dans l'ordre S, R. L, C, G (l'indice Γ est inexistant), la 
matrice F se présente sous la forme suivante : 

e 

- 1 

-1 

- 1 

- 1 

f 

- 1 

- 1 

O 

- 1 

g 

O 

- 1 

- 1 

- 1 

h 

O 

O 

4-1 

O 

k 

O 

O 

O 

+ 1 

±^ 
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D'autre part on a : 

C1 0 

0 C2 

Ca 

0 

0 

0 

Cc 

0 

0 

0 

Cf 

Ln 

Lc 0 

0 Ldl 

R1 0 , 

0 G 2 . 

On calcule successivement : 

Rb 

0 

0 

0 

0 

GM 

0 

0 

0 0 

0 0 

Gh 0 

0 Gk 

T = 
^a ^c ^a 

Ca Ca + Cf 

Θ = L 1 1 

' Rg 0 0 

I 0 Rh 0 

0 0 Rk. 

Φ = Rb + Rg 

Gg + Gb 0 0 

0 Gft 0 

0 Gkj 

= Gh 

A = (Rb+RgT
l 

Ω = (Rb+Rgy
l 

Ξ = (Rb+Rgy
l 

1 1 

1 1 

RgRb -\-RgRh+ Rh Rb RgRb 

RgRb 

- Rb - Rb 

Rg ~Rbj 

RgRb + RbRk+ Rk Rg 

FRC*~1 = (R*+ RbT 
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-Rg 0 0 
FkC^1FR0R2 = (Rb+RgT1 

-1 / RgRb ~( + RbRh+RhRg) 0 

-Rg 0 0 

-FLG*-1 = (Rb+RgT 
ι RaRh -(+RbRk+RkRg)> 

-FLG V-1Fk0G1 = -Rg (Rb+RgTl · 

^SC c\ 
-1 

Sachant enfin que 

s = (ue,ufJcJd)' 

χ = (Ο,έ,Ο,ΟΛ,Ο)' 

on dispose de tous les éléments pour écrire le système des équations d'état (4.69); 
aucune source n'y intervient par sa dérivée. 

4.8. EXERCICES 

4.8.1. Sous quelles conditions un sous-graphe peut-il faire partie d'un co-arbre ? 

4.8.2. Donner une interprétation topologique pour les termes du déterminant de la 
matrice des équations nodales Yn=AYA' d'un réseau (R, L, C). 

(On utilisera le théorème de Binet-Cauchy relatif au développement du détermi
nant d'un produit de matrices). 

4.8.3. Montrer que le nombre d'arbres distincts dans un graphe est égal à la valeur du 
déterminant du produit AA '. 

4.8.4. Dans un réseau (R9 L, C) on a défini un système fondamental de mailles par 
rapport à un arbre; montrer que chaque élément de la matrice des équations de 
maillesZm est une somme de termes tous affectés du même signe. 

4.8.5. Calculer l'impédance du bipôle de la figure 4.45 lorsque le nombre de sections 
de l'échelle est infiniment grand. 

1 0 

Z 

l'n 

2R 

R 

H •-

R 

R 

-i v-

R 

R 

-i >-

R 

Fig. 4.45 
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4.8.6. Calculer la fonction de réponse U/I du réseau de la figure 4.46. 

C 

R R = VL/C 

4.8.7. Même question pour le réseau de la figure 4.47; discuter l'influence du signe 
de Ln sur la courbe de réponse en fréquence. 

Fig. 4.47 

4.8.8. Calculer la fonction de réponse U/I du réseau de la figure 4.48. 

100ΚΩ 

10OpF 

Fig. 4.48 

4.8.9. Soit un réseau linéaire dans lequel chaque branche contient un seul élément 
R, L ou C Si Am est le déterminant de la matrice des équations de mailles et si An 

est celui des équations de noeuds, démontrer la relation 

Am(p) = An(p) - l\Zk(p) 
k 

dans laquelle le produit est étendu aux impédances de toutes les branches. 





CHAPITRE 5 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 
DES RÉSEAUX 

5.1. DUALITÉ 

5.1.1. Graphes de Kuratowski 
La notion de graphe planaire a été introduite au paragraphe 4.2.12. Les deux 

graphes non planaires les plus simples sont le graphe complet à cinq noeuds et l'hexa
gone avec ses trois diagonales principales (fig. 5.1); ces deux graphes sont appelés gra
phes de Kuratowski. 

Fig. 5.1 

5.1.2. Théorème 
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un graphe soit planaire est qu'il ne 

contienne pas comme sous-graphe l'un des deux graphes de Kuratowski. 
On trouvera une démonstration de ce théorème dans l'ouvrage de Berge [I]. 

5.1.3. Graphes duaux 
La définition du graphe dual qui va être donnée précise celle qui a été esquis

sée au paragraphe 1.2.14. 
Soit G1 un graphe connexe à b\ branches et nx noeuds; son dual G2(b2, ^ 2 ) , 

s'il existe, est défini comme suit : 

• les branches de G1 et de G2 se correspondent d'une façon biunivoque : 

bx=b2 (5.1) 

• à tout noeud de G1 correspond une maille de G2 et le rang de G1 est égal à 
la nullité de G2 : 

nx - 1 =b2 -n2 + 1 (5.2) 
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Si l'on compare (5.1) et (5.2) on observe que l'on a aussi : 

It1 + 1 = M2 1 (5.3) 

De (5.1) et (5.3) on déduit que si G2 est le dual de G1, réciproquement G1 peut 
être le dual de G2 . En fait, il l'est, ainsi que cela ressortira du procédé de construction. 

Bien que le dual d'un noeud de G1 (de G2) soit une maille de G2 (de G1), le 
dual d'une maille quelconque est en général une coupe quelconque, car les branches 
dualles ne sont pas nécessairement incidentes en un même noeud, auquel cas elles 
constitueraient une coupe nodale; cependant, lorsqu'il s'agit d'une maille constituée 
parla fenêtre d'un graphe planaire, il est possible de construire le graphe dual de telle 
façon que les branches dualles soient incidentes en un même noeud qu'il est d'ailleurs 
commode de situer dans la fenêtre. A toute fenêtre de G1 ainsi qu'à la région du plan 
qui lui est extérieure on peut faire correspondre une coupe nodale de G2 ; une telle 
correspondance permet une construction aisée de G2 (fig. 5.2). 

.^r a2 

\ "l \ 

χ. ^2 · ^ y 

2 / C 2 N 

C\ I 

/ 
> 3 / 

/ 

g\ 

Fig. 5.2 

gl 

5.1.4. Théorème 
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un graphe possède un dual est 

qu'il soit planaire. 
La construction du dual telle qu'elle vient d'être décrite est donc toujours possible; ο 

trouvera la démonstration de ce théorème dans [7]. 

Tableau 5.3 

branche (^1) 
branches en série 
branches en parallèle 
nœud Ot1) 
fenêtre et région extérieure 
maille 
coupe 
arbre 
co-arbre 
rang (P1= J t 1 - I ) 
nullité (M1 =bl—nl + 1) 

branche (b2 = ^1) 
branches en parallèle 
branches en série 
fenêtre et région extérieure 
nœud (W2) 
coupe 
maille 
co-arbre 
arbre 
nullité (μ2 = P 1 ) 
rang (p 2 = μ χ ) 
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5.1.5. Correspondances entre graphes duaux 
Entre un graphe connexe et planaire G1 et son dual G2 il existe un certain nombre 

de correspondances qui sont reprises au tableau 5.3. 
La plupart de ces correspondances sont immédiates; la correspondance (arbre, co-

arbre) se démontre comme suit. Soient (T, C, D) respectivement un arbre de G1, le co-
arbre correspondant et le dual de ce co-arbre : il faut démontrer que D est un arbre. 

Comme C ne contient pas de coupe, D ne contient pas de maille; de plus, D con
tient b ι - η χ 4- 1 = n2 - 1 branches : par conséquent il contient tous les noeuds de G2 ; 
c'est donc un arbre. 

5.1.6. Réseaux duaux 
Soit un réseau R ι pris dans l'état quiescent ; on lui associe un graphe G1 en faisant 

correspondre une branche à chaque composant et à chaque accès d'un transformateur ou 
d'un gyrateur (ex. : fig. 5.4). 

I 

le 

R 

t— 

) 

— ι 2 „ ; ) 3 

— * — ι ι — · — 

C ' T 

* ' A 
1 

C2 = 

< 

l· 
> 

> 

Fig. 5.4 

Le réseau Ri possède un dual R2 lorsque les conditions qui suivent peuvent être 
satisfaites. 

• Il existe entre les branches de R ι et celles de ̂ 2 une correspondance biunivoque 
telle que les graphes G1 et G2 sont duaux; 

• chaque tension de branche dans/^1 (dans ^ 2 ) est proportionnelle au courant dans 
la branche homologue de ̂ 2 (de R j); le coefficient de proportionnalité possède 
les dimensions d'une résistance et il est le même pour toutes les branches : 

ffcl — ^ O uk2 

k =1 ,2 , . . . ,6 

(5.4) 

Bien que l'orientation des branches d'un graphe soit purement conventionnelle, 
dès lors que l'on établit une correspondance entre deux graphes et les équations des cir
cuits correspondants, il est indispensable d'avoir des conventions de signes cohérentes. 
Pour ce faire, il faut choisir les orientations de deux branches homologues de sorte qu'en 
les faisant coïncider par rotation autour de leur intersection l'angle de rotation soit posi
tif et inférieur à π (fig. 5.5). 
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Fig. 5.5 

5.1.7. Branche contenant un élément bipôle 
Les relations (5.4) peuvent s'écrire en transformées. Si : 

Uk\ = zkihi Zkl = Rkl,Lklp ou(Cklpyl 

il vient : 

^ o ^ 2 =ZklRQ Uk2 = ZklR^~ Zk2Ik2 

d'où : 

ZkiZk2 = R* (k = 1,2, . . . ,6) (5.5) 

On en déduit les correspondances reprises au tableau 5.6 (§ 5.1.9). D'après les 
conditions (5.4), les sources se correspondent par dualité comme l'indique le même 
tableau. 

5.1.8. Branche contenant un interrupteur 
Soit dans ^ 1 un interrupteur ouvert pour t < t0 et fermé pour t > t0', si W1 

et ii sont respectivement la tension à ses bornes et le courant qui le traverse, on a 

ii = O , t <t0 

W1 = O , t > t0 

Les contraintes dans la branche duale de R2 sont : 

U2 = O , t < t0 

ii = O , t > t0 

Ce sont celles imposées par un interrupteur fermé pour t < t0 et ouvert pour 
t^t0. Réciproquement, un tel interrupteur a pour dual un interrupteur ouvert pour 
t < t0 et fermé pour t > ^0-

5.1.9. Règle de construction du réseau dual 
Le dual d'un réseau planaire s'obtient en construisant tout d'abord le graphe dual 

selon les règles du paragraphe 5.1.3; on utilise ensuite les correspondances reprises au 
tableau 5.6 pour la substitution des éléments duaux dans les branches homologues. La 
constante dimensionnelle ^ 0 est en principe arbitraire : elle est choisie en fonction 

0<θ<π 
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Tableau 5.6 

Réseau (R , ) Réseau (R 2 ) 

R1 R2 =R2
0' R'i1 

L1 C2 = Lx* RQ2 

C1 L2 = C 1 - R2
Q 

Sources indépendantes 

E1 In=E1Rl' 

Sources dépendantes 

Edk =rx (k, I)I1 Idk =g2(k, l) Ur,g2(k, /) = /·, (k, I)-R-2 

Idk=gi&,l)Vl Edk = r2(k,l)lr,r2(k,l)=gl(k,l)-Rl 

Transformateur idéal : η Transformateur idéal : \jn 

Gyrateur : g Gyrateur : - \jg- R\ 

des exigences particulières à chaque problème. Le tableau 5.6 donne le dual du gyra
teur et celui du transformateur idéal en faisant intervenir cette constante R0 · 

5.1.10. Commentaires 
L'exposé qui précède peut être généralisé au cas d'un réseau avec conditions 

initiales; en effet celles-ci peuvent être assimilées à des excitations fictives (sources 
de tension ou de courant dont on trouvera les éléments duaux au tableau 5.6). 

La transformation d'un réseau contenant des bobines couplées par inductance 
mutuelle peut présenter certaines difficultés. Ainsi lorsque les branches k et / sont 
couplées par induction mutuelle, (Zkn = Lklp), on montre, comme au paragraphe 5.1.7, 
qu'il devrait exister entre les branches homologues du réseau dual un couplage caractérisé 
par Zlk2(p) avec 

Zkii(P) ' ziki(p) = Ro 

soit 

ZIk2(P) -Ro(^i P)~l (5.6) 

Telle quelle, une inductance mutuelle n'admet donc pas d'élément dual, puisqu'
il n'existe pas de couplage capacitif entre branches; ce résultat est valable a fortiori 
pour un couplage inductif entre plus de deux branches. On a vu toutefois, au para
graphe 1.4.13, que deux bobines couplées peuvent être remplacées par un schéma 
équivalent contenant deux inductances et un transformateur idéal (fig. 1.38); comme 
le dual d'un transformateur idéal de rapport η est un transformateur idéal de rapport 
- \\n, on obtient en définitive la correspondance illustrée à la figure 5.7. 

On remarquera que dans le réseau dual, le transformateur idéal est connecté 
directement à des capacités C^ et Q, ce qui rend difficile une transformation du 
schéma qui permettrait de retrouver une inductance mutuelle. 
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Lk = (LkIcLn-Lki)/Ln 

Li = Lu 

η = Lu/Lu 

Fig. 5.7 

Q = LiRl 

5.1.11. Exemple 

La figure 5.8 représente un biporte c o m p o r t a n t trois inductances et une capa

cité; sa fonction de réponse en tension est définie par le rappor t Ux (P)IE1 (p). On sou

haite transformer cet te cellule pour d iminuer si possible le nombre d ' inductances en 

laissant invariante la fonction de réponse . 

Le réseau dual (fig. 5.9) est ob tenu en appl iquant les règles énoncées au para

graphe 5.1.9. 

La dualité entra îne la relation 

I2/I52 = U1ZE1 

IO 

La La 

Fig. 5.8 

A2 - ^1/^0 

LbRô 

« _ 0 CRi <>—Ψ 

LQRQ LQRQ 

U J2 

U2 =R0I1 

Fig. 5.9 
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LbR-

E2 =Ei C ) 
( 

II 
CR2 

• " LQR LaR — 

) < 

— R 

> 

U2 = U1 

Fig. 5.10 

Si ensuite on transforme la source de courant I52 en une source de tension, et si 
on choisit R0

 = R> on obtient la figure 5.10. 

5.1.12. Effet dualiseur du gyrateur 
Si un bipôle élémentaire (R, L ou C) d'impédance Z2 est connecté à l'accès (2,2') 

d'un gyrateur de résistance de gyration r, on obtient sans difficulté à partir des équations 
du gyrateur l'expression de l'impédance Zx vue de l'accès (1,1') (fig. 5.11) : 

Z1 = U1Jh =r\- I2)ZU2 =r2/Z2 

d'où 

Z1Z2 = r2 

On dit que le gyrateur transforme ce bipôle en son dual. 

1 7i r
 m

 J2 2 
- 4 — o -

U1 ) C "•• 

Fig. 5.11 

5.2 RECIPROCITE 

5.2.1. Expression de la réciprocité dans un réseau 
On considère un réseau sans sources, exempt de gyrateurs et supposé dans l'état 

quiescent : il jouit de la propriété suivante. 
Le courant dans une branche / dû à l'action d'une source de tension située dans 

la branche k est égal au courant qui circulerait dans cette branche k si la même source 
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était insérée dans la branche /. De façon plus générale, si // (Ik) est le courant dans la 
branche l(k) dû à une source Ek (Ei) située dans la branche k(l), la propriété est expli 
citée par la relation : 

h\Ek = IHIE1 (5.7) 

5.2.2. Démonstration 
Les lemmes de Kirchhoff sont valables en transformée de Laplace : il en va 

donc de même du théorème de Tellegen qui en a été déduit (paragraphe 1.3.15) : 

Σ VklIk2 = O 
k = \ 

Σ uk2ikl = ο 
k=i 

(5.8) 

(5.9) 

Les indices 1 et 2 se rapportent à des états distincts du réseau. 
Distinguons une branche K en série avec la branche k et une branche L en série 

avec la branche / (fig. 5.12) et considérons les états 1 et 2 qui résultent des excita
tions suivantes : 

• état 1 : UK = Ek UL = O 

• état 2 : UK = O UL=E1 

ο (k) 

Fig. 5.12 

(/) 

Les relations (5.8) et (5.9) deviennent : 

Σ ^*ιΛ*2 + Ekhi - O 

Σ Ua2Ial +E1In = O 

(5.10) 

(5.11) 

Si la branche α contient un élément R, L ou C, on a 

Ua i = Zalai (/ = 1,2) 

et par conséquent : 

Ua liai = Ua2IaI ~ ^aIQL 1 Ia 2 
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Si les branches a et β correspondent aux accès d'un transformateur idéal, on a : 

^αΐΛ*2 + ^01^02 ~ ~ Up\I$2 + ^01^02 = 0 

Tous les termes relatifs aux transformateurs disparaissent donc des sommes de 
(5.10) et (5.11); on sait aussi qu'une inductance mutuelle peut être remplacée par un 
transformateur idéal et deux inductances; on a donc pour l'entièreté du réseau : 

b b 

L UOL l IOt 2 ~ L U& ilOL \ 
α: = 1 a = l 

et par conséquent la comparaison de (5.10) et (5.11) démontre (5.7). 

5.2.3. Définition 
Un réseau qui jouit de la propriété de réciprocité explicitée par la relation (5.7) 

est appelé réseau réciproque. 

5.2.4. Enoncé dual de la réciprocité 
Dans un réseau (R, L, C) avec transformateurs idéaux, exempt de sources, la ten

sion aux bornes d'une branche k due à l'action d'une source de courant connectée en 
parallèle sur la branche / est égale à la tension qui apparaîtrait aux bornes de cette bran
che / si on connectait cette même source de courant en parallèle sur la branche k. 

Cette propriété s'exprime par la relation : 

UkUs9i = U1IIs91C (5.12) 

5.2.5. Commentaires 
Les relations (5.7) et (5.12) ont été établies pour des excitations de forme quel

conque; elles sont évidemment aussi valables en régime sinusoïdal, auquel cas elles font 
intervenir des substituts complexes. 

On remarquera que la réciprocité est liée à l'absence de sources dépendantes : 
celles-ci introduisent des couplages non réciproques entre les branches du réseau 
(§ 4.6.2 et 4.6.5); le même effet peut résulter de la présence de gyrateurs dans le 
réseau. 

On sait par ailleurs que ces couplages non réciproques détruisent la symétrie des 
matrices des équations de mailles ou de noeuds (sect. 4.4 et 4.5). 

5.2.6. Exemple de réseau réciproque 
Un quadripôle (L, C) est inséré entre une source de tension E en série avec une 

résistance R\ et une résistance R2 (fig. 5.13). La fonction de réponse en tension vaut : 

H21 = U2IE= -R2I2IE 

Lorsque la source est connectée en série avec R2, la réponse étant constituée par 
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Fig. 5.13 

la tension aux bornes de Ri (fig. 5.14) on a : 

H12 = UJE = -R1I1IE 

et la réciprocité implique : 

H21=H12-R2IRx 

On peut en outre conclure que SiT 1̂ =R2 l'inversion des accès (1, Γ) et (2, 2') 
ne modifie nullement la fonction de réponse. 

/, ι 

Ux 

sr~ 
L, C Ol 

Fig. 5.14 

5.2.7. Réseau non réciproque avec sources dépendantes 
Pour le réseau de la figure 5.15 on définit la fonction de réponse H = U2/Isl. 

-φ+-

θ*· 
^3 

Π χ Io 
Fig. 5.15 
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*'\0 

Fig.5.16 

Après transformation de la source de courant (fig. 5.16), le système des équations 
de mailles s'écrit : 

Rilsi 
0 

R1 +R2 +R3 +r -R3 \ I1 

-R*-r R3+R* J \h 

et on en déduit 

H-R4I2UsI = R4Ri(R*+r)/A 

où Δ est le déterminant du système. 

>/, 
. < > 

a hi 

e 
Fig. 5.17 

Λ4 

ri 

\<> 

Ri 

("\ U4Zs: 

Fig. 5.18 
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A la figure 5.17, la source de courant est en parallèle sur R4 et la réponse est 
la tension aux bornes de ,R1 ; après transformation (flg. 5.18), il vient : 

R1 + R2 + R3 + r -R3 

-R3 -r R3+R* 

d'où 

H = UxIIs2 = -R1I1Ih2 = RiR3RJA 

5.3. RESEAUADJOINT 

5.3.1. Variations d'une fonction de réponse dues aux perturbations des composants 
du réseau 

On désire souvent connaître l'influence exercée sur une fonction de réponse par 
les petites perturbations que peuvent subir les composants d'un réseau; l'origine de ces 
perturbations est diverse : tolérances de fabrication, influence de la température ou du 
vieillissement,... etc. Les méthodes générales d'analyse développées au chapitre 4 per
mettent de résoudre ce problème; cependant, le même résultat peut être obtenu avec 
un volume de calcul moindre par la méthode qui va être développée dans cette section. 

5.3.2. Définitions 
La sensibilité d'une fonction de réponse// aux petites variations ΔP a des compo

sants/^ du réseau est définie parla relation 

S(H,Pa ) = d(lnH)/d(\nPa) = (dH/dPa ){PJH) (5.13) 

( a = 1,2,. . . ,6) 

La sensibilité du gain logarithmique α(ω) et celle de la phase Z>(co) (§ 3.2.11) 
sont définies par 

S(a,Pa) = da/d(lnPa) (5.14) 

S(b,Pa) = dbld(\nPa) (5.15) 

Comme on peut écrire par (3.23) : 

d(a+jb) = d[ln#(/co)] = d[H(jcu)]/H(jœ) (5.16) 

il vient : 

S(a,Pa ) = Re[S(H(JO))Sa )] (5.17) 

S(b,Pa ) = Im [Ξ(Η(;ω),Ρα )] (5.18) 
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5.3.3. Réseau adjoint 
On considère un réseau pouvant contenir des sources dépendantes; il comporte 

b branches : l'une d'elles (k) contient une source indépendante (tension ou courant) 
qui constitue le signal; le courant dans une autre branche (/) ou encore la tension à 
ses bornes constitue la réponse. Les courants et tensions de branches sont notés la 

etUa. 
A ce réseau on va associer un autre réseau dit réseau adjoint qui possède la même 

topologie, mais dont les composants seront définis plus loin; on va établir une corres
pondance entre les branches des deux réseaux; les courants et tensions des branches 
homologues du réseau adjoint sont notés respectivement Φ^ et Ψ α . 

On sait que le théorème de Tellegen permet d'écrire : 

b 

Σ Ua Φ α = 0 (5.19) 

α = ι 

b 

1 ¾ ¾ = 0 (5.20) 

Si chaque paramètre Pa du réseau (valeur d'une résistance, d'une capacité, ... 
du coefficient d'une source dépendante) subit une perturbation Δ Pa, les tensions et 
les courants subissent des variations Δ Ua et Δ /α, de sorte que l'on a : 

b 

Σ (Ua +Αυα)Φα = 0 (5.21) 

α = ΐ 

b 

X ( 4 + Δ / α ) Ψ α = 0 (5.22) 
CK = I 

On soustrait (5.19) de (5.21), (5.20) de (5.22) et par différence des résultats il 
vient : 

b 

£ ( Δ ί / α Φ α - Δ / α Ψ α ) = 0 (5.23) 
<*=i 

Considérons un bipôle d'impédance Z dans l'une des branches du réseau original; 
on a au premier ordre : 

AUZ ^ ZAIz + ΙζΔΖ 

Le terme qui correspond à cette branche dans (5.23) vaut 

( Ζ Φ Ζ - Ψ Ζ ) Δ / Ζ + / Ζ Φ Ζ Δ Ζ 

En termes d'admittances, on aurait trouvé : 

(Φγ- Y^Y)AUY-ϋγ^γΑΥ 

Le composant qui constituera la branche homologue du réseau adjoint est choisi 
pour annuler dans ces expressions le terme qui dépend, soit de Δ/ ζ , soit de AUY : on 
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pose donc Ψ ζ/Φ ζ = Z ou bien Φγ/Ψγ = Y; les éléments R, L et C sont donc conservés 
tels quels dans le réseau adjoint. 

Considérons maintenant dans la branche k une source de courant Idk = gUt qui 
dépend de la tension aux bornes de la branche /; on ajoute au réseau original une source 
de courant Z5/ = O en parallèle sur cette dernière branche. 

Les termes de la somme (5.23) qui sont relatifs à cette source Isl et à la branche 
k sont les suivants : 

AUk$k + AU^1-AIdk*k-AIsl% 

Comme on a au premier ordre 

AIdk = Ag -U1 +g -AU1 

et que AIsl = O, il subsiste : 

Δ ^ Φ ^ + (Φ/ -g*k )Δί/ζ -AgU1^ 

Afin d'éliminer les termes en Δ Uk et en Δ U1 on posera Φ^ = O et Φ/ =gykk'. on 
prévoit donc dans la branche / du réseau adjoint une source de courant commandée par 
la tension aux bornes de la branche k : ceci revient à intervertir dans le réseau adjoint 
le rôle des branches k et / (fig. 5.19). 

Φ-
(k) 

Idk = gUi m> 
uk 

Φ * Ξ O 

*k 

- H l - 1 
(/) 

Ui 

<> 

*l 

Φ/ = g^k 

-i 

Fig. 5.19 

Il ne subsiste finalement que le terme -Ag- U1^k. 
La même démarche peut être suivie pour une source de tension commandée par 

un courant, pour un transformateur, pour un gyrateur. Le tableau 5.20 donne pour 
chaque type d'élément la relation qui le définit, celle qui définit l'élément à placer dans 
la ou les branches homologues du réseau adjoint, le coefficient Κα du terme qui sub
siste dans la somme (5.23) et enfin la perturbation Δ Pa subie par le paramètre qui ca
ractérise l'élément. 

5.3.4. Calcul des sensibilités 
Considérons à titre d'exemple la fonction de réponse H = Ui/Isk ; on peut admet

tre que la tension U1 est mesurée aux bornes d'une source de courant Isl = 0. 
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Tableau 5.20 

Relations de définition 

Eléments 

Résistance 

Capacité 

Inductance 

Source de courant dépen
dant d'une tension 

Source de tension dépen
dant d'un courant 

Transformateur idéal 

Gyrateur 

Réseau original 

U=RI 

I=JuCU 

U = JuLI 

I1 = O 

U2=H2 

U1=O 

U1 =nU2 

I2=- ni, 

U1 = rl2 

U2=-ri, 

Réseau adjoint 

Ψ = /?Φ 

Φ = / w C ^ 

Ψ =/α;Ζ,Φ 

Φΐ = £ * 2 

Φ2 = 0 

Ψ , = Γ Φ 2 

Ψ 2 = 0 

^ 1 = Α?Ψ2 

Φ 2 = -ηΦι 

Ψ , =->-Φ 2 

Ψ 2 = r<bx 

! 

ί 
! 

! 

K 

/φ 

-]ω0Φ 

+ /ω/Φ 

-U1V2 

I1 Φ2 

υ2Φχ + / , * , 

h Φι - Λ φ 2 

ΔΡα 

Δ/? 

AC1 

ΔΑ 

Δ£ 

ΔΑ-

ΔΑ? 

ΔΓ 

A la source indépendante Isk
 ο η fait correspondre dans le réseau adjoint une 

source de courant Φ^ = 0 (fig. 5.21). 
Les éléments du réseau adjoint sont choisis comme indiqué au tableau 5.20; la 

somme (5.23) devient : 

b 

Σ KaAPa +AUk<èk + AU,<t>i-àI9k*k-AIsi*i =0 
OL=I 

Mais Isk est une source indépendante et Δ Isk = 0; de plus, Φ*. = 0 et Δ Isl = 0; si enfin on 
pose Φ/ = 1, il vient 

Δί// = -ΣΚ«ΔΡ« (5.24) 

Réseau original Réseau adjoint 

Fig. 5.21 

Les expressions des Ka contiennent les tensions et courants du réseau original exci
té par la source Isk, ainsi que ceux du réseau adjoint excité par la seule source Φ/ = 1 ; 
une seule analyse des deux réseaux permet donc d'accéder à la valeur des sensibilités de 
la fonction de réponse par rapport à tous les paramètres/^ : 

S(H9P01 ) = (dH/dP* )(PJH) = (dUi/dPa KPJU1) 

(a = 1,2,...,Z)) (5.25) 
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5.3.5. Exemple 
Dans le réseau de la figure 5.22 on considère la fonction de réponse H= U6 /Isl ; 

le réseau adjoint est représenté à la figure 5.23. 
On s'intéresse à la sensibilité de la réponse en régime sinusoïdal; l'analyse des deux 

réseaux fournit les courants et les tensions de branches; on a ensuite, d'après (5.24) : 

AU6 = -[I1(^1AR1 + I2St2AR2 +/4Φ4ΔΛ4 + 

+ I5<i>5AR5]+jooU3%AC3 + U2%Ag 

g U2 

ι 
3 

H H 

U2 

R2 

Ri C3Zi 

i 1 

N/-* 
R4 

Rs 

ι 
/ , 6 = 0 

I 
- n 0 

Fig. 5.22 

g ^ 4 

r~ I 

R1 

I 

R2 

C3ZZ 

- M < 

Ψ* 

R4 

, I 
1 _ | 

= ^ 5 

T 

i Φ* = 1 

Fig. 5.23 

5.4. METHODES DE SUBSTITUTION 

5.4.1. Introduction 

Lorsque l'on connecte un réseau (R) quelconque à un bipôle (B) de complexité 
arbitraire contenant un nombre quelconque de sources indépendantes, il est intéressant, 
pour déterminer le courant qui va être échangé, de pouvoir substituer à ce bipôle une 
source unique en série avec une impédance (fig. 5.24); on dispose pour cela du théorème 
suivant. 

5.4.2. Théorème de Thévenin 
Tout bipôle linéaire contenant des éléments passifs et des sources indépendantes 

est équivalent à une source de tension unique E en série avec une impédance Z; la tension 
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(B) 

ι 

U 
(R) 

4-o+—o-

-_J 

(R) 

Fig. 5.24 

E est égale à la tension à vide aux bornes du bipôle et l'impédance Z est égale à l'impé
dance vue des bornes du bipôle dont les sources ont été annulées. 

5.4.3. Commentaires 
Si l'on exige que l'équivalence garantie par le théorème soit assurée pour un cou

rant i de forme quelconque, il faut utiliser le formalisme de la transformation de Laplace 
et l'impédance Z, tout comme la tension E sont des fonctions de p; parfois on ne s'inté
resse qu'à l'équivalence des fonctionnements en régime sinusoïdal : E et Z dépendent 
alors de/ω. Mathématiquement ceci revient à exiger que l'équivalence soit valable soit 
en tout point du plan p, soit simplement le long de l'axe imaginaire. 

Par l'expression "annuler les sources" il faut comprendre que l'on court-circuite 
les sources de tension et que l'on ouvre les sources de courant. 

5.4.4. Démonstration 
Un bipôle (B) constitué par des éléments passifs et des sources indépendantes est 

connecté à l'instant t = 0 à un bipôle (R) supposé passif et dans l'état quiescent (fig. 
5.25). Tant que l'interrupteur S est ouvert, les tensions aux bornes des bipôles valent 
respectivement Ux (t) = ul0 (t) (tension à vide) et U2 (t) = 0; la tension aux bornes de S 
vaut u = Ux. La fermeture de l'interrupteur peut être simulée en lui substituant deux 
sources de tension connectées en série, de même amplitude mais de sens opposé (fig. 5.26) 

uA{t) = UB(0 = " i o ( 0 

Par application de la propriété de superposition, on peut dire que le courant i 
résulte de l'action conjuguée de la source uA et des sources internes de (B) (fig. 5.27) 
superposée à celle de la source unique uB (fig. 5.28); or il est clair que la première 
excitation est équivalente au fonctionnement en circuit ouvert uA =uxo, i s 0; le cou-

o— 

ο-θ-ο 
Z l · 

O - Q > - 0 

/ = 0 

η o~—o—>—π 

",1 
" 1 " 2 

y y 

O — — O 

(B) (R) 

Fig. 5.25 
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H H> 

(B) 

uA uB 

^ ^ 

Fig. 5.26 

(B) 

O - — O 

ο Q oo—φ»Μθ 

O ί 1 • O 

KJ 
o— — ο 

Fig. 5.27 (R) 

Z u 

Fig. 5.28 

rant / résulte donc un iquement de l 'act ion de la source uB = u χ 0 en série avec le bi
pôle (B) dans lequel on a annulé les sources; les condi t ions initiales, équivalentes à des 
sources fictives doivent aussi être annulées. 

Si le réseau (R) cont ient lui aussi des sources, ou bien s'il n 'est pas dans l 'état 
quiescent, il existe à ses bornes une tension à vide W2ο ( O et t a n t que S est ouvert, on a 

U=U10 -U2Q. Il suffit dans la démonst ra t ion de poser uA = uB = u χ 0 - U2 0, et d'asso

cier la composante W 1 0 de uB au bipôle (B)9 tandis que U20 est associée au bipôle (R) 
pour définir les bipôles équivalents. 

Enfin, par souci de généralité la démons t ra t ion a été faite pour un fonctionne
men t transitoire : sa validité est bien sûr assurée dans le cas particulier du régime sinu
soïdal. 

5.4.5. Bipôle avec sources dépendantes 
Si le bipôle cont ient en outre des sources dépendantes , elles doivent être mainte

nues pour le calcul de l ' impédance du bipôle équivalent ; on sait en effet qu'elles peuvent 
être considérées comme des couplages non réciproques entre branches (§ 4 .6 .2 et 4 .6 .5) . 

5.4.6. Définition 
Le bipôle équivalent défini par le théorème 5.4.2 et dont la structure est précisée 

en 5.4.3 et en 5.4.5 est appelé bipôle équivalent de Thévenin. 
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5.4.7. Exemple 
Un bipôle est constitué par la mise en parallèle de N sources de tension Ek en série 

avec des résistances Rk (fig. 5.29). 
A vide, la somme des courants fournis par les sources est nulle : 

N N 

Σ 4 = Σ (U0-Ek)Rk~
l = 0 

/c = l /c = l 

et on en déduit la tension à vide : 

N _ N 

E = U0 = Σ^~% I Σ Rk1 

/ C = I /C = I 

Quant à l'impédance vue des bornes 11' après annulation des sources, elle vaut 

(?*•)"• 

/ i v 

Ki 

Io IO 

IN < 

RN 

IC 
K 

r 
) , 

i ( 

) 

R 

Uo 

• % 
3 

1 
O 

) 

O 

Γ 

Fig. 5.29 

5.4.8. Théorème de Norton 
Le théorème de Norton est le dual de celui de Thévenin; il affirme que tout bipôle 

linéaire contenant des sources indépendantes et dépendantes est équivalent à une sour
ce de courant unique Is en parallèle avec une admittance Y (fig. 5.30). La source I5 est 
égale au courant Icc délivré par le bipôle sur un court-circuit et l'admittance Y est celle 
vue des bornes du bipôle dans lequel on a annulé les sources indépendantes (fig. 5.31). 

θ 
Γ 

Fig. 5.30 
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Fig. 5.31 

5.4.9. Définition 
Le bipôle équivalent défini par le théorème 5.4.8 est appelé bipôle équivalent de 

Norton. 

5.4.10. Commentaires 
Il est clair que les bipôles équivalents de Thévenin et de Norton sont équivalents 

entre eux; on peut d'ailleurs passer de l'un à l'autre par la transformation d'une source 
de tension en une source de courant ou réciproquement (cf § 4.4.6 et 4.5.6). 

5.4.11. Exemple 
On considère le bipôle de la figure 5.32; on va calculer la tension à vide, le courant 

de court-circuit et l'impédance vue des bornes 11 ' avec E = O. La source E fournit un 
courant Z1 donné par : 

I1 =E/(Ra + MCp) 

r<t> 
Ra 

O i ^ H 

gUa 

Rb 

-o 1 

£/, 

-ο Γ 

Fig. 5.32 

La tension à vide aux bornes du bipôle vaut par conséquent : 

U10 = XlCpI1 +Rb g R0I1 

= E( \/Cp+gRaRb)/(Ra+ MCp) 

Le courant de court-circuit peut être calculé par la méthode des mailles (fig. 5.33) 

M / Ra + i/cp -\\cp \ ίιΛ 
\ 0 / \-l/Cp-gRaRb Rb + l/Cp W 2 / 
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gRaRbh 

& 

Rb 

]0(^)~c ( (2M ICC = h 

Fig. 5.33 

On en déduit que 

kc = h = E(gRaRb + \ICp)l·-1 

avec 
Δ = RaRb + (R0 +Rb)/Cp-gRaRb/Cp 

gRaRblx 

Fig. 5.34 

L'impédance Z peut être calculée à partir de la figure 5.34; on peut écrire 

/ θ\ l Ra + \ICp -MCp \ ίΐΛ 
\-Ej~ \-l/Cp-gRaRb Rb + \ICp] \I2) 

et il vient : 

Z = £ / ( -I2)= A(gRaRb + \ICpTl 

On dispose aussi de tous les éléments pour le bipôle équivalent de Thévenin et 
pour celui de Norton. On peut vérifier que l'on a bien Ux 0 = ICc Z 

5.5. MULTIPÔLES 

5.5.1. Introduction 
La structure des réseaux étudiés jusqu'à présent dans cet ouvrage est tout à fait 

quelconque; les éléments passifs, les sources dépendantes et les sources indépendantes 
sont interconnectés d'une façon arbitraire. Les sources indépendantes constituent l'ex-

file:///-Ej~
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citation — le signal au sens du chapitre 2 — et les méthodes d'analyse du chapitre 4 
permettent de calculer la réponse, c'est-à-dire les courants et tensions dans toutes les 
branches du réseau. 

Dans beaucoup de situations techniques on est amené à considérer un réseau cons
titué par des composants passifs et éventuellement des sources dépendantes comme un 
système qui permet de transférer une puissance ou une information depuis une ou plu
sieurs sources indépendantes vers une ou plusieurs utilisations, ou parfois même de pro
voquer un échange de puissances entre plusieurs sources. On peut citer le cas des réseaux 
de transport d'énergie électrique, celui des réseaux de télécommunications ou encore 
celui des filtres qui permettent de séparer les signaux. 

Dans ces applications, l'intérêt se porte essentiellement sur les grandeurs électri
ques associées aux sources et aux utilisations plutôt que sur celles qui existent à l'inté
rieur du réseau. Les définitions qui suivent précisent celles des paragraphes 1.1.2 et 1.1.4. 

5.5.2. Définitions 
Un réseau ouvert m comporte aucune source indépendante; en certains noeuds 

appelés bornes, des sources indépendantes ou d'autres réseaux ouverts peuvent être 
connectés. Un réseau ouvert est un multipôle dont la structure interne est quelconque 
et peut être très complexe. 

Si les bornes sont associées par paires pour constituer des accès, on parle de 
2N-pôle, ou de multiporte; les courants et les tensions aux accès sont repérés comme 
indiqué à la figure 5.35. 

'* 

If "k 

I 
I h 

o 

(M) 

1I 

U1 Ί 

I 

" A M ' 

Fig. 5.35 

Dans de très nombreux cas, toutes les bornes aux repères accentués sont connec
tées entre elles; on adopte la configuration représentée à la figure 5.36 et on parle de 
(N+l)-pôle. 

On définit enfin les vecteurs des tensions et des courants aux accès : 

u = (W1,U2, ... ,UN)' (5.26) 

i = (h,h, ··. JNY (5·27) 

5.5.3. Relations entre grandeurs aux accès 
On désire établir les relations qui lient les 2 N grandeurs aux accès d'un multi

porte (M) pris dans l'état quiescent. 
Soient bt et η les nombres respectifs de branches et de noeuds de (M); si en cha-
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k 

1 I 

l ' ["' 

'* 

h 

(M) 

Ί / 
-^—O 

b « W 

* ] >, 
. J V + 1 

Fig. 5.36 

cun des accès on connecte une source de tension ou de courant, on obtient un réseau 
fermé (M+), pour lequel ces nombres valent respectivement b = bj + TV et n. 

On dispose par conséquent (cf § 4.3.3) de (bi+N — n + 1) équations de mailles, 
(n — 1) équations de coupes et de bt équations relatives aux éléments internes de (M), 
soit au total (2ô,- + TV) équations indépendantes entre 2bι 4- 2/V variables (tensions et 
courants). 

Après élimination des Ib1 variables internes, il subsiste, entre les IN variables 
aux accès, N relations que l'on peut écrire sous la forme 

AU=BI (5.28) 

U Qt I sont les transformées des vecteurs (5.26) et (5.27); A et B sont des matrices polyno-
miales d'ordre N. 

On trouvera une discussion approfondie du processus d'élimination dans [12]; 
le résultat essentiel est que les matrices A et B ne sont pas nécessairement de rang N. 

Lorsque la matrice A est de rang N, on peut écrire : 

U = A-1BI = ZI (5.29) 

De même, lorsque la matrice B est de rang TV, on peut écrire : 

/ = B-1AU = YU (5.30) 

5.5.4. Définitions 
La matrice Z est appelée matrice d'impédances du multiporte et la matrice Y est 

appelée matrice d'admittances; ces deux matrices sont désignées sous le terme géné
rique de matrices d'immittances. 

5.5.5. Commentaires 
L'indépendance des courants aux accès est une condition nécessaire pour l'existen

ce de la matrice Z; en effet, l'existence de relations linéaires entre ces courants permet 
d'affirmer qu'un certain nombre d'équations du système (5.28) sont de la forme 

KI = O 
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ce qui implique la présence de lignes identiquement nulles dans la matrice A : celle-ci 
ne serait donc pas de rang N. 

D'une manière duale l'indépendance des tensions aux accès est une condition né
cessaire à l'existence de la matrice d'admittances. 

Dans ce qui va suivre, on admettra implicitement l'existence des deux matrices 
Z et K 

5.5.6. Calcul de la matrice d'impédances 
Le calcul de la matrice d'impédances d'un multipôle peut être effectué par la mé

thode des courants indépendants. A cet effet on connecte une source de tension en 
chaque accès du multipôle (M) pris dans l'état quiescent et on définit un ensemble de 
mailles indépendantes de telle façon que chacune des N premières emprunte un accès 
et un seul; un tel choix est possible puisque l'on postule l'existence de la matrice Z qui 
implique l'indépendance des courants aux accès. 

Le système des équations de mailles de (M+) peut s'écrire : 

(^4\ l %AA I ZAB\ ί JA\ 

o / \zBA j zBB] \iB) 
où EA et IA coïncident respectivement avec le vecteur des tensions aux accès U et le 
vecteur des courants aux accès/; le système a été partitionné de façon à préparer l'éli
mination des courants de mailles internes IB. 

Si l'on développe (5.31), il vient : 

U = ZAAI + ZABIB 

ο = zBAi + ZBBIB 

et si on peut inverser la sous-matrice ZBB, on obtient : 

U = [ZAA -ZABZB^ZBA ]/ (5.32) 

soit enfin : 

z - zAA -zABzBBzBA 

Cette méthode exige l'inversion d'une matrice dont l'ordre est égal au nombre 
de mailles internes de (M). 

5.5.7. Définition des éléments de la matrice d'impédances 
D'après (5.29), la tension aux bornes de l'accès k peut s'écrire : 

TV 

Uk = Σ Zk1I1 (5.33) 
1 = 1 

Dans ce développement le coefficient Zki(k Φ /) est appelé impédance de trans
fert à circuit ouvert de l'accès l vers Vaccès k; on a en effet : 
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Zki = VkIIt Ο,α Φ I (5.34) 

L'impédance de transfert Zkl est égale au rapport de la tension qui apparaît aux 
bornes de l'accès k au courant injecté dans l'accès / quand tous les accès de M excepté 
l'accès / sont ouverts. 

On sait qu'un réseau (R, L, C) avec transformateurs idéaux et sans sources dépen
dantes ni gyrateurs est réciproque (§ 5.2.4); on retrouve cette propriété pour les 
multipôles qui possèdent une matrice Z : en effet la symétrie des sous-matrices de 
Zm dans (5.31) entraîne celle de Z par (5.32) : Zkl = Zik. 

La présence de gyrateurs ou de sources dépendantes dans (M) entraîne générale
ment la dissymétrie de la matrice Z. 

Le coefficient Zkk représente l'impédance vue de l'accès k lorsque tous les autres 
accès sont ouverts : 

Zkk - Uk/h Ο,α Φ k (5.35) 

On l'appelle impédance d'entrée à circuit ouvert. 

5.5.8. Exemple 
Soit le multipôle représenté à la figure 5.37. Ayant connecté des sources et défini 

un système de mailles comme indiqué au paragraphe 5.5.6, il vient : 

R1+(2CpY1 0 0 

0 R2 + (2Cpyl (2CpT1 

0 (2Cp)"1 R3+(2CpT 

-(2CpT1 (2CpT1 (2CpT1 

-(2Cp)-1 

(2Cp)-1 

(2CpT1 

LpHCpT1 

h 
h 

On en déduit : 

Z = 

0 0 

R2 + (2CpY1 (2CpY1 

(2CpT1 R3+(2CpT1 

• [Lp + (Cp)'1 ] - ' · (-(2Cp)-1 (2Cp)-1 (2Cp)-1 ) 

Si l'on pose : 

Z0 = (2Cp) '[Lp+ Cp(LCp' 
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Ei IO ''I KL,'~-XLL 

I v (IV) (IV) ) 

Fig. 5.37 

il vient : 

R1 +(2Cp) -Z0 Z0 

R2+(2Cp) -Z0 (2Cp) -Z0 

(2Cp) -Z0 R3+(2Cp) -Z01 

5.5.9. Calcul de la matrice d'admittances 
La matrice Y peut être obtenue par inversion de la matrice Z; cependant dans le 

cas d'un (N + l)-pôle, il peut être avantageux d'utiliser la méthode des potentiels indé
pendants. 

Un injecteur de courant (cf § 4.5.8) étant connecté en chacune des bornes, 
il vient : 

ο , 

Y. AA 

IBA I 

YAB 

YBB 

VA 

VB 

(5.36) 

avec lA -1 et VA = U. 
Après élimination des potentiels des noeuds internes on obtient : 

Y - Y Δ A - Y AR YRR Yl AB1BB 1BA 
(5.37) 

Cette méthode exige l'inversion d'une matrice dont l'ordre est égal au nombre de 
noeuds internes de (M). 

5.5.10. Définition des éléments de la matrice d'admittances 
D'après (5.30), le courant dans l'accès k peut s'écrire : 

N 

4 = Σ YMuι 
1 = 1 

(5.38) 
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Dans ce développement le coefficient Ykl{k + /) est appelé admittance de transfert 
en court-circuit de l'accès l vers l'accès k; on a en effet : 

r*i = hlUi Ua = 0 , a Φ l (5.39) 

L'admittance de transfert Ykl est égale au rapport du courant dans l'accès k à la 
tension aux bornes de l'accès / quand tous les accès de (M) excepté l'accès / sont court-
circuités. 

La matrice d'admittances d'un multipôle (R9 Ly C) avec transformateurs idéaux 
est symétrique ; la présence de sources dépendantes ou de gyrateurs entraîne générale
ment la dissymétrie : Ykl Φ Ylk. 

D'autre part, Ykk représente l'admittance vue de l'accès k lorsque tous les autres 
accès sont court-circuités : 

Ykk = Ik/Vk Ua = 0 ,a Φ k 

On l'appelle admittance d'entrée en court-circuit. 

(5.40) 

5.5.11. Commentaires 
Il est important de remarquer que l'admittance de transfert Ykl n'est pas égale à 

l'inverse de l'impédance de transfert Zkl et que l'admittance de court-circuit Ykk n'est 
pas égale à l'inverse de l'impédance à circuit ouvert Zkk; ceci est évidemment dû au fait 
que les impédances Zkl sont définies avec tous les accès ouverts (sauf/) tandis que les 
admittances Ykl sont définies avec tous les accès en court-circuit (sauf/). 

5.5.12. Exemple 
On considère le biporte de la figure 5.38 connecté à deux injecteurs de courant. 

Le système des équations nodales s'écrit : 

•\ 

Ί 0I 

O + 

[----
\-° 
\-Cp 

Cp 0 

G+ Cp 

-G 

-Cp 

-G 

-G 

2(G+ Cp) 

0 

-Cp \ 

-Cp 

0 

2(G+ Cp) / 

On en déduit l'expression de la matrice d'admittances : 

' G + Cp Q \ 
Y = 

0 G+ Cp 

2 (G+Cp) 0 

0 2 (G+ Cp) 

G + Cp 0 \ / G2 + C2 p2 G2 +C2 p2 

\-[2(G+ Cp)]-1 l F v 

0 G + Cp F M \G2+C2p2 G 2 + 0 2 
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Fig. 5.38 

Si l'on pose a = G/C = (RC)~l, il vient 

Y= C[2(p+a)] 
ρ + Aap +a -(p +a ) 

-(p +a ) ρ + 4ap +a 

5.5.13. Définitions 
Lorsque tous les noeuds d'un réseau sont des bornes, on peut le considérer comme 

un (N + l)-pôle sans noeuds internes (N 4- 1 = n)\ en l'absence d'inductances mutuel
les sa matrice d'admittances coïncide avec la matrice des équations nodales (§ 4.5.7). 
On sait par ailleurs que la matrice des équations nodales affecte une forme particulière 
lorsque le noeud de référence est choisi hors du réseau (fig. 4.27); elle s'appelle alors 
matrice d'admittances flottante ou indéfinie (cf § 4.5.14). 

Les considérations qui précèdent restent applicables à un (N 4- l)-pôle (M) avec 
noeuds internes; si on choisit hors du réseau la nouvelle borne commune à tous les 
accès, (M) devient un (N + 2)-pôle (fîg. 5.39) dont la matrice d'admittances est appe
lée matrice d'admittances flottante ou indéfinie Yp. 

k 

y ' 

1 ' 

lk 

h 

(M) 

'/ 

ÎN 

l 

I 

! 
I 

I N 

! ' I 

^7¾ 

Fig. 5.39 
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5.5.14. Calcul de la matrice d'admittances flottante 
On désire passer de la matrice d'admittances de (M) considéré comme un 

(N + l)-pôle à sa matrice d'admittances flottante YF. 
D'après la figure 5.39, on a 

(Z1,... JNJN+I Y = 1> · (U[% ·· ,UM+iY 

La comparaison avec la figure 5.36 permet d'écrire : 

Uk = U^-UN+I (k = 1,2,...,7V) 

Les courants Z1 jusque IN peuvent donc être exprimés comme suit : 

= Y 

. . . γ 

21 

1Nl 

IA/ 

r2N 

YNN Σ YNOL 

Comme d'autre part la somme des courants qui pénètrent dans le multipôle est 
nulle, on a : 

N 

IN +1 — ~ ι-* Λ* 

On obtient donc pour Yp l'expression suivante : 

Y* = 

N 

- Z y « i 
α=ι 

Y 

N 

- Σ 
α=ι 

> a N 

N \ 
-Σ*Λ 

0-1 \ 

TV 

~ Σ ΥΝβ 
β=1 

—N- 7 
Σ1W 

α,/3=1 

(5.41) 
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Cette matrice symétrique d'ordre (N + 1) est manifestement singulière, la dernière 
ligne (colonne) étant égale à la somme des TV premières lignes (colonnes) changée de 
signe. 

5.5.15. Application : changement de borne de référence pour un (N + l)-pôle 
Lorsque la borne Q est utilisée comme borne de référence commune aux accès 

en lieu et place de la borne (N + 1) (fig. 5.40), on a le système suivant pour les courants 
aux accès : 

(I1,...,IQ^1JQ+1,...,IN+1)' = Y(U1,...,0^,UQ+1,...,UN+1)' (5.42) 

Uk 

I '* 

h 

(M) 

^N + 1 A 

' N + 

1Q 
^ A 

i I 

I if 

Fig. 5.40 

On désire calculer la nouvelle matrice Y en fonction de l'ancienne Y; il suffit pour 
cela de passer par l'intermédiaire de la matrice d'admittances flottante YF et de choisir 
la borne (N + 2) en coïncidence avec la borne Q\ il vient : 

(Λ,..., IQ-IJQJQ+I,-JN+I)' = YF(U1,...,UQ.^O, UQ+1,..., UN+1)'(5 A3) 

Si l'on compare (5.42) et (5.43), on constate que l'on peut obtenir Y en suppri
mant la ligne et la colonne de rang Q dans YF; si le changement de référence s'accom
pagne d'une renumérotation des accès, il faut aussi permuter judicieusement les lignes 
et les colonnes de YF. 

5.5.16. Application : élimination des noeuds internes d'un multipôle sans transformateur 
idéal 

Le calcul de l'immittance d'un bipôle non série parallèle tel que celui de la figure 
3.6 ou d'une façon plus générale le calcul de la matrice d'immitances d'un multipôle sans 
transformateur idéal peut être effectué par élimination successive de tous les noeuds in
ternes. 

On considère un noeud interne A connecté à K noeuds ou bornes par des admit-
tances Yk(k = 1, 2, ...,K) (fig. 5.41). Ces admittances constituent un réseau en forme 
d'étoile à K branches et (K + 1) noeuds. 
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Fig. 5.41 

Le noeuds étant pris comme référence, la matrice des équations nodales de ce 
réseau s'écrit (cf § 4.5.12) : 

On peut également considérer ce réseau comme un (N 4- l)-pôle avecN + 1 = K, 
K comme noeud de référence et A étant un noeud interne, la matrice d'admittances Y 
peut être obtenue à partir de Yn comme exposé au paragraphe 5.5.9 et la formule 
(5.3 7) donne : 

Y1 0 

0 Y2 

Y = 

YK-

lYk\ (-Y1-Y2. ..-Yx-O 

soit en effectuant : 

(M-Ykk - Yk~Yk 

(5.44) 

(5.45) 

Eliminer le noeuds, c'est remplacer ce réseau par un (N + l)-pôle équivalent 
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dépourvu de noeud interne; si le noeud K reste le noeud de référence, la matrice des 
équations nodales de ce multipôle équivalent doit coïncider avec la matrice des admit-
tances Y; ceci n'est possible que si la condition 

κ 

1 ¾ ^ (* = 1,2,...,*) 
/ = i 

est satisfaite (cf § 4.5.12) ce qui peut se vérifier à partir de (5.44) et (5.45). 
Le multipôle équivalent à l'étoile de la figure 5.41 s'obtient donc en connectant 

entre chaque paire (k, l) de noeuds extrémités de l'étoile une admittance — Ykl (fig. 
5.42). 

ι κ 
Fig. 5.42 

5.5.17. Définitions 
L'élimination d'un noeud interne est appelée transformation étoile-polygone•; 

ce procédé de calcul est utilisé surtout en régime sinusoïdal. On remarquera que la trans
formation d'une étoile constituée par des éléments positifs de même espèce fournit des 
éléments qui sont tous de cette espèce et qui sont positifs; lorsque les éléments d'une 

Fig. 5.43 
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étoile sont de nature quelconque, il peut apparaître des éléments négatifs dans le réseau 
transformé, ainsi qu'on le montrera sur un exemple. 

Dans le cas particulier d'une étoile à trois branches, on parle de transformation 
étoile-triangle(fig. 5.43). 

Si l'on pose 

YT= YaYb + YbYc+YcYa 

il vient : 

^ l ( 2 ,3 ) = Ya(b,c)lYT 

Ya { b,c) = Zl ( 2 ,3 ) / ¾ 

(5.46) 

(5.47) 

(5.48) 

(5.49) 

5.5.18. Exemple 
On désire transformer l'étoile de la figure 5.44. Il vient 

2 -ι 1 -co +/co 
ZE = 1 + (/co ) + /ω = 

/ω 
d'où 

2 2 
2 ω + /co( 1 - ω ) 

Ya~Ga+ JBa

 = 1 / ¾ = 2 4 
1 - C J + CO 

_ ι Λ 1 - ω - / ω 

κ, = σδ +jBb = (/ω) '/¾ = — '— 
1 - ω +co 

2 CO (co - 1 ) +/CO 
^c = Gc + /^c = /CO/¾ = 2 4 

1 -co +co 

Fig. 5.44 
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On remarquera que l'on a : 

Ga > O, Vw 

Gb < O ω > 1 

Gr < O ω < 1 

5.6. EXERCICES 

5.6.1. Construire le dual de la figure 5.45. 

R 

Fig. 5.45 

5.6.2. Montrer que la fonction de réponse U2 /UΊ d'un biporte réciproque et planaire 
est invariante pour une transformation par dualité si l'on intervertit les accès. 

5.6.3. Déterminer le bipôle équivalent de Thévenin du bipôle de la figure 5.46. 

/ 

*-> 

θ"1 

1 

-ο Γ 

Fig. 5.46 

5.6.4. Calculer le courant échangé par les bipôles de la figure 5.47. 

100Ω 500S2 

Z 0 = M 

Of- 10V 

Fig. 5.47 
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5.6.5. Que devient la matrice d'impédances d'un multipôle lorsque l'on connecte : 

• une résistance Rt en série avec chaque accès i ? 
• une capacité Q en parallèle sur chaque accès î ? 

5.6.6. Calculer la matrice d'admittances du biporte de la figure 5.48 lorsque la borne 2 
est borne commune aux accès définis par (1, 2) et (3, 2). Utiliser la méthode du para
graphe 5.5.15 et vérifier par une méthode directe. 

< > 

-O 2 

Fig. 5.48 





CHAPITRE 6 

ÉTUDE DU QUADRIPÔLE 

6.1. OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES SUR LES QUADRIPÔLES 

6.1.1. Introduction 
La définition des quadripôles a été énoncée dès le paragraphe 1.1.2. Le quadripôle 

joue un rôle fondamental dans l'analyse de nombreux systèmes, spécialement en télé
communications ou en automatique. 

Dans ce chapitre, nous étudierons quasi exclusivement le fonctionnement du 
quadripôle en biporte; c'est le plus souvent ainsi qu'il est utilisé. Pratiquement, le fonc
tionnement en biporte est assuré par le fait qu'un accès est fermé sur une charge et 
l'autre sur une source. Chacun de ces bipôles impose l'égalité des courants entrant et 
sortant pour l'accès auquel il est connecté. Il suffit du reste que deux bornes constituent 
un accès pour que les deux autres en constituent nécessairement un autre puisque la 
somme des quatre courants est identiquement nulle (§ 1.2.11). 

La relation (5.28) montre que tout quadripôle fonctionnant en biporte peut être 
décrit par une relation matricielle du type 

AU=BI (6.1) 

où A et B sont des matrices carrées d'ordre 2 dont les éléments sont des fractions ration
nelles réelles de la variable complexe p, où U et / sont des vecteurs dont les éléments 
U1, U2 et / i , I2 sont les transformées de Laplace des tensions et courants. En régime 
alternatif, U et I représentent des vecteurs dont les éléments sont des phaseurs; les élé
ments de A et B sont des grandeurs complexes. Afin de préciser les notations, la repré
sentation graphique du quadripôle a été rappelée à la figure 6.1. 

!ο 2' 

Fig. 6.1 

6.1.2. Définitions 
On appelle entrée l'accès 11 ' et sortie l'accès 22'. Ces définitions n'ont de sens que 

pour un fonctionnement en biporte. 
Très souvent, le quadripôle est en fait un tripôle, en ce sens qu'une borne de l'en-

i 0 ;* 

. · ) « 
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1 O -

l 'o-

- o 2 

—η 2' 

Fig. 6.2 

trée et une borne de la sortie sont reliées par un court-circuit interne. On le représentera 
dans ce cas par la figure 6.2. Ces bornes communes sont le plus souvent mises a la terre. 
Le conducteur commun Γ 2' est appelé masse. 

6.1.3. Matrice d'impédance 

Si A est inversible, on peut écrire : 

U = A-1BI=ZI 

c'est-à-dire que les équations liant les grandeurs aux accès sont 

Ux = Z11I1 +Z12I2 

U2 = Z21Ix +Z22I2 

Si le quadripôle est réciproque, Z 1 2 =Z2 ι 
Si la sortie est à circuit ouvert (I2 = O), (6.3) se réduit à 

U1=Z11I1 

et de même lorsque l'entrée est à circuit ouvert 

U2 = Z22I2 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 

(6.6) 

6.1.4. Définitions . . . _ 
En fonction de ces résultats, Z 1 , est l'impédance d'entrée a circuit ouvert etZ2 2 

l'impédance de sortie à circuit ouvert. De façon similaire Z1 2 et Z2 , sont les impédan
ces de transfert à circuit ouvert. 

6.1.5. Exemple 
Soit le quadripôle de la figure 6.3. On peut écrire : 

U1=(Z, +Z2)I1 +Z2I2 

U2=Z2I1 +Z2I2 

6'1"6"s^Îïe1?uadripôle de la figure 6.4 constitué d'un simple bipôle en shunt. On peut 

évidemment écrire 

U1 = ZI1 + ZI2 

U1-U2 = O 
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Zx 

T 

X 
Fig. 6.3 

La matrice 

A = 
1 0 

ο · ο 

Z 

O A - ^ — O 

Fig. 6.4 

1 - 1 / 

est inversible et la matrice d'impédance s'écrit : 

Z z\ 
Z = 

Z Z 

6.1.7. Exemple 
Le quadripôle constitué par un court-circuit entre 1 et 2 et un autre entre Γ et 2' 

a pour équations 

Ux - U2 = 0 

O = / , +12 

La matrice A n'est pas inversible et le quadripôle n'a pas de matrice d'impédance. 

6.1.8. Matrice d'admittance 
Si B est inversible, on peut écrire (6.1) sous la forme, déjà énoncée en (5.30) 

B-1AU= YU=I 

En explicitant cette relation, on obtient : 

I2 = Y21U1 + Y22U2 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 
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En comparant les équations (6.2) et (6.7), on obtient les relations : 

Z=Y~l Y = Z-1 (6.10) 

qui généralisent en langage matriciel la relation élémentaire entre impédance et admit-
tance établie au paragraphe 2.1.2. Il est clair que les matrices d'impédance et d'admit-
tance sont des concepts duaux. 

6.1.9. Définitions 
Par un raisonnement analogue à celui du paragraphe 6.1.3, Yx ι est Vadmittance 

d'entrée en court-circuit et F 2 2 Vadmittance de sortie en court-circuit. Les admittances 
de transfert en court-circuit Yx 2 et Y2 ι sont égales si le quadripôle est réciproque. 

6.1.10. Exemple 
Par la seconde formule (6.10), on peut tenter de calculer la matrice Y du quadri

pôle de la figure 6.4. Dans le cas particulier considéré, la matrice Z n'est pas inversible 
et le quadripôle considéré n'a pas de matrice Y. 

6.1.11. Exemple 
Soit le quadripôle de la figure 6.5. Sa matrice d'admittance est 

elle n'est pas inversible et le quadripôle n'a pas de matrice d'impédance. 

γ 
1 ο 1 I ο 2 

l'o ο 2' 

Fig. 6.5 

6.1.12. Exemple 
Le quadripôle du paragraphe 6.1.7 n'a ni matrice d'impédance, ni matrice d'ad

mittance. 

6.1.13. Mise en parallèle et en série des quadripôles 
Si l'on dispose de deux quadripôles, on peut en général les connecter en série se

lon la figure 6.6 ou en parallèle selon la figure 6.7. Les réserves énoncées au paragraphe 
1.2.2 restent évidemment applicables : par exemple, il n'est pas légitime de connecter 
en parallèle ou en série deux transformateurs idéaux dont les rapports de transforma
tion diffèrent; en effet, on aboutit à un système d'équations incompatibles. Le lecteur 
le vérifiera à titre d'exercice. 

Dans la mesure où les matrices d'impédance (d'admittance) existent et dans la 
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Λ ι /; 

Ul ί* Q' 

Θ 
τ * /." 

—*-ο—«-
/ι ι'Λ" 

β" 

Fig. 6.6 

Ii 2 I2 

IÎ' 

U2 

ά 

- • - Ο — • -

/ι" 2' /, 

Fig. 6.7 

mesure où la connexion en série (en parallèle) des quadripôles ne modifie pas le fonc
tionnement en biporte de chacun de ceux-ci, la matrice résultante est la somme des 
deux matrices partielles. La seconde réserve mentionnée ci-dessous sera élucidée au para
graphe 6.1.14. Supposons que cette condition est vérifiée, la démonstration de la règle 
est immédiate. Dans le cas de la mise en série, on a d'une part les équations des quadri
pôles 

/ / r^tt.ft U=ZT U"=Z"l (6.11) 

D'autre part, les contraintes de connexion se traduisent par les relations 

U=U'+U" / = I' = I" (6.12) 

Des relations (6.11) et (6.12) résulte la règle 

U=Z/ Z = Z'+Z" (6.13) 

Par un raisonnement dual, on prouve la règle similaire valable dans le cas de la 
mise en parallèle 

I=YU Y= Y'+Y" (6.14) 

Par ailleurs, la généralisation à un nombre quelconque de quadripôles est évidente. 
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En fin de compte, on a en écriture matricielle les relations analogues à celles énoncées 
au paragraphe 3.1.3 pour les associations en série ou en parallèle de bipôles. 

6.1.14. Test de Brune 
S'il est des quadripôles que l'on ne peut connecter parce qu'il en résulterait des 

systèmes incompatibles, il en est d'autres dont la connexion modifie le fonctionnement 
en biporte. Dès lors l'équation (6.1) n'a plus de sens puisqu'il y a quatre courants dis
tincts : il n'y a plus de matrice Z ou Y. Ainsi, si l'on place en parallèle deux quadri
pôles du type de la figure 6.5, la règle d'addition des matrices Y est valide pourvu que 
l'on connecte ensemble les bornes l ' 2' des deux quadripôles. Par contre si l'on con
necte les bornes l' 2' de l'un aux bornes 1 2 de l'autre, on court-circuite les admit-
tances Y de l'un et de l'autre et les matrices d'admittances de ceux-ci ne sont plus une 
description valable des quadripôles où Y a été remplacé par un court-circuit. 

La raison fondamentale de cette modification de matrice réside dans un chan
gement de la répartition des courants. Dès le paragraphe 1.1.4, on a insisté sur le fait 
qu'un accès était une paire de bornes par lesquelles entrait et sortait le même courant. 
Pour les quadripôles élémentaires tel le transformateur ou le gyrateur idéal, le courant 
pénétrant par la borne 1 est toujours égal à celui sortant par la borne 1 . Ainsi que cela 
a été dit dès le paragraphe 5.5.2, pour un quadripôle quelconque dont deux bornes sont 
connectées à un bipôle et constituent de ce fait un accès, tel est toujours le cas parce 
que les connexions des bornes 1 l' au quadripôle constituent une coupe. Par contre, 
le même quadripôle engagé dans une connexion série ou parallèle ne jouit plus de 
cette propriété, parce que les connexions considérées ne constituent plus une coupe 
par rapport au graphe de l'ensemble. Ainsi les répartitions de courant représentées 
aux figures 6.6 et 6.7'ne sont pas toujours respectées et ce n'est que lorsqu'elles le 
sont que l'on peut appliquer la règle d'addition. Le test de Brune, que nous allons dé
crire, permet de décider si cette condition est respectée. 

Si cette condition n'est pas respectée, on peut considérer qu'elle résulte de la 
superposition, aux courants caractérisant le fonctionnement en biportes, d'un courant 
de circulation Ia dans les boucles constituées par la connexion des deux quadripôles 
tel que cela est représenté aux figures 6.6 et 6.7. Considérons le cas de la connexion 
parallèle. Si, après avoir connecté a et b seulement, les tensions Uac et Ubd sont égales, 
rien n'est changé lorsqu'on établit la connexion cd. La condition nécessaire et suffisante 
pour l'absence de courant de circulation est donc l'égalité de ces tensions. 

Si l'on considère Q' isolément, la tension Uac peut, par le principe de superpo
sition, se calculer comme somme des tensions induites par U\ et U2. Désignons par 
T\ (p) et T2 (p) les coefficients de transfert en tension des bornes 11 ' et 22 ' vers les bor
nes ac, c'est-à-dire les rapports de tensions Ua0IU1 (U2 = O) et Uac/U2 (Ui = O). On a 

Uac = T[(p)U[ + T'2(p)U'2 (6.15) 

et, avec des notations analogues, 

Uba = TÏ(.p)U?+ Tj(P)U! (6-16) 

La connexion en parallèle implique 

U1 = V1= u'i et U2 = Ui= U2' 
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Dès lors, Uac = Ubd quels que soient U1 et U2 ssi 

Tl(P)=Tl'(p) (6 ·1 7) 

n(p)=TÏ(p) ( 6 · 1 8 ) 

La condition (6.17) revient à exiger l'identité de Uac et Ubd lorsque U2 = O, c'est-
à-dire l'existence d'une tension nulle entre les sorties court-circuitées des Q et Q' : cette 
condition est représentée à la figure 6.8. De même la condition (6.18) revient à vérifier 
la condition représentée à la figure 6.9. 

Uu, 

Fig. 6.8 

1 -

U1 

1 ' 

\ a 

1 / \ 

I b 

Q' 

Uac 

Q" 

C 

Ί 

d 

U = O 

U = O 

L s 1 O 

b 

Q' 

Uac 

Q" 

-O 

1 
i\ 

'ï 

U2 

Ubd 

Fig. 6.9 

Dans le cas de la connexion série, on arrive par un raisonnement dual aux condi
tions représentées aux figures 6.10 et 6.11. On peut donc résumer le test de Brune par 

la règle suivante. 
La matrice d'impédances (d'admittances) de deux quadripôles mis en série (en 

parallèle) est la somme des matrices d'impédances (d'admittances) si sont nulles les ten
sions entre les deux entrées et les deux sorties des deux quadripôles mises séparément 
en circuit ouvert (en court-circuit). 

Cette règle ne signifie pas qu'il soit interdit de mettre en parallèle ou en série des 



206 THEORIE DES RESEAUX DE KIRCHHOFF 

Fig. 6.10 

U=O 
II 

Q' 

Q" 

h 

Fig. 6.11 

quadripôles qui ne la vérifient pas. On peut opérer de la sorte avec deux transforma
teurs idéaux de même rapport bien que le test de Brune ne soit pas vérifié : d'ailleurs 
ces quadripôles n'ont ni matrice d'impédance ni matrice d'admittance. 

Par ailleurs, en pratique d'autres règles doivent souvent être observées dont 
l'origine est de caractère économique, où l'on tient compte de la dissipation acceptable. 
Au volume X, on énonce par exemple les règles de mise en parallèle de transformateurs 
qui sont plus contraignantes. 

6.1.15. Commentaire 
Le fait de placer un court-circuit aux bornes de certaines branches n'est pas admis

sible en pratique. De façon plus générale, on désire, dans les problèmes de synthèse qui 
ne sont pas du ressort de cet ouvrage, que les matrices résultantes soient la somme des 
matrices partielles. Aussi, lorsque deux quadripôles ne vérifient pas le test de Brune, 
faut-il prendre une mesure palliant cette lacune. A la figure 6.12 il suffit de connecter 
un transformateur idéal de rapport un à l'entrée ou à la sortie d'un des deux quadri
pôles. Ces deux bornes constitueront automatiquement un accès. Si la répartition des 
courants à un accès d'un quadripôle est correcte, il en sera de même à l'autre accès de 
ce quadripôle. Enfin, on prouve en traçant une coupe englobant les deux entrées que 
la répartition des courants pour l'autre quadripôle correspond à un fonctionnement 
en biporte. Par ailleurs, il faut remarquer que la connexion de tripôles ne pose jamais 
de problème pourvu que l'on prenne garde à connecter ensemble les masses. Si les 
points a Qt c, b et d sont au même potentiel par suite d'un court-circuit à l'intérieur 
des quadripôles, il est clair que Uac = Ubd = U=O. 



LE QUADRIPOLE 207 

Fig. 6.12 

6.1.16. Exemple 
Soit à connecter en série les deux quadripôles de la figure 6.13 dont les matrices 

d'impédances valent respectivement 

Si Ton connecte simplement 1 ' à 3 et 2' à 4, l'impédance Zh est court-circuitée parce 
que ses bornes 3 et 4 sont reliées par le court-circuit Γ 2'. Le test de Brune de la figure 
6.10 montre du reste que la tension entre 2' et 4 n'est pas nulle et que l'addition des 
matrices d'impédance n'est pas légitime. 

Si l'on remplace les connexions croisées 3 4' et 3' 4 par un transformateur idéal 
de rapport 1: - 1,1a connexion en série est possible et le quadripôle résultant représenté 
à la figure 6.14 a pour matrice Z la somme des matrices partielles. 

ο m ο 

O ο O 

Zb 

Fig. 6.13 

6.1.17. Définition 
Ainsi que nous l'avons constaté, un quadripôle peut n'avoir ni matrice d'impé

dance, ni matrice d'admittance. Ces quadripôles admettent au moins une matrice hybride 
c'est-à-dire correspondant à un système résolu par rapport à deux inconnues de nature 
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Fig. 6.14 

différente, un courant et une tension, relatives à des accès différents. Par ailleurs, les 
matrices hybrides se prêtent particulièrement bien à la description des modèles liné
aires de transistors. 

6.1.18. Matrices hybrides 
Si le système (6.1) est résolu par rapport à Ux et I2 , on a le système 

V1 *ii A12 I1 
l2 J \ A2, A2 2 / \u2 

(6.19) 

Si ce système est résolu par rapport à U2 et l\, on a le système 

U9 

SlI Sl 2 j lUi 
#2 1 822 \'2 

(6.20) 

Contrairement aux matrices d'impédance et d'admittance, les éléments des ma
trices hybrides ne sont évidemment pas homogènes. Deux éléments n'ont pas de dimen
sion et sont des coefficients de transfert en courant ou en tension. Les deux autres 
ont l'un la dimension d'une impédance, l'autre celui d'une admittance. 

Ces éléments sont exprimables en fonction des paramètres Z et Y. Ainsi pour 
U2 =0 (sortie court-circuitée), (6.19) se réduit à 

IZ1=A1 1 / , I2= A21Z1 

De la première équation on déduit 

Zz11 = Yf1
1 

et de la seconde 

/z21 = Y2JY11 

(6.21) 

(6.22) 

(6.23) 
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De façon analogue on peut établir des relations entre tous les éléments : nous 
n'entrerons pas dans les détails et tous les résultats seront rassemblés dans un tableau 
au paragraphe 6.1.25. 

Remarquons cependant la valeur hn = — Y η I Yn · En comparant avec (6.23), 
on en déduit la règle suivante : si le quadripôle est réciproque, ses matrices hybrides 
sont antisymétriques. 

Enfin il est clair que l'addition de deux matrices hybrides correspond à la mise 
en série de deux accès et à la mise en parallèle de deux autres, pourvu que les quadri-
pôles entrant dans la connexion vérifient le test de Brune correspondant. La figure 
6.15 donne un exemple de ce test pour une connexion mixte où l'on additionne les 
matrices (6.19) 

I 
U=O 

Fig.6.15 

6.1.19. Exemples 
Le quadripôle de la figure 6.4 a pour paramètres hybrides 

/Z11 = 0, /z12 = 1, Zz21 = - 1, Zz22 =Z~l 

Le quadripôle du paragraphe 6.1.7 a pour paramètres hybrides 

h\1 = ^22 = 0, Zz12 = 1, Zz21 = — 1 

Le transformateur idéal n'a ni matrice d'admittance, ni matrice d'impédance. Ses 
paramètres hybrides sont 

/Z11 =/z22 = 0,/z12 =n,h2l = -n 

Le gyrateur idéal n'a pas de matrices hybrides des types (6.19) ou (6.20). 
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6.1.20. Définition. 
Si les deux grandeurs indépendantes sont relatives au même accès, la matrice est 

appelée matrice déchaîne Γ (de transmission). On l'écrit sous la forme 

U1' (6.24) 

ou sous la forme 

U2 

U 
(6.25) 

pour la matrice de chaîne t. 

On remarquera l'inversion de signe d'un des courants. Ce choix permet d'obte
nir aisément la matrice résultant d'une mise en cascade de deux quadripôles, c'est-à-
dire de la connexion de l'entrée de l'un à la sortie de l'autre selon la figure 6.16. Grâce 
à ce choix de signe, il vient -T^ = Λ'> e t donc 

(6.26) 

// 

Q' 

-iî=il 

Q" 

/2" 

Fig.6.16 

6.1.21. Propriétés 
Dès lors, on peut énoncer la règle : la matrice de chaîne de deux quadripôles en 

cascade est le produit des matrices de chaîne partielles. Comme la multiplication matri
cielle n'est pas une opération commutative, il faut prendre garde à l'ordre dans lequel 
les quadripôles sont connectés. L'emploi de la matrice (6.24) plutôt que celle de (6.25) 
permet avec les conventions habituelles de ranger les matrices dans le produit (6.26) et 
les quadripôles dans le schéma 6.16 de la même façon. 

Fig. 6.17 
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Il n'y a pas de précautions à prendre pour assurer l'égalité des courants entrant 
et pénétrant dans chaque quadripôle, car malgré les connexions chaque accès demeure 
une coupe de l'ensemble du graphe. Si l'on insère parfois des transformateurs idéaux 
dans une cascade selon la figure 6.17, c'est pour éviter de court-circuiter les deux bornes 
A et B d'un quadripôle véritable Q" par l'intermédiaire des masses de deux tripôles Q' 
et Q'" mises toutes deux à la terre. 

6.1.22. Propriété 
Si le quadripôle est réciproque, on sait que les matrices Z, Y, h ou g ne disposent 

que de trois paramètres indépendants. Il doit en être de même pour T. Si le quadripôle 
est réciproque, on a l'égalité entre 

I2IU1[U2 = 0) et I1ZU2(U1 = 0) 

En posant successivement U2 et Ux égaux à zéro dans (6.24), on peut calculer ces deux 
rapports. En les égalant, on obtient 

AD-BC= 1 (6.27) 

6.1.23. Exemple 
Soient deux gyrateurs de résistances de gyration rx et r2 placés en cascade. La 

matrice de chaîne du quadripôle résultant s'obtient comme résultat du produit 

On trouve bien la matrice de chaîne d'un transformateur idéal de rapport YxIr2 ainsi 
que cela avait été démontré de façon élémentaire au paragraphe 1.3.7. 

6.1.24. Relations entre les matrices 
Jusqu'à présent nous avons introduit six matrices dont trois Y9 g et t sont les 

inverses de Z, h et T. Les relations entre les éléments de ces matrices sont rassemblées 
dans le tableau 6.18. 

6.1.25. Matrice indéfinie d'admittance 
Considérons le circuit de la figure 6.19, constitué d'un tripôle et d'une quatrième 

borne coïncidant avec la masse. On suppose qu'il existe une matrice d'admittance indé
finie Y telle que 

I=YU (6.28) 

où Y est une matrice carrée d'ordre 3 et où / et U sont des vecteurs à trois éléments. 
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Tableau 6 .18 

Z Y h g 

Y22 Y12 Ah /Z12 1 gl2 A AT d_ J_ 
c c Z n Zn AY AY h21 /Z22 gn g n C C 

_ I u ΣΊΑ _ Î Î I J - ***- ^- — — — 
Z 2 1 Z z 2 ~ΔΚ ΔΓ /Z22 /Z22 S 1 1 gn C C c e 

a 

Z 2 2 Z 1 1 1 A1 2 Ag S» D _àT a_ _J_ 
ΔΖ ΔΖ " '2 Λ„ ^ 1 1 f » g» B B b b 

Z 1 1 Z11 A21 Ah _g^ _ L _ 1 A _*! L 
ΔΖ ΔΖ 2 1 " A1 1 A 1 1 S 2 2 g22 B B b b 

±L £u J_ _Ilî A Λ Ul - ^ l — — — — 
Z22 Z22 K11 K11 Ag Ag D D a a 

hi A ϋ» **- h A -^i. *U - - - - — -
Z 2 2 Z 2 2 K11 K11 Δ ? Δ ^ D Z) a « 

1_ία i ï la *a.îu 2 g - — - - - -
Z 1 1 Z1 1 K22 K22 Δ Α Δ Α

 g " χ i4 <* rf 

Z21 ΔΖ y» J _ A11 An I A *_' A 
Z 1 1 Z 1 1 K22 K22 ΔΑ Δ Α *2 1 A A d d 

Z11 AZ Y22 1_ ΔΑ A11 j _ S 1 1 A B AA 

Z 2 1 Z 2 1 K21 K21 A2 1 A2 1 S 2 1 S 2 1

 Δ ' A t 

A 2Jl -AL _I i i _*» L iîL· M c D — — 
Z 2 1 Z2 1 K21 K21 A21 A2 , S 2 1 IT2.

 Δ ί Δ ί 

Z2 2 ΔΖ _ K11 _1_ J _ A11 _ ^ S £22 _5_ _* 

Z ^ 2 ^ K12 K12 A1 2 A1 2 S 1 2 S 1 2 ΔΓ ΔΓ 

J_ ί ϋ _^ï _Z» Ihl — -£ϋ - — — 
Z 1 2 Z 1 2 K12 K12 A1 2 A1 2 S 1 2 i n AT AT 

Les résultats du paragraphe 5.5.14 peuvent être résumés dans les formules 

Σ Υμ=0 ι = 1,2,3 (6.29) 
/=1 

f r / | = : 0 /=1,2,3 (6.30) 

Les éléments de la matrice définie d'admittance, correspondant à un des trois 
quadripôles obtenus en connectant une des trois bornes à la masse, coïncident avec ceux 
de la matrice indéfinie. A titre d'exemple, si U3 = 0, on supprime les troisièmes ligne et 
colonne de Y et on obtient les relations (6.8) et (6.9) à partir de (6.28). 
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Fig. 6.19 

Inversement, on peut grâce aux relations (6.29) et (6.30) établir la matrice indé
finie à partir de n'importe quelle matrice définie. Comme on dispose de six relations 
pour calculer cinq éléments, une de ces relations n'est pas indépendante des autres. On 
le prouvera à titre d'exercice. 

6.1.26. Exemple 
Le quadripôle de la figure 6.20 a pour matrice d'admittance : 

Y = ga+gc ~gc 

-gc~g gb+gc 
(6.31) 

Fig. 6.20 

On désire calculer la matrice ? lorsque les nouveaux accès sont repérés comme 
l'indique la figure 6.21 selon la méthode du paragraphe 5.5.15. 

Ci 

C 

Sa 

V 

O 1 > 

- Φ * 
B 

— < > - — O 

Fig. 6.21 
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La matrice flottante vaut 

ga +gc -gc 

-gc~g gb+gc 

g-ga ~gb 

(6.32) 

La borne 1 est la nouvelle borne de référence ; on observera que les accès corres
pondant aux bornes 2 et 1 ' = N + 1 sont devenus respectivement 2 et 1. Par conséquent, 
pour obtenir Y il faut : 

• supprimer la première ligne et la première colonne de YF\ 
• permuter les lignes restantes et les colonnes restantes. 

Il vient : 

Y = l 8a+gb~g ~gb \ 

\ g-gb gc+gb J 

6.1.27. Définitions 
Un quadripôle est utilisé d'habitude en le refermant sur des bipôles, comme à la 

figure 6.22, qui peuvent du reste être constitués eux mêmes à partir de quadripôles. En 
pratique, beaucoup de circuits sont constitués par une cascade de quadripôles. On peut 
étudier chacun d'entre eux en considérant tous les quadripôles à gauche et à droite 
comme deux bipôles. Les bipôles considérés sont les terminaisons du quadripôle. 

U1 

! 

Λ 

Z1 Q 

1 

Z2 

ι 

! 

Fig. 6.22 

Quand il est terminé, le quadripôle constitue un réseau dont on peut calculer 
les grandeurs caractéristiques car, aux deux équations liant Ux, U2, h et I2 , viennent 
s'ajouter les équations 

U1 = -Z1I1 

U2= -Z2I2 

(6.33) 

(6.34) 

On dispose donc d'un système linéaire de quatre équations à quatre inconnues. 
Une situation très commune est celle de la figure 6.23 où l'une des terminaisons 

est une charge R2 purement résistive et où la source est représentée par le bipôle équi
valent de Thévenin. 

L'impédance (l'admittance) d'entrée ou de sortie du quadripôle terminé à son 
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JC 
Ri 

χ 
Q 

/2 
4 ι 

r2 

r. α 

Fig. 6.23 Fig. 6.24 

autre accès est appelée impédance (admittance) terminée ou ramenée d'entrée ou de 
sortie. Ainsi ξx est l'impédance du bipôle de la figure 6.24. 

6.1.28. Calcul des immittances terminées 
Ce calcul est immédiat à partir des paramètres de chaîne. En combinant (6.24) et 

(6.34), on trouve 

J1 = (AZ2 +B)Z(CZ2 + D) 

et de même par (6.25) et (6.33) 

f2 = (CiZ1 + b)l(cZl + d) 

(6.35) 

(6.36) 

Les relations (6.35) et (6.36) sont homographiques : il en résulte que si l'affixe 
de Z2(Zx) décrit un cercle ou une droite dans le plan complexe il en est de même pour 
l'affixe de C1 (ξ2) pour autant que les paramètres de chaîne demeurent constants. A 
titre d'exemple, si la charge d'un quadripôle est purement résistive et qu'on lui fait su
bir une variation de zéro à l'infini, l'affixe de ξ ι décrira, pour une fréquence détermi
née, un cercle. De même si Q ne comporte que des résistances, l'affixe de ξ ι parcourt 
pour une fréquence variable un cercle si Z2 est une inductance ou une capacité. 

6.2. PROPRIÉTÉS DES QUADRIPÔLES 

6.2.1. Définitions 
Un quadripôle est équilibré par rapport à un fonctionnement en biporte si la per

mutation simultanée des deux bornes de chaque accès entre elles ne modifie pas le 
quadripôle. 

Un quadripôle est symétrique par rapport à un fonctionnement en biporte si la 
permutation des deux accès entre eux ne modifie pas le quadripôle. 

Ces deux définitions supposent naturellement que l'on connaisse la structure in
terne du quadripôle. Elles reviennent à découvrir l'existence d'un axe de symétrie dans 
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le schéma du réseau. Dans la représentation de la figure 6.1, l'axe est horizontal pour 
le quadripôle équilibré; il est vertical pour le quadripôle symétrique. Par rapport à ces 
axes, les demi-quadripôles qu'ils déterminent sont l'image l'un de l'autre. 

6.2.2. Définition 
Un biporte est symétrique lorsque l'interversion des accès 1 et 2 est indiscernable 

par des mesures extérieures. Il est possible qu'un quadripôle ne soit pas symétrique et, 
cependant, que son fonctionnement en biporte soit symétrique. La symétrie du quadri
pôle est affaire de structure du circuit; la symétrie du biporte est affaire de comporte
ment externe. 

6.2.3. Exemples 
Le quadripôle de la figure 6.4 est à la fois équilibré et symétrique. Pour le vérifier, 

il faut respectivement remplacer Z par deux impédances Z/2 en série ou par deux im
pédances 2 Z en parallèle. 

Le quadripôle de la figure 6.5 est symétrique mais il n'est pas équilibré. Par contre, 
le quadripôle de la figure 6.25 est à la fois équilibré et symétrique. Les matrices d'admit-
tance de ces deux derniers circuits sont identiques et décrivent un biporte symétrique. 
Ceci souligne une fois de plus que les matrices étudiées ne décrivent qu'un aspect des 
quadripôles, à savoir leur fonctionnement en biporte. 

2Y 

2Y 

l'o- -o 2' 

Fig. 6.25 

6.2.4. Propriété 
Un biporte est symétrique lorsque l'interversion des accès 1 et 2 est indiscernable 

de l'extérieur. On a donc en connectant à l'entrée et à la sortie des sources de courant 
/i et I2 et puis en inversant le quadripôle 

U1 = Z11I1 +Z12I2 = Z22I1 +Z21I2 (6.37) 

Comme (6.37) doit être vérifié quels que soient Iγ et I2, on a 

Z11 — Z2 2 Z12
 = Z2 j (6 .38) 

De la seconde de ces relations, on déduit que tout quadripôle symétrique est 
réciproque. Par un raisonnement du al, on déduit 

Y11=Y22 (6.39) 

En résumé, un biporte symétrique est caractérisé par deux fonctions de réponse 
seulement. 
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6.2.5. Définition 
Si un quadripôle est symétrique, on peut définir une coupe des connexions in

ternes telle que les deux demi-quadripôles résultant sont l'image l'un de l'autre par rap
port à la coupe. 

A la figure 6.26, on a représenté une telle coupe. Il faut distinguer deux types de 
connexions, droites ou croisées selon qu'elles relient des noeuds internes qui sont ou 
non l'image l'un de l'autre. Pour qu'une symétrie existe, il faut évidemment que ces 
connexions croisées soient présentes par paires. 

Il est évident qu'un quadripôle symétrique est un biporte symétrique. La réci
proque n'est pas vraie. 

1 ο 

l 'o 

Q' 

l l" 

rn ' 

η ' ^S 

m " 

"^v. η " 

Q" 

Fig. 6.26 

6.2.6. Equivalence 
Les connexions croisées entre deux demi-quadripôles peuvent être remplacées par 

des connexions droites en tenant compte de l'équivalence de la figure 6.27. Une paire 
de connexions croisées est un quadripôle dont le fonctionnement en biporte est décrit 
par les équations Vx = - U2 et I\ = I2 ; ce sont celles d'un transformateur idéal de rap
port de transformation - 1. Cependant, on ne peut simplement substituer un quadri
pôle à l'autre sur la seule base de leur équivalence en tant que biporte. Dans le cas des 
connexions croisées les potentiels des bornes 1 et 2' d'une part, Γ et 2 d'autre part, 
sont identiques; le transformateur idéal ne réalise pas cette identité; pour l'obtenir, il 
suffit d'adjoindre deux autotransformateurs de rapport - 1 . 

Le transformateur idéal peut être identifié à une cascade de deux gyrateurs, si les 
résistances de gyration ont même valeur absolue et signes opposés, selon le paragraphe 
6.1.23. De cette façon, l'axe de symétrie coupe une paire de connexions droites. 

/ i l 2 I2 1 : -1 

1 : -1 

2' Γ 

1 : -1 

2' Γ 

Fig. 6.27 
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6.2.7. Théorème de Bartlett 
L'impédance (admittance) d'entrée d'un demi-quadripôle symétrique, dont on a 

ouvert les connexions, supposées droites, traversant l'axe de symétrie, vaut Z11 + Z12 

(Yn + Yi2)- L'impédance (admittance) d'entrée du demi-quadripôle dont on a court-
circuité les mêmes connexions vaut Z11 - Z 1 2 (F11 — F12). 

Soit le quadripôle symétrique de la figure 6.28. Si l'on connecte des sources de 
tension de même valeur aux deux accès, le courant traversant une des connexions résulte, 
par le principe de superposition, des courants engendrés séparément par chacune des 
sources. Puisque ceux-ci sont égaux et de sens contraires, aucun courant ne traverse ces 
connexions qui peuvent être ouvertes sans rien changer au comportement extérieur du 
biporte. Comme les courants I1 et I2 ont une valeur identique /, on peut écrire 

U1 = (Z11 + Z12)I (6.40) 

1 o-

l'o-

KD2 

- O 2 ' 

Fig. 6.28 

Si l'on alimente le quadripôle par deux sources de courant de même valeur abso
lue mais de signes opposés, le potentiel de toutes les connexions est identique. La ten
sion entre deux connexions résulte, par le principe de superposition, des tensions en
gendrées séparément par chacune des sources. Puisqu'elles sont égales et de signes con
traires, la tension résultante est nulle. Comme les courants Ix et I2 sont identiques au 
signe près, on peut écrire 

U1 = ( Z 1 1 - Z 1 2 ) / (6.41) 

Par ailleurs, compte tenu de (6.38), (6.39) et du tableau 6.18, on a 

Zll±Zll = (Yll± F 1 2 ) - 1 

En résumé, on peut calculer à partir du demi-quadripôle la somme et la diffé
rence des deux fonctions de réponse qui caractérisent complètement le fonctionne
ment en biporte. L'intérêt d'une telle méthode vient de ce que l'on évite l'analyse 
superflue de l'ensemble du quadripôle. 

6.2.8. Treillis symétrique 
Le quadripôle symétrique et équilibré le plus simple qui contienne à la fois une 

paire de connexions droites et croisées est celui de la figure 6.29. Par l'application du 
théorème de Bartlett, on trouve les deux bipôles des figures 6.30 et 6.31. 

Comme un gyrateur fermé sur un circuit ouvert est équivalent à un court-circuit 
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Fig. 6.29 

et réciproquement, la simplification de la figure 6.30 est évidente et donne 

Zi = Z n + Z 1 2 

Z2/2 

T 

»'o4-[ 

Z1/2 

" f i 
Z1/2 

κ 
— ? 

I 

I 

i 
<? 

Z2Il 
Fig. 6.30 

A la figure 6.31, les potentiels VB et Vc sont symétriques par rapport au poten
tiel VA qui est, lui-même, la moyenne des potentiels des bornes 1 et l \ Dès lors, 

U1 -UB =ZlIb/2 = U0-U1I ZxIJl 

Comme par suite de Fautotransformateur Ih =IC, ces équations ont pour seule solution 
Ib =IC= O. Les branches contenant les impédances Z1/2 ne sont parcourues par aucun 
courant et 

Z , Z l I - Z 1 ; 

Il en résulte 

Z n = ( Z , + Z 2 ) / 2 

Z1 2 = (Z1 - Z 2 )/2 

(6.42) 

(6.43) 

Si l'on referme le quadripôle de la figure 6.29 d'une part sur une source et de l'au
tre sur une charge, on peut le dessiner sous la forme d'un de ces ponts de mesure dont 
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Fig. 6.31 

le pont de Wheatstone est l'exemple le mieux connu. Les deux diagonales sont consti
tuées par la source et la charge. Il n'y a pas de transfert de l'une à l'autre lorsque Z12 

= O, c'est-à-dire Zi=Z2 ' en d'autres termes le pont est en équilibre. En effet, dans ce 
cas les équations d'impédance du quadripôle se résument à Ui = Z11Z1 et U2 = Z22I2, 
soit celles de deux bipôles indépendants. 

Par un raisonnement dual, on peut prouver que 

Y11= {Y,+Y2)Il 

Yi2={Yx-Yt)l2 

6.2.9. Propriété 
L'exemple du paragraphe précédent montre que la présence des gyrateurs inverse 

simplement les opérations de mise en court-circuit et en circuit ouvert pour les conne
xions droites et croisées. L'exemple était celui d'un quadripôle équilibré. Si l'on avait 
multiplié le nombre de connexions droites et croisées, le résultat eût été le même. Le 
théorème de Bartlett prend donc pour les quadripôles équilibrés la forme suivante. 

L'impédance d'entrée du demi-quadripôle dont on a ouvert (court-circuité) les 
connexions droites et court-circuité (ouvert) les paires de connexions croisées vaut 
Zu +Zi2 (Z11 - Z 1 2 ) . 

Si le treillis n'avait pas été équilibré, c'est-à-dire si les deux impédances Z2 de la 
figure 6.29 n'étaient pas égales, le point 4̂ de la figure 6.31 n'aurait pas le potentiel 
égal à la moyenne de ceux des bornes 1 et l'. Il ne serait plus légitime de négliger les 
branches d'impédance Zi/2. 

6.2.10. Équivalences de Mason 
Si Zi et Z2 peuvent être décomposés sous la forme 

Z1 = Z[ + Z0 

7 = 7' + 7 
z>2 ^2 • ^ o 

(6.44) 

(6.45) 
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Fig. 6.32 

où Zi et Zi sont toujours les impédances de bipôles passifs, on peut extraire la partie 
commune aux deux branches sous la forme représentée à la figure 6.32. L'application 
du théorème de Bartlett à ce dernier quadripôle montre qu'il ne diffère en rien de celui 

de la figure 6.29. 
D'une façon duale, si les admittances Yu ^i admettent une décomposition en 

parallèle avec une partie commune sous la forme 

Yx 

y. 

y[ + ô 

y2 + n 

(6.46) 

(6.47) 

on peut extraire cette partie commune de la façon représentée à la figure 6.33. 

Yi 

τ 

Fig. 6.33 

Enfin, si les bipôles Z1 et Z2 ont une structure série parallèle, il est parfois pos
sible de se livrer à des extractions successives telles que celles illustrées à la figure 6.34. 

6.2.11. Γ et π symétriques 
Au cas où l'impédance Zi est nulle, c'est-à-dire si Z2 =Z0 est une partie de Zx 

première équivalence de Mason mène au circuit de la figure 6.35. Celui-ci est appelé 
T symétrique. 

Si Yx est nulle, ou encore si Yx = Y0 est contenue dans Y2, la seconde équiva
lence de Mason donne le circuit de la figure 6.36, connu sous le nom de π symétrique. 

Par ailleurs, il importe de souligner que l'identité entre un quadripôle du type 
6.29 et ceux des types 6.35 et 6.36 n'existe qu'au plan du fonctionnement en biporte 
On constate sans peine que le premier est un véritable quadripôle tandis que les deux 
derniers sont des tripôles. 

la 
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6.2.12. Équivalences basées sur l'emploi du transformateur idéal 
Le bipôle constitué par un transformateur idéal fermé sur une impédance Z, selon 

la figure 6.37, a pour impédance n2Z. L'utilisation de transformateurs idéaux permet 
donc de multiplier par une constante la valeur d'une impédance : de façon imagée, on 
dit qu'on change le niveau de l'impédance. Bien entendu, le transformateur idéal est un 
composant très artificiel dont une paire de bobines couplées ne constitue qu'une médio
cre réalisation. Aussi, le transformateur idéal apparaît-il le plus souvent comme artifice 
et est-il éliminé dans la version définitive du circuit. 

Compte tenu de l'équivalence de la figure 6.37, le circuit composé d'un quadripôle 
Q entre terminaisons Ri et R2 et une source E, tel qu'à la figure 6.23, est équivalent à 
celui de la figure 6.38. Si l'on considère le quadripôle encadré d'un trait interrompu, on 
en calcule la matrice d'impédance Z ' comme étant 

Z ' = ZIn2 (6.48) 

où Z est la matrice du quadripôle Q. 
On peut donc supprimer les deux transformateurs idéaux pour autant qu'on divise 

toutes les impédances du quadripôle par le facteur n2. De façon imagée, on dit que l'on a 
fait traverser le quadripôle par le transformateur de rapport 1 : n jusqu'à l'annihiler avec 
le transformateur de rapport n : 1. 

De même, à supposer qu'on ait à se débarrasser d'un transformateur de rapport 
1 : n apparaissant en cascade entre deux quadripôles, on peut le supprimer soit en divi
sant toutes les impédances situées à droite, y compris R2 > par n2 soit en multipliant tou
tes les impédances à gauche par n2 et la source par n (fig. 6.39). 

ο 
1 : n 

Qi 

Fig. 6.39 

6.2.13. Transformation de Norton 
Les deux quadripôles des figures 6.40 et 6.41 sont équivalents. On le vérifie aisé

ment en évaluant Z11 = Ai2Z, Z22 = nZ et Z12 = nZ dans les deux circuits. L'impédance 
Z est quelconque. 

L'équivalence entre ces deux quadripôles permet d'engendrer fictivement un 
transformateur idéal partout où l'on peut grouper un bras shunt et un bras série dont 
les immittances sont les mêmes fonctions de ρ à une constante près. Par l'équivalence 
de la figure 6.39 on peut alors élever ou abaisser le niveau d'impédance d'une partie 
du quadripôle. 
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A titre d'exemple, considérons dans une cascade de quadripôles, un L de capacités 
identiques tel que représenté à la figure 6.42. Par la transformation de Norton on peut 
la remplacer par un autre L et abaisser d'un facteur quatre le niveau d'impédance à 
gauche. 

IC 2C 
2 : 1 

Z/4 

-O o-

IC 

-ο ο—è-

IH 
IC 

Fig. 6.42 

6.2.14. Quadripôles duaux 
La plupart des quadripôles usuels admettent un quadripôle dual : il faut entendre 

par là que le circuit composé du quadripôle et de ses terminaisons a pour dual un cir
cuit composé des terminaisons duales et d'un quadripôle qui est le dual du premier. 
Comme les terminaisons sont le plus souvent une charge résistive et une source de Thé-
venin (ou de Norton) avec résistance interne, la dualité ne modifie pas la nature des ter
minaisons. 

Beaucoup de quadripôles ont une structure en échelle. La figure 6.43 montre que 
les règles énoncées à la section 5.1 se simplifient. Le dual d'un quadripôle en échelle 
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-r 
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Fig. 6.43 
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s'obtient en remplaçant chaque branche en shunt par une branche de nature duale con
nectée en série et réciproquement. 

D'autres quadripôles usuels, tel le treillis, admettent également un dual. Dans le 
cas du treillis, la structure duale est également un treillis et la correspondance biunivoque 
entre branches inverse branches droites et croisées. 

Bien entendu, entre deux quadripôles duaux, les fonctions de réponse ayant même 
forme sont celles qui sont de nature duale. La fonction de transfert en courant à sortie 
court-circuitée de l'un coïncide avec la fonction de transfert en tension à sortie ouverte 
de l'autre. 

6.3. MATRICE DE RÉPARTITION 

6.3.1. Introduction 
Les différentes matrices qui ont été décrites à la section 6.1 constituent de bonnes 

descriptions du quadripôle dans la mesure où l'on s'intéresse à des immittances ou trans-
mittances à circuit ouvert ou en court-circuit. En bref, le quadripôle sert à réaliser un 
transfert de courant ou de tension. 

Par contre, lorsque le quadripôle est fermé sur des terminaisons, il opère un trans
fert de puissance. Les matrices de la section 6.1 ne permettent plus de calculer direc
tement le comportement du quadripôle dans cette situation. C'est la raison d'être du 
nouveau formalisme introduit dans cette section. 

Il est une autre raison sur le plan de la théorie. Les diverses matrices de la sec
tion 6.1 ont l'inconvénient de ne pas toujours exister. Par contre, on peut montrer que 
la matrice de répartition existe toujours et qu'en ce sens elle constitue un outil théorique 
fondamental. 

6.3.2. Grandeurs réduites 
Considérons le quadripôle refermé sur des terminaisons résistives comme à la fi

gure 6.23. Nous supposerons de plus que les terminaisons sont identiques. Si elles ne 
le sont pas, on peut les rendre égales par l'intermédiaire de transformateurs idéaux : on 
sait par ailleurs que ceux-ci ne jouent aucun rôle au point de vue énergétique. Bien en
tendu ces transformateurs idéaux ne constituent qu'un outil mathématique; dans la 
réalité ils sont absorbés par les terminaisons qui de la sorte peuvent être inégales. Soit 
donc Ri =R2 = R- Il est intéressant de remplacer courants et tensions par des gran
deurs ayant même dimension. Posons dans (6.1) 

U=UR-1I2, i = IR */*, a = AR1I2, b = BR~ll2 

Il faut bien distinguer l'usage des minuscules u et ί qui, dans cette section, représentent 
les transformées de Laplace réduites de leur signification dans des chapitres antérieurs 
où elles représentent des valeurs instantanées. 

Avec ces notations, (6.1), (6.2) et (6.7) deviennent 

au = bi (6.49) 

u = zi (6.50) 

I = W i (6.51) 
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où z = ZR-1 ety = RY. Grâce à l'introduction de ces facteurs dépendant de R, on 
arrive à définir des matrices a, b, ζ ety sans dimensions qui relient des grandeurs u et i 
ayant les mêmes dimensions, celles de la racine carrée d'une puissance. 

L'utilisation de grandeurs réduites a non seulement un intérêt théorique, mais 
constitue aussi une pratique utile dans le calcul numérique des circuits. Les ordres de 
grandeurs des éléments intervenant dans les circuits réels sont fort disparates : alors 
que la valeur des résistances atteint facilement ΙΟ6 Ω, celle des capacités descend aussi 
bas que 10"12 F. De longues manipulations numériques sont peu commodes sur des 
nombres aussi mal conditionnés. Par le choix d'une valeur convenable de R, on peut 
se ramener à un circuit où les valeurs réduites des éléments sont d'un ordre de gran
deur raisonnable. 

6.3.3. Définitions 

On appelle onde incidente, le vecteur 

a = u +1 (6.52) 

et onde réfléchie 

0 = u-i (6.53) 

Par élimination de u et i entre (6.49), (6.52) et (6.53), on obtient 

(ά + α)β= (b-a)a (6.54) 

On peut démontrer [12] que (b + a)~l existe pour tout quadripôle et définir ainsi la 
matrice de répartition 

s= (b+a)~1(b-a) (6.55) 

et donc, par (6.54) 

β = sa (6.56) 

6.3.4. Relations entre la matrice de répartition et les matrices d'impédance 
et d'admittance 

Supposons que la matrice z existe. Par (6.52), (6.53) et (6.56), on a 

( w - Q = s(u + i) (6.57) 

et par (6.50), avec I2 matrice unité d'ordre deux, 

( z - I 2 )Z=S(Z+ I 2 ) / 

Comme cette relation est valable quel que soit i, on a 

s=(z- I 2 ) ( Z + I 2 ) " 1 (6.58) 

qui s'écrit aussi 

s= I2 - 2 ( z + I 2 ) " 1 (6.59) 



LE QUADRIPOLE 227 

On en déduit les relations 

z - 2( I 2 - s ) - 1 - I2 (6.60) 

et 

z = (s+ 1 2 ) ( I 2 - s ) " 1 (6.61) 

D'une façon similaire, on obtient les relations 

s = (\2-y)(\2 +y)-l = 2(\2 +y)'1- I2 (6.62) 
y= 2 ( I 2 + s ) - » - I 2 = ( I 2 - O ( I 2 + 0 " 1 (6.63) 

6.3.5. Propriété 
Les matrices de répartition d'une paire de quadripôles duaux sont identiques au 

signe près. 
Si l'on considère deux quadripôles terminés Q' et Q" duaux l'un de l'autre, on a 

u = i" et u" = ι ou encore par (6.52) et (6.53) a = a" et β' - -β". Par (6.56), il en 
résulte s' =s". 

6.3.6. Exemple 
Les équations de définition du transformateur idéal peuvent s'écrire sous la forme 

(6.1) 

d'où l'on déduit par (6.55) 

1 / n2- 1 2n 
s = n2 + 1 \2n -n2+ 1 / 

On constate que S12 =s2 ι. On expliquera ceci au paragraphe 6.3.14. 

6.3.7. Définition de la matrice de transfert 
Il n'est plus possible de faire correspondre aux diverses connexions entre des qua

dripôles des opérations simples sur la matrice de répartition. Si l'on opère la mise en sé
rie de deux quadripôles par exemple, l'addition des matrices d'impédance doit être effec
tuée quitte à opérer une double transformation de s vers z, puis de ζ vers s. 

Pour la connexion en cascade, on peut cependant définir une matrice similaire à 
la matrice de répartition. Si l'on groupe dans un même vecteur d'une part les ondes re
latives à un accès, de l'autre celles relatives à l'autre accès on peut écrire 

V. 
(6.64) 

On appelle θ la matrice de transfert. 
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On remarquera particulièrement l'inversion des éléments a et β : cet arrangement 
est tel que l'onde réfléchie à la sortie coïncide avec l'onde incidente d'un second qua
dripôle qui serait mis en cascade avec le premier. Ce choix a la même signification que 
celui d'un signe négatif dans (6.24) et (6.25). Il permet de faire correspondre, à la mul
tiplication de matrices Θ, la mise en cascade des quadripôles. Comme cette multiplica
tion matricielle n'est pas commutative, elle doit respecter l'ordre de connexion des 
quadripôles : si la sortie du quadripôle de matrice θ' est connectée à l'entrée du quadri
pôle de matrice θ", la matrice θ du quadripôle est donnée par 

(6.65) 

Le calcul des éléments de θ à partir de ceux de s est immédiat; on a 

1 / - det s 
(6.66) 

6.3.8. Exemple 
La matrice de transfert d'un transformateur idéal s'écrit 

»= 1/2 
η + 1 In η— \ln 

η— \ln η+ \/n 

Le produit de cette matrice par une matrice identique où l'on a remplacé η par 
l/n vaut I 2 , matrice de transfert d'une connexion directe entre les deux accès qui est 
équivalente à la cascade de deux transformateurs idéaux de rapports inverses. 

6.3.9. Propriété 
La puissance active maximale en régime permanent qui peut être débitée par un 

dipôle de Thévenin d'impédance interne Z1 =Rf + jXt et d'amplitude de source E vaut 
E1IAR1. 

Considérons le circuit de la figure 6.44. La puissance active dissipée dans l'impé
dance de charge Zu =RU + ]'XU vaut 

E2Ru 

(R<+Ru)2+ (Xi+Xu)2 
(6.67) 

Io 

Fig. 6.44 
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Cette relation peut encore s'écrire 

P ' R11 

Le maximum est obtenu lorsque R14 et X14 vérifient les relations 

Ri = Ru (6.68) 

X i = -X14 (6.69) 

Il faut donc que la réactance totale X1 + X14 soit nulle et que la résistance interne et la 
résistance de charge soient égales. Dans ce cas 

P= E2I4Ri (6.70) 

On vérifie que, dans ce cas, le courant vaut E/2Rif et la tension aux bornes de la 
charge, E/2. On dissipe autant de puissance sur la résistance interne que sur la résistance 
de charge. 

6.3.10. Définition 
On dit que Yadaptation est réalisée entre la charge et la source lorsque les relations 

(6.68) et (6.69) sont vérifiées. 

6.3.11. Commentaire 
Au point de vue énergétique, l'adaptation est apparemment très peu satisfaisante. 

Si l'on considère le rendement, c'est-à-dire le rapport de la puissance utile à la puissance 
totale, il vaut exactement 50%. L'adaptation n'est donc pas à rechercher dans des dis
positifs où l'on utilise beaucoup de puissance ou, de façon plus précise, où le coût de l'é
nergie consommée est supérieur au coût de l'appareil. Par contre, dans nombre de dis
positifs, les puissances sont relativement faibles. Il coûte peu d'en dissiper la moitié dans 
la source parce qu'il importe davantage d'extraire le maximum de puissance de la source. 
L'adaptation serait par contre totalement inadéquate pour un alternateur de 100 MW, 
ne serait-ce que pour le problème de réchauffement de l'alternateur. 

6.3.12. Propriété 
Si la sortie du quadripôle de la figure 6.45 est fermée sur la résistance R, qui a été 

utilisée comme facteur de normalisation au paragraphe 6.3.2, il vient 

U2 +I 2 = a 2 = 0 (6.71) 

Dès lors, on peut écrire à partir de (6.56) 

*n =0i/«i =("i -<iV("i + ' i ) = (ti -R)KSi + *) (6·72) 

De même façon on peut, en supposant la source éteinte, trouver 
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Fig. 6.45 

L'élément S// de la matrice de répartition est donc le rapport de la différence de 
l'impédance terminée (relative à l'accès considéré) et de la terminaison à leur somme 
lorsque l'accès/ est terminé par sa terminaison nominale. 

En général f/ est une fonction de la fréquence. Lorsque f/ =R, S^ = O. En d'au
tres mots, lorsqu'il y a adaptation à un accès, l'élément s(i correspondant est nul. 

6.3.13. Définition 
On appelle s,·,· coefficient de réflexion. Lorsqu'il est nul, l'onde réfléchie ft est 

également nulle. Lorsqu'il vaut l'unité, l'onde réfléchie vaut l'onde incidente. 

6.3.14. Propriété 
Lorsque f,- = O, s,·,· = -1 et lorsque f,- = °°, su = 1. Dans le premier cas, on en déduit 

Uj = 0 ce qui signifie simplement que la tension aux bornes d'un court-circuit est nulle. 
Dans le second cas, on en déduit z,- = 0 ce qui signifie simplement qu'un circuit ouvert 
n'est parcouru par aucun courant. Dans l'un et l'autre cas, l'onde incidente et l'onde 
réfléchie sont égales en module : la réflexion est totale. 

A posteriori, ceci justifie la nomenclature introduite au paragraphe 6.3.3. Au 
point de vue de la transmission de puissance, on compare n'importe quelle situation 
à celle qui est optimale, l'adaptation. Lorsque celle-ci est réalisée, la réflexion est 
nulle. Lorsque la transmission de puissance est nulle, la réflexion est totale, l'onde 
réfléchie est égale à l'onde incidente. Ceci doit être mis en relation avec le chapitre 
III.8. 

6.3.15. Coefficient de transmission 
Si l'on se place dans la situation décrite par l'équation (6.71), il vient à partir 

de (6.56) 

S 2 I = &>/<*! (6.74) 

or, par (6.71), on a aussi β2 = U2 — i2 — 2u2, et comme Ui=E -RIi ou W1 + Z1 = e, 
(6.74) devient 

Iu2Ie = ( Zy2/?"1/2 )/(ER~1/2/2 ) (6.75) 
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Dès lors 

\s21\
2=(\U2\VR)/(EV4R) (6.76) 

Le carré du module de S21
 est donc le rapport de la puissance active dissipée dans 

la charge à la puissance maximale que peut développer la source. 
D'une façon plus générale encore, S21 est le rapport de la puissance complexe en

trant dans la charge à la puissance maximale de la source. 

6.3.16. Définitions 
On appelle s2l coefficient de transmission de l'entrée à la sortie. Lorsque son mo

dule vaut l'unité, cela signifie que toute la puissance que l'on peut extraire de la source 
est dissipée dans la charge. On dit encore que le quadripôle est transparent. 

6.3.17. Propriété 
Si l'on suppose que le quadripôle est passif, la seule façon de dissiper la puissance 

maximale dans la charge est d'extraire cette puissance de la source. En considérant la 
source refermée sur l'impédance ramenée ξΊ, cela revient à exiger l'adaptation à l'entrée 
et donc S11 = 0. De même le circuit peut aussi être considéré comme une source d'impé
dance interne ζ2 refermée sur la charge et l'extraction du maximum de puissance im
plique l'adaptation à la sortie S22 — 0. Dès lors, les équations (6.56) se ramènent à 

β ι = S12Oc2 = O (6.77) 

β 2 = S21CL1 (6.78) 

où l'annulation de (6.77) vient de (6.71). Si, de plus, Isjii= 1, les modules de β2 et G1 

sont identiques. L'onde réfléchie β2 vers le quadripôle, c'est-à-dire l'onde incidente sur 
la charge, est égale à l'onde incidente sur l'entrée du quadripôle. 

6.3.18. Propriété 
La matrice de répartition d'un quadripôle réciproque est symétrique. 
Si l'on place une source E à la sortie, la tension U1 est identique à la tension U2 

calculée au paragraphe 6.3.15 dans le cas d'un quadripôle réciproque. Dès lors, 
512 — s2\ P o u r u n quadripôle réciproque. 

6.3.19. Propriété 
Le déterminant de la matrice de transfert d'un quadripôle réciproque est égal à 

l'unité. 
Cela ressort de (6.66) et de la propriété du paragraphe 6.3.18. 

6.4. EXERCICES 

6.4.1. Chercher les matrices d'impédances, d'admittances et de chaîne du transforma
teur et du gyrateur si elles existent. 
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6.4.2. Décrire les connexions correspondant à l'addition de deux matrices hybrides h 
et g et démontrer le test de Brune correspondant. 

6.4.3. Calculer les paramètres hybrides du quadripôle obtenu par connexion en cascade 
de deux autres quadripôles en fonction des paramètres hybrides de ceux-ci. 

6.4.4. Connaissant la matrice d'admittances définie du tripôle de la figure 6.19 où la 
borne 2 coïncide avec la borne 4, calculer la matrice d'admittance définie du tripôle 
obtenu en connectant les bornes 1 et 4. 

6.4.5. Pourquoi n'emploie-t-on pas une matrice indéfinie d'impédances pour caractériser 
un tripôle? 

6.4.6. Calculer les impédances terminées d'un quadripôle en fonction des paramètres Z 
et Y. 

6.4.7. Prouver que, pour un quadripôle réciproque, A =d,B = b,C = c,D=a. 

6.4.8. Démontrer l'équivalence de la figure 6.34. Imaginer un quadripôle déséquilibré 
tel que l ' et 2' coïncident tout en gardant même matrice d'impédance. 

6.4.9. Démontrer l'équivalence de la figure 6.27 en écrivant les équations du quadripôle. 

6.4.10. Soit dans une chaîne de quadripôles, un quadripôle en L composé d'une capacité 
série de 100 pF suivie d'une capacité shunt de 1 000 pF. Que substituer à ce quadripôle 
pour pouvoir abaisser d'un facteur 100 le niveau d'impédance à gauche? 

6.4.11. Le Γ ponté est un quadripôle obtenu par mise en parallèle d'une impédance série 
et d'un T (symétrique ou non). Calculer la matrice d'impédances dans le cas général. 
Vérifier son expression par l'usage du théorème de Bartlett dans le cas symétrique. Quel 
est le dual d'un Γ ponté? 

6.4.12. Quelles conditions doivent remplir les branches d'un treillis symétrique pour 
qu'il coïncide avec son dual? Donner un exemple. 



CHAPITRE 7 

DISTRIBUTIONS ET TRANSFORMEE 
DE FOURIER 

7.1. DISTRIBUTIONS 

7.1.1. Introduction 
Au § 1.1.2 nous définissons les courants et les tensions comme étant des 

fonctions à valeurs réelles d'une variable réelle. Au § 2.1.2 nous considérons les 
signaux et les réponses comme étant des distributions. Ces dernières procèdent d'un 
concept plus général qu'il est nécessaire d'introduire pour trois raisons convergentes 

• les signaux utilisés ne sont pas toujours des fonctions dérivables : ils sont 
cependant utilisés dans des équations différentielles; pour éviter les incon
vénients provenant de cette situation, il est préférable de considérer les 
signaux comme des distributions qui sont toujours dérivables 

• la transformée de Fourier est un outil indispensable dans l'analyse de réseaux; 
or certains signaux courants (signal constant, échelon-unité, etc) ont des 
transformées qui sont des distributions 

• dans la réalité expérimentale, les courants et les tensions ne peuvent être 
considérés comme des fonctions qu'à la suite d'une idéalisation poussée; 
il est plus correct de les considérer comme des distributions. 

Nous discuterons brièvement la première et la dernière de ces raisons de façon 
à faire comprendre intuitivement le concept de distribution. Nous passerons ensuite 
à une description plus formelle. 

7.1.2. Dérivée de Féchelon-unité 
Si l'on considère la fonction e(t) définie au § 2.2.1, sa dérivée ô(f) est nulle 

pour t Φ O et indéfinie pour t = O. En ce sens, on dit que e(t) n'est pas dérivable 
en t = 0 et d(t) n'est pas une fonction définie en ce point. Il n'est donc pas admissible 
de l'utiliser dans des expressions auxquelles on attache une interprétation en tant que 
fonctions. 

Il est cependant intéressant de considérer δ(ΐ) comme résultant d'un passage à la 
limite. Soit la fonction fa(x) définie par 

fa (*) = 

0 
(x+a)/2a 

1 

x < —a 
χ e[ — a,a 

x> a 

et représentée à la fig. 7.1. 



234 THEORIE DES RESEAUX DE KIRCHHOFF 

H fa(x) 
l/(2e) 

n/;u) 

Fig.7.1 Fig.7.2 

Sa dérivée fa'(x) est représentée à la figure 7.2 et est constituée par une impulsion 
rectangulaire. Comme ce signal sera utilisé souvent dans la suite, nous introduisons une 
impulsion normalisée. 

1 

rect (x) = \ 1/2 

O 

x e ( - 1 /2 ,1 /2 ) 

IxI= 1/2 

Ul > 1/2 

(7.1) 

Avec cette notation on a 

fa{x) = ( \/2a) rect (x/2a) 

Pour a -> O, la suite fa (x) tend vers e(x). La fonction J '̂(x) est une impulsion 
rectangulaire de surface unité. Durant le passage à la limite, fa'(x) tendra vers une 
impulsion δ(χ) infiniment étroite et d'amplitude infinie tout en gardant une surface 
constante. A la limite, on ne peut rien définir quant à sa valeur à l'origine. On peut 
cependant interpréter la formule suivante où ip(x)est une fonction continue au 
voisinage de l'origine 

OO OO 

δ(χ)φ(χ)άχ = Hm /ά(χ)ψ(χ)ά. 
J β*° J 

- O O - O O 

a 

,ο 2a J 
Hm 
a·* 

φ{χ)άχ = φ(0) (7.2) 

par le théorème de la moyenne. 
En d'autres termes, δ(χ) est un opérateur qui restitue la valeur à l'origine d'une 

fonction φ(χ). 

7.1.3 Signification physique des fonctions et fonctionnelles 
Une fonction établit une correspondance entre les éléments d'un ensemble de 

définition (variable) et ceux d'un ensemble des valeurs. 
Une fonctionnelle est une correspondance où l'ensemble de définition est une 

certaine classe de fonctions. A titre d'exemple, la formule (7.2) montre que la 
fonctionnelle δ (x) fait correspondre, à chaque fonction continue à l'origine φ(χ), 
sa valeur ^(O). 
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La conception traditionelle des grandeurs physiques, courants et tensions par 
exemple, les assimile à des fonctions du temps. C'est cette conception qui a été 
initialement adoptée au § 1.1.2. Cependant, ces fonctions ne nous sont connues que 
par l'intermédiaire de leurs effets sur le reste du monde physique et, en particulier, 
sur les instruments de mesure. Or, ceux-ci sont des systèmes électromécaniques, 
supposés linéaires et invariables. Leur réponse à un signal quelconque s(t) est donnée 
par la formule (2.8) qui ne permet pas de calculer la valeur instantanée de s(t). Il 
s'agit en fait d'une fonctionnelle g(x) qui fait correspondre à la fonction s(t) consi
dérée dans son ensemble une certaine valeur r(t) correspondant à l'indication d'une 
aiguille sur un cadran. Il suffit pour s'en persuader de se souvenir par exemple que 
cette aiguille oscille un certain temps avant de se stabiliser lorsqu'on s'efforce de 
mesurer un échelon de tension. 

En résumé, à l'ensemble de définition constitué par toutes les fonctions du 
temps mesurables correspond un ensemble des valeurs constitué par les indications 
de l'appareil. 

7.1.4 Notation 
Soit deux fonctions f(x) et h(x) d'une variable réelle. On écrit 

f(x) = O [h (x)] (7.3) 

lorsque le rapport \f(x)\/\h (x)| reste borné pour χ tendant vers ± °°. 
A titre d'exemple, si/et h sont deux polynômes, (7.3) est valide si le degré 

de/est inférieur ou égal à celui de h. Il en est de même si/est un polynôme et 
h(x) = exp (x). 

7.1.5 Définition 
Une fonction à décroissance rapide f(x) vérifie les trois conditions suivantes : 

• f(x) est défini pour x e ( — °°, + °°) 
• f(x) = 0[\x Γ m ] quel que soit m entier positif 
• ses dérivées de n'importe quel ordre obéissent aux deux premières conditions. 

L'ensemble des fonctions à décroissance rapide constitue la classe S. La variable 
x est réelle,/(x) prend en général des valeurs complexes. 

7.1.6. Propriété 
La dérivée d'une fonction à décroissance rapide est également une fonction à 

décroissance rapide. 

7.1.7. Propriété 
La somme de deux fonctions de la classe S appartient également à la classe S. 

Il en est de même pour le produit d'une fonction de la classe S par une constante. 
La classe S constitue donc un espace vectoriel. 
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7.1.8. Exemples 
La fonction f(x) = exp (—χ2) appartient à la classe S. 
La fonction 

exp [a2/(x2-a2)] \x\<a 

O \x\>a 

appartient à la classe S. 
La fonction (1 + x2 )_ 1 n'appartient pas à la classe S. 
La fonction rect (x) n'appartient pas à la classe S. 

7.1.9. Définition 
One fonction de croissance lente f(x) vérifie les conditions du paragraphe 7.1.5, 

hormis la seconde qui est remplacée par 

• f(x) = 0[\x Im ] est vérifié pour un entier positif borné m. 

7.1.10. Exemple 
Un polynôme est une fonction de croissance lente. La fonction exp (x) ne l'est pas. 

7.1.11. Propriété 
Le produit d'une fonction à décroissance rapide par une fonction de croissance 

lente est encore une fonction à décroissance rapide. 

7.1.12. Définitions 
Une distribution est une fonctionnelle linéaire à préciser plus loin sur l'espace S. 

Les fonctions appartenant à l'ensemble de définition sont appelées fonctions de base 
et notées φ(χ). La valeur prise par la distribution g pour la fonction de base φ sera notée 

<g,*> (7.4) 

L'ensemble des valeurs (7.4) prises sur l'espace S définit complètement g. 
La distribution est une fonctionnelle linéaire en ce sens que 

Kg9(Hp1 +hp2 > =αΚ&φχ> +bKg,*p2 > (7.5) 

VaeC, \/beC,VφίeS,\/φ2eS 

Il est important de remarquer que la définition ainsi que les relations, telles (7.5), 
sont toujours à considérer pour toute fonction de base. De même, l'égalité 
f(x) = g(x), pour des fonctions ordinaires, signifie que l'égalité est vérifiée pour 
tout x appartenant à l'ensemble de définition. 

7.1.13. Définition 
La distribution régulière associée à la fonction/(x) est donnée par 

OO 

</.*>> = ff(x)<p(x)dx (7.6) 
- O O 

pour autant que l'intégrale converge absolument pour tout φβΞ. 

fi(x) = 
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7.1.14. Propriété 
Une fonction à décroissance rapide est absolument intégrable. 
En effet, par suite de la définition 7.1.5, pour χ suffisamment grand, on peut 

écrire la seconde condition sous la forme 

\φ(χ)\< K\x\->» 

où K est une constante finie. Une fonction de base est donc majorée par \x \~m dont 
l'intégrale converge absolument hormis à l'origine. 

7.1.15. Commentaire 
La définition 7.1.13 permet de considérer une certaine classe de fonctions dans 

le cadre des distributions. C'est indispensable pour notre propos puisque beaucoup de 
signaux rencontrés dans la réalité sont définis originellement par des fonctions. 

Pour que l'intégrale (7.6) converge, il suffit que \f(x)\ soit majoré par un 
polynôme quelconque. Par le paragraphe 7.1.11, le produit de φ(χ) par un polynôme 
est une fonction à décroissance rapide qui est absolument intégrable par 7.1.14. 

Il en résulte par les conditions 7.1.5 qu'à toute fonction à décroissance rapide 
est associée une distribution régulière. 

Bien entendu, le but est de définir des distributions qui ne soient pas régulières. 
Nous le ferons en les considérant comme limite d'une suite de distributions régulières. 

7.1.16. Définitions 
Une suite fn(x) de fonctions à décroissance rapide est appelée régulière si la 

suite de nombres <ίη,φ > a une limite pour η -> °° quel que soit φ ES. A cette 
suite régulière, on fait correspondre ainsi une fonctionnelle linéaire qui est appelée 
limite de la suite. Deux suites régulières sont équivalentes si elles ont même limite. 

Toutes les suites équivalentes constituent une classe qui définit une seule 
fonctionnelle, limite de ces suites. 

7.1.17. Exemple 
La suite fn(x) — exp (— x2/n2 ) est régulière parce que pour η -> °° la limite 

est l'intégrale de φ(χ) sur (— °°, °°) qui existe toujours par suite de 7.1.14. La suite 
exp (— x4/n4) lui est équivalente. 

7.1.18. Définition 
Une distribution / est définie en général comme la limite d'une classe de suites 

régulières équivalentes. On la note 

</,φ> = \ίπ\</η,φ> η -> oo (7.7) 

ou encore en explicitant l'intégrale 
OO OO 

f/(χ)φ(χ)άχ = Hm / fn(x)<p(x)dx «-•" (7.8) 
— oo - o o 

mais il est bien entendu qu'une écriture du type (7.8) repose sur une double conven
tion. D'une part,/(x) n'est généralement pas une fonction au sens habituel, c'est-à-dire 
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une règle attribuant, à chaque valeur de x, une valeur f(x) pour la fonction : cela n'a 
donc pas de sens de parler de la valeur prise par une distribution pour une valeur de 
la variable x. D'autre part, l'intégrale au premier membre de (7.8) n'a pas davantage 
de signification indépendante. 

Par contre, la notation f(x) intervenant sous le signe intégral a le sens bien 
précis qui est défini par l'égalité (7.8). 

7.1.19. Exemple 
Soit la suite hn(x) = (η/π)1 /2 exp ( — nx2), avec η > O. Rappelons que, quel 

que soit η 
OO 

j hn(x)dx= 1 (7.9) 
- O O 

OO 

j \x\Qxp(-nx2)dx = n~l (7.10) 
- O O 

Prouvons que la limite de la suite des distributions associées aux hn(x) vaut 
φ (O). En effet 

OO OO 

I J hn (χ)ψ(χ)άχ - φ(0) I = I J An (x) [φ(χ) -φ(0)]άχ\ (7.11 ) 
— OO - O O 

par (7.9). Par le théorème de la moyenne on peut poser 

φ(χ)-φ(0)=χφ'(ξ) ξβ [Ο,χ] 

quel que soit x compte tenu de la dérivabilité de φ. De plus φ' (ξ) est borné et soit 
M sa borne. Dès lors, le second membre de (7.11) est majoré par 

OO 

My/nh j \x\ exp( - nx2)dx = Mlsfîm (7.12) 
- O O 

et cette borne supérieure tend vers zéro pour η tendant vers l'infini. 

7.1.20. Commentaire 
Le procédé par lequel une distribution peut être définie comme limite commune 

à plusieurs suites régulières est analogue à celui par lequel un réel irrationnel est défini 
comme ensemble des suites de Cauchy équivalentes. On construit ainsi l'ensemble des 
réels qui contient en particulier tous les rationnels. 

De même dans le cas présent, à toute fonction de base est associée une distribu
tion régulière définie par (7.6). Cette correspondance est une injection de l'espace S 
dans celui des distributions. 

En effet, on peut prouver que les distributions régulières, correspondant à la 
classe des fonctions ordinaires définies au paragraphe 7.1.13, peuvent toujours être 
obtenues comme limites de suites régulières [9]. De la sorte toutes les distributions 
peuvent être engendrées de la même façon et jouissent des mêmes propriétés. 
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7.1.21. Définition 
La distribution delta (ou impulsion unité ou, improprement, fonction de Dirac) 

est définie par 

<δ,φ> = φ(0) (7.13) 

Nous savons par le paragraphe 7.1.19 que cette fonctionnelle est une distribution. 
Nous prouverons au paragraphe 7.1.26 que la signification précise donnée ici à la "fonc
tion" introduite au paragraphe 2.2.1 coïncide avec celle de dérivée de e(x). 

7.1.22. Somme de deux distributions 
Soit deux suites régulières fn(x) et Hn (x) définissant les distributions/et h. 

Par la propriété 7.1.7, la somme afn(x) + bhn(x) définit une fonction à décroissance 
rapide. Comme 

J Ufη (x) + bhn (x) ] φ(χ)άχ = a Jfn (χ)φ(χ)άχ + b J Hn (χ)φ(χ)άχ 
- O O — OO — OO 

l'intégrale de gauche converge et définit une distribution af+bh.Om. donc avec la 
notation (7.4) 

<af + bh,^p> =a<f,<p> +b<h,*p> (7.14) 

Les distributions constituent donc un espace vectoriel. 

7.1.23. Définitions 
La distribution nulle η est définie par 

<η,φ> = O V ^ e S 

C'est, par exemple, la distribution régulière associée à la fonction n(x) = O. 
Deux distributions sont égales si leur différence est la distribution nulle. 

7.1.24. Dérivée d'une distribution 
Soit une suite régulière fn(x) définissant une distribution /(x). On peut écrire 

ffn(x)*P(x)dx = UnV]Z00 ~ jfn(x)*p'(x)dx 

Par suite de la propriété 7.1.6, les intégrales convergent. Comme/, et φ sont des 
fonctions à décroissance rapide, le terme entre crochets est nul. Les limites des deux 
intégrales sont égales au signe près et l'on a 

<ί\φ> = - <W> (7.15) 

En appliquant // fois cette règle, on obtient 

</<">,*> = ( - 1 ) " < / ^ ( " ) > (7.16) 
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7.1.25. Théorème 
Une distribution possède des dérivées de n'importe quel ordre qui sont aussi 

des distributions. 

7.1.26. Exemple 
La distribution régulière associée à e(t) est définie par 

< β,φ > = I φ(χ)άχ 

ο 

et par (7.15) 

<€',φ> = -<€,φ'> = - [φ(χ)]ο = *(0) 

On a donc 

e'=3 

De même on prouve que 

< δ <"),*> = ( - 1 ) V ° ( 0 ) (7.17) 

7.1.27. Commentaire 
Si f(x) est dérivable en tout point, la dérivée de la distribution associée est 

égale à la distribution associée àf'(x). 
Si f(x) est continue et dérivable sauf en un nombre fini de points où elle possède 

des semi-dérivées à gauche et à droite, on peut écrire 

/ f ( * ) = / i ( * ) + 2 4 e ( * - * i ) 

oùZ1 (x) est continue et dérivable partout et où la sommation porte sur l'ensemble xt 

des points des discontinuités d'amplitude A^ Considérant les échelons comme des 
distributions, on peut associer une distribution à/(xr) qui est en ce sens indéfiniment 
dérivable. 

En particulier comme f'(pc) possède un nombre fini de discontinuités de première 
espèce, sa dérivée s'écrit 

Γ(χ)=ί[(χ) + ΣΑίδ(χ-χί) 

En résumé, toute fonction est dérivable indéfiniment au sens des distributions 
même si elle possède des discontinuités isolées. 

7.1.28. Changement de variable 
Sifn(x) E S, on vérifie que les conditions du § 7.1.5 s'appliquent aussi à 

fn(ax 4- b). Dès lors en utilisant le changement de variable u = ax + b, on a 

OO OO 

\fn(ax + b)<p(x)dx= | ί \fn(u^[{u-b)la]du 

- O O - O O 
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Par un raisonnement analogue à celui du paragraphe 7.1.22, on trouve en passant 
à la limite que la distribution f(x) jouit de la propriété 

<f(ax + b),sp(x)> ={^<Πχ),φ[(χ-1>)/α] > (7.18) 

7.1.29. Exemples 
Sif(x) = δ (χ), a = 1 et b = -X, on trouve à partir de (7.18) et de (7.13) 

<δ(χ-Χ),φ(χ) > = <δ(χ),φ(χ+Χ)> =φ(Χ) (7.19) 

Si α = — 1 et b = O, on trouve 

<δ(-χ),φ(χ)> = <δ(χ),φ(-χ)> =φ(0) 

et donc par le paragraphe 7.1.23 

δ(χ) = δ ( - χ ) (7.20) 

Ces deux propriétés de la distribution δ peuvent être interprétées de la façon 
suivante. De même que (7.13) permet de prélever la valeur à l'origine d'une fonction, 
(7.19) étend cette possibilité à n'importe quelle valeur de l'argument. La relation 
(7.20), si elle était appliquée à une fonction, signifierait que celle-ci est paire : on 
peut de même considérer que δ (JC) est une distribution paire. Si l'on se rapporte à la 
figure 7.2, on constate du reste que cette propriété coïncide avec celle de l'approche 
intuitive de δ(χ). 

A titre d'exercice, le lecteur pourrait démontrer que δ' ( — χ) = — δ '(x), c'est-
à-dire que δ7(χ)est une distribution impaire. 

7.1.30. Définition 
Si fk(x) est une distribution pour toute valeur du paramètre k, la distribution 

f(x) est la limite de f/ç(x) lorsque l'on a, pour tout φ(χ), 

Hm < / * ( x ) , ? ( x ) > = < / ( x ) , * ( x ) > (7.21) 
k -+OO 

De même, une série de distributions est définie par 

£/*(*) = lim f fk(x) (7.22) 
/c=0 "-*°° fc = 0 

7.1.31. Produit d'une distribution par une fonction 
Le produit de deux distributions n'est pas défini. Par contre, le produit d'une 

distribution g par une fonction/convenablement choisie a un sens. Compte tenu de 
la commutativité et de l'associativité de la multiplication, l'intégrale 

j f(x)g{x)*{x)dx 
—os 
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peut être interprétée comme 

<fg,V> = <g,fV> 

pour autant que /soit une fonction de croissance lente. 

(7.23) 

7.1.32. Exemple 
Dans le cas de δ, l'application de (7.23) donne 

δ (χ) f (χ) = /(O) δ (χ) 

on en déduit le cas particulier 

χδ (χ) = η (χ) 

(7.24) 

(7.25) 

Il faut donc prendre garde que l'égalité des distributionsxgi (x) = xg2(x) 
n'implique pasgi (x) = g2(x) mais bien 

E1(X)=E2(X)+cd(x) (7.26) 

On peut démontrer que cd(x) est effectivement le seul terme à ajouter. 

7.1.33. Contre-exemple 
La fonctiong(x) = \x\~l/2 a une distribution associée puisque l'intégrale de 

(1 +x 2 )" 1 ^-(x) sur (-«>,«>) est bornée: elle vaut π/cos (π/4). Par contre la fonction 
g2(x) = \x\~l n'est pas integrable sur le même intervalle : il n'est donc pas possible 
de considérer le carré de la distribution associée à g(x). 

7.1.34. Représentation graphique 
Comme les distributions ne sont pas des fonctions, il n'est pas possible en 

principe de les représenter par une courbe. Cependant, on notera conventionnelle-
ment la présence de k δ (x — X) en plaçant à l'abscisse X une flèche de longueur k, 
ainsi que cela a été représenté à la figure 7.3. 

j, ko (x-X) 

Fig.7.3 
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7.2. PRODUIT DE CONVOLUTION 

7.2.1. Introduction 
Au paragraphe 2.2.3, on montre que la réponse à un signal quelconque peut se 

calculer par l'intégrale de Duhamel à partir de la réponse impulsionnelle et du signal. 
Cette formule constitue un cas particulier du produit de convolution que nous étudie
rons dans cette section. 

Par ailleurs, nous avons découvert à la section 7.1 qu'il n'était pas possible de 
définir le produit de deux distributions. Par contre, nous montrerons quelle significa
tion peut être attachée à leur produit de convolution. 

Enfin, les transformées de Fourier et de Laplace, qui seront étudiées plus loin, 
ont la propriété de transformer un produit ordinaire en un produit de convolution. 

Toutes ces raisons soulignent l'importance du produit de convolution dans 
l'analyse des réseaux linéaires. 

7.2.2. Définition 
Le produit de convolution F de deux fonctions/! et/2 d'une variable réelle est 

défini et noté comme 
OO 

F(x) = fi*f2= jfi(X)f2(x-X)dX (7.27) 

si cette intégrale converge absolument. 

7.2.3. Propriété 
Le produit de convolution est commutatif. Ceci résulte de la substitution de 

variable χ — X = u dans (7.27). On a donc 

/ i * / 2 = / 2 * / i (7-28) 

7.2.4. Propriété 

Le produit de convolution est distributif par rapport à l'addition : 

/ i * (fi + / 3 ) = (/1 * / 2 ) + (/1 * / 3 ) (7.29) 

Ceci découle directement du caractère linéaire de l'intégrale (7.27). 

7.2.5. Propriété 
Le produit de convolution est associatif : 

/ l * ( / 2 * / 3 ) = ( / l * / 2 ) * / 3 (7.30) 

Cette propriété se démontre comme au paragraphe 7.2.3 en explicitant les intégrales 
des deux membres de (7.30) et en opérant les changements de variables adéquats pour 
les identifier. 
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7.2.6. Définition 
Une fonction/(x) d'une variable réelle est causale ûf(x) = O pour χ K O. 

7.2.7. Propriété 
Si l'on définit les parties paires^, et impaires)/ de / par les relations 

fp(x) = [f(x) + / ( - x ) ] / 2 et Jf(Jt) = [f(x) - / ( - * ) ] / 2 , une fonction causale jouit de 
la propriété 

f(x)= 2/p(x) = 2/ï(x) (7.31) 

pour χ > O, puisque /( — JC) = 0 sur ce demi axe. 

7.2.8. Propriété 
Si/i (x) est causal, la formule (7.27) est modifiée sous la forme 

oo JC 

F(x) =jf1(X)f2(x-X)dX = Jf2(X)Z1(X-X)ClX 
o -°° 

Si les deux fonctions sont causales, on a 
X 

F(x)= \ fx(X)f2(x-X)dX 
ο 

7.2.9. Convolutions des distributions 
Soient les distributions régulières associées aux fonctions ^1 et g2. Dans certains 

cas, on peut définir le produit de convolution g = gx * g2 et associer à celui-ci la 
distribution 

<g^> = / 
- O O 

qui s'écrit encore 
OO OO 

/ Jg1 (X)S2(«MX+ u)dXdu 
- O O - O O 

Si l'on effectue l'opération d'intégration portant sur la variable w, on obtient 
une fonctionnelle dépendant d'un paramètre X 

^{X) = <g2(u)^(X+u)> 

Si φ est une fonction de base, on peut écrire le résultat de l'intégration par 
rapport à X comme la distribution Kg1 (X), φ (X) > 

En résumé, on peut écrire 

<gi*g2,<p> = <gi(x)g2(y),v(x + y) > 

= Kg1 (χ), Kg2 (γ),φ(χ + γ) » (7.34) 

(7.32) 

(7.33) 

jgl(X)g2(x-X)dX φ(χ)άχ 
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La règle (7.34), découlant des définitions du produit de convolution et des 
distributions régulières, est choisie comme définition du produit de convolution des 
distributions dans le cas général. 

7.2.10. Exemples 
La convolution de la distribution δ avec une distribution g reproduit celle-ci; 

en effet 

<g(x)S(y)^(x + y)> = <g(x),<S(y),<p(x+y)» 

= <g(x)^(x)> 

et donc 

g*à=g (7.35) 

De même, si X est une constante réelle, on a 

<g(x)d(y-X)^(x+y)>=<g(x)^(x+X)> 

= <g(x-X\<p(x)> 

et donc 

g(x) *d(x~X) = g(x-X) (7.36) 

et en particulier 

6(X-X1)Xd(X-X2) = S(X-X1 -X2) (7.37) 

On démontrera en s'appuyant sur les paragraphes 7.1.24 et 7.1.26 que 

δ<"> •£ = *<"> (7.38) 

7.2.11. Commentaire 
On peut résumer maintenant l'ensemble des propriétés de la distribution δ 

• δ (x) est un opérateur qui fournit la valeur à l'origine d'une fonction de base 
• δ (x — X) fournit la valeur de cette fonction en un point quelconque 
• d(n\x) est un opérateur d'échantillonage qui fournit la valeur des dérivées 

de cette fonction à l'origine 
• δ(")(χ — X) fournit les valeurs des dérivées en un point quelconque 
• ô(x)est l'élément neutre du produit de convolution 
• δ (x — X) est un opérateur de translation lorsqu'il entre dans un produit de 

convolution avec une fonction. 

7.2.12. Exemple 
A la figure 7.4 est représentée une séquence d'opérations graphiques qui 

permettent de visualiser ce que représente le produit de convolution. 



246 THEORIE DES RESEAUX DE KIRCHHOFF 

1 
A Zi W 

i Z2 W 
1 

i Z2 (X + -ν) 

• /2 (Jf - * ) 

1 χ 

1 W / a ( x - J O K x 

surface = 1/2 

1 Jf 

Z i W Z a U - J O 0 < x < l 

surface < 1/2 

H -

χ 1 

Z 2 C v - X ) Z 1 W Jf < ° 

χ 

1 --

1/2 

1 

F = Zi* /2 

Fig.7.4 
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7.3. TRANSFORMEE DE FOURIER 

7.3.1. Définition 
Une fonction g à valeurs complexes de la variable réelle t étant donnée, on 

appelle transformée (intégrale) de Fourier la fonction G(co) de la variable réelle ω 
qui est donnée par 

OO 

G(œ)= j g(t)exp(-jcot)dt (7.39) 

pour autant que l'intégrale existe pour toute valeur réelle de ω. En abrégé, on peut 
noter G(co) = F [#(/)]· Cette notation sera utilisée au volume VI. Dans ce volume IV, 
on utilisera la notation introduite au paragraphe 7.3.7. 

7.3.2. Transformée d'une fonction à décroissance rapide 
Sig(i) G S, on peut démontrer que G(œ) est aussi une fonction de base. 

• On a 
OO OO 

| G ( w ) | < j\g(t)exp(-jut)\dt=f\g(f)\dt (7.40) 
- O O - O O 

Par suite de la propriété 7.1.14, il en résulte que G(co) est une fonction définie 
pour tout ω et bornée. 

• La fonction G(co) est indéfiniment dérivable. En effet 

d 
OO 

^ = | * ( ' ) ^ τ [ β χ ρ ( - / ω ί ) ] Λ (7.41) 

où la règle de dérivation sous le signe d'intégration est utilisée puisque 
exp (—jcot) est continue par rapport à ω et t et indéfiniment dérivable par 
rapport à ω. De plus, on va montrer que (7.41) converge toujours. On peut écrire 

dn[exp( -jœt)]/dco"= ( -jt)nQxp( -}ωί) 

où /" est un polynôme. Comme ce dernier est une fonction de croissance lente, 
tn g(t) est encore une fonction de base. Dès lors par le raisonnement de l'alinéa 
précédent, toutes les dérivées de G existent et sont bornées. 

• En intégrant η fois par parties le second membre de (7.39) et en tenant 
compte du fait que g(±°°) = O, on obtient 

, J G (ω) = -^-

Comme l'intégrale du second membre est bornée puisque g^n\t) est une 
fonction de base, il s'ensuit que 

G(co)=0[\oo\-"] Vn (7.43) 
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7.3.3. Théorème 
La transformée de Fourier d'une fonction à décroissance rapide est une fonction 

à décroissance rapide. 

7.3.4. Identité de Parseval 
Soient ^1 G S et g2 ^S. Leurs transformées de Fourier sont respectivement 

G1 et G2 . Considérons l'égalité résultant de (7.39) 

J £i OOG2 (y)dy = Js1 (y) J g2 (*) exp ( - jyx)dx dy 

L'interversion de l'ordre d'intégration est légitime puisque l'intégrale double est 
absolument convergente. Dès lors le second membre s'écrit 

Jg2 (x) j Si (y) exP ( -jyx)dy dx = Jg2 (X)G1 (x)dx 
-OO L -OO J - O O 

On en déduit la relation 
OO OO 

Jg1 (X)G2 (x)dx= Jg2(X)G1 (x)dx (7.44) 

qui est l'une des formes de l'identité de Parseval. On en découvrira d'autres plus loin. 

7.3.5. Rappel 
Pour ρ > O et q réel ou imaginaire pur, on a l'intégrale définie 

OO 

I exp( — px2 + qx)dx = (π/ρ) 1Z2 e\p(q2/4p) (7.45) 

7.3.6. Formule d'inversion 
Par le théorème 7.3.3, on sait que toute fonction de base a une transformée de 

Fourier; comme cette dernière est une fonction de base on peut définir l'intégrale 

J G(co)exip(jcut)doj (7.46) 

qui, par le même théorème, sera une fonction de base. Nous prouverons que cette 
fonction de base coïncide avec 2ng(t). 

Considérons l'intégrale 

/ = J G(co) exp( — eco2 + ju)t)du) (7.47) 

En y remplaçant G(co) par son expression (7.39) où la variable d'intégration est 
notée r et en intervertissant l'ordre d'intégration, on obtient 

J = jg(T) J exp t - e a > 2 + / ( f — τ )ω] άω άτ (7.48) 
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Compte tenu de (7.45), on a 

f-< S(r)exp[ -(t-τ)2 / 4e]dr (7.49) 

Par (7.45), on a 
OO 

Vj exp[ - ( r - r ) 2 / 4 e ]dT = 2π (7.50) 

Compte tenu de (7.49) et (7.50), on peut écrire 
OO 

/ - 2ng(t) = j / f J [g(r) -g(t)]exp[-(t-T)V4e]dr (7.51) 

Comme g(t) est une fonction continue et dérivable sur l'intervalle ( — °°, °°), il 
existe un point T tel que 

g(r)-g(t)=g,(T)(r-t) (7.52) 

Soit M la borne supérieure de \g'(T)\, finie puisque g'(t) est une fonction de 
base. En remplaçant dans (1.5l)g(r)—g(t) par le second membre de (7.52), on 
obtient 

\l-2ng(t)\< V- M J I ί — r I exp [ - (t - τ)2Ι Ae]dr (7.53) 
- O O 

En posant t — τ = χ, l'intégrale de (7.53) vaut 

OO 

2 Jjcexp [-x2/Ae]dx = 4e (7.54) 
ο 

En résumé on a 

\I- 27T£(0 I < 4AZVTH7 (7.55) 

pour e -> O, / tend vers l'intégrale (7.46) qui est donc égale à 2π^(0· 

7.3.7. Paire de transformées 
En comparant les formules (7.46) et (7.39) 

OO 

G(<o)= jg(t)exp(-j(ût)dt (7.56) 

OO 

g(t) = 3 7 Γ <?(ω)βχρ(/wf)dw (7.57) 
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on constate une réciprocité parfaite hormis le facteur 2π, qui sera commenté au 
§ 7.3.9, et le signe de l'exponentielle. Cette correspondance réciproque est notée par 

g(t)*-»G(u) (7.58) 

7.3.8. Définition 
Dans les applications de la transformée de Fourier à la théorie des réseaux, les 

variables t et ω reçoivent une signification bien précise. La variable t est le temps, 
défini au § 1.1.2. La variable ω est la pulsation on fréquence angulaire liée à la 
fréquence f par 

ω = 2 π / (7.59) 

Il va de soi que la théorie mathématique de l'intégrale de Fourier ne dépend en 
rien de ce choix particulier de dimensions pour les variables. A titre d'exemple, dans 
l'application aux équations aux dérivées partielles du problème 2.4.4 du volume IH, 
une des variables aura les dimensions d'une longueur. 

7.3.9. Commentaire 
Le facteur (2π)_ 1 intervenant dans (7.57) peut facilement être éliminé. Par 

exemple, en opérant la substitution de variables (7.59), on trouve 
OO 

C( 2nf) = j " g(t) exp( -j2vft)dt (7.60) 
— oo 

OO 

g(t) = J* G( 2irf)exp(/2ir/Od/ (7.61) 
—oo 

Par ailleurs si l'on définit la transformée par 
OO 

G(co) = ( 2rr) ~ll2 J *(i)exp( -jo)f)dt (7.62) 
—oo 

la formule d'inversion devient 
OO 

£(ί) = (2π)-»/2 J σ(ω)βχρ(/ωί)</ω (7-63) 
— oo 

Au point de vue de la mathématique, les paires de formules (7.56) (7.57), (7.60) 
(7.61), (7.62) (7.63) sont équivalentes et aussi conventionnelles les unes que les autres. 
La présence d'un facteur constant ne modifie rien d'essentiel dans les résultats. 

Si d'un point de vue esthétique on est tenté de choisir l'une ou l'autre des deux 
dernières paires de formules, pratiquement on s'en tiendra aux formules (7.56), (7.57). 
L'usage les a consacrées dans le cadre de la théorie des réseaux. Par ailleurs, cette con
vention particulière facilite l'utilisation des dictionnaires de transformées : ceux-ci sont 
généralement établis pour la transformation de Laplace (étudiée au chapitre 8) et, 
dans la formulation choisie, le passage de la transformée de Laplace à celle de Fourier 
est immédiat. 
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7.3.10. Propriété 
Le caractère réciproque de la relation liant g{t) et G(CU) apparaît clairement par 

ce qui précède. Dès lors en opérant les substitutions de variable adéquates, on trouve 
que 

g(t) «-> G(CJ) (7.64) 

implique 

G(t)<-+2ng( -ω) (7.65) 

Dès lors, l'identité de Parseval peut aussi s'écrire 
OO OO 

2π j gl(x)g2(-x)dx= j Gx(x)G2(x)dx (7.66) 

7.3.11. Transformée de Fourier d'une distribution 
Considérons une suite régulière gn(t) dont la limite définit une distribution. 

Toute fonction à décroissance rapide de la suite gn (t) a une transformée de Fourier 
Gn (ω) qui est aussi une fonction de base. Prouvons que la suite Gn (ω) est régulière. 

Soit Φ(ω) «* φ{ί) une paire de fonctions de base, transformées de Fourier l'une 
de l'autre. Par (7.66) on peut écrire 

2π<&,(*),*( - f ) > = < σ * ( ω ) , Φ ( ω ) > (7.67) 

Comme la limite du premier membre pour η ·+ °° existe par définition, celle du 
second existe également. On vérifie sans difficulté que φ(ί) GS implique φ{ — f) Ε5. 

En résumé à toute distribution, qui est définie par une classe de suites équiva
lentes, correspond une autre distribution définie par la classe des suites équivalentes 
composées des transformées de Fourier des premières. On obtient le théorème 7.3.12. 

7.3.12. Théorème 
Toute distribution a une transformée de Fourier. 

7.3.13. Exemple 
La fonctiong(t) = 1 est la limite de la suite régulière mentionnée au paragraphe 

7.1.17. Elle a une transformée de Fourier qui s'écrit formellement 

r 2 sinco7^ 
G(co) = exp( -jtût)dt= lim (7.68) 

J T-x~ ω 
- OO 

Au sens de l'analyse classique, l'intégrale (7.68) ne converge pas : même si l'on 
prend la valeur principale au sens de Cauchy, elle oscille entre ± 2/ω. 

La transformée de Fourier d'une fonction aussi simple (et des plus nécessaires 
à nos desseins) ne peut donc s'obtenir que dans le cadre des distributions. La distribu
tion associée à G (ω) prend pour toute fonction de base Φ la valeur 

< σ ( ω ) , Φ ( ω ) > = j Φ (ω) I exp( —jcjt)dt doj (7.69) 
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et en intervertissant l'ordre d'intégration 

< 0(ω),Φ(ω) > = J J Φ(ω)βχρ( —]ωί)άω dt 
- OO | _ - OO 

= 2 π j φ( -t)dt (7.70) 
- OO 

En posant ω = O dans (7.56), on constate que l'intégrale d'une fonction est 
égale à la valeur à l'origine de sa transformée. Dès lors, on a 

< ( 7 ( ω ) , Φ ( ω ) > = 2πΦ(0) (7.71) 

Par comparaison de (7.71) et (7.13), on a 

1«->2πδ(ω) = σ ( ω ) (7.72) 

Par suite de (7.65), on en déduit 

δ ( 0 « - Μ (7.73) 

7.3.14. Exemple 
Prouvons que 

sgnf«-»2//co (7.74) 

En effet la formule d'inversion donne 
OO OO 

f βχρ(/ωί) C sin(cji) _Λ 

π * άω = Ή λ Jco (7.75) 
J /ω J ω 

Le second membre est une intégrale définie bien connue qui vaut 4- 1 pour 
t > O et — 1 pour t < O. 

Si l'on essaye par contre d'écrire la formule (7.56) pour la paire (7.74), on 
obtient 

OO 

= - 2/ j sinco/ tfr (7.76) 
/ω 

O 

L'intégrale du second membre ne converge pas au sens de l'analyse classique. 
Cependant les deux membres de (7.76) sont égaux au sens des distributions. 

Ainsi même lorsque la paire de transformées n'inclut aucune distribution 
singulière mais uniquement des fonctions, le lien établi entre elles peut n'avoir de 
sens que dans le cadre des distributions. 

7.3.15. Propriété 
Par suite de la linéarité des formes (7.56) et (7.57) 

^1 (O ^G1 (ω) ft (O ^ G 2 (ω) 
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impliquent 

axgx{t)+a2g2{t) «_> A1G1 (ω) +A 2G 2 (ω) VaxeC9a2eC (7.77) 

7.3.16. Exemple 
On a 

1 1 
e(0 = -y+ - ^ (O 

(7.78) 
2 

Par (7.72), (7.74) et (7.77), on en déduit 

6(0<-»ττδ(ω) + 1//ω ^ 7 · 7 9 ) 

7.3.17. Propriété 
Par substitution de variable dans (7.56) et (7.57), on en déduit que g(t) «> 6(ω) 

implique 

g{at)+-+ \α\-χβ{ω/α) ( 7 · 8 0 > 

En particulier, pourfl = — 1, 

g(-t)+->G(-œ) ^7 '8 1) 

7.3.18. Commentaire 
La formule (7.80) a une signification fondamentale en analyse des signaux. 

Pour a < \,g(at) est homothétique au signalg(t) en ce sens qu'il s'agit du même 
signal dilaté selon l'axe des temps. 11 lui correspond une transformée G(oj/a) qui a 
subi une contraction par rapport à G(co). On peut en déduire la règle générale : 
à signal étroit, transformée large et réciproquement. Les relations (7.72) et (7.73) 
représentent les cas limites de cette relation : un signal infiniment étroit a une trans
formée constante jusqu'à l'infini; un signal constant a une transformée infiniment 
étroite. 

7.3.19. Corollaire 
De (7.81) il découle que la transformée d'une fonction paire (impaire) est une 

fonction paire (impaire). 
Compte tenu de la propriété 7.3.15 on peut encore énoncer ce corollaire sous la 

forme 
_. r (7.82) 

^r (7.83) 
gi *-*Gi 

où les indices ρ et i ont la signification définie au paragraphe 7.2.7. 

7.3.20. Commentaire 
Au contraire de la répartition en parties paire et impaire d'une fonction, qui 

reste invariante par rapport à la transformation, la répartition en parties réelles et 
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imaginaires donne lieu à des formules plus compliquées. En explicitant les parties 
réelles et imaginaires sous la forme g(t) = r(t)+ jx(t),G(co) = ϋ(ω) + /T(co), on 
trouve à partir de (7.56) et (7.57) 

OO 

U(ω) = 2 j [rp(f) coscof + X1(O s inωί]Λ (7.84) 
ο 

Κ(ω) = - 2 J [ri(t)smcut-xp(t)cosojt]dt (7.85) 
ο 

r{t) = π -! j [ Up (ω) cos coi - V1 (ω) sin cor ] άω (7.86) 
ο 

OO 

x(t)=n'1 j [Ui (ω) sin coi + F p (co)coscof ]dco (7.87) 
ο 

Dans l'établissement de ces formules, on a tenu compte de l'élimination d'un 
intégrand impair sur un intervalle symétrique par rapport à l'origine. 

7.3.21. Propriété 
Si #(O «> G(co), on a par (7.56) 

* * ( f ) * - * < ? * ( - ω ) 

Si l'une des fonctions de la paire de transformées est réelle, les parties réelles et 
imaginaires de l'autre coïncident respectivement avec ses parties paires et impaires. 

En particulier x(t) = O implique 

G(-co) = G*(co) (7.88) 

7.3.22. Théorème du retard 
En opérant une substitution de variable t — r = u dans (7.56), on trouve 

g(t-r) +-+ G(co)exp( - /cor ) (7.89) 

Une substitution du même type opérée sur (7.57) fournit la paire de transformées 

g(t)exp(/Ut) +-> G ( c o - Ω ) (7.90) 

7.3.23. Exemples 
Par (7.72) et (7.90), on a 

exp(/co00 «-* 2πδ(ω —CO0) (7.91) 

Par (7.81), on en déduit 

exp( — /co0f) «-* 2πδ(ω + ω 0 ) (7.92) 
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Dès lors, par (7.77) il en résulte 

COSCj0/
1 «—• π[δ(ω — co0 ) + δ ( ω + co0 ) ] (7.93) 

SmOJ0/
1 «—• / π [ δ ( α ; + CO0 ) — δ ( ω — CO0 ) ] (7.94) 

On aurait pu obtenir (7.93) et (7.94) à partir de (7.91) et du corollaire 7.3.19 : 
on vérifie que les parties paires et impaires des deux fonctions se correspondent. 

Par (7.90) et (7.79), on trouve 

6(OeXp(ZcO0O «-» π δ ( ω —CO0 ) + 1//(ω —CO0 ) (7.95) 

7.3.24. Dérivation d'une fonction 
Compte tenu des théorèmes 7.1.25 et 7.3.12, on sait que la dérivée de toute 

fonction, ayant une transformée de Fourier, possède une transformée. Si l'on dérive 
membre à membre (7.57), on trouve 

dgldt <-* /coG(co) (7.96) 

et, de même à partir de (7.56), 

-jtg(t) «-* dG/dœ (7.97) 

Les opérations de dérivation sous le signe d'intégration sont toujours légitimes 
ainsi que cela a été prouvé au paragraphe 7.3.2. 

7.3.25. Commentaire 
La relation (7.96) est cruciale pour la suite. Elle implique que des opérations de 

différentiation sur les fonctions du temps se traduisent par des opérations algébriques 
sur leurs transformées. C'est la raison même de l'utilisation de la transformation de 
Fourier : grâce à cette propriété, on peut réduire la résolution des systèmes d'équations 
différentielles à celle d'équations algébriques. 

7.3.26. Exemple 
Par (7.79) et (7.96), on a 

deldt <-• 1 + ιηωδ (ω) = 1 

La comparaison avec (7.73) rejoint bien la conclusion du paragraphe 7.1.26. Une 

application répétée de (7.96) et (7.97) donne les relations 

δ<Π>(0 «-*(/«•>)" (7.98) 

tn +-+27rj"d("\co) (7.99) 

En conclusion, la transformée d'un polynôme est une somme de distributions, 
dérivées de la distribution δ. 
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7.3.27. Théorème 
La transformée de Fourier d'un produit de convolution est égale au produit des 

transformées de Fourier des facteurs. 
Soient gl (O *> G1 (co), g2 (O <* G2 (co), g(t) = ^1 (t) * g2 (t) et g(t) «* G(co). En 

explicitant (7.56) pour G(co), on trouve 

G(Co)= J e x p ( - / c o i ) j gl(x)g2(t-x)dx dt 
-OO L-OO 

= j gi (*)exp( -]ωχ)άχ j g2(t-x)exp[-jco(t-x)]dt 

= G1 (Co)G2 (co) (7.100) 

Ce résultat était à prévoir à partir de (7.73) puisque cette relation signifie que la 
transformée de l'élément neutre pour la convolution est l'élément neutre pour la 
multiplication. 

7.3.28. Corollaire 
Compte tenu de la propriété 7.3.10, on peut avec les notations du paragraphe 

précédent écrire 

G1 (0+-^27Tg1 ( - ω ) 

G 2(f)<-* 2τ% ( - ω ) (7.101) 

G1 (OG2 (f)«-> 2*gl ( - ω ) *g2 ( - co) 

Dès lors si l'on pose G1 (O = h ι (O ** # ι (ω), G2 (O = h2 (O
 4^ //2 (ω), on 

trouve à partir de (7.101) 

M O M O < - » ( I/2Ti)H1 (ω)*H2 (co) (7.102) 

7.3.29. Commentaires 
On peut aussi déduire de (7.102) une forme de l'identité de Parseval déjà démon

trée au paragraphe 7.3.10. En explicitant la relation, on trouve 

00 00 

Γ /χ /χ / . χ 7 T G 1 ( X ) G 9 ( C O - X ) , 

J K1 (0¾ (O e x P(-/ωί)Λ - J !

 2

2

π dx 

qui, pour co = O, s'écrit 

OO OO 

j gx {t)g2{t)dt={ \I2TI) J" C1 (X)C1 ( - χ ) Λ 
— oo —oo 

Cette dernière formule est identique à (7.66). 

file:///I2ti
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L'identité de Parseval est importante au point de vue de l'énergétique. A titre 
d'exemple, considérons le calcul de l'énergie dissipée par un courant i(t), fonction à 
valeurs réelles, sur une résistance R. Cette énergie sera égale à 

OO OO 

R J /»(i)A- A j I/(Oj)I2Ao 

par application de l'identité de Parseval. En d'autres mots, à un facteur constant près 
l'énergie dissipée est égale à l'aire comprise sous la courbe du carré du module de la 
transformée. 

7.3.30. Propriété 
Soit 

t 

g(f) = j f(x)dx = / (O * e(t) (7.103) 
- oo 

où la dernière expression s'obtient à partir de (7.32) 
Par application du théorème 7.3.27, il vient 

G (ω) = F(ej) [πδ(ω) + 1//ω] (7.104) 

En tenant compte de (7.24), il vient 

G (ω) = TrF(O)O (ω) + F(co)//co (7.105) 

7.3.31. Remarque 
La propriété précédente est en quelque sorte l'inverse de la propriété explicitée 

par la relation (7.96) compte tenu d'une remarque importante. Par (7.103), on a 
/(O = dg/dt et par (7.96), il vient 

F (ω) =ίωΟ(ω) = F (ω) + π/ο^(0)δ(ω) 

résultat apparemment contradictoire. En fait, par suite de (7.25), le produit ωδ(ω) 
est identiquement nul. 

Ainsi si la multiplication par /ω de la transformée correspond à une dérivation 
de la fonction originale, il n'est en général pas vrai que la division par /ω corresponde 
à une intégration. Cela n'est vrai que si F(O) = O, ce qui par (7.39) revient à exiger que 

J /(O = O (7.106) 

7.3.32. Relations de Bayard-Bode 
Si une fonction causale est réelle, elle est entièrement déterminée par sa partie 

paire ou sa partie impaire ainsi que cela est donné par la relation (7.31). Par suite de 
(7.82), (7.83) et de la propriété 7.3.21, il s'ensuit que cette fonction est entièrement 
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déterminée par la partie réelle ou par la partie imaginaire de sa transformée. On 
suppose bien entendu que cette transformée existe, ce qui est le cas si la fonction 
admet une distribution régulière associée. 

En particulier, les formules (7.84) (7.85) deviennent avec (7.31) et 
g(t)~R(co)+jX(œ) 

OO 

R (ω) = j g(t) cos utdt (7.107) 
ο 

OO 

X(ω) = - j g(t)smœtdt (7.108) 
ο 

et (7.86) donne en séparant les parties paires et impaires et en utilisant (7.31) 

OO OO 

ng(t) = 2 j R (ω) cos ωί άω = - 2 j X(ω) sin œt άω (7.109) 
ο ο 

Dès lors il est clair qu'il existe une relation entre R(ω) et Χ(ω) : celle-ci peut être 
explicitée par les relations de Bayard-Bode. 

La relation (7.31) peut encore s'écrire 

gp(t)=gi(t)sm(t) (7.110) 

& (O=SpWSgIi (O (7.111) 

Compte tenu du corollaire 7.3.28 et de la formule (7.74); il vient 

2nR(œ) = ]Χ(ω) * (2//ω) 

2π]'Χ(ω) =Λ(ω)*(2//ω) 

En explicitant l'opération de convolution on obtient les formules 

R(a>)= - I J^L dy (7.112) 
1 ω — y 

— OO 

O 

- _ I Γ R{y 
τι J ω - . 

- ^ - dy (7.113) 

Compte tenu de la parité de R et de l'imparité de X, (7.112) et (7.113) peuvent 
encore s'écrire 

Λ ( ω ) β J L f J * ^ , (7.114) 
π J ω 2 — y 1 

ο 
OO 

XW)~-hi(-*Mrdy (7.115) 
π J ω2 — y 2 
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7.3.33. Définition 
Deux fonctions/? et X9 liées par les relations (7.114) et (7.115) sont appelées 

transformées de Hilbert Tune de l'autre. 

7.3.34. Théorème 
Une fonction réelle est causale ssi les parties paires et impaires de sa transformée 

de Fourier sont les transformées de Hilbert l'une de l'autre. 
La condition nécessaire est démontrée au paragraphe 7.3.32. La condition suffi

sante découle du caractère biunivoque de la transformation de Fourier qui permet de 
passer de (7.112) (7.113) à (7.110) (7.111). 

7.3.35. Généralisation 
Il est assez courant de rencontrer le cas d'une distribution qui est la somme de la 

distribution de Dirac et d'une distribution associée à une fonction causale. Dans ce cas, 
la distribution de Dirac, distribution paire, n'apparaîtra que dans la partie paire de la 
distribution et la partie impaire ne peut certainement pas la restituer. Ainsi (7.110) a 
pour premier membre gp (t) — kd (t) et le premier membre de (7.112) est R (ω) — k. 

Pour ω tendant vers l'infini, le premier membre est nul et dès lors 

R(OJ) = R(oo) + 

OO 

X(y) dy (7.116) 

7.3.36. Phénomène de Gibbs 
Au paragraphe 7.1.30 nous avons défini la limite d'une suite de distribution. Le 

but de ce paragraphe est de mettre en évidence la différence entre ce concept de limite 
et celui de limite d'une suite de fonctions. 

Considérons la paire de transformées e(t) *> Ε(ω) et définissons l'intégrale 

Ω 

'•«"si E (ω) exp(jœt)dœ (7.117) 

-Ω 

qui tend vers e(t) pour Ω -> °°. Compte tenu de (7.39), on peut encore écrire en 
échangeant l'ordre d'intégration 

e°it) = -* e(T) 

Ω 

ί exp [/cj(r — r ) ]doû 

-Ω 

dr 
Γ s'mn(t-T) 

= J Ht-r) 
dr (7.118) 

Si l'on pose Ω(Γ — τ) = a, (7.118) prend la forme 

Ωί ο Ωί 

, . Cs'mu fsinw [sinu _ 1 l c . / 0 . . _ 
β (t) = \ du = du + du = - + - Si(Qt) (7.11 
Ω J nu J -nu J mi 2 π 

9) 
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La notation Si est celle d'une fonction spéciale appelée "Sinus intégral" : on 
trouvera les valeurs de cette fonction dans la plupart des tables, en particulier dans [1O]. 
Cette fonction est représentée à la figure 7.5 et la fonction ε Ω (t) à la figure 7.6. 

i[^(t) 

1.09 

1 

0.5 

j 
-π/Ω / 

^ \ L . 

"7M^ 

l\ 
π/Ω 

t 

i 

1.18π/2 

- π 

J ^N-/\1Z_ 

i Si (χ) 

I ' * 
π 

- π / 2 

Fig. 7.5 Fig. 7.6 

On remarquera que pour Ω croissant, l'abscisse π/Ω du premier maximum 
décroît. En d'autres mots plus on se rapproche de l'intégration complète de Ε(ω), plus 
€Ω (t) tend vers e{t) qui est la limite de cette suite de fonctions. C'est là une règle très 
générale qui peut s'énoncer ainsi : plus large est la bande de fréquences, plus proche 
est la réponse indicielle de l'échelon unité. 

7.3.37. Commentaires 
La fonction €Ω(Υ) approche la fonction e(t) d'une façon très particulière, en ce 

sens que le premier maximum pour t > 0 dépasse la valeur finale d'environ 9% et que 
ce dépassement est indépendant de Ω. Lorsque Ω croît, l'abscisse de ce maximum se 
rapprochera de plus en plus de l'origine mais la valeur prise par la fonction ne se modi
fiera pas. Par ailleurs ε Ω (0) = e(0) = 1/2, ce qui justifie a posteriori la définition 
2.2.1 de e(0). En résumé, quoique la valeur à l'origine de e(t) soit correctement resti
tuée par (7.57), dans un voisinage de celle-ci l'erreur ne tombera pas en dessous de 9%. 

Cette conclusion peut du reste être généralisée pour toute fonction dérivable à 
gauche et à droite qui comporte un nombre fini de discontinuités de première espèce. 
Par le même raisonnement que celui du paragraphe 7.1.27, on montre qu'en chacun de 
ces points la formule (7.57) donne pour la fonction la moyenne de ses valeurs à droite 
et à gauche du saut. Dans le voisinage de cette discontinuité, la convergence de l'inté
grale vers la fonction n'est pas uniforme. 

Ceci constitue évidemment un désavantage de la transformée de Fourier. On peut 
y remédier en définissant d'autres transformées, comme par exemple celle de Fejer, 
qui convergent uniformément au prix, du reste, d'une convergence plus lente. L'exposé 
de ces méthodes sort du cadre de cet ouvrage; on se reportera à [11] pour plus d'infor
mations. 

Il reste à se demander pourquoi la transformée de Fourier occupe une place si 
importante malgré cet inconvénient. En d'autres mots, à quel point de vue la fonction 

Ω 

% W = 2 ^ i G ( " ) e x P (/Wf)Aj (7.120) 

-il 
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est-elle une approximation optimale de g(t)l La formule (7.120) est substituée à 
(7.57), par exemple, lorsqu'il faut effectuer une intégration numérique d'une trans
formée dont on ne connaît pas l'expression analytique. C'est aussi la réponse de 
certains circuits de télécommunications, appelés filtres, dont on attend qu'ils suppri
ment toutes les composantes de la transformée en dehors de l'intervalle borné 
[ — Ω, Ω] tout en réalisant une bonne approximation du signal. 

7.3.38. Approximation au sens des moindres carrés 
Désignons par F(oj)++f(t) toute paire de transformées telles que F(CJ) = 0 

pour ω ¢. [ — Ω, Ω]. Parmi ces fonctions se trouve gn (t). 
L'erreur quadratique moyenne de/par rapport à g est définie par la formule 

OO OO 

e2= j\g(0-f(t)\2dt= \ [g(t) - / (O] [g* {t)-f* (t)]dt 
— OO - OO 

OO OO OO OO 

= \\g{t)\*dt+ j 1/(0 I 2dt- jf(t)g*(t)dt- J" f*(t)g(t)dt (7.121) 
— oo — oo _ oo oo 

Compte tenu des propriétés 7.3.10 et 7.3.21, on peut écrire 
oo oo 

2π j\g(t)\2dt = j\G(co)\2dœ (7.122) 

Dès lors on transforme (7.121) en 

oo Ω Ω 

2n€2= j\G(oj)\2dœ + J \F(oj)\2dœ - JF(œ)G*(co)dco 
-Ω -Ω 

Ω 

- JF*(cj)G(œ)dto (7.123) 
-Ω 

où l'on a tenu compte de l'annulation du spectre de F en dehors de l'intervalle borné. 
La relation (7.123) peut encore se mettre sous la forme 

- Ω oo Ω 

2Ή€2 = J|G(co)|2Jo; + J |G(OJ)|2JOJ + J |G(OJ) ~F(œ)\2dœ 
-°° Ω -Ω 

Il est clair que e2 est minimum lorsque G(co) = F(œ) pour ω G [ — Ω, Ω]. 
Ceci constitue la réponse à la question posée au paragraphe précédent. L'intégrale 
(7.57) converge en moyenne quadratique vers la fonction du premier membre. 

7.3.39. Définitions 
Le spectre d'amplitude d'un signal est le module de sa transformée de Fourier et 

le spectre de phase est l'argument de cette transformée : cette définition ne s'applique 
bien entendu qu'aux transformées de Fourier qui sont des fonctions. Si la transformée 
de Fourier comporte des distributions delta, celles-ci constituent un spectre de raies, 
représenté graphiquement selon le symbolisme de la figure 7.3. 
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7.4. SERIE DE FOURIER 

7.4.1. Définitions 
Une distribution ou une fonction g(t) est périodique de période T si elle obéit à 

la relation 

g(t)=g(t + T) W (7.124) 

Si (7.124) est vérifié, la relation g(t) — g(t + kT) est vérifiée où k est un entier 
quelconque. Si T0 est la plus petite constante telle que g vérifie (7.124), on appelle 
T0 la période fondamentale, Ω0 = 2π/Τ0 la pulsation fondamentale et f0 = 1/T0 la 
fréquence fondamentale. 

Dans le cas d'une fonction périodique, on peut définir 

g(t,T0)=g(t) rect (t/T0) (7.125) 

et 
OO 

ï(0 = Σ*('-ΜΌ.7Ό) (7.126) 
k=-oo 

Dans le cas d'une distribution périodique, on ne peut pas multiplier^) par 
rect (t/T0) qui n'est pas une fonction de croissance lente. On peut utiliser la fonction 

ι 

dt (7.127) h(x) = 7 I exp 

Ul il· 
L / ( f - i ) 

pour I χ I < 1 et h(x) = O pour \x\ > 1, où/est la valeur de l'intégrale définie entre 
les bornes O et 1. On peut vérifier que h(x) est une fonction à décroissance rapide, que 
Λ (O) = 1 et que 

OO 

s(x) = £ h(x+n)= 1 (7.128) 

η β - o o 

Dès lors on peut définir la distribution 

g(t,T0)=g(t)h(t/T0) (7.129) 
et 

*(0= Σ ^ ( ί - ^ 0 , Γ 0 ) = ^ ( ί / Γ 0 ) (7.130) 
fc=-oo 

7.4.2. Propriété 
Un spectre composé de raies, dont les abscisses sont multiples d'une même 

quantité, est celui d'une fonction périodique. 
En effet soit 

OO 

G (ω) = 2 π £ Akb(œ - kO.) (7.131) 
/ C = - o o 
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Par (7.77) et (7.91), cette distribution a pour transformée inverse 

g(t)= £ ^ e x p ( / M 2 f ) (7.132) 
/C=-oo 

Pour T = 2ΤΓ/Ω, g(t) vérifie (7.124). 

7.4.3. Propriété 
Si les coefficients des raies sont égaux, la distribution correspondante est un 

train d'impulsions équidistantes. 
Soit le train d'impulsions 

S(O= Σ Ht-kT) 
k = -°° 

dont la transformée s'écrit, par (7.73) et (7.89), 

G (ω) = Σ exp(-/A:7co) (7.133) 
k=-oo 

Formons la fonction périodique 

N 

G (ω) = Σ exp( -jkToj) 
k = -N 

= exp( -]ΝωΤ){ 1 + βχρ(/ωΓ) + ... + βχρ(/2ΜυΓ)] 

exp [/(7V+ 1 )ωΤ] - exp( - jNcjT) 

βχρ(/ωΓ) — 1 

si η Λ/7ω sin Μ7ω Γω 
(7.134) 

s i n ( 7 W 2 ) Τω sin (Τω/2) 

oùM = N+ 1/2. 
Par le procédé du paragraphe 7.4.1, définissons la distribution 

GN(U9V.) = ΰΝ(ω)Η(ω/Ω) (7.135) 

Par (7.68) et (7.72), le premier facteur du produit (7.134) définit la distribution 

l i m ***» = π δ ( Γ ω ) ( 7 , 3 6 ) 
M-*» /CJ 

et dès lors par (7.24) 

lim ^ ( ω , Ω ) = 2 π δ ( 7 ω ) (7.137) 
TV^oo 

puisque Λ (ω/Ω) [Γω/ sin (Γω/2)] prend la valeur 2 pour ω = O. 
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Par (7.130), il vient 
OO 

G(œ) = 2n Σ δ ( Γ ω - 2 * τ τ ) (7.138) 
/ : = - o o 

Par (7.18), δ (αχ) = \a\~l δ (χ) et (7.138) s'écrit encore 
OO 

<7(ω) = Ω £ δ ( ω - Κ 2 ) 
k=-oo 

En résumé 
OO OO 

Σ Ht-kT) «-» Ω Σ δ ( ω - Α : Ω ) (7.139) 
k=-<» k--oo 

7.4.4. Propriété 
Une fonction périodique a un spectre composé de raies dont les abscisses sont 

multiples d'une même quantité. 
Compte tenu de (7.35) et (7.36), les formules (7.126) ou (7.130) peuvent encore 

s'écrire 
OO 

g(t)=g(t,T) * Σ à(t-kT) (7.140) 
k=-oo 

Par suite du théorème 7.3.21, il s'ensuit que 

OO 

G(co) = <7(ω,Γ)[Ω Σ δ ( ω - £ Ω ) ] 
k=-c 

= Ω Σ G(kn,T)d(œ-kil) (7.141) 
k=-oo 

où G (ω, T) est la transformée de g (t, T). 

7.4.5. Corollaire 
Par (7.141) et le paragraphe 7.4.2, la fonction ou la distribution g( t) peut s'écrire 

sous la forme 

*(0 = 4 - Σ G(*n,r)exp(/*nO (7.142) 
1 fc=-oo 

En d'autres mots, une fonction ou une distribution périodique peut s'écrire sous 
la forme d'une somme d'exponentielles imaginaires dont les arguments sont multiples 
de la pulsation fondamentale et dont les coefficients sont donnés par les valeurs de la 
transformée de g(t, T) à ces pulsations. 

7.4.6. Définition 
Une série de Fourier est une expression de la forme 

OO 

S(O= Σ Gk exp ( tkSlt ) (7.143) 
k = -°° 
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où les grandeurs Gk, généralement complexes, sont calculées par les formules 
OO 

Gk = 1 I g(t,T)exp( -jk£lt)dt -lrf 
Sig(t) est une fonction, on obtient 

772 

* - T J g(t) exp( -JkSIt)(It (7.144) 

-Γ/2 

7.4.7. Commentaire 
Les formules (7.142) et (7.144) constituent deux procédés de calcul des coeffi

cients Gk. Dans la mesure où l'on dispose d'une table de transformées de Laplace, on 
peut se dispenser du calcul explicite de la formule (7.144). 

7.4.8. Exemple 
Considérons l'onde rectangulaire g(t) de la figure 7.7 définie par 

g(t,T)=Arect (t/a) 

dont la transformée s'écrit à partir de (7.79), (7.89) et (7.77) 

G(œ,T)= aA[sm(aœ/2)]/(aco/2) 

kg U) 

(7.145) 

(7.146) 

-a/2 a/2 

Fig. 7.7 

ι ΐσ(ω,Γ) 

ω/2π 

-Λ/a - 3 la -2/a -Ma 

Elle est représentée à la figure 7.8. Par (7.142) les coefficients sont 

Gk= A(k<n)-lsm(kan/T) (7.147) 
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avec en particulier 

G0 = aA/T (7.148) 

"G (ω) 

Fig. 7.9 

Le spectre de raies correspondant est représenté à la figure 7.9. On vérifiera que 
la formule (7.144) donne le même résultat. L'avantage du premier procédé est qu'il 
fournit une enveloppe de l'ensemble des raies : si l'on change le paramètre T, il suffit 
de modifier l'écartement 1/rdes raies. 

Si l'on fait tendre a vers O tout en faisant tendre A vers l'infini et en gardant le 
produit aA = I9 (7.146) devient G (ω, T) = 1 qui par comparaison avec (7.73) montre 
que l'impulsion de Dirac est la limite des distributions associées àg(t, T). De même Gk 

tend vers 1/T ce qui correspond à la formule (7.139) liant deux trains d'impulsions de 
Dirac. 

— ι — — I — 

I 

A/2 

A/2 

git) 

7 7 2 

— ι — 
T 

— ι — 
t 

Fig. 7.10 

Un cas particulier intéressant est celui où T = 2a. L'onde de la figure 7.7 devient 
l'onde de la figure 7.10 si l'on en soustrait la composante continue. La formule (7.147) 
donne Gk = A (kn)~l sin (kn/2) avec Gk = O pour k pair. Cela se vérifie sur la figure 
7.9 où les raies, dont les abscisses sont multiples de 2/T = 1 /a, coïncident avec des 
zéros de l'enveloppe. 

7.4.9. Fonctions à valeurs réelles 
Dans ce cas, s(t) est une fonction à valeurs réelles et les coefficients Gk obéissent 

à la relation : 

Gk = G*k rk= (7.149) 

cas particulier de (7.88). En posant Gk = ak —jbk, on peut récrire (7.143) sous la 
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forme 
OO 

5 ( 0 =% + 2 Σ (ak coskQ,t + bksinkilt) (7.150) 
/C = I 

et (7.144) sous la forme 
772 

* * = £ J g( t,T) cos kilt dt (7.151) 

-772 

772 

= ^ g(t, h = - g(t,T)swkïltdt (7.152) 

-Γ/2 

On peut encore écrire 

*(0 = a0 + 2 Σ >* c o s (ΚΩί-φχ)= Σ rk exp [/( ^ Ω ^ - ^ ) ] (7.153) 
/C = I A: = - o o 

avec ri = al+ b2

k et ^ = — arg G/,. 
Dans toutes les écritures G0 = a0 est simplement la moyenne de g(t, T). Par 

simple inspection de g(t, T), on peut donc décider de la présence de cette raie; par 
exemple, à la figure 7.7 il y a une composante continue et à la figure 7.10 il n'y en a 
pas. 

7.4.10. Définitions 
On appelle 2ak et 2bk les coefficients de Fourier de g. Les grandeurs Gk sont les 

coefficients complexes de Fourier. Le terme 2rk cos (kilt — \pk) est Y harmonique 
d'ordre k de pulsation kQ, et de fréquence k/T. Son amplitude et sa phase sont res
pectivement 2rk et ψΐς. Le facteur 2 qui apparaît dans cette définition, peut être 
évacué soit de la définition des coefficients complexes soit de celle des coefficients 
réels : le choix diffère selon les auteurs. 

7.4.11. Propriétés 
Ces propriétés découlent immédiatement des propriétés correspondantes de la 

transformée de Fourier qui sont démontrées à la section 7.3. 
Si#(0 a un développement dont les coefficients complexes sont notés Gk, on 

en déduit les développements suivants : 
La fonction g(t — a) a pour coefficients Gk exp ( —jkΩα). Une translation de 

l'origine des temps ne modifie que la phase. 
La fonction g(t) exp (/ωοΟ a P o u r série de Fourier ΣGk exp/(cj0 + kil) t. Le 

spectre d'une telle série est représenté à la figure 7.11. A la multiplication de la fonc
tion par une exponentielle, opération appelée modulation, correspond une translation 
des raies. Les abscisses ne sont plus multiples d'une même grandeur ce qui n'est pas 
étonnant puisque la fonction n'est pas périodique en général. Ce n'est que si ω 0 = mil 
que l'on a une fonction périodique dont les coefficients seront Gk_m. 
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G(GJ)J 

CJ0 G j 0 + Ω CJ0 + 2 Ω 

Fig. 7.11 

Les coefficients de Fourier de agi (t) + bg2 (t) sont aGik + bG2k. 
Les coefficients de Fourier de dng/dtn sont (jkÇÏ)n Gk. 
Les coefficients de Fourier de 

t 

j[g(x)-G0]dx 
T 

sont Gk/jkÇl hormis la composante continue dont la valeur dépend de r. 

7.4.12. Propriété 
A partir de (7.151) et (7.152), il est clair qu'une fontion g{t, T) impaire n'admet 

pas de termes en cosinus et qu'une fonction paire n'admet pas de termes en sinus dans 
son développement en série de Fourier. Ainsi la fonctiong{t) de la figure 7.10 n'admet 
que des cosinus. Cette propriété dépend évidemment du choix de l'origine des temps : 
g(t — TjA) n'admet que des sinus. 

Par contre la présence des harmoniques pairs et impairs ne dépend que de la 
forme d'onde. Si la fonction 

g(t±T/2,T) = ~g{t,T) (7.154) 

il n'y a pas d'harmoniques pairs. En effet, en posant t — u — T/2, (7.151) devient 

Τ/2 Γ/2 

ak=f\ j -g(u,T) COSkSl(U-T/2 )du+ \ g(t,T) cos kSltdt 

ο 
T/2 

= - ί g(t,T)( 1 - coskn)cosktot dt (7.155) 

qui est nul pour k pair. Une démonstration analogue vaut pour (7.152). 
Dans le cas d'une distribution, la propriété est identique mais la démonstration 

est un peu plus compliquée. Nous ne la donnerons pas. 
On démontre de la même façon que 

g{t±Tl2,T)=g(t,T) (7.156) 

implique l'absence d'harmoniques impairs. De façon plus immédiate encore, il suffit de 
(7.156) pour que la période fondamentale soit T/2 : un développement où les arguments 
sont multiples de Ω = 2π/Γ ne peut contenir que des termes pairs. 
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7.4.13. Propriété 
Les coefficients Gk décroissent comme k~m si dmg/dtm comporte au moins 

une impulsion de Dirac et sidm~1g/dtm~ l n'en comporte pas. 
En effet par (7.139) il apparaît qu'un train d'impulsions a des coefficients 

complexes qui sont indépendants de k. Par utilisation des deux dernières propriétés du 
paragraphe 7.4.11, la propriété énoncée s'en déduit. Il s'ensuit qu'une fonction présen
tant des discontinuités de première espèce a des coefficients décroissants comme \/k. 

7.4.14. Commentaire 
Cette propriété peut encore être reliée au théorème d'analyse suivant : "S'il 

existe une série numérique convergente vk telle que \sk(x)\ < vk pour tout χ G Δ, 
la série s(x) = ^sk{x) est uniformément convergente dans Δ". 

En posant sk(x) = Gk expjkx, on a |%(x)| ^Gk. Rappelons que 

OO 

fc = l 

OO 

£ k-2 = 7T2/6 

k = l 

Il en ressort que la convergence uniforme est assurée lorsque les coefficients 
décroissent au moins comme k~2. Lorsqu'ils décroissent comme /c_1, il n'y a pas de 
convergence uniforme dans le voisinage des discontinuités par suite du phénomène de 
Gibbs. Lorsqu'ils ne décroissent pas, la série ne converge pas vers une fonction mais 
vers une distribution comportant en particulier des impulsions de Dirac. Lorsqu'ils 
croissent comme k, la fonction comporte des distributions δ', etc. 

7.5. EXERCICES 

7.5.1. Le produit de convolution de deux fonctions causales est-il une fonction causale? 

7.5.2. Calculer le produit de convolution de deux échelons unité. Soit ρ (t) un signal 
rectangulaire égal à l'unité dans l'intervalle (O, T) et nul en dehors. Quel est le produit 
de convolution de p(t) avec lui-même; de p(t) et de e(0? 

7.5.3. Prouver que/(r) δ ' (O=/(O) δ '(O-/ '(O) δ (O-Que vautrô'(0? Que vaut 
t2 δ'(O ? Que vaut/(O δ(")(0 en supposant/(O indéfiniment dérivable? 

7.5.4. Soit /(0 une fonction indéfiniment dérivable. Calculer g" (t) oùg(t) = e(t)f(t). 

7.5.5. Dériver la fonction [te(t)-(t - \) e(t - l)]. 

7.5.6. Quelle est la dérivée de la fonction \x\ ? 
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7.5.7. Prouver que la suite des distributions régulières associées aux fonctions 

( - / : /10 \t\ < k'1 

fk(t) = 3k/5 k'1 < \t\ < 2k~l 

( 0 2k~l < \t\ 

tend vers δ (t) pour k -> °°. 

7.5.8. Montrer que les transformées de Fourier des deux membres des équations 
7.35 à 7.38 sont égales. 

7.5.9. Soit le signal rectangulaire r(t) — [e(t 4- T) — e(t — T)]. Calculer sa transformée 
de Fourier et représenter son spectre et sa phase. Quelle est la fonction du temps qui a 
un spectre de valeur unité dans (— Ω, Ω) et nul en dehors de cet intervalle? Que devient 
le spectre de T~lr(t) pour Γ tendant vers zéro? 

7.5.10. Quelle est la transformée de r(t) cos ω0ί ? Calculer cette transformée d'une 
part en utilisant la propriété de modulation, d'autre part en effectuant la convolution 
des transformées de r(t) et cos ω0ί. Vers quoi tend le spectre lorsque T croît indéfini
ment? (T= 2π/ω0). 

7.5.11. Calculer la transformée d'un signal triangulaire/(Y) qui vaut T~l t + 1 dans 
( — T9 0) et qui est une fonction paire de t. Faire le calcul directement et le contrôler 
en considérant/(i) comme l'intégrale de signaux rectangulaires construits à partir 
de r(t) de l'exercice 7.5.9. 

7.5.12. Appliquer la formule de Parseval (7.66) avec^ (t) = g2 (t) = r(t) de l'exercice 
7.59 et en déduire une intégrale définie. Même opération zvecf(t) de l'exercice 7.5.11. 

7.5.13. Prouver que le spectre (supposé dépourvu de distributions singulières) d'un 
signal est borné par les courbes suivantes. En premier lieu une droite parallèle à l'axe 
des abscisses et dont l'ordonnée est égale à l'intégrale sur ( — °°, °°) de la valeur absolue 
du signal. En second lieu une hyperbole ayant les axes comme asymptotes et dont on 
demande l'équation. 

7.5.14. Quelle est la transformée de Hilbert de δ (ω) ? 

7.5.15. Développer en série de Fourier la fonctionZ1 (x) de période 2π égale à π - χ 
pour χ G (0, 2 π). Pourquoi le développement ne comporte-t-il que des termes en sinus? 
Pourquoi les coefficients tendent-ils vers zéro comme \\k ? Quelle valeur prend le 
développement en χ = 0, χ = π/2, χ = π ? 

7.5.16. Développer en série de Fourier la fonction f2 (x) de période 2π, égale à π —χ 
pour χ G [0, π] et à π + χ pour χ G [ — π, 0] ? Pourquoi la série ne comporte-t-elle que 
des termes en cosinus? Pourquoi les coefficients tendent-ils vers zéro comme l/k2 ? 
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Pourquoi n'y a-t-il que des harmoniques d'ordre impair, mise à part la composante con
tinue? Tirer de cette observation une règle générale concernant l'existence des harmo
niques pairs et impairs. 

7.5.17. Pour x E [O, π], avec les notations des exercices 7.5.15 et 7.5.16Z1(X)=Z2(X). 
Comment se fait-il que les développements soient différents? Déduire les développe
ments de Z1 (x — π) etZ2 (x ~ 7O et commenter l'existence de termes en sinus et cosinus. 
Déduire le développement deZi(x) +/2(*)- Laquelle des fonctions^Zi/dx etdf2/dx 
admet un développement? Le calculer. 

7.5.18. Exercice graphique. Porter en graphique le spectre de raies des fonctions consi
dérées, en 7.5.16 et 7.5.15. Dessiner la courbe résultant de l'addition des trois premiers 
termes de chaque développement. 

7.5.19. Démontrer que la dérivée du produit de convolution de deux distributions est 
égale au produit de convolution d'une des distributions par la dérivée de l'autre. 

7.5.20. La fonction f (t) a pour transformée e(co). Quelle est la fonction f (t) ? 

7.5.21. Prouver que, siZ(O est solution de l'équation différentielle d2 f/dt2 — t2 f(t) 
— λ/(ί), sa transformée est solution d'une équation différentielle du même type. 

7.5.22. Prouver que si expyV(i) ++F(U)), cos φ(ί)** [^(ω) + F * ( —ω)]/2. 





CHAPITRE 8 

TRANSFORMEE DE LAPLACE 

8.1. TRANSFORMATIONDELAPLACE 

8.1.1. Définition 
L'intégrale 

HP)= j f(t)exp(-pt)dt (8.1) 

est appelée transformée bilatérale de Laplace de la fonction/d'une variable réelle t. 
Dans cette définition,/? représente une variable complexe σ + /ω. Cette définition 
n'a de sens que si l'intégrale (8.1) converge, sinon au sens de l'analyse, du moins vers 
une distribution. La fonction/est l'original de F. En abrégé on note 

F = Ln [/] (8.2) 

f = Ln-
l[F] (8.3) 

On dit encore que F est Vimage de / 
Si l'on compare les formules (7.39) et (8.1), on constate qu'elles sont identiques 

à une substitution ρ =/'ω près. Dès lors, comme toute distribution a une transformée 
de Fourier, elle possède aussi une transformée de Laplace au moins sur l'axe imaginaire 
du plan complexe. La question est de savoir dans quelle zone du plan complexe la 
transformée de Laplace existe. Une règle sera énoncée pour certaines fonctions et l'ex
tension de cette règle pour les distributions en découle par le passage à la limite décrit 
au chapitre 7. 

8.1.2. Théorème 
Si l'on trouve un nombre M réel, positif et fini tel que 

|/(f) | <Afexp(00 re[Ofoo) 

| / (r) | <A/exp(OLt) f€( - ~ O] 

l'intégrale (8.1) converge pour les valeurs de σ > β et ο < α . 
En effet, on peut écrire 

oo Γ O o° 

\F(P)\< ( \f(t)\exp(-ot)dt<M f exp [ ( a - o)t]dt + j e x p [ ( 0 - o)t]dt 
- o o L - o o O 

qui garantit la convergence de F(p) dans un domaine du plan de la variable complexe ρ 
situé à gauche de σ = α et à droite de σ = |3. 
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8.1.3 Commentaire 
A la figure 8.1, on a représenté les courbes limites des inégalités (8.4) et à la 

figure 8.2 les droites limites qui en résultent dans le plan de la variable complexe. 
La fonction/(f) = M[e(t) βχρβί 4- e(- t) exp at] vérifie tout juste ces inégalités. 
Son domaine de convergence est la partie hachurée du plan de la figure 8.2. 

Par contre la fonction de la figure 8.3 n'a pas de domaine de convergence ainsi 
que cela ressort de la figure 8.4. 

Pour déterminer le domaine de convergence on doit réaliser (8.4) au moyen de la 
plus petite valeur de β et au moyen de la plus grande valeur de a. Ces deux abscisses 
peuvent du reste se situer du même côté de l'origine, comme c'est le cas pour la fonction 
de la figure 8.5, dont le domaine de convergence est représenté à la figure 8.6. En 
d'autres mots, même si la fonction croît aussi vite qu'une exponentielle, elle n'en 
a pas moins une transformée de Laplace. 

Fig.8.1 

a 

i i /ω 

Θ 

β ο 

Fig.8.5 Fig.8.6 

8.1.4 Propriété 
Une fonction absolument intégrable, et identiquement nulle en dehors d'un inter

valle borné, possède un domaine de convergence s'étendant au plan ρ dans sa totalité. 
En effet, quels que soient α et /3, il y a toujours moyen de trouver une constante 

M telle que (8.4) soit vérifié. 
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La réciproque n'est pas vraie ainsi qu'en témoigne le contre-exemple suivant 
exp ( — t )Φ0 pour ί e ( - °°, °° ) a une transformée dont le domaine de conver-
genee coïncide avec le plan tout entier. 

Fig. 8.7 Fig.8.8 

Si la fonction n'est différente de zéro que sur un intervalle semi-infini 
[a, + °° ) ou ( — °°, b] et si elle vérifie sur cet intervalle une inégalité du type (8.4), 
son domaine de convergence est un demi-plan. En effet selon le cas, une des deux 
inégalités (8.4) est toujours vérifiée. Un exemple est donné à la figure 8.7 d'un signal 
dont le domaine de convergence est représenté à la figure 8.8. 

8.1.5 Exemples 
La fonction e (t) exp bt avec b e R a pour transformée 

f F(p)= e(t)exp[(b-p)t]dt = 
exp(b—p)t 

(p-byl (8.5) 

dans le demi-plan o>b : dans ce cas |exp [(b —p) °°]\ = exp [φ — σ) °°] = 0. 
La fonction — e( — t) exp bt a la même transformée (p — b)~! mais son domaine 
de convergence est le demi-plan complémentaire σ < b. Ceci souligne combien il est 
important de spécifier le domaine de convergence : sans cette donnée la relation 
entre fetF n'est pas univoque. 

En particulier pour b = 0 

L„[e( i ) ; o> 0 (8.6) 

8.1.6 Transformée de la distribution de Dirac 
Soit/(i) = b(t). Dès lors pour/? =/ω on a par (7.73) 

L 1 1[O(O] = 1 (8.7) 

Le domaine de convergence coïncide avec la totalité du plan. Bien entendu 
l'application des critères énoncés au paragraphe 8.1.2 n'a pas de sens dans le cas présent 
puisqu'il est impossible de comparer la valeur d'une exponentielle avec la valeur non 
définie de b(t). Par contre δ ( ί ) a été défini au paragraphe 7.1.19 comme limite d'une 
suite du type exp ( -nt2). Le domaine de convergence des transformées des fonctions 
considérées dans cette suite coïncide avec le plan tout entier ainsi que cela a été démon
tré au paragraphe 8.1.4. Il en sera ainsi de la limite. 
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8.1.7 Définition 
L'intégrale 

OO 

F(p)=jf(t)exp(-pt)dt (8.8) 
o-

est appelée transformée unilatérale de Laplace. On la symbolisera par L1 [/]. En 
général, lorsque les propriétés de L1 et Lu sont les mêmes, on utilisera le symbole L. 
Ce sera par exemple le cas lorsque/(f) est une fonction causale : alors Ln[ / ] = 

Lit/]· 
La limite inférieure d'intégration a été notée O — : c'est une façon conventionnel

le de noter que les distributions singulières δ, δ ', etc. dont l'abscisse est à l'origine 
doivent être prises en considération. En d'autres mots, lorsque/(i) est la somme d'une 
distribution régulière associée à une fonction causale et de distributions singulières 
centrées à l'origine, on a encore L11 [/] = L1 [/]. 

On définit parfois la transformée unilatérale par la formule 
OO 

F(p) = jf(t)exP(-pt)dt (8.9) 
0 + 

que nous symboliserons par L1+ [/]. La notation O + de la limite inférieure d'intégra
tion signifie conventionnellement que les distributions singulières centrées à l'origine 
ne doivent pas être prises en considération. Si de telles distributions font partie de 
f{t), on a en général L11 [/] Φ Lj+[Z]. Dans la suite nous n'utiliserons pas ce type 
de transformée. 

Compte tenu de la propriété 8.1.4, le domaine de convergence d'une transfor
mée unilatérale est un demi-plan spécifié par une inégalité du type o>b, pourvu que 
e(t)f(t) vérifie une inégalité du type (8.4) 

8.1.8 Formule d'inversion 
Soit une transformée de Laplace 

F(p) = L[f(t)] ; oe(a,b) (8.10) 

et soit α une valeur quelconque de ο dans le domaine de convergence. En explicitant 
(8.10) sous la forme (8.1) pour ρ = α +/co, on obtient 

Fia+ίω)= J exp( - a f )/(f) exp( -jcot)dt (8.11) 
- O O 

La comparaison de (7.56) et de (8.11) montre que 

F(a+jco) < ^ / ( O e x p ( -at) (8.12) 

Dès lors appliquant (7.57) à cette paire de transformées de Fourier, on obtient 

2π J 
/(O exp( - a i ) = — \F(a+jœ)exp(joot)dGJ (8.13) 
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ou encore 
OO 

•fF(" / (O =-=--7- I F(a + /ω) exp [ ( α + / ω ) ί ] ^ ( α +/ω) (8.14) 
2ÏÏ/ 

où il est bien entendu que a est une constante et que l'intégrale s'opère donc le long 
d'une parallèle à l'axe imaginaire. En posant ρ = a 4-/ω, on trouve 

OC 

= 2^' J /(O=T-T F(p)exp(pt)dp (8.15) 

formule inverse de (8.1) et (8.8), qui porte le nom d'intégrale de Bromwich. Il est à 
remarquer que (8.15) restitue /(O quel que soit le chemin d'intégration pourvu qu'il 
se trouve dans le domaine de convergence. 

8.1.9 Relation entre les intégrales de Fourier et de Laplace 
Par ce qui précède il apparaît clairement que l'intégrale de Fourier est un cas 

particulier de l'intégrale de Laplace où le chemin d'intégration est défini par σ — O. 
Dès lors, trois cas peuvent se présenter selon que l'axe des imaginaires se trouve dans 
le domaine de convergence, ne s'y trouve pas ou en constitue une des limites. 

• Le domaine de convergence de L[/] contient la droite ο = O. On a 

L[Z(O] = F(p) 

F(jœ) <-> f(f) 

La transformée de Fourier s'obtient en opérant la substitution de ρ par/ω. 
Ainsi la formule (8.5) donne L[e(0 exp bt] = (p — b)~l pour σ > b : si b < O, 
(J ω — b)~l +> e(0 exp bt. 

• Le domaine de convergence de L[/] ne contient pas la droite σ = O. Dans ce 
cas, la fonction n'a pas de transformée de Fourier. C'est ce qui se passe pour 
la fonction mentionnée comme exemple dans le premier cas lorsque b > O. 

• Si la droite σ = 0 est une limite (exclusive) du domaine de convergence, il 
suffit de comparer les formules L[e(i)] - p " 1 et πδ(ω) + (/co)"1 «» e(t) pour 
se rendre compte que la substitution pure et simple de ρ par y ω est incorrecte. 
Dans le cas où la singularité située sur l'axe σ = 0 est un pôle, on peut énoncer 
la règle suivante. 

Considérons le cas où F(p) a pour singularité un pôle simple situé sur l'axe des 
imaginaires. Soit 

F(P) = F1(P) + ( P - Z C O 0 ) - ' (8.16) 

où F1(P) a un domaine de convergence incluant Taxe/ω. On a L"1 [F 1 ] = / i ( 0 et 
L"1 [(ρ - / ω 0 ) _ 1 ] = e (O exp/CJ0/

1. Par application du premier CaS5F1 (/ω) *+fx (t) 
et πδ ( ω - ω 0 ) + [/(ω - C o 0 ) ] ' 1 ^ e (t)expjœ0t. Dès lors à partir de (8.16) on a 

F1(Jd) + ( y c ^ - y c ^ ) - 1 + πδ(ω~ω0) «-* /(O (8.17) 
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En d'autres mots la transformée de Fourier s'obtient à partir de la transformée 
de Laplace par substitution de /ω à ρ et par addition d'une distribution de Dirac cen
trée au point ω 0 · Le cas d'un nombre plus élevé de singularités se traite par superpo
sition. 

8.1.10 Commentaire 
Il résulte du paragraphe précédent que la transformation de Laplace est plus 

générale que la transformation de Fourier en ce qu'elle permet de transformer une 
classe plus vaste de fonctions. Il ne faudrait cependant pas en tirer la conclusion que 
le but de la transformée de Laplace est cette généralisation. La discussion systémati
que des conditions d'existence de l'une et l'autre transformée a pu engendrer l'im
pression qu'il s'agit d'une limitation réelle du procédé et que certains problèmes 
pratiques pourraient ne pas être solubles par les méthodes envisagées à cause de l'in
existence de l'une ou l'autre transformée. Il n'en est rien : ainsi qu'on le verra, les 
signaux et réponses intervenant en pratique ont tous des transformées de Fourier. 

L'intérêt réel de l'intégrale de Laplace consiste en la simplification qu'elle 
apporte dans les problèmes d'inversion et, en général, dans la discussion des propriétés 
des systèmes. Pour ce qui est de l'inversion, on remplace grâce à elle une intégration 
en/ω par une intégration le long d'un contour et celle-ci, grâce à la théorie des résidus, 
se ramène à une opération algébrique. Pour ce qui est des propriétés des systèmes, 
elles s'énoncent plus aisément si l'on considère le comportement de la fonction de 
réponse dans l'ensemble du plan complexe plutôt que sur le seul axe imaginaire. En 
un mot, connaissant une fonction le long de l'axe imaginaire il est intéressant d'en 
étudier le prolongement analytique dans le plan tout entier et de la caractériser par 
ses singularités. 

8.1.11 Règle de superposition 
Au § 7.3.15, nous avons exploité le fait que la transformée de Fourier est une 

forme linéaire de la fonction. De même, on a pour la transformée de Laplace que 

Llfiit)]= Fi(P) kteC 

impliquent 

Σ *,·/,-(θ] = Zk1Fi(J)) (8.18) 

Le domaine de convergence de (8.18) est au moins l'intersection des domaines 
des Fi(p). Il peut ne pas exister si cette intersection est vide. Il peut aussi déborder 
cette intersection si le processus d'addition élimine certaines singularités. 

8.1.12 Règle d'homothétie 
Cette règle généralise celle du § 7.3.17. Soit L[f(t)] =F(p), pour σ e {aJb). 

La transformée de f(t/X) avec XeR s'écrit 
OO OO 

j f(t/\)exp(-pt)dt= J* f(u)exp(-p\u)\\\du (8.19) 
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pour λσ e (a, b ). En résumé 

L[f(t/\)] =\\\F(Xp) ae(al\,bl\) (8.20) 

Il faut noter que si λ < 0, α/λ > b/λ et que les droites limites du domaine de 
convergence sont à permuter. 

A titre d'exemple (8.6) donne avec λ = — 1 

L[e( -t)]= - Mp oe( - ~ 0 ) (8.21) 

Par la règle d'homothétie et la règle de superposition, il n'est pas possible de 
construire les transformées de/(O = e(t) + e( — t) = 1 et de sgn t = e(t) — e( — t) 
car les domaines de convergences de e(t) et e( — t) n'ont pas d'intersection. On sait 
cependant que ces deux fonctions ont des transformées de Laplace puisque les trans
formées de Fourier correspondantes sont données par les formules (7.72) et (7.74) 
d'où l'on déduit 

L [ I ] = 2πδ(/ρ) ο= 0 (8.22) 

L [sgn (O] = 2/p o=0 (8.23) 

8.1.13 Règle de translation de la transformée 

Par analogie avec le paragraphe 7.3.22, on trouve sans peine que 

L[exp( - λ 0 / ( 0 ] = / Γ ( Ρ + λ ) σε(α-ReX,/?-ReX) (8.24) 

La formule (8.5) peut ainsi être déduite de (8.6) en posant X = — b. De même 

L[ exp (/ωοΟ«Κ0 ] = ( P ~ M , ) _ 1 oe( 0,oo) (8.25) 

Par la règle de superposition, on trouve 
L[e(0costo0r] = ρ / ( ρ 2 + ω 0

2) oe(0,oo) (8.26) 

L[e(0s inco 0 0 = ^ 0 / ( p 2 + co0

2) ae(0,oo) (8.27) 

8.1.14 Règle de translation de l'original 
Par analogie avec le paragraphe 7.3.22, on trouve que 

Ln IfU+ λ ) ] = exp( \p)F(p) oe(a,b) (8.28) 

Ainsi, par (8.6) 

Ln [ e ( / + X)] ^p- 1 CXp(Xp) a e ( 0 , o o ) (8.29) 

L'application de la règle se complique lorsque la transformée est L\. 
Si X est négatif, la règle (8.28) peut être appliquée sans plus mais l'original de 

F{p) exp (Xp) est e(t + \)f(t + X) et non/(r + X). En d'autres mots, même si/ (r + X) 
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est différent de zéro sur t e[X, 0], la transformée ne peut restituer cette partie de la 
fonction qui était ignorée par L1 [f(t)]. 

Si λ est positif, la transformée unilatérale qui nous intéresse est celle de 
e(t)f(t + X). Si l'on introduit 

Z1W = K 1 0 t<x 

(0 t>X 
on a 

6 ( ί ) / ( ί + λ ) = / ( ί + λ ) - / , ( ί + λ ) 

Dès lors la règle s'écrit 

L1 [f{t + λ ) ] = Ln [/(/+ λ ) ] - L n If1U+ X)] 

Hp)- jf(t)exp(-pt)dt (8.30) - exp(Xp) 

A titre d'exemple, pour λ > 0, 

λ 

L1 [e( f+ X)] = exp(Xp)[p~1 - (*exp( - pt)dt] = p~l 

ο 

résultat évident puisque, pour λ > 0, e(t + X)= e(t). 

8.1.15 Règle de dérivation de l'original 
Pour la transformée unilatérale, on a 

L1 [df/dt] = j(df/dt)Qxp( -pt)dt 
o- r 

= [f(t) exp ( - pt ) ] ~ . + ρJ f(t) exp ( - pt )dt 

= pF(p)-f(0~) (8.31) 

S i / ( 0 - ) = 0, on a la règle 

L1 [df/dt] = pFip) (8.32) 

Si l'on avait utilisé L1+, la formule (8.31) aurait été remplacée par 

L1+ [df/dt] = pFip) - /(O +) (8.33) 

Pour la transformée bilatérale on a de même 

Ln [df/dt] = pFip) (8.34) 

pourvu que 

[ / ( ί ) β χ ρ ( - ρ Ο ] Γ ~ = 0 (8.35) 
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En général (8.35) ne sera vérifié que dans un certain domaine de convergence 
qui ne coïncidera pas nécessairement avec celui de F(p). Toutes les possibilités peu
vent être rencontrées. A titre d'exemple, Lfe^)] = p'1 converge dans le demi-plan 
de droite et sa dérivée L[ô(i)] = pp~l = 1 converge dans tout le plan. Par contre 
L{d[e(t) sin u>0t]/dt} = l\o>0e{t) cos ω0ί] et par (8.26) et (8.27) la transformée de 
la dérivée a même domaine de convergence que la fonction. 

On ne peut donc pas énoncer de règle générale. Si la transformée de la dérivée 
s'obtient simplement par multiplication parp, le domaine de convergence est à spé
cifier indépendamment. 

8.1.16 Exemple 
Par (8.7) et (8.34), on a 

L[OC)(O] =pn (8.36) 

Comme il s'agit toujours d'une fonction entière, le domaine de convergence 
s'étend à la totalité du plan. Dès lors on peut en déduire en général 

\7ι[Σαηρ
η] = Σαηδ(η)(ί) a e ( - o o , + oo) (8.37) 

8.1.17 Règle de dérivation de la transformée 
Par analogie avec le paragraphe 7.3.24, on trouve 

L[-tf(t)] = dF/dp oe(a,b) (8.38) 

A titre d'exemple, on obtient à partir de (8.6), 

L [t"e(t)/n\]=p-(n+l>> oe( 0,oo) (8.39) 

8.1.18 Règles relatives à la multiplication et à la convolution 

S o i t / ( 0 = / i ( 0 * / 2 ( 0 . O n a 

OO OO 

F(p) = j dt exp (-pt) J ' j r / , ( r ) / 2 ( t - τ ) 
- O O - O O 

OO OO 

= JW1(T) exp( -pr)jd(t-T)f3(t-T)exp[-p(t-T)] 
- O O - O O 

= F1 (p)F2 (p) (8.40) 

Cette règle est l'analogue de celle énoncée au paragraphe 7.3.27. La transformée 
F(p) converge dans l'intersection des domaines de convergence de F1 (p) et F2(p). 

Réciproquement, on a comme au paragraphe 7.3.28 la règle liant le produit des 
originaux au produit de convolution des transformées. 

-h )FAP~s)û] 
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où l'intégration s'effectue le long d'une droite σ = Re s constante. La fonction à in
tégrer n'a de sens a priori que dans un domaine qui est l'intersection de (ax, bx ) et 
(σ — a2, ο — b2). 

Pour que cette intersection ne soit pas vide, il faut que 

oe(ax + a2,bx + b2 ) 

8.1.19 Règle d'intégration de l'original 
Par 7.103, on sait que l'intégrale d'une fonction peut être obtenue par convo-

lution avec l'échelon unité. Considérons donc le produit/?" 1F(^). Par (8.6), on a 
OO t 

Ln
1 [F(P) /p] =jf(T)€(t-T)dr = jf(T)dT (8.41) 

dans l'intersection du domaine de F(p) et de σ > O, domaine de convergence de p~l. 
Par contre, le même produit considéré dans l'intersection de σ < O et de 

ο e(a,b), a pour original par (8.21) 
t 

Lnl[F(p)/p]= jf(T) dr (8.42) 
OO 

Dans le cas de L1, la règle (8.41) peut être spécialisée en remplaçant la limite 
inférieure d'intégration par O. 

8.1.20 Théorème de la valeur finale 
A partir de (8.31), on peut écrire 

OO 

Pf(P) = / ( 0 - ) + J(d//A)exp( -pt)dt (8.43) 
o-

Si l'on fait tendre ρ vers zéro, il vient 

\im pF(p) = Hm/(O (8.44) 
£>->0 f -K» 

dans le cas où ces limites existent. Le comportement à l'origine de la transformée 
décrit ainsi celui à l'infini de l'original. A titre d'exemple 

Hm pi ρ — 1 = lim e(t) 
p->o t->°° 

Par contre l'application à (8.26) n'a pas de sens puisque/(i) ne tend vers aucune 
limite. 

8.1.21 Théorème de la valeur initiale 
Si dans (8.43) on fait tendre Re ρ vers l'infini, il vient 

lim pF(p) = lim f(t) = lim /(O (8.45) 
/>->oo f-»o- r-*o + 
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dans le cas où la fonction ne présente pas de discontinuité à l'origine. On vérifie cette 
formule sans peine pour (8.27). SiZ(O présente une discontinuité d'amplitude 
Δ =/(0 + ) - / ( 0 - ), dfjdt contient une distribution Δδ (t) et l'intégrale de (8.43) 
vaut [/(0 4- ) —/(0 — )]. Finalement que la fonction soit continue ou non, l'on 
a toujours 

Hm pF(p)= / ( 0 + ) (8.46) 
p->oo 

Il faut remarquer que ces deux théorèmes ont été démontrés en utilisant la 
transformée unilatérale. Il est vain de vouloir les appliquer à la transformée bilatérale 
d'une fonction non causale comme sgn t. On voit par (8.23) que la formule (8.45) 
n'est pas correcte. 

8.2. CALCUL OPERATIONNEL 

8.2.1 Principe 
L'usage de la transformée de Laplace ne peut mieux se comparer qu'à celui fait 

jadis des logarithmes. Tant qu'on ne disposait pas de machines à calculer, la multipli
cation de deux nombres comportant beaucoup de chiffres significatifs était une opé
ration à ce point fastidieuse et sujette à erreurs qu'il devenait préférable de faire le 
détour apparent par les logarithmes. 

Le mécanisme est bien connu. Si l'on doit effectuer l'opération AB, on consulte 
une table de logarithmes qui fournit log^l et log J5, on effectue log^4 + log B et, en 
consultant à nouveau la table, on trouve l'antilogarithme de cette somme qui est pré
cisément ,4/?. Une procédure analogue est suivie si l'on désire calculer un quotient, 
une puissance, une racine. De façon générale, le schéma se résume ainsi : consulter 
un dictionnaire, effectuer l'opération transposée selon les règles de la grammaire, con
sulter le dictionnaire à rebours. 

Le calcul opérationnel se déroule selon ce schéma qui sera explicité à la section 
8.3. Ayant à résoudre une équation différentielle, on prend la transformée de Laplace 
par l'intermédiaire du dictionnaire des fonctions connues, on remplace les dérivations 
par des opérations algébriques grâce à la grammaire, on revient aux fonctions du 
temps en consultant à rebours le dictionnaire. 

Le but de la présente section est de fournir les outils de ce travail, dictionnaire 
et grammaire, condensant les résultats de la section précédente, et d'exposer la partie 
la plus délicate de la méthode, celle du passage de la transformée à l'original qui ne 
se fait pas par quadrature de la formule d'inversion (8.15) mais au moyen de déve
loppements. 

8.2.2 Dictionnaire de la transformée de Laplace 

Original Transformée Domaine de convergence 

1 e(t) p~l (Ο,-) 

2 - 6 ( - r ) p~x (--ο) 

3 sgni 2p~l O 
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4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

6(0 

6"(0 

1 

e(t)exp(—at) 

e ( 0 cosh(o:0 

e ( 0 s i n h ( a 0 

e x p ( - t2) 

e ( 0 COSCo0 ί 

e(0sinco 0? 

6(Oe-^COSCO0/
1 

6(Oe-^SHiCo0/
1 

6(OsIn(COOi + Φ) 

6 ( 0 COS (CO0t + Φ) 

COS CO0 t 

[tne(t)]/n\ 

[tne~ate(t)]/n\ 

6(0e - O ! i cos(co 0 i + 

1 

p» 

2ir6(/p) 

( ρ + α ) - 1 

p ( p 2 - α 2 ) - 1 

c v ( p 2 - c v 2 ) - 1 

V7:exp(p 2 /4) 

ρ ( ρ 2 + c o 2 ) - 1 

ω 0 ( ρ 2 + co 2 ) - 1 

( p + cv)[(p + cv)2 

co 0 [(p + cv)2 + co 

ρ8ίηΦ + Co0 cos Φ 

P 2 + ω 2 

ρ cos Φ — οο^ιηΦ 

P 2 + co2 

π [ δ ( / ρ - ω 0 ) + δ 

ρ-(η + ι) 

(p + cv)" ("+ 1 ) 

,.. ρΰ08Φ+ 0!ΰ08φ — 
Φ) ~Ύ γ 

ρ + 2αρ + α 

+ 

Ir 

(IP 

ω 0 

+ < 

^ 0 ] " 1 

+ ω 0 ) ] 

sin<ï> 

( OO οό\ 

( _ 0 0 ; 0 0 ) 

0 

(— Re α, °°) 

(I Recv|,°°) 

( I Re α I, °°) 

( OO οό\ 

(0,°°) 
(0,°°) 

(— CV, °°) 

(-CV, °°) 

(Ο,οο) 

(0,°°) 

O 

(O, οο) 

(— CV, °°) 

(— CV, °°) 

8.2.3 Grammaire de la transformée de Laplace 

Original 

m 
Zk1Mt) 

f(t/X) 

β" λ 7(0 

fit + λ) 

UW/dt] 

UiW/dt] 

-tfit) 

hit)* flit) 
f 

f f(r)dr 
- 0 0 

Transformée 

FiP) 

Zk1F1(P) 

IXIF(Xp) 

FiP + X) 

eXpFip) 

pF(p)-fiO-) 

PFiP) 

dF/dp 

F1(P)F2(P) 

F(P)IP 

Domaine 
de convergence 

(a,b) 

à déterminer 

(a/\,b/X) X > O 

(b/λ,α/λ) X < O 

(a- ReX, b - R e X ) 

(a,b) 

à déterminer 

à déterminer 

(a,b) 

à déterminer 

(O, b) a < O 

(M) « > O 
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8.2.4 Second développement d'Heaviside 
Ainsi que nous le verrons plus loin, la résolution des équations différentielles 

ordinaires nous mènera au problème de l'inversion d'une fraction rationnelle réelle en 
p, c'est-à-dire du rapport de deux polynômes à coefficients réels. Supposons en premier 
lieu que cette fraction N(p)/D(p) soit telle que le degré de N est inférieur à celui de D 
et que les racines pt de D(p) = 0 sont simples. Dans ce cas, on peut exprimer la fraction 
rationnelle comme somme des parties principales en ses différents pôles, c'est-à-dire 
sous la forme 

N(p)/D(p)= Σ Ai(P-Pi)'1 (8.47) 
i 

Pour calculera/, il suffit de multiplier membre à membre (8.47) par (p —pî). 
On trouve 

Ai = (P-Pi)N(P)ZD(P)I (8.48) 
I P-Pi 

où le second membre de (8.48) prend une vraie valeur différente de zéro par simpli
fication du facteur (p — P/) implicitement contenu dansD(p). 

Supposons, ce qui revient à un choix convenable des notations, que P1 soit un 
des pôles le plus à droite dans le plan complexe, c'est-à-dire ceux dont la partie réelle 
est la plus grande. Dans le demi-plan défini par σ e(Re px, °°) chaque fraction simple 
de (8.47) admet pour original 

L i - 1 M z ( P - P * ) - 1 ] -i4,e(/)exp(ftf) (8.49) 

et donc 

LT1 [N(P)ID(P)] =e(t) Z/ l ,exp(p, i ) (8.50) 
i 

La somme (8.50) comportera d'une part des racines réelles, qui produiront 
comme originaux des exponentielles 

e(t)expat (8.51) 

D'autre part, les racines p, complexes existent toujours par paires de complexes 
conjuguées, puisque D(p) est un polynôme à coefficients réels. A tout pôle pt — CL1 + 
/ω/ correspond un pôle pt = α,- —/ω,·. Les résidus correspondants seront aussi 
complexes conjugués comme cela ressort de (8.48). Dès lors en regroupant ces deux 
fractions, il vient 

, - , I Ai + , Aî 
I ρ -a,- —/a* P-OLi +/0¾ 

= 26(014/IeXp(U1-OcOs(W1-/ + ^,-) (8.52) 

où ψ{ = arg A(. Dans le cas particulier où les racines sont imaginaires pures, a,- = 0 et 
l'on a un terme du type 

2 6(0 M/1 COS(GJf*+«ft ) (8.53) 
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8.2.5 Cas des racines multiples 
Supposons que la racine p0 de D(p) soit de multiplicité m. Dans ce cas, la partie 

principale de N/D correspondant à p0 prend la forme 

m 

Σ Kk (P-Po)-* ( 8 · 5 4 ) 
k=\ 

Pour calculer les coefficients A o k il suffit de récrire (8.47) multiplié par 
(p—po)m sous la forme 

m 

(P-Po)mM(p)/D(p)= ZAo,k(P-Po)m-k+(P-Po)mnP) (8-55) 
/ c = l 

où F(p) groupe les parties principales relatives aux autres pôles. En posant ρ — p0, on 
trouve 

A0>m=(p-p0)»>N(p)/D(p)\ (8.56) 
' ' P~ KO 

De la même façon on trouve après dérivation des deux membres de (8.55) 

d_ 

En règle générale on trouve 

A>,m-,= \-Jz[{p-p0)
mN(p)lD(p)] 

r\A%m.r= \f-r[(p-p0)
mN(p)/D(p)]\ (8.57) 

( dp ) Ρ-Po 

En utilisant la formule 19 du dictionnaire 8.2.2, on trouve l'original d'une 
fraction du type de celles apparaissant dans le développement (8.54) 

L - 1 K P - P 0 ) - * ] =tk-'Qxp(p0t)e(t)/(k- 1 ) ! (8.58) 

L'original de la partie principale relative à p0 s'écrit donc 

m j 

e(t) Σ ,, 0 ^ . tk-iexp(p0t) (8.59) 
A:=i ( Λ — 1 ) ! 

De même qu'au paragraphe 8.2.4, les racines p0 complexes sont regroupées par 
paires de conjuguées. Il en résulte que les racines multiples produisent dans l'original des 
termes tk exp (ai), tk cos(coi + φ) ou tk exp (at) cos(u)t + φ) selon qu'elles sont réel
les, imaginaires ou complexes. Des termes de ce type sont qualifiés de polynomiaux. 

8.2.6 Commentaire 
On peut résumer la situation décrite aux deux paragraphes précédents en disant que 

le terme général de l'original d'une fraction rationnelle s'écrit e(t) tkexp(at)cos(cot +φ) 
où selon les cas k, a ou ω peuvent être nuls. Le signe de α joue un rôle important pour 
ce qui concerne le comportement à l'infini de l'original. Si a > O (racines dans le demi-
plan de droite), celui-ci croîtra au delà de toute limite. Inversement si a < O (racines 
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dans le demi-plan de gauche), ces termes décroissent et tendent vers zéro : l'existence 
d'un facteur tk ne change rien à cette règle car la décroissance de l'exponentielle 
l'emporte ainsi qu'un développement en série de Maclaurin le montre. Dès lors la 
situation peut être résumée dans le tableau 8.9. 

Tableau 8.9 Valeur à l'infini 
de l'original d'une fraction rationnelle 

Valeur de Multiplicité de la racine 

a oj m-\ m > 1 

> 0 = 0 
< 0 = 0 0 
> 0 Φ 0 
< 0 Φ 0 0 
= 0 Φ 0 finie Φ 0 
= 0 = 0 finie Φ 0 

On remarquera en particulier que la présence de racines multiples sur l'axe ima
ginaire produit un original croissant indéfiniment. 

Compte tenu de ces résultats, on peut énoncer le théorème 8.2.7. 

8.2.7 Théorème 
L'original d'une fraction rationnelle est borné pour t tendant vers l'infini ssi 

tous les pôles sont situés dans le demi-plan de gauche, frontière comprise, et si les 
pôles sur la frontière sont simples. 

L'original d'une fraction rationnelle a une limite nulle ssi tous les pôles sont 
situés dans le demi-plan de gauche, frontière exclue. 

8.2.8 Premier développement d'Heaviside 
Le développement, traité à partir du paragraphe 8.2.4, supposait que le degré du 

dénominateur dépassait celui du numérateur. Au cas où cette condition n'est pas véri
fiée, on peut effectuer la division des deux polynômes N et D. Le développement com
portera, en plus des fractions simples, une partie polynomiale qui, par le paragraphe 
8.1.16, correspond à des distributions singulières. Le comportement de l'original dans 
le voisinage de t = 0 dépend de ces distributions. Le premier développement de Heaviside 
a pour but d'investiguer ce comportement dans le cas général. Pour la simplicité nous 
supposerons que le degré du numérateur m ne dépasse pas celui du dénominateur η de 
plus d'une unité. Pratiquement on ne rencontre pas de différence plus forte. En 
effet, si l'on se cantonne à l'étude des systèmes stables, on sait par les paragraphes 
2.2.11 et 2.2.12 que les pôles sur l'axe imaginaire (y compris l'infini) ne peuvent être 
multiples. 

Soit 
>7 + 1 

#(/>)= Σ akp
k 

Ar = O 
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D(P)= Σ bkP

k 

k = o 

En divisant haut et bas par pn, on trouve 

N(p)/D(p) =£±p-^ +^p-* - ... 

où les Δ/ sont les mineurs principaux du déterminant 

(8.60) 

fln + 1 bn O 
bn-\ bn 

an-\ bn-2 bn-\ bn 

a0 O 
O O 

(8.61) 

Pour le démontrer il suffit de récrire (8.60) sous la forme 

η+ 1 

Σ akp
k = 

k = 0 

η 

Σ bkp* 
.k=i 

1 

Σ erpr 
yzz — oo 

où les er représentent la suite infinie des coefficients inconnus. En identifiant les 
coefficients des termes de même puissance en p, on obtient un système d'équations 
linéaires en les inconnues er dont la solution est celle utilisée en (8.60). L'original de 
(8.60) s'écrit 

V1
1INZD] = A1SXt)Zbn -A23(t)/b* + A3e(t)/b* - .. (8.62) 

Dès lors le comportement en t = 0 peut se présenter comme suit 

• m = η + 1 OUun+1 φ 0. Il y a une distribution singulière δ '. 
• m = ny an+l =0,an Φ 0. Il y a une distribution δ à l'origine. 
• m = η — \,an+1 = 0,an = 0,an_l Φ 0. L'original présente une discontinuité 

à l'origine. 
• m<n — \. L'original est continu à l'origine. 

8.2.9 Exemple 
Soit la fraction rationnelle 

N p 3 + 3p2 + 4 p + 3 
~D =: p2+ 2p+ 1 

Si l'on effectue la division, on trouve 

N p+ 2 

p2+ 2p+ 1 
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Comme le dénominateur de la fraction restante comporte une racine double 
son développement devient 

N 1 1 
— = ρ + 1 + + 
D H p+ 1 (p + l ) 2 

L'original s'écrit 

Lïl[N/D] =6'(f) + δ(ί) + e(r)[exp( -1) + texp( - f ) ] 

A l'origine il se comporte comme une distribution δ' A l'infini il tend vers zéro. 

8.3. RÉSOLUTION DE L'EQUATION DIFFÉRENTIELLE ORDINAIRE 

8.3.1 Equation homogène du premier ordre 
Soit à résoudre pour t > 0 l'équation 

axx' + aox=0 01,¾ 6 ^ (8.63) 

avec la condition x(0 — ) = X0. Si l'on prend la transformée de Laplace unilatérale 
du premier membre, on obtient par les règles de superposition et de dérivation 

alPX(p) -U1X0 +a0X(p) = 0 (8.64) 

où X(p) = L1 [x(/)]. En posant a = a0 Ia1, on trouve 

X(P)=X0(P + *)-* (8.65) 

et, en utilisant la formule 7 du dictionnaire 8.2.2 correspondant au domaine de 
convergence ( — Re ce, °°), on obtient l'original 

x(t) =X0e(t)exp( -αϊ) (8.66) 

dont on vérifie sans peine qu'il satisfait l'équation (8.63) et la condition initiale 
imposée. 

Dans ce qui suit, on utilisera systématiquement la transformée unilatérale dont 
on voit sur l'exemple considéré qu'elle correspond bien aux données du problème à 
savoir la résolution de l'équation pour t > 0. La formule (8.66) n'est donc pas valable 
pour t < 0. 

8.3.2 Equation homogène d'un ordre quelconque 
Soit à résoudre l'équation 

η 

Σ flfcx» = 0 ak e R (8.67) 
A = O 
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Les valeurs initiales de χ et de ses n — 1 premières dérivées sont notées XQ. 
La transformée de Laplace d'un terme de la somme (8.67) s'écrit 

Uk 

k-\ 

(8.68) PkX(p)~ Σ l 0

( m ) / 
ra = 0 

Par la règle de superposition, (8.67) a pour équation transformée, la somme 
étendue de O à n des expressions (8.68). En posant 

p(p)= Σ "tPk 

k=o 

Q(P)= Σ Σ a**o(mV*-,-m 

A: = 0 m=0 

on trouve, pour transformée de (8.67), l'équation 

P(P)X(P) = Q(P) (8.69) 
et donc 

x(t) = LT1IG(P)ZP(P)] (8.70) 
Comme P(p) est un polynôme de degré η (an Φ 0) et Q(p) de degré n — 1 au 

plus (XQ ~ ' peut être nul), on se trouve dans les conditions du § 8.2.4. La trans
formée de χ est une fraction rationnelle et χ est une somme de termes des types 
recensés au § 8.2.6. Leur expression générale est aoncAe(t) /^exp(af)cos(coi 4- φ). 
Les paramètres k (multiplicité des racines), a et ω (valeur des racines) dépendent 
uniquement de P(p) et donc des coefficients ak. Les paramètres A et φ dépendent de 
P(p)/Q(p), c'est-à-dire à la fois des coefficients ak et des valeurs initiales X 0

k\ 
Le type de fonctions du temps intervenant dans la solution dépend donc 

uniquement des solutions de 

P(P) = O (8.71) 

qui est Yéquation caractéristique. Les racines de ce polynôme sont les pulsations 
propres du système. L'amplitude et la phase des différents termes dépendent aussi 
des conditions initiales. En particulier si XQ — 0 V k, x(t) = 0. 

En appliquant le théorème 8.1.21, il vient 

anX0P"+... 
\imx(t) - lim = X0 
r->o+ p->°° anp 4- . . . 

De même en appliquant (n — 1) fois la règle de dérivation, on prouve que les 
(n — 1) premières dérivées de x(t) ont une limite à droite égale à la valeur initiale 
imposée à gauche de l'origine. En résumé, x(t) et ses (n — 1) premières dérivées ne 
présentent pas de discontinuités à l'origine. Il s'agit d'un cas tout à fait particulier 
du problème général évoqué au paragraphe 8.2.8. L'annulation des Δ,- provient de la 
nature particulière des bk qui sont des combinaisons linéaires destf^. 



TRANSFORMÉE DE LAPLACE 291 

8.3.3 Exemple 
Soit à résoudre l'équation 

χ"+ Λχ' + 3x= 0 

avec X0 = x(0 — ) = 2 et X0 = x'(0 — ) = 1. La transformée de Laplace s'écrit 

P2X(P)-Ip- 1 + 4 [pX(p)- 2 ] + 3X(p) = o 

On en déduit 

χ ( ) _ 2p+9 1_ 3_ 

( p + l ) ( p + 3 ) 2 ( p + l ) 2 ( p + 3 ) 

dont l'original s'écrit 

x(t) = [ 7/2exp( - Ο " 3/2exp( - 3t)]e(t) 

On vérifie que cette solution remplit bien les conditions imposées. 

8.3.4 Equation différentielle avec second membre 
Soit à résoudre l'équation 

Σ akx » = y(t) (8.72) 
k = o 

où les conditions initiales X0 ' sont spécifiées pour k allant de O à η — 1. Soit Y(p) 
la transformée unilatérale dey(t). En prenant la transformée de (8.72), on trouve 

P(P)X(P)=Q(P)+ Y(P) (8.73) 

où les polynômes P et Q sont ceux du paragraphe 8.3.2. La solution peut donc s'écrire 

x(t) QiP) 
L PiP). 

Y(PÏ 

IP(P). 
(8.74) 

La solution s'obtient par superposition de (8.70), solution générale de l'équa
tion homogène, et de L\l [ Y/P], solution particulière de l'équation avec second mem
bre. Dans le cas particulier où toutes les valeurs initiales sont nulles, seul demeure ce 
second terme. 

8.4. SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 

8.4.1 Equation intégro-différentielle 
Nous considérons uniquement le cas de l'intégrale simple puisque c'est le seul 

qui est nécessaire par suite des définitions (1.11) et (1.16). La formule (8.41) montre 
que la présence d'une intégrale dans une équation ne modifie rien d'essentiel par 
rapport à la méthode du paragraphe 8.3.2. En posant 

t 

JjC(T)Jr = Jt*-1) 
0 
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la seule différence est la limite inférieure de l'indice de sommation k, qui devient 
ici — 1. Dès lors P(p) n'est plus un polynôme; H(p) a pour numérateur p. Du reste 
la discussion de H(p) à la section 8.3 a été faite dans l'hypothèse générale où le numé
rateur est différent d'une constante. 

Il n'est d'ailleurs pas indispensable de résoudre directement cette équation 
intégro-différentielle. Par changement de variable ou par dérivation, on peut se 
ramener à une équation purement différentielle. Pour simplifier l'exposé, nous 
traiterons les différentes méthodes dans leur application à un cas particulier. 

Ht) 
u(t) 

S = C -Θ-
Uc{t) U0€(t) 

Fig.8.10 

Soit le circuit de la figure 8.10. Ce circuit a été constitué au temps t = O en con
nectant la capacité C dont la charge vaut Q0 = CU0 à l'inductance L dont le courant 
initial est nul. L'équivalence de la figure 2.12 a été utilisée pour représenter la condi
tion initiale par une source. On a donc 

flfc(0-) = I(O-) = UC(0-) = 0 

Quant aux équations elles peuvent se déduire des relations 

u = uc + U0e(t) = -Ldi/dt = -Ld2qjdt2 

i = Cdujdt 

U = Sf i(r)dr+U0e(t) = S(qc + Q0e(t)) 

(8.75) 

(8.76) 

(8.77) 

En combinant (8.75) avec une des relations (8.76) ou (8.77), on obtient une 
description complète du circuit. 

Dans le processus d'élimination entre les deux équations initiales, on peut 
choisir entre ι et u comme variables à éliminer. Si c'est i que l'on choisit, (8.75) et 
(8.76) donnent 

d2uc/dt2 + cûluc + œlU0e(t) = 0 

avec LC = Co0"
2. Par calcul opérationnel, on trouve 

Uc(p2+ω2

0) = -ω2

0 U0/ρ 

et, puisque U= Uc+ U0/ρ 

υ(ρ2 + ω2

0) =PU0 

u(t) = e(t)U0 cosco0r 

(8.78) 

(8.79) 

(8.80) 
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Par contre, si Ton choisit d'éliminer u entre (8.75) et (8.77), on obtient 

t 

dildt 4- co0
2 j i dr + co0

2<20e(0 = 0 (8.81) 

ο 

Par calcul opérationnel, on en déduit 

pi + co2//p + CO0
2G0 'Ρ = O ( 8 · 8 2 ) 

et donc 

/ = "O2Q0 

P2 + Cu0

2 

/(O= - e (0 co0 Q0 sin co0 ί (8.8 3) 

Cette solution est identique à celle fournie par (8.80) comme on le vérifie en 
opérant la substitution dans les équations (8.75) à (8.77). 

Au lieu de résoudre directement (8.81), on peut dériver l'équation 

d 2ildt2 + CO0
2/ + CO0

2O0 δ (O = O (8.84) 

dont la transformée s'écrit 

ρ 2 / + ω 0

2 / + ο ο 0

2 0 0 = 0 

et coïncide avec (8.82). 
Enfin on peut opérer un changement de variable dans (8.81) et l'écrire sous 

la forme 

d2qc/dt2+co2
0qc + œ2

0Q0e(t) = O (8.85) 

dont on voit par comparaison avec (8.78) qu'elle fournit la même solution. 

8.4.2 Commentaire 
Si l'on analyse les quatre procédés utilisés au paragraphe précédent, on peut les 

qualifier ainsi : deux consistent en un choix des variables telles que les équations ne 
fassent intervenir aucune intégrale; un consiste en la résolution directe de l'équation 
intégrale; un consiste en la dérivation d'une équation différentielle. Bien entendu tous 
les quatre fournissent une seule et même solution. 

L'utilisation systématique, ainsi que cela a été fait en (8.85) des variables flux 
ou charge, n'est guère pratiquée. On verra au chapitre 4 que les méthodes classiques 
de mise en équation choisissent comme inconnues des courants ou des tensions. Dans 
cette optique, on aboutit à des équations du type (8.81) que l'on résout directement 
sans prendre la peine d'en dériver la forme (8.84). Par ailleurs, la méthode, plus ré
cente, de mise en équation par l'espace des états repose essentiellement sur un choix 
de variables mixtes (courants et tensions) de façon à n'avoir au départ que des équa
tions différentielles du premier ordre. C'est ce choix qui a été opéré dans la première 
méthode et qui est étudié à la section 4.7. 
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8.4.3 Commentaire 
Le problème des conditions initiales doit être traité avec beaucoup de soin. On 

remarquera en particulier la présence du facteur e(Y) dans le dernier terme de (8.81) : 
en effet on s'occupe de résoudre l'équation pour t > O. La présence du facteur e(t) 
produit en (8.84) le facteur 8(t) indispensable pour assurer la cohérence des deux 
équations. 

On remarquera de même que, dans le calcul de la transformée de d2i/dt2 les 
conditions initiales n'interviennent pas. En toute généralité, il faut écrire L[d2i/dt2 ] = 
p2I — piο — I0 . Par hypothèse I0 = O; de plus I0' — ï (0 — ) = 0 puisque en 0 — le 
circuit n'existe pas. Par contre ι (0 + ) = — ω0 Q0. Il faut donc soigneusement 
distinguer entre les limites à gauche et à droite des diverses grandeurs. 

8.4.4 Résolution d'un système d'équations différentielles 
Afin d'éviter de lourdes notations, nous nous bornerons à un système de deux 

équations différentielles du premier ordre. 
Soit le système d'équations 

{atlx' + al2x) + {blxy'+bl2y) =zx(t) (8.86) 

(a2lx' + a22x) + (b2ly' + b22y) = z2(t) (8.87) 

et les valeurs initiales ^T0
 e t ^o · Dans l'espace des transformées, ces équations s'écrivent 

(O11P^a12)X+ (b^p + bl2)Y = z i +^11*0 + ^ i i ^ o ( 8 · 8 8 ) 

(a2lP + a22)X+ (b2lP+b22)Y= Z2 +a2lX0 +^ 2 1 K 0 (8.89) 

Soit D le déterminant de la matrice 

/ « i . P + « „ bllP + bl2\ 
\a2lp+a22 b2lP + b22J 

qui n'est pas identiquement nul si l'on suppose les équations linéairement indépen
dantes. Posons 

F1=Z1+H11X0+ ^1Y0 (8.91) 

F2 = Z2+ a2iX0 +b2l Y0 (8.92) 

Avec ces notations la solution du système (8.88) et (8.89) s'obtient par la règle 
de Cramer sous la forme 

D \F2 b21p + bi2 

γΙάΛ['»Ρ+

+

β» M (8.94) 
D \a2Xp+a22 F2 
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8.4.5 Principe de superposition 
Les éléments de la première colonne de (8.93) sont les sommes (8.91 ) et (8.92). 

Le déterminant est égal à la somme des déterminants des trois matrices 

IZ1 btlp + b.A 

4'" l"p+A·') <8·96> 
\«2 1 b2lP + l>22] 

y Ib11 bllP + bl2\ 
°\b2] b21p+b22j 

Ceci permet de généraliser tous les résultats antérieurs. La réponse x(t) est la 
somme de la réponse propre donnée par (8.96) et (8.97) et de la réponse forcée (8.95). 
Le déterminant de cette dernière matrice est lui-même développable comme 

Zl(b2lp + b22)-Z2(bllp+bl2) (8.98) 

et la réponse forcée résulte de la superposition des réponses aux excitations Z1 (t) et 
Z2(O- L'étude d'un système peut donc légitimement se faire par étude de sa réponse 
à une seule excitation. En supposant le système dans son état quiescent et z2(t) = 0, 
on aura 

X(P) = Z1 (ρ) fc2lP

D

+fc" = Z1 (P)H(P) (8.99) 

La fonction de réponse H(p) est la transformée de la réponse x(t) à un signal 
Z1 (t) = δ(ί). En général c'est une fraction rationnelle réelle de p. 

En résumé, la réponse d'un système peut être calculée par superposition des 
effets de chaque condition initiale et de chaque source considérées séparément. 

8.4.6 Définition 
La dépendance par rapport au temps de la réponse impulsionnelle sera fixée par 

les racines de l'équation D = O qui est l'équation caractéristique du système, corres
pondant à (8.71) dans le cas d'une seule équation différentielle. Ses racines sont appe
lées pulsations propres du système tout comme au paragraphe 8.3.2. L'équation (8.99) 
nous fournit un nouvel exemple d'une fonction de réponse qui n'est pas simplement 
l'inverse d'un polynôme. Le processus de résolution des systèmes d'équations montre 
que, dans le cas le plus général, H(p) sera toujours une fraction rationnelle réelle. 

8.4.7 Compatibilité des conditions initiales 
Considérons la réponse libre du système (8.86) et (8.87). La transformée de X 

s'écrit 

X=%X° + %Y° (8100) 
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OUD1 et D2 représentent les déterminants des matrices de (8.96) et (8.97). Par la 
règle 8.1.21 

Jt(O+)= lim 
~D~Xo+~D~ 

(8.101) 

Si anb2i ~bna2\ Φ O, cette expression est le coefficient de ρ 2 dansD et 
dans pDx ; dès lorspDxX0/D tend vers X0. Par (8.97), le coefficient du terme en 
p2 dans pD2 est nul et le second terme tend vers zéro. On montrerait par un raison
nement analogue que Y0 est bien la valeur à l'origine de la solution y(t). 

Par contre si anb2l — bna2l = 0, les polynômesD,pDx etpD2 sont du premier 
degré et les coefficients du terme en ρ sont respectivement 

et 

( # 1 2 ^ 2 1 — # 2 2 ^ 1 1 + #11^22 ~~ # 2 1 ^ 1 2 ^ # 1 1 ^ 2 2 ~~ # 2 1 ^ 1 2 

b\\b22 — bnb2i 

On aura donc 

x<0+) = Ic1X0+ k2Y0 (8.102) 

Cette dernière équation montre que la valeur initiale de la solution ne coïncide 
avec les données que si 

X0{\-kx)=k2Y0 (8.103) 

En d'autres mots les conditions initiales ne peuvent être données de façon 
arbitraire : il existe une relation du type (8.103) entre elles. 

8.4.8 Systèmes dégénérés 
Au § 8.4.4 on a supposé que le système d'équations était linéairement indépen

dant et donc que D Φ 0. Il reste à considérer le cas où D est identiquement nul. Dans 
le cadre de la théorie des circuits, rien n'empêche d'obtenir de tels systèmes dégénérés. 
Un exemple en sera donné au paragraphe suivant. Il reste qu'il s'agit là d'un cas acadé
mique : théoriquement le système est indéterminé et il existe toute une famille de 
solutions; pratiquement cette conclusion heurte notre intuition selon laquelle tout 
système physique a un comportement bien déterminé. 

Il faut donc mettre ici en doute le processus par lequel la réalité physique a été 
transformée en un modèle mathématique. Il suffit en général de tenir compte des 
éléments parasites (pertes d'une bobine, p. ex) pour que cette indétermination révèle 
sa vraie nature : elle résulte d'une idéalisation outrancière et maladroite de la réalité. 

8.4.9 Exemple 
Soit une paire de bobines parfaitement couplées caractérisées par les grandeurs 

L11 = 2,L12 = 4,L22 = 8 avec les notations du § 1.4.8. Si les accès sont refermés sur 
des sources de tensions U1 etu2/û faut par (1.45) que 2M1(O = M2(O- Si cette relation 



TRANSFORMEE DE LAPLACE 297 

n'est pas réalisée, le circuit est incompatible au sens du § 1.2.2. Si cette relation est 
réalisée, (1.43) et (1.44) se réduisent à la seule équation 

U1 = IdI1ZcIt+ 4di2/dt 

Cette équation admet comme solutions n'importe quelle fonction I1 (t) = fit) 
et di2/dt = [W1(O - 2 df/dt]/4. 

Il suffit de tenir compte des résistances internes des sources réelles pour que 
cette indétermination disparaisse. 

8.5. EXERCICES 

8.5.1. Soit la fonction/(O = e (t + λ) - e (t - X). Calculer L11[Z(O]- Q u e l e s t l e 

domaine de convergence? Comparer ce domaine de convergence avec celui de L n [e(0]. 
Peut-on déduire la transformée de Fourier de la transformée de Laplace? 

8.5.2. Démontrer les formules 8, 13, 15, 17 et 20 du dictionnaire. 

8.5.3. Calculer la transformée de Laplace de la fonction égale à sin (2nt/T) pour 
t G [0, T] et identiquement nulle pour t £ [0, T]. 

8.5.4. Calculer la transformée de Laplace de la fonctionZ(O = [e(0 ~~ €(t + λ)] t. 

8.5.5. Soit une fonction Zo(O Φ1* n ' e s t différente de zéro que dans un intervalle [0, T]. 
AppelonsF0(p) sa transformée de Laplace. Calculer la transformée de 

/(O = Σ /o(> ~ηΤ) 
/1=0 

Appliquer au cas oùZo(0 e s t u n e alternance de sinusoïde. 

8.5.6. Quel est l'original de (ρ 2 + a 2 ) - 2 , p(p2 + a2)~2,(p2 ~a2)(p2 +a2)~2. 

8.5.7. Quel est l'original de la transformée unilatérale (ρ + α ) " 1 (ρ + β)'1 · 
(ρ + λ)" 1 ? Quelle est l'original de la même fonction si elle est considérée comme 
transformée bilatérale? Discuter selon le domaine de convergence considéré. 

8.5.8. Calculer la solution propre des équations : 

x' + 3x = 0 Jt(O) = 1 

JC" + 5 J t ' + 6 * = 0 Jt(O) = 1 j t ' (0) = 0 

j t " + 9 J t - 0 x ( 0 ) = 0 Jt'(0) = 1 
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8.5.9. Calculer la solution normale des équations 

x" + 4 * ' + 4 * = e(Osinf 

x"' +4x" + 5x' + 2x = e(i)exp(-3f) 

8.5.10. Calculer la solution complète de 

x " + 9 x = exp( -20 x(0) = 1 x'(0) = 1. 



BIBLIOGRAPHIE 

C. BERGE, Théorie des graphes et ses applications, Dunod, Paris, 1958. 

S. DUINKER, Traditors, a new class of non-energic non-linear network 
éléments, Philips Research Reports, vol. 14, pp. 29-51, Feb. 1959. 

L. ZADEH, et C. DESOER, Linear System Theory, McGraw-Hill, 
New-York, 1963. 

E. KUH, et R.A. ROHRER, Theory οf linear active networks, Holden-Day, 
San Francisco, 1967. 

F. GANTMACHER, Théorie des matrices, Dunod, Paris, 1966. 

E. KUH, et R.A. ROHRER, The State-Variable Approach to Network 
Analysis, Proc. of the IEEE, vol. 53, no 7, pp. 672-686, JuIy 1965. 

S. SESHU, et M. REED, Linear graphs and electrical networks, Addison-
Wesley, Reading, 1961. 

H. EDELMAN, Théorie et calcul des réseaux de transport d'énergie 
électrique, Dunod, Paris, 1966. 

M. LiGHTHiLL, Introduction to Fourier Analysis and generalised functions, 
University Press, Cambridge, 1962. 

E. JAHNKE, et F. EMDE, Tables of functions, Dover, New-York, 1945. 

A. PAPOULis, The Fourier intégral and its applications, McGraw-Hill, 
New-York, 1962. 

V. BELEViTCH, Classical Network Theory, Holden-Day, San Francisco, 1968. 

M. FELDMANN, Théorie des réseaux et systèmes linéaires, Eyrolles, Paris, 1981 





SOLUTIONS DES EXERCICES 

CHAPITRE 1 

1.7.1 En série : 

1001 Ω, 1001 H, I^P. F 

En parallèle : 

1000 Ω, M H, 1001 F. 
1001 ' 1001 

1.7.2 En série : 
η η 

^t = Σ Ri9Lt = Σ ζ,,·, ct = 
UQ 

Rt = nR , Lt = nL , CV = 
1 ι η 

η η 

Σ Uq 
/-1 JfI 

C 

En parallèle : 

Π Ri LU 
R< = -ΊΓ\— . h = -p-n—, C1= IQ, 

Σ Π Λ, Σ Π L1 
'•1 Jf i /=1 JfI 

Rt = — , Lt = — , Q = nC 
1 η η ι 

1.7.3 us = Ri Qt R = R' 

1.7.4 .. : 
us(t) = Ri + L-jt + U0 + - J i(r)dr 

ο 
Mise en parallèle d'une conductance G' = R, d'une inductance V = C, d'une 

capacité C' = L, et d'une source de courant /s(f) = w5(f). 

1.7.5 R' = n2R, L' = n2L, C = -ζ , u' = ww, /v' = + — 



302 THEORIE DES RESEAUX DE KIRCHHOFF 

1.7.6 L = r2C 

1.7.7 Voir figure 1.58. 

1 O- O 2 

Γ o-
ΊΤ 

O 2' 

O 2' 

1.7.8 Inductance : 

PL 

Capacité : 

LI2 ω . 

Fig. 1.58 

LI2 

sin 2ωί, wL = —— (1 + cos 2cor) 

P c = 20o~ S i n 2 ω ί ' Wc = 4Cc72 ( 1 " C 0 S 2 ω ί ) ; ^0 = LC 

On remarque que pc et /?̂  ont même valeur absolue et des signes opposés. La ten
sion aux bornes de la source est nulle. 

1.7.9 

L = 
L11L 1 1 ^ 2 2 -^12 

L υ ι L 2 2 2 L γι 

1.7.10 Voir figure 1.59. 

» 1 

O • 

3 . , 

ι 4 O 

f I 
Γ ό  ο 2' 

Fig. 1.59 

1.7.11 Conditions d'équivalence : 

L·^ τ Xv̂ . — Ls j i , Zv^ ι L·^ ~— - ^ 2 2 5 -^C 

L 1 2 > L1 1 => La < O 

L1 2 > L2 2 => L^ < O 

Connexion en triangle des trois inductances. 

'12 

1 . 7 . 1 2 « = Yi1Yi2 
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1.7.13 Contraire aux contraintes de connexion du paragraphe 1.2.2. 

YlxYi2 
Rapport résultant η 

ηλ + Yl1 

1.7.14 Résistance de valeur R' = (1 +a) R; 

a > - 1 => R' > 0 

α < - 1 => R' < 0. 

1.7.15 Voir figure 1.60. 

5/1 1 A 
1Ω 

6/1IV 

^ 
3Ω 

IV .C) 
5/1 IV 

2Ω 

3/1IA 

6/1IV 
2/1 IA 

Θ
3Α 1/2A 

8V 
A G 

5/2 A 

i« O i r 5 V 

Fig. 1.60 

1.7.16 Voir figure 1.61. 

ο 
77777777777777777 777777777777777777 7777777777777777 

Fig. 1.61 

1.7.17 Voir figure 1.62. 

*V 

Mlgl 
M3g 

.Af1 y A:: O 11T A/3 C *2' H 1 1 ^ 2 O Wa 

è *• 

Fig. 1.62 

1.7.18 Résistance; thermocouple 
Turbine; pompe 
Machine à vapeur; frottement. 

1.7.19 oui. 
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1.7.20 

Ri 

P 

R2 

R2, 

V2 V. 
4R1

9 2 ' 

0 ou R2 = °° 

CHAPITRE 2 

2.4.1 Sinusoïde et cosinusoïde : //(/co) réel V co. 

Sinus et cosinus hyperbolique : H(p) pair. 

2.4.2 f(x) = 6(x + 1)+ 6 (x ) -2 6 ( x - l ) . 

2.4.3 

> 0 

> 0 

< 0 

0 < 0 

strictement 
stable 

stable 

instable 

stable 

instable 

instable 

instable 

instable 

instable 

b > O, c > 0 strictement stable; 

ô = 0, c > 0 ou ô > 0, c = 0 stable; 

instable dans les autres cas. 

2.4.4 Instable; strictement stable; stable; instable; instable; instable; strictement 
stable; strictement stable. 

2.4.5 
x(0 

x(0 

x(0 

x(0 

ι +-

1 + 2 e 

+ -
-t 

t-\ + e _ i 

t > 0 

t > 0 

t > 0 

t > 0 
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x(0 = - 1 + ^ e - ' + | e f ; t>0; 

x(0 = l ~ ie~ 2 e' f + j i e f - ^ e f ; f>0; 

x(0 = y [1-e~f(cosi 4-sinO]; f>0; 

x(0 = ô"'(0-2ô"(0 + 2ô ' (0-4e" r(cosi-s in0; t>0. 

2.4.6 3 4 

x(0 = -ς- cos 21 -— sin 2 f ; 

1 4 
x(0 = ~Τλ cos 2 ί + — sin 21 ; 

χ (0 = ~T~ cos 2 ί - — sin 2 ί. 

3.6.1 

/ = = OHz 
100 Hz 
10 000 Hz 
35 588,1Hz 
100 000 Hz 

£4ff 

CHAPITRE 3 

= 0 
1,25 mV 
123 mV 
0 
719 mV 

3.6.2 Cercle de rayon 102 dont le centre se trouve sur l'axe réel au point d'abscisse 102. 

3.6.3 
uc(t) = 10 4- 223 exp (- t/r) · sin (2 π t/T - 0,73°) 

τ = 5 · 10_ 3s 

T = 198,7· 10"6s 

3.6.4 

^ 1 (O = 113,45 sin (2n t/T0 - 17,8°) + 34,7 exp (-t/r) 

T0 = 20· 10"3s 

τ = 0,99j 10"3s 

"(0 = Σ Ux(t-kT)-e{t-kT) 
k=o 

T = 10· 10"3s 

3.6.5 Sie(0 = 200 χ/2 cos ω 0 ί ( ω 0 = 2π·50), le court-circuit se produit à l'instant 
Γ, = 9,007-10"3s et pour f > f, : 

/(O = 0,889 cos(co0r-80,95°)-0,136 exp [-(r-r,)/r] 

(r = 20· 10"3s). 
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3.6.6 

3.6.7 

3.6.8 

u(t) = X ux(t-kT) -e(t~kT) 

Wi(O = Λ ( 0 · € ( 0 - Λ ( ί - Ό · € ( ί - Ό - Λ ( ί - Ό · β ( ί - Γ ) 

Z1(O = 100 [ ί - 3 · Ι Ο " 3 - 6,5· 10" 5 βχρ(-(ί/τι) + 3,06-10"3 βχρ(-ί/τ 2 ) 

/ 2 ( 0 = 2 + 0,3416 β χ ρ ( - ί / τ Ο - 2,3416 exp(-f/r 2) 

Γ = 20· 10"3s 

T1 = 0,38· 10"3s 

T2 = 2,62· 10"3s 

kT < t < kT + τ 

M(O = 10 + [M (W) - 10] exp[-(r- kT)/u] 

kT+τ < t (k+\)T 

u(f) = u(kT + T) · exp[-(i - kT - T)JT0] 

T0 = 400· 10"6s 

T1 = 200-10"6s 

u(0) = 0 

u(T) = 0,4147 

u (2 T) = 0,441 

u(3T) = 0,443 

u(AT) = 0,443 

H(p) = I06(p+a)(p + b)-1(p + cyl 

a = 2 π · 1591 

b = 2 π-2803 

c = 2 π · 189 774 

3.6.9 C= 10 pF 

3.6.10 Circuit de la figure 3.59 : 

où £2 = Z[^2(O], ^ ( 0 = tension aux bornes de ^ . 

Le circuit de la figure 3.62 est dual du précédent à un facteur près. 

T2 2 

CHAPITRE 4 

4.8.1 S'il ne contient aucune coupe. 
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4.8.2 det Yn = Σ Produit des admittances des branches d'un arbre 7}; la somme 
porte sur tous les arbres du graphe. 

4.8.3 Appliquer la formule de Binet-Cauchy : det(A*B) = Σ AjBj où 

A : matrice d'ordre m χ η 

B : matrice d'ordre η χ m 

At : déterminant de la sous-matrice de A d'ordre m χ m formée par n'importe 
quelles m colonnes. 

Bi : déterminant de la sous-matrice de B d'ordre m χ m formée par les m lignes 
correspondantes. 

Remarquer que le déterminant d'une sous-matrice de A correspondant à un arbre 
est égale à ± 1. 

4.8.4 Démontrer à partir de la formule Zm = BZbB'. 

y(3+V5")*· 

R (ΡΆ) 
VM 

R(I+L12Cp2) 
E [(LnL2I-^n)Cp3 + C(R1L22 + R2Ln)P2+(RiR2C+Ln+L22-2Ll2)p-¥ R1+R2] 

4.8.8 

γ= 1 0 1 0 O + 1 0 4 ) 2 ( p 3 + 13,4· 105p2 +35,4-10 9 P + 11,1· 10 1 3 )" 1 . 

4.8.9 Démontrer à partir de la formule suivante : 

Am = Σ Produit des impédances des chaînons par rapport à un arbre 7/. 

La somme porte sur tous les arbres du graphe. 
Cette formule est obtenue dans une certaine manière de la dualité du résultat de 

l'exercice 4.8.2. 

CHAPITRE 5 

5.6.1 Voir figure 5.49 

5.6.2 Le dual de la matrice d'impédances Z est la matrice d'admittances Y ou vice-versa. 

5.6.3 Tension équivalente : CtR3Ef(R1 +R2) (p +a) (p + b) 

4.8.5 

4.8.6 

T 

4.8.7 
U 
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C1 

UR1 
IN=" 

LU 

<rl-\— 

Fig.5.49 

Impédance équivalente : R%(p + c)(p + b)~i 

a = IKaR3C) 

b = 1/(Ri +R2)C 

= (R1+R2+R3(I-O)) 
° ' (R1+R2)R3C 

5.6.4 i = 17/80A. 

5.6.5 

5.6.6 

• (Z) = (Z)+ UiZg(R1); 

• (Y) = (Y) + diag(Qp), d'où 2 

Y= (RiR2+R2R3(I-a)+ R3R1T
1 

Oi' 

/ ? 2 + / ? 3 - ( 1 - α ) Λ 2 1 
_-R2 Ri+(1-Oi)R2] 

CHAPITRE 6 

6.4.1 Transformateur : ,4 = n, B = O, C=O, D = — ; 
η 

Gyrateur: Z11 = 0 , Z12 = r, Z21 = - r , Z22 = 0; 

y η = 0, ^J 2 = - - , y2i = - , ^22 = 0; 

Λ = 0, B = -r, C = - - , Z) = 0. 

6.4.2 Addition des matrices /z : mise en série de l'entrée et en parallèle de la sortie. 
L'addition des matrices g entraîne la connexion inverse. 

6.4.3 

*n = ( A i i + A Î i l A ' l ) / ( l + A n A i ) , 

Ai2 = Al2ZiI2/(1 +An/122), 

A2i = A21/z21/(l + A n A i ) , 

A22 = (Ai + A i |A" | ) / (1 + A n A i ) . 
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6.4.4 Reconstituer la matrice d'admittances indéfinie Yp à partir de la matrice d'ad-
mittance connue Y. 

Supprimer les lignes et les colonnes adéquates de Yp pour obtenir la matrice 
d'admittance cherchée. 

6.4.5 La matrice indéfinie d'admittances n'est pas inversible. 

6.4.6 

S = 
ZnZr + \Z 

i = ynYr + \Y\ 
^ 2 2 ' ^ f •* 22 -*/" 

6.4.7 Démontrer à partir de la définition d'un quadripôle réciproque. 

6.4.8 Utiliser les équivalences de Mason. (Voir fig. 6.46). 

C2/2 

Fig. 6.46 

6.4.9 Equivalence des équations caractérisant ces quadripôles. 

6.4.10 Quadripôle en π de capacités : C1 = 900OpF, C2 = 1000 pF, C3 = 100 pF. 

6.4.11 Γ ponté. 

6.4.12 Les branches droites doivent être duales des branches croisées. 

CHAPITRE 7 

7.5.1 Oui. 

7.5.2 
e,(0* e2(i) = 

p(t)*p(t) = 

p(t)*e(t) = 

/, 

I - t + 2 T 

\'r 

pour 0 < t < T. 

pour T < t < 2 T 

pour 0 < t < T 

pour T < t 

7.5.3 Démontrer à partir de δ(.ν)·/(.ν) = δ ( * ) · / ( 0 ) ; 

- δ ( 0 ; 0; 
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/(O · 6«(f) = /(0) · 6«(f)-(- l)1 CTV(O) · 6 ^ ) ( 0 - ... -

- (- \y cT'/ ( / )(o) · d(n-»(t) - . . . - ( - ITZ^(O) · δ (ο. 

7.5.4 g"(t) = /(0) · δ' +/'(0) · δ + / " ( 0 e(f). 

7.5.5 e ( 0 - e ( f - l ) . 

7.5.6 e(t)-e(-t). 

7.5.7 Appliquer le théorème de la moyenne sur Φ : 

Φ ( 0 " Φ ( 0 ) = tΦ'(E)Ee [Q, t]; 

Φ'(E)borné =• Φ(0~Φ(0) < tM. 

7.5.8 La transformée de Fourier d'un produit de convolution est le produit des trans
formées de Fourier. 

7.5.9 

Transformée de Fourier : 2 

Spectre d'amplitude : 2 

sin ωΤ 

ω 

sin ωΤ 
ω 

Spectre de phase : φ 
0 pour nfo < / < ^ — J ^ J /o, /o = — 

2« - 1 
i π pour — - — /o < / < «/o 

/(O 
1 8ίηΩί 

7.5.10 

1 
y # ( ω - ω 0 ) + Λ ( ω + ω 0) 

Λ (ω). 

7.5.11 

-^ (1-coscor) . 

7.5.12 

Γ sin2i _, 

- OO 

OO 

Γ sin4/1 - 2 π 
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7.5.13 Utiliser l'inégalité : 
OO OO 

I j f{t)dt\ < { \f(t)\dt; 

OO 

Hyperbole d'équation : I | / '(t) \ dt. (Démonstration à partir de l'inté-

gration par parties de F(joo).) 

7.5.14 R (ω) = 1/πω. 

7.5.15 

1 k=°° 1 
ak = O, bk = - , /(X) = 2 X -r-sinfo; * ' / W *ti * 
fonction impaire ; 

O; π/2; O. 

7.5.16 
w , 4 *=°° 

fonction paire. 

fonction continue dont la dérivée est discontinue. 

7.5.17 Prolongation impaire pour 7.5.15 et paire pour 7.5.16; 

» f r \ ο V ( - 1 ) ^ . 7 r / χ π 4 ^ cos(2fc-l)x 

• /,(χ-,) = 2 £^2_sin**; /,(*-,) = y - - J) ( 2 ^_ 1 ) 2

; 

• / i W + A M = y + 2 X r* (cos(fat-flO), 

2 1 2 „ . N (- I)* kit 
^=F + P F ^ 1 " 0 0 1 ^ « = A r c t g i - c o s ^ 

-*, x 4 ^ sin(2 k - \)x 

7.5.19 Utiliser la transformée de Fourier du produit de convolution 

7.5.20 

Jy) 2 2πί ' 

7.5.21 Ecrire la transformée de l'équation. 

7.5.22 Formule d'Euler: ( e / a ; r + e~fiAjt)/2 = coscjf. 
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CHAPITRE 8 

8.5.1 
F(p) = — sinhpX; domaine de convergence (O = °°). 

8.5.3. 

F(p) = IvT ί 2 \ e P - ) . 
} \ p2T2 + 4 π 2 / 

8.5.4 
,„,, 1 e P , ^e λ Ρ 

^n (fit)) = — r + 
P P P 

8.5.5 

8.5.6 

L1 = L1J si λ < 0, 

L1 = O si λ > O. 

r r Λ 1 + e " p T 

f ( , ) B i - , ^ ' 

'« = ά sinfli 

/ω - τ 
/(O = - 'co Stff 

nT 

T2p2+4 π2 

tcosat t > 0; 

t > 0; 

r > 0; 

8.5.7 

/(O = 
,-Jt 

+ + ( 0 - α ) ( γ - α ) ( α - β ) ( γ - 0 ) (a-y)(fi-y) 

Supposons a. < β < y on a : 

σ > " α > / ( ί > = ( ( 0 - « ) ( γ - « ) + ( β - » ( 7 -

ί > 0; 

-Tf 

+ · 

•γ < -/3 < σ < - α , 

/(O 
e - a f e ( - i ) e-p re(f) - < » ' * 

+ + 

β) ( β - γ ) ( / ? - γ ) , 

7 ' e ( 0 . 

e(/)î 

(α-/3)(γ-α) ( α - 0 ) ( γ - 0 ) ( a - γ ) ( β - γ ) 

- γ < σ < -β < -α, 

m = e " " f g ( - 0 + e - g f e ( - Q + e " ^ e ( O 

σ < - γ 

/(O = 

( ο - 0 ) ( γ - α ) ( α - 0 ) ( γ - 0 ) ( α - γ ) ( 0 - γ ) ' 

>-0r 

+ ( α - β ) ( 7 - α ) (/3-α) ( γ - β ) (γ 
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8.5.8 

x(t) = Q~3t ; t > 0 

x(t) = 3 e - 2 f - 2 e - 3 f ; t > 0 

x(t) =~ sin3f. t > 0 

8.5.9 

x ( 0 = y ^ e " 2 ' + ^ e " 2 ' - j cos(i + 36°87), 

*ω = -^e-3'+£^-¾*-'+^" 

8.5.10 

x ( 0 = — [e - 2 i + cos(3i + 22°6)] 
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